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Exercice 1 (EM Lyon 2004)

1. Si AM = M, une simple multiplication & gauche par A donne A>M = AM,
d’ott B4 C Fy4. Si A est inversible, on peut multiplier I’égalité A2M = AM
a gauche par A~! pour obtenir AM = M, les deux égalités sont donc
équivalentes et 4 = Fy.

2. Si A — I est inversible, ona AM =M < (A—-—I)M =0< M =0.

3. Comme B et B—1 sont inversibles (elle sont triangulaires supérieures sans 0
sur la diagonale), en exploitant les questions précédentes, Fip = Ep = {0}.

4. (a) Appliquons donc un petit pivot de Gauss :

-1 11 100
P = 0 11 I = 010
-1 10 001 Ly« Ly — L3
-1 11 10 0 L1 — L1 — L3
0 11 01 0 Ly < Ly — L3
0 01 1 0 —1
-1 1 0 0 0 1 L1 — LQ - Ll
0 10 -1 1 1
0 01 1 —1
1 00 -1 1
010 -1 1 1
001 1 0 —1
-1 1 0
La matrice P est inversible, d'inverse P! = | —1 1 1

1 0 -1



-2 2 0

(b) On calcule P7'1C'=1 0 0 0
1 0 —1
(c) En effet, P7'M € Ep & DP'M = P7'M & P ICPP'M =
PM & P7ICM = P7'M & CM = M (en multipliant par P &

gauche pour la derniére équation).

2 00
,pus D=1 0 0 0
001

a b c 2a 2b 2c
(d) Posons N =P 'M=| d e f |,onaalos DN=| 0 0 0
g h 1 g h 1

On auradonc DN = Nsia=b=c=d=-e = f =0, les trois derniers
coefficients de la matrice étant quelconques.

g h 1
(e) I suffit de constater que M = PN = 1| g h i
000
Exercice 2
1 1-1
1. Cours : Z ~ G 5 BE(Z)=2et V(Z) = = 2.

1
1
2. (a) Sii > k, on aura toujours P((Z = k)N (X =1i)) = 0. Sinon, Vk >
Vlie{l;...;k:},P((Z:k)ﬂ(X:z)) P(Z =k) X Py_ip(X = ):
ok C k-
(b) C’est une simple application de la formule des probabilités totales au

systéme complet d’événements (Z = k) (la somme débute a k =
puisque la probabilité de 'intersection est nulle si k < 7).

400 400 +00 400 i=k 400 1 1+oo 1
(© OnaY POX=1) =Y 3 1o =33 o = 2 w32 T
k=1 1=1 k=i k=1 =1 =1 k=0
1 1 .
XTI 1 (ce qui est normal).
2
3. (a) Eneffet, iP(X =1) = Z Tk S Z o (puisque toutes les valeurs que
k=i
prend l'indice k sont plus grandes que i), soit iP(X = 1) < Z 2k+z =
1 1 1

— X T = =—. La série de terme général iP(X = 1) est & termes
e 1 — 5 2i—1

positifs et majorée par une série géométrique convergente, elle converge
donc, ce qui signifie que X admet une espérance.
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400 400 . 4o =k . Ook(k—‘rl) +OO]€+1
(b) Ona E(X ZZka ZZka ZW:ZQIC—H:

1=1 k=i =1 k=1 k=1
*ik_1+i’k1’“_1 1 o3
2k 2 2 C2\(1-1) 2
k=2 k=2 2

1
4. (a) En reprenant les questions précédentes, i>P(X = i) < 5T qui est le

terme général d’une série convergente donc X 2 admet une espérance,

+oo +00 . too i=k . E(E+1)2k+1) | |
ot EX2 221; ;; Z 6k’2k >7 d’out

la formule demandée.

(b) Ona (k+1)(2k +1) = 2k*> + 3k + 1, et ak(k — 1) + bk + ¢ = ak? +
(b — a)k + ¢, par identification on obtient a =2, b=5et ¢ = 1.

+00 +00
2k(k—1)+5k+1 1 k(k—1)
2 —_

(c) 11 s’ensuit que E(X*) = 6; o _gkz:;—% +
5+ook+1§1 112 +5><1>< 1 +1><
s mMo St : 5 1 : 1
?k:121k 6§:112§ 13 152)2 (=20 6 2 (=37 6
éxl_%:E—FE—FEZE.ViaKénig—Huygens,onadoch(X):
1_9_2_38—27_1_1
6 4 12 12

D En effet, {/ — — k_

(a) En effet, f/(z) - T —

k=1 k=0

1 1
(b) En intégrant 1’équation précédente entre 0 et 27 on obtient f, <§) —

1 k=n 1
21 —a" 1 1 CR |
n — O s Jn - ud nl|l 4 — AL

k=1

2 n
/ 1 T dr.la premiére intégrale se calcule, elle est égale & [— In(1 — )]
0 — X

—In 5 +1In1l=1In2, d’ou la formule demandée.
(c) La fonction sous l'intégrale étant positive, l'intégrale est bien positive.

1 1 1
De plus,Vz € |0;=|, 2" < —,et = < 1—2x < 1, donc < 2, d’ou
2 2" 2 1—=x

. 2 " 2 1 ..
en intégrant tout ca dr < —dxr = —. Une application
0 1— X 0 2n 2n

dxr—

O Nol—



N

évidente du théoréme des gendarmes donne donc lim dx =

n—+0o0 Jf 1—2a
0.

(d) En passant a la limite dans la formule obtenue a la question 2, on a
+00

alors Z STk In 2. Or, cette somme est justement égale & P(X = 1),
—1

d’ou le résultat final.



