
Conours Blan 2005 : orrigéECE3 Lyée Carnot25 déembre 20091 Les triangulations d'Euler1. Voii les 13 hexagones demandés, les triangulations ayant subi une tentative de lassi�ationselon la forme de la �gure obtenue :

2. Il n'y a qu'une façon de trianguler un triangle (en ne faisant rien !), don c1 = 1. Un quadrilatèrepeut par ontre être trianguler de deux façons : il su�t de traer une diagonale pour le ouperen deux triangles et il y a deux diagonales. On en déduit que c2 = 2.3. Une fois le triangle A1Ak+2An+3 imposé, il reste à déouper en triangles les deux polygonesqui sont de part et d'autre de e triangle. Le premier a pour sommets A1, A2, . . ., Ak+2, soit
k + 2 sommets, don peut être triangulé de ck façons. Le deuxième a pour sommets Ak+2,
Ak+3, . . ., An+3, soit (n + 3) − (k + 2) + 1 = n − k + 2 sommets, don peut être triangulé de
cn−k façons. Les deux triangulations se faisant indépendamment l'une de l'autre, il y a au total
ckcn−k triangulations de notre polygone initial ontenant le triangle A1Ak+2An+3.4. Il y a par dé�nition cn+1 triangulations pour le polygone onsidéré. Chaune de es triangu-lations ontient exatement un triangle du type A1Ak+2An+3, don il su�t pour obtenir lenombre total de triangulations du polygone d'additionner les nombres obtenus à la questionpréédente pour toutes les valeurs possibles de k, 'est-à-dire pour k ompris entre 0 et n.Autrement dit, cn+1 =

k=n
∑

k=0

ckcn−k. 1



5. À l'aide de la formule préédente, on alule c5 =

k=4
∑

k=0

ckcn−k = c0c4 + c1c3 + c2
2 + c3c1 + c4c0 =

14 + 5 + 4 + 5 + 14 = 42 (les plus ourageux pourront tenter de dessiner les 42 triangulationspossibles sur un heptagone régulier).2 Reherhe d'une formule lose1. C'est un simple alul : Ck+1
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=
k + 1

k + 2

(

2k+2
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)

(
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=
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=
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=
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4k + 2

k + 2
.2. Utilisons don l'indie généreusement donné par l'énoné : en posant i = n − k, on obtient

Tn =
k=n
∑

k=0

kCkCn−k =
i=n
∑

i=0

(n − i)Cn−iCi =
i=n
∑

i=0

nCiCn−i −
i=n
∑

i=0

iCiCn−i = NSn − Tn. On a don
Tn = nSn − Tn, soit 2Tn = Sn et don Tn =

n

2
Sn.3. Partons plut�t du membre de droite, et utilisons le résultat de la question 1 en l'érivantsous la forme (4k + 2)Ck = (k + 2)Ck+1 : 4Tn + 3Sn = 4

k=n
∑

k=0

kCkCn−k + 3

k=n
∑

k=0

CkCn−k =

k=n
∑

k=0

(4k + 3)CkCn−k =
k=n
∑

k=0

(4k + 2)CkCn−k +
k=n
∑

k=0

CkCn−k =
k=n
∑

k=0

(k + 2)Ck+1Cn−k + Sn. Faisonsmaintenant un petit hangement d'indie en posant i = k + 1 dans la première somme, eton a 4Tn + 3Sn =

i=n+1
∑

i=1

(i + 1)CiCn+1−i + Sn =

i=n+1
∑

i=0

(i + 1)CiCn+1−i − C0Cn+1 + Sn. Or,
C0 =

1

1

(

0

0

)

= 1, don C0Cn+1 = Cn+1 qui, par hypothèse est égal à Sn. Il nous reste don
4Tn + 3Sn =

i=n+1
∑

i=0

(i + 1)CiCn+1−i =
i=n+1
∑

i=0

iCiCn+1−i +
i=n+1
∑

i=0

CiCn+1−i = Tn+1 + Sn+1, et laformule est démontrée.4. En ombinant les résultats des questions 2 et 3, on a n + 1

2
Sn+1+Sn+1 = 4×n

2
Sn+3Sn, soit (enmultipliant tout par 2) (n + 3)Sn+1 = (4n + 6)Sn. Autrement dit, en utilisant notre hypothèsede réurrene, Sn+1 =

4n + 6

n + 3
Cn+1. Or, on sait en appliquant le résultat de la question 1 pour

k = n + 1 que Cn+2

Cn+1
=

4(n + 1) + 2

n + 1 + 2
=

4n + 6

n + 3
. On en déduit que Sn+1 = Cn+2, e qui prouve

P(n + 1) et ahève la réurrene.5. Soient deux suites véri�ant (un) et (vn) véri�ant es relations. Prouvons par réurrene forteque un = vn en posant Pn : ∀k 6 n, uk = vk. La propriété P0 est vraie, puisqu'elle a�rmesimplement que u0 = v0 et que es deux nombres sont égaux à 1 par hypothèse. Supposonsdon Pn véri�ée pour un ertain entier n. On a alors k=n
∑

k=0

ukun−k =
k=n
∑

k=0

vkvn−k, puisque lestermes apparaissant dans les deux sommes sont les mêmes par hypothèse de réurrene. Onen déduit que un+1 = vn+1, e qui prouve Pn+1 (pour les rangs stritement inférieurs à n + 1,l'égalité des termes fait partie de l'hypothèse de réurrene) et ahève le raisonnement.6. La suite (cn) véri�e les hypothèses de la question 5 (f première partie). La suite (Cn) véri�eégalement C0 = 1 et k=n
∑

k=0

CkCn−k = Sn = Cn+1 omme on l'a démontré plus haut. D'après la2



question préédente, les deux suites sont don égales, et cn =
1

n + 1

(

2n

n

).3 Chemins minimaux1. Pour aratériser un hemin, il faut simplement hoisir la position des p pas vers l'Est (ou des
q pas vers le Nord si on préfère) parmi les p + q pas e�etués au total. Il y a don (

p + q

p

) (ou
(

p + q

q

)) hemins possibles.2. Le prinipe est exatement le même : pour aller de N à M en suivant un hemin minimal, one�etue p′ − p pas vers l'Est et q′ − q pas vers le Nord, soit p′ + q′ − p − q pas au total parmilesquels il faut hoisir où on plae les pas vers l'Est. Cela fait bien (

p′ + q′ − p − q

p′ − p

) heminspossibles.3. Suivons don les indiations de l'énoné, et déoupons notre hemin en deux moreaux enmarquant un point d'arrêt quand on renontre pour la première fois la bissetrie, en unertain point Z(k, k), ave 1 6 k 6 n. La deuxième partie du hemin, elle qui relie Z à N ,mène don du point (k, k) au point (n, n) en restant toujours sous la bissetrie (mais en ayanttout à fait le droit de la touher à nouveau), e qui est équivalent à un hemin menant de (0, 0)à (n − k, n − k) et restant sous la bissetrie (il n'y a qu'à se déaler un peu), et laisse don
an−k possibilités pour ette deuxième moitié de hemin. La première moitié de hemin, ellequi relie O à Z, est également sous la bissetrie, mais n'a pas le droit de la touher puisque
Z est le premier point d'intersetion. Autrement dit, elle mène de (1, 0) (le premier pas se faitnéessairement vers l'Est) à (k, k − 1) (le dernier pas sera forément vers le Nord) en restantsous la droite d'équation y = x−1 (droite parallèle à la bissetrie, mais déalée vers l'Est), enla touhant éventuellement. En déalant tout elà d'un pas vers l'Ouest, ela revient à hoisirun hemin menant de (0, 0) à (k− 1, k − 1) et restant sous la bissetrie, e pour quoi on a parhypothèse ak−1 possibilités. Le nombre de hemins possibles à Z �xé est don an−k × ak−1,et il ne reste plus qu'à additionner pour toutes les valeurs de k possibles, e qui donne bien
an =

k=n
∑

k=1

ak−1an−k.4. Cf deuxième partie, question 5.5. La suite (cn) véri�e toujours les hypothèses de la question préédente. Quant à (an), on a
a0 = 1 et, via un petit hangement d'indie (on pose i = k − 1) dans la formule de la question
3, an+1 =

∑

k=1

k = n + 1ak−1an+1−k =
∑

i=0

i = naian−i, e dont on déduit que an = cn.6. C'est une simple appliation du résultat de la question 2 : le nombre de hemins entre O′(−1, 0)et N(n, n) est (

2n

n − 1

).7. La onstrution de la question préédente montre que le nombre de hemins menant de O à
N et traversant la bissetrie est (

2n

n − 1

) (la onstrution en question étant assez lairementbijetive). Le nombre de hemins ne traversant pas la bissetrie est par dé�nition an, etle nombre total de hemin (

2n

n

). On a don an +

(

2n

n − 1

)

=

(

2n

n

), soit an =

(

2n

n

)

−
(

2n

n − 1

). On en déduit alors que cn = an =
(2n)!

n!n!
− (2n)!

(n − 1)!(n + 1)!
=

(n + 1)(2n)! − n(2n)!

n!(n + 1)!
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(2n)!
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1
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(2n)!
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1
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4 Reherhe d'un équivalent de ln(n!)1. Les deux fontions sont dérivables sur R+ et s'annulent en 0. Comme f ′(x) =
1

1 + x
− 1 =

1 − (1 + x)

1 + x
= − x

1 + x
6 0, la fontion f est déroissante sur R+, et don négative. De même,

g′(x) =
1

1 + x
− 1 + x − x

(1 + x)2
=

1 + x − 1

(1 + x)2
=

x

(1 + x)2
> 0, don la fontion g est roissanteet positive sur R+. On peut ajouter que lim

x→+∞

f(x) = −∞ (par roissane omparée) et
lim

x→+∞

g(x) = +∞ (pas de forme indéterminée ii).2. D'après la question préédente, on a ∀x > 0, x

1 + x
6 ln(1 + x) 6 x. Appliqué à x =

1

k
, etenadrement donne 1

k

1 + 1
k

6 ln

(

1 +
1

k

)

6
1

k
, soit 1

k + 1
6 ln

(

1 +
1

k

)

6
1

k
.3. Prenons l'inégalité de gauhe dans l'enadrement qu'on nous demande de prouver : elle estéquivalente à 0 6 (k + 1) ln(k + 1) − (k + 1) ln k − 1, soit 1 6 (k + 1) ln
k + 1

k
, ou enore

1

k + 1
6 ln

(

1 +
1

k

), inégalité prouvée à la question préédente. De même, on peut réérirel'inégalité de droite sous la forme k ln(k + 1) − k ln k − 1 6 0, soit k ln
k + 1

k
6 1, e qui seramène à l'autre inégalité prouvée à la question 2. L'enadrement souhaité est don véri�é.4. En reprenant l'inégalité de gauhe de l'enadrement préédent et en la sommant pour k variantde 1 à n, on obtient k=n

∑

k=1

ln k 6

k=n
∑

k=1

(k+1) ln(k+1)−(k+1)−(k ln k−k). La somme de droite estune somme télesopique (mais si, regardez bien) égale à (n+1) ln(n+1)−(n+1)−(1 ln 1−1) =

(n + 1) ln(n + 1) − n = (n + 1) ln

(

n

(

1 +
1

n

))

− n = (n + 1) ln n − n + (n + 1) ln

(

1 +
1

n

).Or, on a vu plus haut que ln

(

1 +
1

n

)

6
1

n
, don k=n

∑

k=1

ln k 6 (n + 1) ln n − n + 1 +
1

n
(oui, jesais, e n'est pas la majoration demandée, mais je soupçonne fortement une erreur d'énoné,ar e qui est demandé ne déoule pas simplement de la question préédente). On proède demême ave l'inégalité de droite de la question préédente : k=n

∑

k=1

ln k =

k=n
∑

k=2

ln k (puisque ln 1 = 0)
=

k=n−1
∑

k=1

ln(k + 1) >

k=n−1
∑

k=1

(k + 1) ln(k + 1)− (k + 1)− (k ln k − k) = n lnn− n− (1 ln 1− 1) =

n lnn − n + 1 (ette fois, ça marhe sans problème).5. Commençons par onstater que ln(n!) = ln(1× 2× · · · ×n) = ln 1 + ln 2 + · · ·+ ln n =

k=n
∑

k=1

ln k.Divisons maintenant l'enadrement de la question préédente par n ln n : 1 − 1

ln n
+

1

n lnn
6

ln(n!)

n lnn
6 1+

1

n
− 1

ln n
+

1

n ln n
+

1

n2 ln n
(j'ai repris mon enadrement et non elui de l'énoné).Les deux termes extrêmes tendant manifestement vers 1, une patite appliation du théorèmedes gendarmes permet d'a�rmer que lim

n→+∞

ln(n!)

n lnn
= 1, soit ln(n!) ∼ n ln n.6. Reprenons à nouveau l'enadrement de la question 4, en soustrayant n ln n partout : 1 − n 6

ln(n!)−n ln n 6 ln n−n+1− 1

n
. À nouveau, en divisant tout par −n, on obtiendra des limiteségales à 1 pour les deux termes extrêmes et on onlura via le thorème des gendarmes.4



5 Formule de Stirling1. Ce n'est pas si méhant que ça : les deux fontions sont dérivables sur [0; 1] et s'annulent en 0.De plus, i′(x) =
1

1 + x
−1+x−x2+x3 =

1 − 1 − x + x + x2 − x2 − x3 + x3 + x4

1 + x
=

x4

1 + x
> 0,don la fontion i est roissante et positive sur [0; 1]. De même, j′(x) =

1

1 + x
− 1 + x − x2 =

−x3

1 + x
6 0, don j est déroissante et négative sur [0; 1].2. C'est e�etivement une onséquene immédiate de la question préédente.3. D'après la question préédente, on a 1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
− 1

4n4
6 ln
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1 +
1

n

)

6
1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
. On endéduit que n2

[

1 −
(

n +
1

2
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1

n
− 1

2n2
+

1

3n3
− 1

4n4
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> n2

[

1 −
(

n +
1

2

)

ln

(

1 +
1

n
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>

n2

[

1 −
(

n +
1

2

)(

1

n
− 1

2n2
+

1

3n3

)]. Développons le membre de gauhe, ela donne
n2

(

1 − 1 +
1

2n
− 1

3n2
+

1

4n3
− 1

2n
+

1

4n2
− 1

6n3
+

1

8n4

)

= n2

(

1

4n2
− 1

3n2
+ o

(

1

n2

))

= − 1

12
+

o(1). Autrement dit, le membre de gauhe tend vers − 1

12
quand n tend vers +∞. De même, lemembre de droite tend vers − 1

12
(quand on supprime le − 1

4n4
de la parenthèse initiale, seulsles termes à partir de 1

n3
vont être modi�és), don via le théorème des gendarmes, on déduitla limite demandée.4. (a) Calulons don un+1−un = ln(n+1)!−(n+1) ln(n+1)+n+1− 1

2
ln(n+1)−ln n!+n ln n−

n +
1

2
ln n =

k=n+1
∑

k=1

ln k −
(

n +
3

2

)

ln(n + 1) + 1 −
k=n
∑

k=1

ln k +

(

n +
1

2

)

ln n = ln(n + 1) −
(

n +
3

2

)

ln(n+1)+1+

(

n +
1

2

)

ln n = 1−
(

n +
1

2

)

ln
n + 1

n
= 1−

(

n +
1

2

)

ln

(

1 +
1

n

).Or, ette dernière expression est équivalente à − 1

12n2
d'après la question 3, don équiva-lente au terme général d'une série onvergente à termes négatifs. La série de terme général

un+1 − un onverge don (si on n'a pas à disposition le théorème sur l'équivalene des sé-ries à termes positifs, on se ontente de onstater qu'à partir d'un ertain rang, un −un+1sera plus petit, par exemple, que 1

2n2
, et on onlut par omparaison).(b) La somme partielle de la série de terme général un+1−un est donnée par Sn =

k=n
∑

k=1

uk+1−

uk = un+1 − u1 ('est une somme télesopique). D'après la question préédente, la suite
(Sn) onverge, don un+1 − u1 également, et (un) aussi.() Notons K = el, on a don lim

n→+∞

eun = K, ou si l'on préfère eun ∼ K. Or, eun =

eln(n!)en

en lnne
1

2
lnn

=
n! × en

nn ×
√

n
. On en déduit que n! ∼ Knn

√
n

en
.5. Un joli alul pour terminer :

cn =
1

n + 1

(

2n

n

)

=
1

n + 1

(2n)!

(n!)2
∼ 1

n + 1

K(2n)2n
√

2n

e2n
× (en)2

K2(nn)2n
∼ 1

n + 1

22n
√

2n

Kn
∼ 22n

(n + 1)
√

πnJ'ai laissé le n+1 pour obtenir une meilleure approximation. Cette formule donne par exemple
c10 ≃ 17 007, la valeur exate étant c10 = 16796.5


