Concours Blanc : Mathématiques II

Epreuve spécifique ECE3

Mardi 18 mai 2010

Durée de 'épreuve : 4H.
Les calculatrices sont interdites.

Le sujet est constitué de deux problémes indépendants. Le candidat peut traiter les questions dans
I’ordre qu’il souhaite, & condition d’indiquer clairement les résultats des questions non traitées qu’il
admet pour la suite de I’exercice.

Probléme 1

Dans cet exercice, on étudie 'exponentielle d’une matrice pour une matrice carrée d’ordre 3, puis
d’ordre 2.

I. Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 3.

Soient A et P les matrices définies par :

11 1 2 1 1
A= -1 1 1|, P=[ -1 2 -1
2 0 -2 1 -1 1

1. Montrer que la matrice P est inversible et déterminer P~
2. Onpose T =P AP

(a) Calculer la matrice 7.

(b) Calculer T2, T3, puis T™ pour tout entier naturel n > 3.
3. En déduire que Vn > 3, A" = 0.

12
4. Pour tout réel t, on définit la matrice E (t) par E (t) =T +tA+ 5142, ou I désigne la matrice
unité d’ordre 3.
(a) Montrer que ¥V (¢,#') € R2, E@{)E()=E({t+1).

(b) Pour tout ¢ réel, calculer E (t) E (—t). En déduire que la matrice F (t) est inversible et
déterminer son inverse en fonction de I, A, A2, t.

(¢) Pour tout ¢ réel et pour tout entier naturel n, déterminer [E (¢)]" en fonction de I, A, A2, t
et n.



II. Exponentielle d’'une matrice carrée d’ordre 2.

Soient B et D les matrices définies par B = ( g _31 > , D= ( é (2) >

Pour tout entier naturel n non nul, et pour tout réel ¢, on définit la matrice E, (t) par :

k
E, (t) = Z t—B"’ que l'on note E, (t) = ( ZZ Eg ;Z Eg )

1. Déterminer toutes les matrices X € My (R) vérifiant M X = X, puis toutes les matrices

Y € My 1(R) vérifiant MY = 2Y.

2. En déduire une matrice Q d’ordre 2 inversible telle que Q' BQ = D, et préciser son inverse.

i 2—2" 1-2"
3. Pour tout entier naturel n, montrer que B" = < gntl _ 9 on+l _q >

k k
4. Montrer que Vn € N, a, (t) = > 1_, w ; exprimer de méme b, (t), ¢, (t) et dy, (t) sous
le forme d’une somme.

5. Déterminer les limites de ay, (t), by, (1), ¢n (1) et dy, (t) lorsque n tend vers +oo.

11111 an (t) liI_iI_l cn (t)
p _ n—-+o00 n—+oo
6. Pour tout ¢ réel, on pose alors E (t) = lirj} bo () lim dy(t) |

o2t ot _ o2
(a) Montrer que E (t) = < 2¢ — ©,° . >

2e2t — Qet 2e%t — ¢
(b) Déterminer deux matrices E et Es, telles que pour tout ¢ réel on ait : E (t) = e! By +e* Es.
(c) Calculer E?, E2, E\FEs, ExE;.

(d) En déduire que pour tout ¢ réel, E (t) est inversible et déterminer son inverse.

Probléme 2

Dans tout le probléme, n désigne un entier naturel non nul. On considére une urne U, contenant
n boules numérotées de 1 & n. On tire une boule au hasard dans U,. On note k le numéro de cette
boule. Si k est égal & 1, on arréte les tirages. Si k est supérieur ou égal & 2, on enléve de 'urne U,
les boules numérotées de k a n (il reste donc les boules numérotées de 1 a k — 1), et on effectue a
nouveau un tirage dans 'urne. On répéte ces tirages jusqu’a ’obtention de la boule numéro 1. On
note X,, la variable aléatoire égale au nombre de tirages nécessaires pour l'obtention de la boule
numéro 1. On note Y, la variable aléatoire égale a la somme des numéros des boules tirées. On note
E(X,) et V(X,,) (respectivement E(Y;,) et V(Y,,)) l'espérance et la variance de X,, (respectivement
Ya).

Préliminaires.
k=n
On pose, Vn > 1hn—Z—etk: Zk2
k=1

1. Rappeler un équivalent simple de h,, quand n tend vers 4oco.
1 1 1
Mont V22, — < — — —.
ontrer que, 2 ST 1%
En déduire que Vn > 1, &k, < 2.

Déterminer un équivalent simple de h,, — k,, quand n tend vers l'infini.

=N



Partie 1 : Etude de la variable aléatoire X,,.

On note dans cette partie I, la variable aléatoire égale au numéro de la premiére boule tirée dans
I'urne U,.

1. (a) Quelle est la loi de la variable I, ?
(b) On suppose réalisé I’événement I, = 1. Que devient alors la loi de la variable X, ?
(¢) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer que Vj € N*, Vk € {1,2 ,...,n},
P(Xp=j/In=k) =P (Xp1=3j—1)
Déterminer ’ensemble des valeurs prises par la variable X,,.
Quelle est la loi de X717
Quel représente I’événement (Xo = 1) ? Donner la loi de X5 , son espérance et sa variance.

Calculer P[3:1(X3 = 2), P[3:2(X3 = 2) et P[3:3(X3 = 2). En déduire P(Xg = 2), puis
déterminer la loi de X3, son espérance et sa variance.

3. (a) Dans le cas général, déterminer P(X,, = 1), P(X,, = 2) et P(X,, =n).

k=n—1
1
(b) Sin est supérieur ou égal & 2, montrer la relation P (X, = j) = — Z P(Xy=3j-1)
n
k=1
(c) Calculer nP (X,, =j)— (n —1)P(X,—1 = j), et en déduire que, ¥n > 2,

. n—1
P(X,=j)=

N1 .
P(Xn,1 = ]) + gp (Xn,1 =) — 1)

1
Montrer en utilisant la question précédente que, sin > 2, E(X,,) = F(X,—1) + —.
n

En déduire F(X,,) et donner un équivalent simple de E(X,,) quand n tend vers I'infini.
) et de E(X,,—1).

En déduire : V(X,,) = hy, — ky, (ou hy, et k, ont été définies dans les préliminaires).

)
)
¢) Sin est supérieur ou égal & 2, calculer E(X?2) en fonction de E(X2_,
)
)

Donner un équivalent de V(X,,) quand n tend vers I'infini.

Partie 2 : Etude de la variable aléatoire Y.

1. (a) Quelles sont les valeurs prises par Y3 ?
(b) Déterminer la loi de Y3.

2. (a) Sin estsupérieur ou égal & 2, montrer, pour tout entier j non nul et tout entier k supérieur
ou égal & 2, Pp, (Yo = j) = P (Yioy = j — k).

(b) Sin est supérieur ou égal a 2, en déduire, pour tout entier j supérieur ou égal a 1,

n—1

‘ 1 ‘
P(Yp1=j)+-PYp1=j-n)
n n
(c) Sin est supérieur ou égal a 2, montrer E(Y,,) = E(Y,—1) + 1
Que vaut E(Y,,) pour tout entier n supérieur ou égal a 17
3. Ecrire un programme PASCAL demandant un entier n & 'utilisateur et simulant une occurence
des variables aléatoires X, et Y,,.



