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Exercice 1

1. Etude de la fonction f.

(2)
(b)
()

(f)

L’équation (E) étant équivalente a f(x) = =z, ses solutions sont les points fixes de la
fonction f.

La fonction f est bien str C* sur R, de dérivée f'(x) = 2e72* > 0, donc la fonction f
est strictement croissante sur R.

Par somme et composition de limites, on obtient hI—iI-l () = 1, donc la courbe de
T— 100

f admet en 400 une asymptote horizontale d’équation y = 1; et lim f(z) = —oo.
r——00
2z e—2x
De plus, par croissance comparée, on a lim — = +oo, donc lim = —o0, et

z—+00 T T——00 I
lim @)

rT——00 I

(Oy) en —o0.

= —o0. La courbe de f admet donc une branche parabolique de direction

La fonction g est également C™ sur R, de dérivée ¢/(x) = 2¢72* — 1. Comme e 2* >

In2
— & —2x > —In2, la fonction g est strictement croissante sur ]—oo; 7], et stricte-

2
. In2 ) In 2 i
ment décroissante sur DR +o0|. La fonction g admet en o un maximum de valeur
In2 In2 1-—1In2
g Do) g 2 B2 1 , et vérifie lim g(z) = —oo (car par croissance
2 2 2 T——00
comparée, g(z) ~ —e 2¥)et lim g(x) = —oo.
T——00 T——+00
L’équation (FE) est équivalente & g(x) = 0. On vient de voir que ¢ était strictement
o In2 1—In2 In2
monotone, donc bijective de —OO;T vers —OO;T , et de 7;—1—00 vers
1—In2 . . L
—00; 5 , donc 0, appartenant & l'intervalle | — oo; 1], admet un unique antécédent

e n2 : : :
inférieur a 5 (dont on peut aisément constater qu’il est égal a 0), et un unique antécé-

. . n . .
dent strictement supérieur a < ce qui correspond aux deux solutions de (E). De plus,

1 3
g(n2)=1-e2M2 _In2=1- 7 m2=7-M2>0et gl)=1-e?2-1=-e2<0.
D’apres le théoréme des valeurs intermeédiaires, la fonction g s’annule donc bien sur 'in-
tervalle | In2; 1].

On obtient ’allure suivante pour la fonction f :



2. Etude d’une suite récurrente

(2)

Une petite récurrence pour commencer : on sait que a < 1, donc ug > «. Si on suppose
désormais u,, > «, la fonction f étant strictement croissante sur [o; 4+o0o[ & valeurs dans
[a; +00[, on aura également u,+1 = f(u,) > a. D’aprés le principe de récurrence, la
propriété demandée est vérifiée.

La fonction g étant négative sur |o; 400, on a Va > «, f(z) < . En particulier, Vn € N,
Unt1 = f(un) < Uy, donc la suite (u,,) est strictement décroissante. Etant de plus minorée
par a, elle converge.

La limite de (uy) est nécessairement un point fixe de f. Or, comme u,, > «, on aura par

passage a la limite liril Up = «, et la limite ne peut donc qu’étre égale & « (le deuxiéme
n—-+0oo

point fixe de f étant 0, qui est strictement inférieur & ).

Sur l'intervalle [o; +00[, la dérivée f/ de la fonction f est positive et majorée par 2e~2*.

Comme f est C! sur [o; +00], et que « et u,, appartiennent & cet intervalle (avec o < u,),
on peut leur appliquer 'inégalité des accroissements finis pour obtenir 0X (f(u,)— f(a)) <
2¢72%(u, — ). Comme f(u,) = unt1 et f(a) =, Uencadrement demandé en découle.

—2In2 _

1
Constatons qu’au vu des résultats de la premiére partie 2e™2% < 2e 5 Ne reste

plus qu’a faire une récurrence : pour n = 0, 'inégalité est triviale. Si on la suppose vraie au

1 1\ " n+1
rang n, on aura 0 < Upy1 — o < 27 2%(u, —a) < 3 X <§> (up—a) = <§> (ug — ),

ce qui prouve I’hérédité de la propriété.

11 suffit de reprendre l'inégalité précédente et de constater que 1 — a < 1, puisque 0 <
a < 1.

PROGRAM concoursblancl ;

VAR u,e,a : real;

BEGIN

WriteLn(’Choisissez la précision souhaitée’) ;
ReadLn(e) ;

u:=1;a:=1;

REPEAT

u :— l-exp(-2*u);

a:=a/2;

UNTIL a < e;

WriteLn("Une valeur approchée de alpha a ’je,” prés est donnée par ",u);
END.



Exercice 2

L. (a)

k=2n
On a Sy, — S, = Z ug. Or, la suite (u,) étant décroissante, on aura Vk € {n +
k=n-+1
k=2n
1,...,2n}, ug = ugy, donc Sy, — S, > Z U2y, = NUY,.
k=n-+1
La série de terme général S,, étant supposée convergence, on peut noter S sa somme, et
on a alors lim Sy, = lim S, =S, donc lim Sy, — S, = 0. La suite (n ug,) étant
n—-400 n—-4o0o n—-—+oo

positive (puisque u,, 'est par hypothése) et majorée par une suite tendant vers 0, d’apres
le théoréme des gendarmes, elle converge vers 0, et (2n ugy,) également.

On vient de voir que les termes d’indices pairs de cette suite tendaient vers 0. Or, (u,)
étant décroissante, ugpt1 < Ugp, donc Vn € N, (2n 4+ 1) ugpt1 < (2n 4+ 1) ugy, et ce
majorant tend vers (. Encore un coup de gendarmes, et les termes impairs de la suite
tendent eux aussi vers 0. Conclusion : la suite (n uy,) converge bien vers 0.

1

Dire que n u, tend vers 0 est bien équivalent & dire que u, = o (—)
n

La série de terme général u, étant supposée divergente, avec (u,) positive, on aura
Un+1

lit}rl Sy, = 400. La suite (uy) étant bornée, le quotient
n—-+od

n
ristes absolus, on peut invoquer le théoréme des gendarmes : si on note M un majorant

M
5.

tend vers 0 (pour les rigo-

de (up), on a0 < v, <

Sn+_un+l —1 Sh+l

En effet, w,, = In <1 + Un+1> =In

S, S = In S Un petit télescopage donne
k=n k=n
alors kzl W = kzl InSipi1—InSy=mS,+1—InS; =InS,11 —Inwu;. Comme nEI—fr—looS =

+00, on en déduit que la série de terme général w,, diverge.

Comme on sait que (v,) a pour limite 0, on aura w, = In(1 + v,) ~ L U Les deux
n—-+0oo

suites étant a termes positifs, la série de terme général v, est de méme nature que celle

de terme général u,, donc divergente.

Si on prend u, = 1 (qui est bien une suite bornée, et la série de terme général 1 diverge
k=n
grossiérement), on aura .S,, = Z 1=n—-1,donc v, =
n J—
k=1

T et on retrouve la divergence
de la série harmonique.

. . . . . 1
La suite u, est toujours bornée, et on vient de revoir que la série de terme général —
n
k=n
1

1
di it. Cette foi Sp = -~ d = ~ . La série d
ivergeait. Cette fois, on a ; % ~ inn, donc vy DS, " ninn a série de

1
terme général v,, étant divergente, celle de terme général I I’est également.
nlnn

Manifestement non, puisque la suite (
nlnn

) est bien positive, décroissante et négligeable

devant —, mais que la série associée ne converge pas.
n



Probléme

I. Etude des fonctions f,.

n l+z—2z n(l+z)+1

1. Les fonctions h,, sont C* sur |—1; +o00[, de dérivées hl,(z) = Tz + d+2)° = T +2)°
Le numérateur étant toujours positif sur | — 1;+o0[, les fonction h,, sont toutes strictement
croissantes sur cet intervalle.
2. Calculons donc : hy,(0) = nlnl + 0 = 0. Les fonctions h,, sont donc négatives sur | — 1;0] et
positives sur [0; +oo.
3. (a) La fonction f; est C* sur son ensemble de définition comme produit et composée de
fonctions usuelles. Sa dérivée est f{(z) = In(1 + z) + % = hi(x).
x
(b) La fonction f; est donc décroissante sur | — 1;0] et croissante sur [0; +o0c[. Elle admet en
0 un minimum de valeur f;(0) = 0, et a pour limite +00 en —1 et en +o0.
n
4. (a) Comme fi, fn est C* sur | — 1;400[, de dérivée f/(z) = nz" 'In(1 + z) + T =

1+
2" Lh,(2).
Si n est impair, 2”7 est toujours positif et, comme pour fi, f, est décroissante puis
croissante, atteignant pour minimum 0 en 0, et ayant pour limite 400 aux deux bornes
de son domaine de définition. Si n est pair, par contre, 2" ! change de signe en 0, et
2" 1h,(x) est toujours positif, donc f, est strictement croissante sur ] — 1;+oo[, avec
pour limite —oo en —1 et +00 en +o00.

II. Etude d’une suite.

1.

(2)

c az’ + (a+ bz +b+c

Procédons par identification : ax+b+ = , donc on aura égalité
z+1 z+1
1
sia=1,a+b=0etb+c=0,s0it a=c=1et b= —1, donc z =z—1+ .
z+1 z+1
1.2 1 1 22 Ly
On a donc dr= [ z—1+ dr=|——-z+In(z+1)| =-—-1+n2=
o T+1 0 41 2 o 2
1
In2——.
SR

1
Par définition, U; = / xIn(1 4+ x)dx. Effectuons une intégration par partie en posant
0

72
x) = 5 On obtient U; =

uw(xz) = In(1 4+ z) et v'(z) = =z, donc v/ (z) =

a2 R S n2 1 1\ 1
L m@a — de = —= = (lm2->) =-,
[2 a( +x)]0 2/0 s +177 T 2 2(“ 2> 1

Pour tout entier naturel n, on a Vn € N, 2" < 2", donc 2" In(1 + 2) < 2" In(1 + z),
d’ott en intégrant I'inégalité sur [0; 1], U,y+1 < U,. La suite (U,) est donc décroissante.

@

-t

<
—~

Comme de plus (U,) est une suite & valeurs positives (les fonctions f, prennent toutes
des valeurs positives sur [0;1]), la suite est décroissante minorée, donc convergente.

La positivitée de U, a déja été justifiee. De plus, sur [0;1], In(1 + ) < In2, donc U,, <
1 $n+1 1 In2
/ z"In2 =1n2 = i
0 n + 1 0 n + 1

Le théoréme des gendarmes permet d’affirmer que liril U, =0.
n—-+0oo

Inutile de faire une récurrence, il s’agit d’'une somme géomeétrique de raison —z, donc
g ( ) 1— (_$)n+1 1 (_1)nxn+1
)= = .

" 1—(—x) 1+z 1+




1
(b) Intégrons donc I’égalité précédente : par linéarité / Sp(z) =
0

1 1 1 = 10 1 =
R _ 1 (=)™t 1 ke
A droite, on a/o T2 —1—/0 e dr = [ln(1+x)]0+(—1)”/0 1+xd$ =In2+
1 xn—i—l
(—1)"/ dz.
0 1+
(c) On va effectuer une intégration par parties en posant u(z) = In(z +1) et v'(z) = 2", donc
1 n+1 n+1

' L On obtient Uy, = | ——1 Lo [ham
= t = . tient = 1 — =
u(2) 1~|—:17e v(x) n+1 HODHEnt Hn [n+1n( +x)]0 n~|—1/0 1+z

k=n
In2 1" —1)k
- (=1) ( E (=1) —1In 2) , ce qui donne bien la formule annoncée.

n+1 n-+1 kzok—l—l

(d) En multipliant I’équation précédente par n + 1, le mebre de droite doit tendre vers In 2,

1 1"
ce qui se produit si lim In2—(1—=4.--+ (=1 = 0, c’est-a-dire que la série de
n—+o0 2 n+1

(=1*
k+1

terme général converge vers In 2.

III. Etude d’une suite implicite.

1.

On a vu dans la premiére partie du probléme que la fonction f,, était strictement croissante sur
[0; +00[, avec f(0) = 0 et lir}rl fn(z) = +00. Le théoréme de la bijection nous permet alors
T—T00

d’affirmer que 2 a un seul antécédent par f,, sur [0; 400

. En effet, on a f,(1) =In2 < 2, et f,(2) =2"In3 > 2 si n > 1, donc le théoréme des valeurs

intermédiaires nous donne l'existence d’une solution a I’équation f,(x) = 2 sur [1;2]. Comme
vy, est l'unique solution de cette équation sur [0; 00|, v, € [1;2].

. Constatons que Vx € [1;2], " < 2™, donc fn(z) < far1(z). Comme f,,(vy) = fr(vne1) = 2

par définition, on a donc f,,(vn4+1) < 2 = fr(v,), et par croissance de la fonction f,, vp41 < vp.
La suite (v,) est donc décroissante. Etant minorée par 1, elle converge.

. On sait que la suite (v,,) converge vers un réel I > 1 (puisque (vy,) est minorée par 1). Supposons

: . 1+1 .
que [ > 1, alors on aura a partir d’un certain rang v, > 5 > 1, donc 111}_1 vy = 400, et
n—-r+oo

également lil}_l vl In(1 4 v,) = +o0. Ceci n’est guére possible pour une expression qui vaut
n—-roo
toujours 2 par définition. Conclusion : | = 1.

En reprenant ’équation de définition de v,, on a v} In(1 + v,) = 2, donc en passant au In
nlnv, +In(ln(1+wv,)) = In2. Or, lh}: In(In(1+wv,)) = In(In 2) puisque (v,) converge vers 1.
n—-r+oo
In2 —In(In2
On a donc v, ~ n—n(n)
n
Comme v, tend vers 1, v, — 1 tend vers 0, et Inv,, = In(1 + v, — 1) ~ v, — 1. La question
In2 — In(In 2)

n

précédente nous donne donc v, — 1 ~ , d’ou le résultat demandé avec a =

In2 —In(In 2).



