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 : Corrigé de la première épreuveECE Ly
ée CarnotMardi 18 mai 2010Exer
i
e 11. Étude de la fon
tion f .(a) L'équation (E) étant équivalente à f(x) = x, ses solutions sont les points �xes de lafon
tion f .(b) La fon
tion f est bien sûr C∞ sur R, de dérivée f ′(x) = 2e−2x > 0, don
 la fon
tion fest stri
tement 
roissante sur R.(
) Par somme et 
omposition de limites, on obtient lim
x→+∞

f(x) = 1, don
 la 
ourbe de
f admet en +∞ une asymptote horizontale d'équation y = 1 ; et lim

x→−∞

f(x) = −∞.De plus, par 
roissan
e 
omparée, on a lim
x→+∞

e2x

x
= +∞, don
 lim

x→−∞

e−2x

x
= −∞, et

lim
x→−∞

f(x)

x
= −∞. La 
ourbe de f admet don
 une bran
he parabolique de dire
tion

(Oy) en −∞.(d) La fon
tion g est également C∞ sur R, de dérivée g′(x) = 2e−2x − 1. Comme e−2x >

1

2
⇔ −2x > − ln 2, la fon
tion g est stri
tement 
roissante sur ]−∞;

ln 2

2

], et stri
te-ment dé
roissante sur [ ln 2

2
;+∞

[. La fon
tion g admet en ln 2

2
un maximum de valeur

g

(

ln 2

2

)

= 1 − e− ln 2 −
ln 2

2
=

1 − ln 2

2
, et véri�e lim

x→−∞

g(x) = −∞ (
ar par 
roissan
e
omparée, g(x) ∼
x→−∞

−e−2x) et lim
x→+∞

g(x) = −∞.(e) L'équation (E) est équivalente à g(x) = 0. On vient de voir que g était stri
tementmonotone, don
 bije
tive de ]−∞;
ln 2

2

] vers ]−∞;
1 − ln 2

2

], et de [ ln 2

2
;+∞

[ vers
]

−∞;
1 − ln 2

2

], don
 0, appartenant à l'intervalle ]−∞; 1], admet un unique anté
édentinférieur à ln 2

2
(dont on peut aisément 
onstater qu'il est égal à 0), et un unique anté
é-dent stri
tement supérieur à ln 2

2
, 
e qui 
orrespond aux deux solutions de (E). De plus,

g(ln 2) = 1− e−2 ln 2− ln 2 = 1−
1

4
− ln 2 =

3

4
− ln 2 > 0 et g(1) = 1− e−2 −1 = −e−2 < 0.D'après le théorème des valeurs intermédiaires, la fon
tion g s'annule don
 bien sur l'in-tervalle ] ln 2; 1[.(f) On obtient l'allure suivante pour la fon
tion f :
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2. Étude d'une suite ré
urrente(a) Une petite ré
urren
e pour 
ommen
er : on sait que α < 1, don
 u0 > α. Si on supposedésormais un > α, la fon
tion f étant stri
tement 
roissante sur [α; +∞[ à valeurs dans
[α; +∞[, on aura également un+1 = f(un) > α. D'après le prin
ipe de ré
urren
e, lapropriété demandée est véri�ée.(b) La fon
tion g étant négative sur ]α; +∞[, on a ∀x > α, f(x) < x. En parti
ulier, ∀n ∈ N,
un+1 = f(un) < un, don
 la suite (un) est stri
tement dé
roissante. Étant de plus minoréepar α, elle 
onverge.(
) La limite de (un) est né
essairement un point �xe de f . Or, 
omme un > α, on aura parpassage à la limite lim

n→+∞

un > α, et la limite ne peut don
 qu'être égale à α (le deuxièmepoint �xe de f étant 0, qui est stri
tement inférieur à α).(d) Sur l'intervalle [α; +∞[, la dérivée f ′ de la fon
tion f est positive et majorée par 2e−2α.Comme f est C1 sur [α; +∞[, et que α et un appartiennent à 
et intervalle (ave
 α < un),on peut leur appliquer l'inégalité des a

roissements �nis pour obtenir 0×(f(un)−f(α)) 6

2e−2α(un − α). Comme f(un) = un+1 et f(α) = α, l'en
adrement demandé en dé
oule.(e) Constatons qu'au vu des résultats de la première partie 2e−2α < 2e−2 ln 2 =
1

2
. Ne resteplus qu'à faire une ré
urren
e : pour n = 0, l'inégalité est triviale. Si on la suppose vraie aurang n, on aura 0 6 un+1 −α 6 2e−2α(un −α) 6

1

2
×

(

1

2

)n

(u0 −α) =

(

1

2

)n+1

(u0 −α),
e qui prouve l'hérédité de la propriété.(f) Il su�t de reprendre l'inégalité pré
édente et de 
onstater que 1 − α < 1, puisque 0 <

α < 1.PROGRAM 
on
oursblan
1 ;VAR u,e,a : real ;BEGINWriteLn('Choisissez la pré
ision souhaitée') ;ReadLn(e) ;u := 1 ; a := 1 ;REPEATu := 1-exp(-2*u) ;a := a/2 ;UNTIL a < e ;WriteLn('Une valeur appro
hée de alpha à ',e,' près est donnée par ',u) ;END. 2



Exer
i
e 21. (a) On a S2n − Sn =

k=2n
∑

k=n+1

uk. Or, la suite (un) étant dé
roissante, on aura ∀k ∈ {n +

1, . . . , 2n}, uk > u2n, don
 S2n − Sn >

k=2n
∑

k=n+1

u2n = nu2n.(b) La série de terme général Sn étant supposée 
onvergen
e, on peut noter S sa somme, eton a alors lim
n→+∞

S2n = lim
n→+∞

Sn = S, don
 lim
n→+∞

S2n − Sn = 0. La suite (n u2n) étantpositive (puisque un l'est par hypothèse) et majorée par une suite tendant vers 0, d'aprèsle théorème des gendarmes, elle 
onverge vers 0, et (2n u2n) également.(
) On vient de voir que les termes d'indi
es pairs de 
ette suite tendaient vers 0. Or, (un)étant dé
roissante, u2n+1 6 u2n, don
 ∀n ∈ N, (2n + 1) u2n+1 6 (2n + 1) u2n, et 
emajorant tend vers 0. En
ore un 
oup de gendarmes, et les termes impairs de la suitetendent eux aussi vers 0. Con
lusion : la suite (n un) 
onverge bien vers 0.(d) Dire que n un tend vers 0 est bien équivalent à dire que un = o

(

1

n

).2. (a) La série de terme général un étant supposée divergente, ave
 (un) positive, on aura
lim

n→+∞

Sn = +∞. La suite (un) étant bornée, le quotient un+1

Sn

tend vers 0 (pour les rigo-ristes absolus, on peut invoquer le théorème des gendarmes : si on note M un majorantde (un), on a 0 6 vn 6
M

Sn

).(b) En e�et, wn = ln

(

1 +
un+1

Sn

)

= ln
Sn + un+1

Sn

= ln
Sn+1

Sn

. Un petit téles
opage donnealors k=n
∑

k=1

wk =

k=n
∑

k=1

ln Sk+1− ln Sk = lnSn+1 − ln S1 = ln Sn+1 − ln u1. Comme lim
n→+∞

Sn =

+∞, on en déduit que la série de terme général wn diverge.(
) Comme on sait que (vn) a pour limite 0, on aura wn = ln(1 + vn) ∼
n→+∞

vn. Les deuxsuites étant à termes positifs, la série de terme général vn est de même nature que 
ellede terme général un, don
 divergente.(d) Si on prend un = 1 (qui est bien une suite bornée, et la série de terme général 1 divergegrossièrement), on aura Sn =

k=n
∑

k=1

1 = n−1, don
 vn =
1

n − 1
, et on retrouve la divergen
ede la série harmonique.(e) La suite un est toujours bornée, et on vient de revoir que la série de terme général 1

ndivergeait. Cette fois, on a Sn =

k=n
∑

k=1

1

k
∼ ln n, don
 vn =

1

(n + 1)Sn

∼
1

n lnn
. La série determe général vn étant divergente, 
elle de terme général 1

n ln n
l'est également.(f) Manifestement non, puisque la suite ( 1

n ln n

) est bien positive, dé
roissante et négligeabledevant 1

n
, mais que la série asso
iée ne 
onverge pas.
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ProblèmeI. Étude des fon
tions fn.1. Les fon
tions hn sont C∞ sur ]−1;+∞[, de dérivées h′

n(x) =
n

1 + x
+

1 + x − x

(1 + x)2
=

n(1 + x) + 1

(1 + x)2
.Le numérateur étant toujours positif sur ] − 1;+∞[, les fon
tion hn sont toutes stri
tement
roissantes sur 
et intervalle.2. Cal
ulons don
 : hn(0) = n ln 1 + 0 = 0. Les fon
tions hn sont don
 négatives sur ] − 1; 0] etpositives sur [0;+∞[.3. (a) La fon
tion f1 est C∞ sur son ensemble de dé�nition 
omme produit et 
omposée defon
tions usuelles. Sa dérivée est f ′

1(x) = ln(1 + x) +
x

1 + x
= h1(x).(b) La fon
tion f1 est don
 dé
roissante sur ] − 1; 0] et 
roissante sur [0;+∞[. Elle admet en

0 un minimum de valeur f1(0) = 0, et a pour limite +∞ en −1 et en +∞.4. (a) Comme f1, fn est C∞ sur ] − 1;+∞[, de dérivée f ′

n(x) = nxn−1 ln(1 + x) +
xn

1 + x
=

xn−1hn(x).(b) Si n est impair, xn−1 est toujours positif et, 
omme pour f1, fn est dé
roissante puis
roissante, atteignant pour minimum 0 en 0, et ayant pour limite +∞ aux deux bornesde son domaine de dé�nition. Si n est pair, par 
ontre, xn−1 
hange de signe en 0, et
xn−1hn(x) est toujours positif, don
 fn est stri
tement 
roissante sur ] − 1;+∞[, ave
pour limite −∞ en −1 et +∞ en +∞.II. Étude d'une suite.1. (a) Pro
édons par identi�
ation : ax+b+

c

x + 1
=

ax2 + (a + b)x + b + c

x + 1
, don
 on aura égalitési a = 1, a + b = 0 et b + c = 0, soit a = c = 1 et b = −1, don
 x2

x + 1
= x − 1 +

1

x + 1
.(b) On a don
 ∫ 1

0

x2

x + 1
dx =

∫ 1

0

x − 1 +
1

x + 1
dx =

[

x2

2
− x + ln(x + 1)

]1

0

=
1

2
− 1 + ln 2 =

ln 2 −
1

2
.(
) Par dé�nition, U1 =

∫ 1

0

x ln(1 + x)dx. E�e
tuons une intégration par partie en posant
u(x) = ln(1 + x) et v′(x) = x, don
 u′(x) =

1

x + 1
et v(x) =

x2

2
. On obtient U1 =

[

x2

2
ln(1 + x)

]1

0

−
1

2

∫

1

0

x2

x + 1
dx =

ln 2

2
−

1

2

(

ln 2 −
1

2

)

=
1

4
.2. (a) Pour tout entier naturel n, on a ∀n ∈ N, xn+1 6 xn, don
 xn+1 ln(1 + x) 6 xn ln(1 + x),d'où en intégrant l'inégalité sur [0; 1], Un+1 6 Un. La suite (Un) est don
 dé
roissante.(b) Comme de plus (Un) est une suite à valeurs positives (les fon
tions fn prennent toutesdes valeurs positives sur [0; 1]), la suite est dé
roissante minorée, don
 
onvergente.(
) La positivité de Un a déjà été justi�ée. De plus, sur [0; 1], ln(1 + x) 6 ln 2, don
 Un 6

∫

1

0

xn ln 2 = ln 2

[

xn+1

n + 1

]1

0

=
ln 2

n + 1
.(d) Le théorème des gendarmes permet d'a�rmer que lim

n→+∞

Un = 0.3. (a) Inutile de faire une ré
urren
e, il s'agit d'une somme géométrique de raison −x, don

Sn(x) =

1 − (−x)n+1

1 − (−x)
=

1

1 + x
+

(−1)nxn+1

1 + x
.4



(b) Intégrons don
 l'égalité pré
édente : par linéarité ∫ 1

0

Sn(x) =

k=n
∑

k=0

(−1)k
∫

1

0

xkdx =

k=n
∑

k=0

(−1)k

k + 1
.À droite, on a ∫ 1

0

1

1 + x
+

∫

1

0

(−1)nxn+1

1 + x
dx = [ln(1 + x)]10 + (−1)n

∫

1

0

xn+1

1 + x
dx = ln 2 +

(−1)n
∫ 1

0

xn+1

1 + x
dx.(
) On va e�e
tuer une intégration par parties en posant u(x) = ln(x+1) et v′(x) = xn, don


u′(x) =
1

1 + x
et v(x) =

xn+1

n + 1
. On obtient Un =

[

xn+1

n + 1
ln(1 + x)

]1

0

−
1

n + 1

∫ 1

0

xn+1

1 + x
=

ln 2

n + 1
−

(−1)n

n + 1

(

k=n
∑

k=0

(−1)k

k + 1
− ln 2

), 
e qui donne bien la formule annon
ée.(d) En multipliant l'équation pré
édente par n + 1, le mebre de droite doit tendre vers ln 2,
e qui se produit si lim
n→+∞

ln 2 −

(

1 −
1

2
+ · · · +

(−1)n

n + 1

)

= 0, 
'est-à-dire que la série determe général (−1)k

k + 1

onverge vers ln 2.III. Étude d'une suite impli
ite.1. On a vu dans la première partie du problème que la fon
tion fn était stri
tement 
roissante sur

[0;+∞[, ave
 f(0) = 0 et lim
x→+∞

fn(x) = +∞. Le théorème de la bije
tion nous permet alorsd'a�rmer que 2 a un seul anté
édent par fn sur [0;+∞[.2. En e�et, on a fn(1) = ln 2 < 2, et fn(2) = 2n ln 3 > 2 si n > 1, don
 le théorème des valeursintermédiaires nous donne l'existen
e d'une solution à l'équation fn(x) = 2 sur [1; 2]. Comme
vn est l'unique solution de 
ette équation sur [0;+∞[, vn ∈ [1; 2].3. Constatons que ∀x ∈ [1; 2], xn 6 xn+1, don
 fn(x) 6 fn+1(x). Comme fn(vn) = fn(vn+1) = 2par dé�nition, on a don
 fn(vn+1) 6 2 = fn(vn), et par 
roissan
e de la fon
tion fn, vn+1 6 vn.La suite (vn) est don
 dé
roissante. Étant minorée par 1, elle 
onverge.4. On sait que la suite (vn) 
onverge vers un réel l > 1 (puisque (vn) est minorée par 1). Supposonsque l > 1, alors on aura à partir d'un 
ertain rang vn >

1 + l

2
> 1, don
 lim

n→+∞

vn
n = +∞, etégalement lim

n→+∞

vn
n ln(1 + vn) = +∞. Ce
i n'est guère possible pour une expression qui vauttoujours 2 par dé�nition. Con
lusion : l = 1.5. En reprenant l'équation de dé�nition de vn, on a vn

n ln(1 + vn) = 2, don
 en passant au ln
n ln vn + ln(ln(1 + vn)) = ln 2. Or, lim

n→+∞

ln(ln(1 + vn)) = ln(ln 2) puisque (vn) 
onverge vers 1.On a don
 vn ∼
ln 2 − ln(ln 2)

n
.6. Comme vn tend vers 1, vn − 1 tend vers 0, et ln vn = ln(1 + vn − 1) ∼ vn − 1. La questionpré
édente nous donne don
 vn − 1 ∼

ln 2 − ln(ln 2)

n
, d'où le résultat demandé ave
 a =

ln 2 − ln(ln 2).
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