
Option InformatiqueComplexit�eSujet30 septembre 20061 Di��eren
e sym�etrique de deux ensembles (�E
ole de l'air, 2001)I Soient A et B deux ensembles ; on note A�B ladi��eren
e sym�etrique des deux ensembles A et B :
'est l'ensemble des �el�ements qui appartiennent �a unet un seul des deux ensembles A et B. Formellement :A�B = (A nB) [ (B nA) = (A [ B) n (A \ B)I Soit E un ensemble �x�e. On 
onsid�ere � 
ommeune loi de 
omposition sur l'ensemble des parties deE : elle est 
lairement 
ommutative.Question 1 Montrez que � est asso
iative et qu'elleposs�ede un neutre (on notera �A la fon
tion 
ara
t�e-ristique de A).Question 2 On note jX j le 
ardinal d'un ensembleX �ni. Montrez que, si A et B sont des ensembles�nis, il en est de même de A�B. Donnez un en-
adrement de jA�Bj, faisant intervenir jAj et jBj.Dans quels 
as les bornes de votre en
adrement sont-elles atteintes ?Question 3 Soit (Ak)1�k�n une famille de partiesde E. Donnez une 
ara
t�erisation simple des �el�ementsde A1�A2� : : :�An.

IUne partie �nie de N sera repr�esent�ee par la listede ses membres, sans doublon mais pas for
�ement or-donn�ee. Par exemple, l'ensemble f2; 7; 19g sera repr�e-sent�e par la liste [7 ;19;2℄ aussi bien que par la liste[2;19;7℄ mais pas par la liste [2 ;7;19 ;7℄.Question 4 R�edigez en langage Caml une fon
tionde signature :diffsym : int list ! int list ! int listsp�e
i��ee 
omme suit : diffsym a b 
onstruit la listerepr�esentant la di��eren
e sym�etrique des parties de Nrepr�esent�ees par les listes a et b.Question 5 Quel est le nombre maximal de 
om-paraisons que vous e�e
tuez pour 
onstruire la dif-f�eren
e sym�etrique de deux ensembles de 
ardinauxrespe
tifs p et q ?Question 6 On suppose maintenant que les parties�nies de N sont repr�esent�ees par des listes 
lass�eespar ordre 
roissant. R�edigez une nouvelle version dediffsym telle que le nombre maximal de 
omparai-sons e�e
tu�ees pour 
onstruire la di��eren
e sym�e-trique de deux ensembles de 
ardinaux respe
tifs p etq soit major�e par 2(p+ q).



2 Cal
ul eÆ
a
e de xnLe probl�eme du 
al
ul eÆ
a
e de xn pour n entier po-sitif devient 
ru
ial lorsque n est parti
uli�erement grandou bien lorsque x est un type de donn�ees o�u le produitest algorithmiquement 
oûteux. C'est le 
as si x est unematri
e 
arr�ee de grande dimension ou bien si x est un po-lynôme de degr�e �elev�e. Dans 
es 
as, le temps d'ex�e
utiond'une multipli
ation n'est plus n�egligeable et il peut êtreraisonnable de re
her
her des algorithmes o�u l'on 
her
he�a minimiser le nombre de multipli
ations e�e
tu�ees.Ce qui int�eresse l'informati
ien dans le 
al
ul de xn estle nombre de multipli
ations par x o�u par des puissan
esd�ej�a 
al
ul�ees de x. Pour essayer de 
ompter et de mini-miser 
e nombre de multipli
ations, on peut se 
ontenterd'�etudier le 
as o�u x est un entier et n un entier stri
te-ment positif. C'est ainsi que la question est abord�ee dans
e probl�eme.I Si n > 0 est un entier :{ on appelle repr�esentation binaire minimale (enabr�eg�e r.b.m.) de n, la repr�esentation binaire den o�u l'on ne 
onsid�ere que les 
hi�res signi�
a-tifs, 
'est-�a-dire que l'on �elimine tous les �even-tuels 
hi�res 0 �gurant en tête (�a gau
he) de larepr�esentation ;{ on note �(n) le nombre de 
hi�res de la repr�e-sentation binaire minimale de n ;{ on note �(n) le nombre de 
hi�res �egaux �a 1dans la repr�esentation binaire minimale de n.I L'algorithme le plus simple pour 
al
uler xn estbas�e sur les �equations suivantes, qui en donnent desimpl�ementations respe
tivement r�e
ursive et it�era-tive. 8n � 1 xn = xn�1xxn = �ni=1x

Question 7 �E
rire un algorithme r�e
ursif, prenanten arguments un entier x et un entier n > 0 et 
al-
ulant xn en utilisant la premi�ere �equation 
i-dessus.Combien de multipli
ations sont-elles e�e
tu�ees parl'algorithme en fon
tion de son deuxi�eme argumentn ?I L'algorithme de Legendre 
onsid�ere la repr�esen-tation binaire minimale de l'exposant entier n >0. n s'�enon
e ainsi : L'algorithme pour 
al
uler xns'�enon
e ainsi :{ on part de la valeur 1 ;{ on par
ourt la r.b.m. de n de gau
he �a droite ;pour 
haque 
hi�re ren
ontr�e, on �el�eve la valeurau 
arr�e, puis si le 
hi�re est 1, on multiplie lavaleur par x.Question 8 D�emontrer que 
et algorithme est 
or-re
t.Question 9 On supposera que la repr�esenta-tion binaire minimale du nombre n est ran-g�ee dans un tableau T, dont le bit de poidsfort est l'�el�ement T[0℄. �E
rire une fon
tion
al
ul : int ve
t ! int ! int qui prend enarguments T et x et qui retourne xn.Question 10 Exprimer le nombre de multipli
ationsqui sont e�e
tu�ees par 
et algorithme en fon
tion de�(n) et �(n) o�u n est l'exposant ?3 Cal
ul de terme de suiteIOn veut 
al
uler les termes de la suite (un) d�e�nie par :u0 = 1; un = un � 11 + un�22 + : : :+ u0n pour n � 1Question 11 Donner une impl�ementation it�erative, puis r�e
ursive ave
 sto
kage d'une fon
tion u : int ! floatprenant en argument n et retournant le n-i�eme terme de 
ette suite.Question 12 Cal
uler les 
omplexit�es asymptotiques temporelles et spatiales de 
es fon
tions.Question 13 Reprendre les deux questions pr�e
�edentes ave
 la relation de r�e
urren
e suivante :u0 = 1; un = ubn=2
 + ubn=3
 pour n � 12


