
Option InformatiqueComplexit�eCorrig�e30 septembre 20061 Di��eren
e sym�etrique de deux ensemblesQuestion 1 Le neutre de � est ;. Si �A d�esigne lafon
tion 
ara
t�eristique de A, alors �A�B = �A ��B ; l'asso
iativit�e de � permet de 
on
lure.Question 2 A�B est 
ontenu dans A [ B, qui est�ni. jA�Bj >= 0 (banalement), l'�egalit�e �etant obte-nue ssi A = B. jA�Bj <= jA[Bj <= jAj+ jBj ; ona l'�egalit�e ssi A et B sont disjoints.Question 3x 2 A1�A2� : : :�An ssi �A1�A2�:::�An(x) = 1,soit �A1(x) � � � � � �An(x) = 1 ; le 
al
ul se faisantdans Z=2Z, la somme du membre de gau
he vaut1 ssi elle 
ontient un nombre impair de 1. Con
lu-sion : A1�A2� : : :�An est l'ensemble des �el�ementsde A1 [A2 [ : : :[An qui appartiennent �a un nombreimpair d'ensembles Ai.Question 4 On r�edige une fon
tion auxiliaire diffqui 
al
ule la di��eren
e ensembliste A n B. On peutalors 
onstruire les deux listes qui repr�esentent A nBet B nA ; 
omme 
es deux ensembles n'ont au
un �el�e-ment en 
ommun, l'op�erateur � de 
on
at�enation delistes suÆt pour 
onstruire la r�eunion.let re
 diff b = fun
tion| [℄ ! [℄| t : :q when mem t b ! diff b q| t : :q ! t : :(diff b q) ; ;

let diffsym a b = (diff a b) � (diff b a) ; ;Question 5 Le 
al
ul de mem t b requiert q 
ompa-raisons ; 
e 
al
ul est e�e
tu�e p fois, don
 le 
al
ul deAnB 
oûte pq 
omparaisons. Par raison de sym�etrie,le 
al
ul de B nA a le même 
oût, si bien que le 
oûttotal est 2pq.Question 6 On 
ompare les têtes de listes : en 
asd'�egalit�e, on jette les deux. En 
as d'in�egalit�e, onprend la plus petite et on laisse la plus grande en at-tente. �A 
haque �etape, on extrait au moins un �el�ementde l'une des deux listes, au prix de deux 
omparaisonsau plus. Don
 le 
oût est major�e par 2(p + q). Re-marquons que la liste 
onstruite est 
lass�ee en ordred�e
roissant, d'o�u le rev �nal.let diffsym_2 a b =let re
 aux a

u = fun
tion| ([℄,[℄) ! rev a

u| ([℄,t2 : :q2) ! aux (t2 : :a

u) ([℄,q2)| (t1 : :q1,[℄) ! aux (t1 : :a

u) (q1,[℄)| (t1 : :q1,t2 : :q2) when t1=t2! aux a

u (q1,q2)| (t1 : :q1,(t2 : :q2 as l2)) when t1<t2! aux (t1 : :a

u) (q1,l2)| (l1,t2 : :q2) ! aux (t2 : :a

u) (l1,q2)in aux [℄ (a,b) ; ;



2 Cal
ul eÆ
a
e de xnQuestion 7 let re
 es x n = if n=1 then xelse x * (es x (n-1)); ;Le nombre de multipli
ations est �egal �a n� 1.Question 8 Supposons que n = ap : : : a02 ave
ap = 1. Posons np = 1 et nk = ap : : : ak2 pour0 � k � p� 1.Au d�epart, on initialise la variable y ave
 la valeurx. Montrons qu'�a la �n de 
haque bou
le portant surk, la variable y 
ontient xnk .A l'entr�ee de la premi�ere bou
le, y 
ontient xnp =x. Supposons qu'�a l'entr�ee de la bou
le index�ee park, y 
ontienne xnk+1 .Or nk = 2nk+1 + ak, don
 xnk = x2nk+1+ak =�xnk+1�2xak = y2 xak . Don
 pour avoir xnk , il fautbien d'abord �elever y au 
arr�e (
'est �a dire rempla-
er y par y � y), puis rempla
er y par y � x lorsqueak = 1. C'est justement 
e que propose l'algorithme

de Legendre, don
 �a la sortie de la bou
le, y 
ontientbien xnk .Question 9let 
al
ul T x =let l = ve
t_length T and res = ref 1 infor i = 0 to (l-1) dores := ( !res* !res) ;if T.(i) = 1 thenres := !res * x ;done ;!res ; ;Question 10 �(n) = p + 1. La bou
le sur k est ef-fe
tu�ee p fois (k variant de p � 1 �a 0), 
e qui donnep = �(n)�1 �el�evations au 
arr�e. Le nombre de multi-pli
ations de y par x est �egal au nombre de ak �egaux�a 1 pour 0 � k � p� 1, 
'est don
 �(n)� 1.Le nombre de multipli
ations est don
 �egal �a�(n) + �(n)� 2.3 Cal
ul de terme de suiteQuestion 11let u_re
(n) = mat
h n with| 0 ! 1.0| _ ! let s = ref 0.0 infor k = 1 to n dos := !s+. u_re
(n-k)/.float_of_int(k)done ;!s; ;let u_iter(n) =let v = make_ve
t (n+1) 0.0 inv.(0) <- 1.0 ;for p = 1 to n dofor k = 1 to n dov.(p) <- v.(p)+. v.(p-k)/.float_of_int(k)donedone ;v.(n); ;Question 12 Soient Tre
(n);Mre
(n); Titer(n) etMiter(n) les 
omplexit�es temporelles et spatiales deu_re
 et u_iter :

On a de mani�ere imm�ediate Titer(n) = O(n2)et Miter(n) = O(n). Par ailleurs, il existe a et b
onstantes telles que :Tre
(n) = a+ bn+�nk=1Tre
(n� k)= a+ bn+�n�1k=0Tre
(k)= 2Tre
(n� 1) + bdon
 Tre
(n) � �2n pour un 
ertain � > 0.On suppose que les variables lo
ales sont lib�er�eesd�es qu'elles ne sont plus n�e
essaires. Comme u_re
utilise un nombre 
onstant de m�emoires lo
ales, lenombre de positions m�emoire n�e
essaire au 
al
ul deu_re
 est proportionnel au nombre maximal d'appelsimbriqu�es, soit Mre
(n) = O(n)Question 13let u_re
(n) =if n = 0 then 1 else u_re
(n/2) + u_re
(n/3); ;let u_iter(n) =let v = make_ve
t (n+1) 0 inv.(0) <- 1 ;for i = 1 to n do v.(i) <- v.(i/2)+ v.(i/3)2



done ;v.(n); ;Question 14 On a de mani�ere imm�ediateTiter(n) = O(n) et Miter(n) = O(n).Par ailleurs Tre
 v�eri�e la relation :Tre
(n) = a+ Tre
(bn=2
) + Tre
(bn=3
)Soit � > 0. En posant U(n) = Tre
(n)+an� on ob-tient : U(n) � 12�U(bn=2
) + 13�U(bn=3
)
Don
 si l'on a 12� + 13� � 1 alors la fon
tion Uest born�ee, et l'on en d�eduit que Tre
(n) = O(n�).Comme 12� + 13� = 1 admet l'unique ra
ine � �0:79, on a �nalement Tre
(n) = O(n0:79). En�n,Mre
(n) est proportionnel au nombre maximal d'ap-pels �a u_re
 imbriqu�es, soit Mre
(n) = O(lnn).La m�ethode r�e
ursive na��ve s'av�ere don
 plus ef-�
a
e que la m�ethode r�e
ursive ave
 sto
kage des r�e-sultats interm�ediaires !
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