Option Informatique Arbres Binaires de Recherche

Sujet

21 octobre 2005

1 Retour sur les arbres binaires

1.1 Tri par ABR

Soit T un arbre binaire de recherche et x un sous-arbre de T .

1. Rappeler le type d’un arbre binaire. 2. Ecrire une fonction Maxet Min qui détermine le maximum et le minimum du sous-arbre x. Evaluer sa complexité.

3. Rappeler la fonction d’insertion d’un noeud dans un arbre binaire de recherche. 4. Ecrire une fonction successeur qui renvoie le sous-arbre de T dont la racine possède la plus petite valeur suéprieure à celle de x dans l’arbre T . Commentécrirait-on la fonction predecesseur ?

5. En déduire un algorithme de tri d’un tableau A. Évaluer sa complexité dans le pire et le meilleur cas.

1.2 Dictionnaire

Soient K et E deux ensembles, les éléments de K étant appelés clefs. Une table d’association (ou dictionnaire) m de K vers E est une partie de K × E telle que pour toute clef k ∈ K il existe au plus un e ∈ E tel que le couple ( k, e) soit dans m. Une implémentation simple d’une telle table d’associati on peut naturellement être effectuée à l’aide d’une liste d’asso ciation formée de couples de K × E . On souhaite disposer de trois opérationsélémentaires s ur les tables d’association :

– recherche – insertion – suppression Pour la suite, on supposera que K est l’ensemble des nombres binaires.

1. Construire un codage, c’est à dire une application parti elle de K dans les noeuds d’un arbre binaire T .^1 2. Écrire la fonction decode , qui prend en argument une clef k, un arbre T, et qui renvoie l’élément e correspondantà k. decode : string →^′a arbre →^′a = <fun> 3. Écrire la fonction encode , qui, étant donné un tableau B, retourné le plus petit arbre binaire formant un dictionnaire de B selon le codage défini aux questions précédentes. encode :^′a vect →^′a arbre = <fun>

1 Indication : veiller à ce que la profondeur d’un noeud quelc onque soit égale à la longueur de sa clef. 2

INFORMATIQUE

Concours Centrale-Supélec 2000 1/14

INFORMATIQUE Filière MP

Note : Toutes les réponses doivent être justifiées . Note : V ous indiquerez, au début de votrecopie,sivous choisissezde rédigervos programmes en P A S C AL ou en C AML.

Partie I -Algorithmique

Dans cette partie, on s’intéresseaux arbres bicoloresqui sont une classe particulière des arbres binaires de rec herche.

I.A - Rappels et Notations I.A.1) Définitions Un arbre est un triplet où : — est un ensemble fini dont les éléments sont appelés nœuds .

— est un élément particulier de appeléracine. — est une fonction, nommée père,de dans ayant la propriété suivante :

On rappelle que désigne ;désigne la fonction identité.

Un arbre vide est un arbre dégénéré ayant un ensemble de nœuds vide (iln’a donc pas de racine). Dans ce qui suit, on considère un arbre non videet les sont des éléments de . — Si ,on dit que est le père de ,et que est un fils de . — Si ,on ditque estun ascendant de ,et que estun descendant de . — Un c hemin d’un nœud à un nœud est une suite de nœuds tel que , .

— Si ,on ditque estune feuille.Dans lecas contraire, on dit que est unnœud interne.

A N n_0 p

, ,〈 〉 = N n_0 N

p N n_0{ }– N

n∀ N∈ n_0{ }– x∃ IN∗ p^x n( )

∈ n_0 = , p^x p … p o o

x p^0

A N n_0 p

, ,〈 〉 = n_α N p n_1( ) n_2

= n_2 n_1 n_1 n_2 p^x n_1( ) n_2

= n_2 n_1 n_1 n_2 n_a n_b n_1 n_a

= n_2 … n_k n_b = , , ,

( ) i∀ 1… k 1–

[ ] ∈ n_i p n_{i 1+}

( )=

n∀ N n_0{ }–

∈ p n( ) n_1 ≠ , n_1 n_1

Concours Centrale-Supélec 2000 2/14

Filière MP

INFORMATIQUE Filière MP

— S oit .estl’ensembledes fils de .On appelledegré de le cardinalde etdegré maximal de l’arbreleplusgrand des degrés des nœuds. — Soit .

Si est la restrictionde à ,alors est un arbre,ditsousarbre de de racine . — La profondeur d’unnœud estl’entier telque .La hauteur d’un arbre est la profondeur maximale de ses nœuds. — Un arbre ordonné estun arbre auquel on adjointà chaque nœud un ordre total sur ses fils. — Un arbre n-aire est un arbre ordonné dont chaque nœud a exactement fils (certains des fils pouvant être des arbres vides). — Un arbre binaire est un arbre 2-aire.On nomme classiquement fils droit et fils gauche les deux fils de chaque nœud. Un arbre étiqueté est un quintuplet où : — , et sont définis comme ci-dessus. — est un ensemble. — est une fonction de dans . Un arbre binaireétiqueté estnoté .C’estl’arbredont la racine a pour étiquette ,et pour sous-arbre gauc he (respectivement sous-ar-bre droit) (respectivement ). Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire étiqueté, tel qu’ilexisteun ordre totalsur ,et telque si est un nœud,et ses sous-arbresdroit et gauche (éventuellement des arbres vides) alors : — . — . On suppose connu du candidat l’ordrede grandeur de la complexitéde l’opérationde recherche d’unélément dans un arbre binairede recherche ainsique le principe d’insertion d’un élément dans un tel arbre .

F n_1 n N n_0{ }– ∈ ( ) p n( ) n_1 = = F n_1 n_1

n_1 F_{n 1}

N n_1 n N∈ x∃ IN∈ p^x n( ) n_1= , =

p_{n 1} p N_{n 1} N_{n 1} n_1 p_{n 1} , , 〈 〉 A n_1

n x IN

∈ p^x n( ) n_0 =

n

A N n_0 p ε e

, , , ,

〈 〉 =

N n_0 p ε e N ε A A i A_g A_d

, ,( ) = i ε∈

A_g A_d

ε n A_d A_g

n_g

∀ A_g

∈ e n_g( ) e n( ) ≤ , n_d A_d ∈ ∀ e n_d( ) e n( ) ≥ ,

INFORMATIQUE Filière MP

Concours Centrale-Supélec 2000 3/14

I.A.2) Représentation — Dans toute la partiealgorithmique,on considère des arbres binairesétiquetés, et est l’ensemble des entiers. — Langage C AML : on n’utiliserapas icila représentationclassique d’unarbre sous forme de produit, car on souhaite pouvoir modifier un nœud sans en créer un nouveau. On utilisera donc un enregistrement.

- Un arbre binaire étiqueté sera représenté ainsi :

Type Noeud =
   mutable etiquette : int ;
   mutable gauche : ArbreBinaire ;
   mutable droit : ArbreBinaire ;
and ArbreBinaire =
     ArbreVide
  | Pointeur of Noeud

;; - Les fonctions suivantes seront utilisées :

let est_vide = function
     ArbreVide true
  | false

;;

let noeud = function
     ArbreVide failwith "arbre vide"
  | Pointeur x x

;; - V oiciun exemple d’utilisationde ces fonctions : la fonction échangeant les fils gauche et droit d’un arbre sera écrite :

let echange_gauche_droit a =
   if est_vide a then a
   else let temp = (noeud a).gauche in
        (noeud a).gauche <- (noeud a).droit;
        (noeud a).droit <- temp;
        a

;;

ε ZZ

>– _ >–

>– >–

INFORMATIQUE Filière MP

Concours Centrale-Supélec 2000 4/14

— Langage P A SC A L

- Un arbre binaire étiqueté sera représenté ainsi :

TYPE

ArbreBinaire = ^Noeud ;
Noeud = RECORD
          etiquette : INTEGER
          gauche, droit : ArbreBinaire

END ; - La fonction suivante sera utilisée :

FUNCTION est_vide (a : ArbreBinaire) : BOOLEAN ; BEGIN

est_vide := (a = NIL ) ;

END ; - V oiciun exemple d’utilisationde cettefonction : la fonction échangeant les fils gauche et droit d’un arbre sera écrite :

           FUNCTION echange_gauche_droit (a : ArbreBinaire) : Arbre-
Binaire ;

VAR

temp : ArbreBinaire ;

BEGIN

IF (est_vide (a)) THEN

echange_gauche_droit := a

ELSE BEGIN

temp := a^.gauche;
a^.gauche := a^.droit;
a^.droit := temp;
echange_gauche_droit := a

END ; END ;

I.B - Rotations Afin de pouvoir modifier la hauteur d’unarbre, on introduit, lorsqu’ellessont possibles, les opérations suivantes :

INFORMATIQUE Filière MP

Concours Centrale-Supélec 2000 5/14

I.B.1) Rotation gauc he L ’arbre obtenu en appliquant une rotation gauc he à l’arbre est l’arbre .

a) Écrirela fonction rotation_gauche,recevant un ArbreBinaire comme seul argument, lui appliquant une rotation gauche,et retournant comme résultat l’arbre modifié. On veilleraà n’appliquerla rotation que si celle-ciest possible. Dans le cas contraire, l’arbre non modifié sera alors retourné. b) Montrer que si A est un arbre binaire de recherche, alors rotation_gauche est aussi un arbre binaire de recherche. I.B.2) Rotation droite La rotationdroiteappliquée à un arbre binaireest l’opérationinverse de la rotation gauche. Écrire la fonction rotation_droite, selon les mêmes principes que la fonction rotation_gauche.On fera un dessin au préalable. I.B.3) Doubles Rotations Soit un arbre binaire. La rotation gauc he_droite de A est l’arbre : rotation_droite ( ,rotation_gauche , ) a) Écrire la fonctionrotation_gauche_droite.Là aussi, l’opération ne sera effectuée que si elle est possible . b) Dessiner le résultat obtenu après application de l’opération de rotation gauche-droite à l’arbre suivant :

i_1( A_{g1} i_2 A_{g2} A_{d 2}

, , ( ) )

, , i_2( i_1 A_{g1} A_{g2}

, , ( ) A_{d 2} ) , ,

Rotation gauc he i_1

i_1 i_2 i_2

A_{g1}

A_{g2} A d 2 A g1 A g2

A_{d 2}

A( )

A i A_g A_d

, ,( ) =

i A_g( ) A_d

A_0

1

2

3

4

5 7

6

INFORMATIQUE Filière MP

Concours Centrale-Supélec 2000 6/14

La rotation droite-gauche de est, s’il est défini, l’arbre :

rotation_gauche ( , ,rotation_droite ) c) Écrire la fonctionrotation_droite_gauche. d) Dessiner lerésultatobtenu après applicationde l’opérationde rotationdroite-gauche à l’arbre défini en b). I.C -Arbres bicolores Un arbre bicoloreestun arbre binairede recherche dont les nœuds sont colorés d’unecouleur parmi deux selon des règles particulièresénoncées ci-dessous.Si lerouge et noir sont classiquement utilisés,nous prendrons icileblanc et noir. On c hoisira d’autre part de ne pas étiqueter les feuilles . I.C.1) Nouvelle représentation On modifie lareprésentationdes arbres afin d’ajouterl’informationde coloriage. On en profite pour ajouterdans un nœud un champ indiquant le père qui sera un arbre vide dans lecas de laracine.Les feuilles,non étiquetées,et qui ont une couleur fixe (voir ci-dessous) seront systématiquement représentées par des ar - bres vides.On supposera que lesfonctions de rotationont été corrigéespour tenir compte de cette nouvelle représentation.

- En C AML, un arbre binaire bicolore sera représenté ainsi :

type Couleur = Blanc | Noir

;;

type Noeud =
   mutable etiquette : int ;
   mutable couleur: Couleur;
   mutable gauche: ArbreBinaire;
   mutable droit: ArbreBinaire;
   mutable pere: ArbreBinaire;
and ArbreBinaire =
     ArbreVide
   | Pointeur of Noeud

;;

A i A_g A_d

, ,( ) =

i A_g A_d( )

A_0

INFORMATIQUE Filière MP

Concours Centrale-Supélec 2000 7/14

- En PA SC AL, un arbre bicolore sera représenté ainsi :

TYPE

TCouleur = (Blanc,Noir);
ArbreBinaire = N̂oeud;
Noeud = RECORD
   etiquette :INTEGER ;
   couleur : TCouleur ;
   gauche, droit, pere: ArbreBinaire

END ;

Un arbre bicoloredoitsatisfaireaux contraintessuivantes (en plus d’êtreun arbre binaire de recherche) : (A-1) Un nœud est soit blanc,soit noir. (A-2) Une feuille est noire. (A-3) La racine est noire. (A-4) Le père d’un nœud blanc est noir . (A-5) Tous leschemins partant d’unnœud donné et se terminant à une feuille contiennent le même nombre de nœuds noirs(sans prendre en compte lenœud de départ) On nomme hauteur noire d’unnœud appartenant à un arbre bicolore(on la note ) le nombre de nœuds noirs sur les chemins partant de ce nœud et aboutissant à une feuille(sans prendre en compte ). Cette fonctionestbien définie grâceà (A-5). On nomme hauteur noired’unarbre bicolorelahauteur noire de sa racine. I.C.2) Hauteur d’un arbre bicolore a) Montrer qu’unsous-arbre de racine d’unarbre bicolorecontientau moins nœuds internes.

b) Montrer qu’unarbre bicolorecomportant nœuds internesa une hauteur au plus égale à . c) Que peut-on direde l’ordrede grandeur de lacomplexitéde larecherche d’un élément dans un arbre bicolore ? I.C.3) Insertion dans un arbre bicolore P our insérerun nouveau nœud dans un arbre bicolore,on commence par l’insérer selon l’algorithme d’insertion dans un arbre binaire de rec herche (on parlera d’insertioninitiale), en luiaffectant la couleur blanc.L ’arbre obtenu ainsi n’estplus forcément bicolore,et ilfaut le modifier pour luiredonner cettepron hn n( ) n

n 2^{hn n( )} 1– l 2log_2 l 1+( )

n

INFORMATIQUE Filière MP

Concours Centrale-Supélec 2000 8/14 priété. L ’algorithmeutiliséest itératif,donc siau départ, le nœud courant a deux filsqui sont des arbres vides,cettepropriétén’estplusobligatoirementrespectée aux itérations suivantes. a) Dans le cas où l’arbreinitialest vide, quelle modification faut-ilapporter pour que l’arbre résultat soit de nouveau bicolore ? b) Dans lecas d’unarbre non vide,que peut-on direde l’arbrerésultatsile père de après insertion initiale est noire ? On se place maintenant dans lecas où lepère de après insertioninitiale(ou après itération)est blanc.Le père de n’estdonc pas la racine,et a lui-même un père qui est noir. Les différents cas possiblessont donc (on note et les deux fils de ,son père , son grand père, son frère et son oncle) :

On suppose qu’audépart, tous lesnœuds respectentla propriétéA-5 des arbres bicolores et que seuls et violent la condition (A-4). c) Que peut-on dire de la couleur du frère de ?

n

n n n f_d f_g n p q f o q p p n ( )( )= q p p n ( )( )=

q p p n ( )( )= q p p n ( )( )= p p n ( )

= p p n ( ) =

p p n ( )

= p p n ( ) = n n n

n o o

o o f f

f f f_g f_g

f_g f_g f_d f_d

f_d f_d

Cas n°1 Cas n°2

Cas n°3 Cas n°4 n p f n

INFORMATIQUE Filière MP

Concours Centrale-Supélec 2000 9/14

On va modifier l’arbreafin de retrouver un arbre bicolore.Deux familles de modifications sont possibles, selon la couleur de . On suppose tout d’abordque l’oncle de estblanc.Dans lecas n°1, on effectue latransformation suivante :

d) À quelle condition simple l’arbre global obtenu est-il bicolore ? e) Que faut-ilfaire sila conditionn’estpas vérifiée afin de retrouver un arbre bicolore ? f) Quelle transformation faut-ileffectuer dans lescas n°2, 3 et 4afin de retrouver un arbre bicolore, toujours en supposant que est blanc ? On suppose maintenant que l’oncle de est noir. Dans le cas n°1, on effectue la transformation suivante :

g) Quelle est cette transformation ? h) Montrer que l’arbre global obtenu est bicolore . i) Montrer que dans le cas n°2, si on effectue la même transformation, on ne peut pas trouver une colorationdes nœuds telleque lescontraintes(A-4) et (A-5) soient vérifiées. j) Dessiner etnommer latransformation à effectuer dans lecas n°2qui permette de conserver la hauteur noire vue du père du sous-arbre . k) Dessiner et nommer une transformation à effectuer dans le cas n°3. l) Dessiner et nommer la transformation à effectuer dans le cas n°4.

o o n

Cas n°1 q p p n ( )( )= q p p n ( )( )=

p p n ( )

= p p n ( ) = o o n n f f f_g f_g f_d f_d

o o n

Cas n°1 q p p n ( )( )= p

p p n ( ) = n n o

o f f f_g f_g

f_d f_d q

p q n, ,

INFORMATIQUE Filière MP

Concours Centrale-Supélec 2000 10/14

On suppose écritela fonction d’insertiondans un arbre binaire de recherche. Cette fonction retourne l’arbrebinairedont la racine est coloréeen blanc et est étiquetée par l’élément qui vient d’être inséré.

- En C AML, la fonction a le profil suivant :

inserer_arbre_binaire : ArbreBinaire intArbreBinaire = <fun>

- En PA SC AL, la fonction est déclarée ainsi :

FUNCTION inserer_arbre_binaire (a : ArbreBinaire;
           val : INTEGER ) : ArbreBinaire;

m) Écrire une fonction inserer_arbre_bicolore,ayant le même profil que la fonction inserer_arbre_binaire, mais réalisantl’insertiondans un arbre bicolore.

TSVP

–> –>