1. Construire un codage, c’est a dire une application partielle de K dans les noeuds d’un arbre binaire
71

2. Ecrire la fonction decode, qui prend en argument une clef k, un arbre T, et qui renvoie 1’élément e
correspondant a k.
decode : string — ’‘a arbre — ’a = <fun>

3. Ecrire la fonction encode, qui, étant donné un tableau B, retourné le plus petit arbre binaire formant
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1 Retour sur les arbres binaires

1.1 Tri par ABR
Soit 7" un arbre binaire de recherche et z un sous-arbre de 7'.

1. Rappeler le type d’un arbre binaire.

2. Ecrire une fonction Max et Min qui détermine le maximum et le minimum du sous-arbre z. Evaluer sa
complexité.

3. Rappeler la fonction d’insertion d’un noeud dans un arbre binaire de recherche.

4. Ecrire une fonction successeur qui renvoie le sous-arbre de 7' dont la racine possede la plus petite
valeur suéprieure a celle de x dans I'arbre T'. Comment écrirait-on la fonction predecesseur?

5. En déduire un algorithme de tri d’un tableau A. Evaluer sa complexité dans le pire et le meilleur cas.

1.2 Dictionnaire

Soient K et E deux ensembles, les éléments de K étant appelés clefs. Une table d’association (ou dic-
tionnaire) m de K vers E est une partie de K x E telle que pour toute clef k € K il existe au plus un
e € E tel que le couple (k,e) soit dans m. Une implémentation simple d’une telle table d’association peut
naturellement étre effectuée a 1’aide d’une liste d’association formée de couples de K x E.

On souhaite disposer de trois opérations élémentaires sur les tables d’association :

— recherche

insertion
— suppression
Pour la suite, on supposera que K est I’ensemble des nombres binaires.

!Indication : veiller & ce que la profondeur d’un noeud quelconque soit égale 4 la longueur de sa clef.
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INFORMATIQUE

Note : Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Note : Vous indiquerez, au début de votre copie, si vous choisissez de rédiger vos
programmes en PASCAL ou en CAML.

Partie I - Algorithmique

Dans cette partie, on s’intéresse aux arbres bicolores qui sont une classe
particuliére des arbres binaires de recherche.
I.A - Rappels et Notations
I.A.1) Définitions
Un arbre est un triplet 4 = N\, ng pOot:
— N est un ensemble fini dont les éléments sont appelés neeuds.
— ng est un élément particulier de N appelé racine.
— p est une fonction, nommée pere, de N\ —{ng dans AN ayant la propriété
suivante :

On DN —{ng, Ik OINO| p*(n) = ng
On rappelle que p* désigne POHOR 5 p° désigne la fonction identité.

x

Un arbre vide est un arbre dégénéré ayant un ensemble de nceuds vide (il n’a
donc pas de racine).

Dans ce qui suit, on considére un arbre non vide 4 = O\, ny, pO et les n,, sont
des éléments de

— Si p(n,) = n,,ondit que n, estle pére de n,, et que n, est unfilsde n,.

— Si p*(ny) = n,,ondit que n, est un ascendant de n,, et que n, est un descen-
dant de n,.
— Un chemin d’'un nceud n, & un neeud n, est une suite de nceuds

(ny=ngny ...,n, =ny) telque Di0[1...k=1], n; = p(n;,q).

—Sion 0N -{ ng . p(n)#n,,ondit que n, estune feuille. Dans le cas contraire,
on dit que n, est un neeud interne.
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— Soit F ,, = E(n oN —{ng )‘p(n) =n E F n, estl'ensemble des fils de n,. On
appelle degré deD n, le cardinal de ¥ ,, E degré maximal de 'arbre le plus grand

des degrés des nceuds.

— Soit AL, = Enm.‘/\[\ D:cDIN,px(n)=n1§.

Si P, est la restriction de p a 9\[,11, alors Eﬂ\[nl, nl,pnIDest un arbre, dit sous-
arbre de A de racine n,.

— La profondeur d’'un nceud n est entier x O IN tel que p*(n) = ny. La hauteur
d’un arbre est la profondeur maximale de ses nceuds.

— Un arbre ordonné est un arbre auquel on adjoint a chaque nceud un ordre to-
tal sur ses fils.

— Un arbre n-aire est un arbre ordonné dont chaque nceud a exactement n fils
(certains des fils pouvant étre des arbres vides).

— Un arbre binaire est un arbre 2-aire. On nomme classiquement fils droit et
fils gauche les deux fils de chaque nceud.

Un arbre étiqueté est un quintuplet 4 = O\, ng p,€,edou:

— 9\[ , ny et p sont définis comme ci-dessus.

— & est un ensemble.

— ¢ est une fonction de A/ dans ¢.

Un arbre binaire étiqueté A4 estnoté A4 = (i, 4 @A 4) . Cest l'arbre dont la ra-
cine a pour étiquette i 0 ¢, et pour sous-arbre gauche (respectivement sous-ar-
bre droit) A, (respectivement A 4).

Un arbre binaire de recherche est un arbre binaire étiqueté, tel qu’il existe un
ordre total sur ¢, et tel que si n est un nceud, 4, et /‘Z[g ses sous-arbres droit
et gauche (éventuellement des arbres vides) alors :

— On, D/qg, e(ng) <e(n).

— Ongy Dﬂd,e(nd) >e(n).

On suppose connu du candidat 'ordre de grandeur de la complexité de I'opéra-
tion de recherche d’un élément dans un arbre binaire de recherche ainsi que le
principe d’'insertion d’'un élément dans un tel arbre.

Concours Centrale-Supélec 2000 2/14



INFORMATIQUE Filiere MP

I.A.2) Représentation

— Dans toute la partie algorithmique, on considére des arbres binaires étique-
tés, et € est 'ensemble des entiers Z.

— Langage CAML : on n’utilisera pas ici la représentation classique d’'un arbre
sous forme de produit, car on souhaite pouvoir modifier un nceud sans en créer
un nouveau. On utilisera donc un enregistrement.

- Un arbre binaire étiqueté sera représenté ainsi :
Type Noeud =
nut abl e etiquette int;
nut abl e gauche : ArbreBinaire ;
nut abl e droit  : ArbreBinaire ;
and ArbreBinaire =
ArbreVide
| Pointeur ~ of Noeud
5

- Les fonctions suivantes seront utilisées :

| et est_vide = function
ArbreVide —> true
[— — false

”
l et noeud = function
ArbreVide —> failwth "arbrevide"
| Pointeur x -x
5
- Voici un exemple d’'utilisation de ces fonctions : la fonction échan-
geant les fils gauche et droit d’un arbre sera écrite :
| et echange_gauche_droita =
i f est videa thena
el se | et temp = (noeud a).gauche in
(noeud a).gauche <- (noeud a).droit;
(noeud a).droit <- temp;
a

”
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— Langage PASCAL
- Un arbre binaire étiqueté sera représenté ainsi :
TYPE
ArbreBinaire = "Noeud ;
Noeud= RECORD
etiquette : INTEGER
gauche, droit : ArbreBinaire
END ;
- La fonction suivante sera utilisée :
FUNCTION est vide (a : ArbreBinaire) : BOOLEAN ;
BEGIN
est_vide = (a= NIL);
END;
- Voici un exemple d’utilisation de cette fonction : la fonction échan-
geant les fils gauche et droit d’un arbre sera écrite :
FUNCTION echange_gauche_droit(a: ArbreBinaire) : Arbre-
Binaire ;
VAR
temp : ArbreBinaire ;
BEGIN
IF (est_vide (a)) THEN
echange_gauche_droit :=a
ELSE
BEGIN
temp := a".gauche;
a".gauche := a".droit;
a".droit := temp;
echange_gauche_droit .= a
END ;
END;
LB - Rotations

Afin de pouvoir modifier la hauteur d’'un arbre, on introduit, lorsqu’elles sont
possibles, les opérations suivantes :
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I.B.1) Rotation gauche

Darbre obtenu en appliquant wune rotation gauche a Ilarbre
(i1 A 1. (i A 2. A 42)) estlarbre (iy, (i1, A g1.A g2). Aa2) .

Rotation gauche

a) Ecrire la fonction rotation_gauche, recevant un ArbreBinaire comme seul ar-
gument, lui appliquant une rotation gauche, et retournant comme résultat l'ar-
bre modifié. On veillera a n’appliquer la rotation que si celle-ci est possible.
Dans le cas contraire, 'arbre non modifié sera alors retourné.

b) Montrer que si A est un arbre binaire de recherche, alors
rotation_gauche (A) est aussi un arbre binaire de recherche.

1.B.2) Rotation droite

La rotation droite appliquée a un arbre binaire est 'opération inverse de la ro-
tation gauche.

Eecrire la fonction rotation_droite, selon les mémes principes que la fonction
rotation_gauche. On fera un dessin au préalable.

1.B.3)  Doubles Rotations

Soit A = (i,44A4) un arbre binaire. La rotation gauche_droite de A est
Tarbre :

rotation_droite (i , rotation_gauche (A ), Aq)

a) Ecrire la fonction rotation_gauche_droite. La aussi, opération ne sera effec-
tuée que si elle est possible.

b) Dessiner le résultat obtenu apreés application de 'opération de rotation gau-
che-droite a 'arbre A4, suivant :

PN

©
©) ® @
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La rotation droite-gauche de A = (i,4 4,4 ,) est, s’il est défini, I'arbre :
rotation_gauche (i, A 4, rotation_droite(A ;) )

¢) Ecrire la fonction rotation_droite_gauche.

d) Dessiner le résultat obtenu aprés application de 'opération de rotation droi-

te-gauche a 'arbre A4, défini en b).

I1.C - Arbres bicolores

Un arbre bicolore est un arbre binaire de recherche dont les neeuds sont colorés
d’une couleur parmi deux selon des régles particuliéres énoncées ci-dessous. Si
le rouge et noir sont classiquement utilisés, nous prendrons ici le blanc et noir.
On choisira d’autre part de ne pas étiqueter les feuilles.

I1.C.1)  Nouvelle représentation

On modifie la représentation des arbres afin d’ajouter 'information de coloriage.
On en profite pour ajouter dans un nceud un champ indiquant le pére qui sera
un arbre vide dans le cas de la racine. Les feuilles, non étiquetées, et qui ont une
couleur fixe (voir ci-dessous) seront systématiquement représentées par des ar-
bres vides. On supposera que les fonctions de rotation ont été corrigées pour te-
nir compte de cette nouvelle représentation.

- En CAML, un arbre binaire bicolore sera représenté ainsi :
t ype Couleur = Blanc | Noir
H
type Noeud =
nut abl e etiquette : int;
nut abl e couleur: Couleur;

nut abl e gauche: ArbreBinaire;
nut abl e droit: ArbreBinaire;
nut abl e pere: ArbreBinaire;
and ArbreBinaire =
ArbreVide
| Pointeur of Noeud
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- En PASCAL, un arbre bicolore sera représenté ainsi :
TYPE
TCouleur = (Blanc,Noir) ;
ArbreBinaire = “Noeud;
Noeud= RECORD
etiquete  : INTEGER ;
couleur : TCouleur 5
gauche, droit, pere: ArbreBinaire
END;

Un arbre bicolore doit satisfaire aux contraintes suivantes (en plus d’étre un ar-
bre binaire de recherche) :

(A-1) Un nceud est soit blanc, soit noir.

(A-2) Une feuille est noire.

(A-3) La racine est noire.

(A-4) Le pére d’'un nceud blanc est noir.

(A-5) Tous les chemins partant d'un nceud donné et se terminant a une feuille
contiennent le méme nombre de nceuds noirs (sans prendre en compte le nceud
de départ)

On nomme Aauteur noire d'un nceud n appartenant a un arbre bicolore (on la
note An(n)) le nombre de nceuds noirs sur les chemins partant de ce nceud et
aboutissant a une feuille (sans prendre en compte n ). Cette fonction est bien dé-
finie grace a (A-5). On nomme hauteur noire d’un arbre bicolore la hauteur noire
de sa racine.

1.C.2)  Hauteur d’'un arbre bicolore

a) Montrer qu’un sous-arbre de racine n d’un arbre bicolore contient au moins
2" _1 neeuds internes.

b) Montrer qu'un arbre bicolore comportant  neeuds internes a une hauteur au
plus égale a 2log,(l +1) .

¢) Que peut-on dire de 'ordre de grandeur de la complexité de la recherche d'un
élément dans un arbre bicolore ?

I1.C.3)  Insertion dans un arbre bicolore

Pour insérer un nouveau nceud n dans un arbre bicolore, on commence par I'in-
sérer selon l'algorithme d’insertion dans un arbre binaire de recherche (on par-
lera d’insertion initiale), en lui affectant la couleur blanc. Larbre obtenu ainsi
n’est plus forcément bicolore, et il faut le modifier pour lui redonner cette pro-
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priété. L'algorithme utilisé est itératif, donc si au départ, le nceud courant n a
deux fils qui sont des arbres vides, cette propriété n’est plus obligatoirement res-
pectée aux itérations suivantes.

a) Dans le cas ou l'arbre initial est vide, quelle modification faut-il apporter
pour que l'arbre résultat soit de nouveau bicolore ?

b) Dans le cas d’'un arbre non vide, que peut-on dire de 'arbre résultat si le pére
de n apres insertion initiale est noire ?

On se place maintenant dans le cas ou le pére de n aprés insertion initiale (ou
aprés itération) est blanc. Le pére de n n’est donc pas la racine, et a lui-méme
un pére qui est noir.

Les différents cas possibles sont donc (on note f,; et fq les deux filsde n, p son
pére, g son grand pére, f son frére et o son oncle) :

q = p(p(n)) q = p(p(n))
p = p(n) 0 p = p(n) °
n f f n
fe fa Iy fa
Casn°l Cas n°2

q = p(p(n))

° p = p(n)

Tg fa fe fq

Cas n°3 Cas n°4

On suppose qu’au départ, tous les nceuds respectent la propriété A-5 des arbres
bicolores et que seuls n et p violent la condition (A-4).

¢) Que peut-on dire de la couleur du frére f de n ?
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On va modifier I'arbre afin de retrouver un arbre bicolore. Deux familles de mo-
difications sont possibles, selon la couleur de o. On suppose tout d’abord que
Toncle o de n est blanc. Dans le cas n°1, on effectue la transformation suivante :

q = p(p(n)) q = p(p(n))

p = p(n) o R p = p(n)

Cas n°1

d) A quelle condition simple ’arbre global obtenu est-il bicolore ?

e) Que faut-il faire si la condition n’est pas vérifiée afin de retrouver un arbre
bicolore ?

f) Quelle transformation faut-il effectuer dans les cas n°2, 3 et 4 afin de retrou-
ver un arbre bicolore, toujours en supposant que o est blanc ?

On suppose maintenant que l'oncle o de n est noir. Dans le cas n°1, on effectue
la transformation suivante :

q = p(p(n))

p = p(n) 0 —

Ig fa Cas n°1

g) Quelle est cette transformation ?

h) Montrer que 'arbre global obtenu est bicolore.

i) Montrer que dans le cas n°2, si on effectue la méme transformation, on ne
peut pas trouver une coloration des nceuds p, g, n telle que les contraintes (A-4)
et (A-5) soient vérifiées.

j) Dessiner et nommer la transformation a effectuer dans le cas n°2 qui permet-
te de conserver la hauteur noire vue du pére du sous-arbre.

k) Dessiner et nommer une transformation a effectuer dans le cas n°3.
1) Dessiner et nommer la transformation a effectuer dans le cas n°4.
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On suppose écrite la fonction d’insertion dans un arbre binaire de recherche.
Cette fonction retourne I'arbre binaire dont la racine est colorée en blanc et est
étiquetée par I'élément qui vient d’étre inséré.

- En CAML, la fonction a le profil suivant :

inserer_arbre_binaire : ArbreBinaire —> int —> ArbreBinaire = <fun>
- En PASCAL, la fonction est déclarée ainsi :
FUNCTION inserer_arbre_binaire (a : ArbreBinaire;
val: INTEGER) : ArbreBinaire;

m) Ecrire une fonction inserer_arbre_bicolore , ayant le méme profil que la
fonction inserer_arbre_binaire, mais réalisant l'insertion dans un arbre bico-
lore.

TSvp
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