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Introduction

Dans une d�mocratie
 le choix des modes de scrutin est bien s�r primordial�
M�me pour un probl�me aussi simple que l��lection d�un chef d��tat
 il existe de
nombreux modes de scrutin possibles
 qui peuvent donner des r�sultats di��rents
pour une m�me r�partition des votes�

Comment choisir � On s�attend � ce qu�un  bon � syst�me de vote v�ri�e
un certain nombre de propri�t�s
 comme le fait de ne pas laisser toute la d�ci�
sion � un seul �lecteur �syst�me non dictatorial�� Malheureusement
 d�s qu�on
exige certaines propri�t�s
 apparemment naturelles
 aucun syst�me de vote ne
les satisfait�

Par exemple
 on peut exiger les propri�t�s suivantes �
 Unanimit� �principe de Pareto� � si tous les �lecteurs pr�f�rent A � B
 alors
le mode de scrutin classe A devant B� En particulier
 B ne peut pas �tre
�lu�

 Ind�pendance des choix non signi�catifs � si certains �lecteurs changent
d�avis
 mais pas en ce qui concerne la comparaison entre A et B
 alors le
mode de scrutin classe toujours de la m�me fa�on A et B�

 Non�dictature � le r�sultat du vote ne d�pend pas seulement des choix d�un
seul �lecteur !

Il n�existe pas de mode de scrutin qui v�ri�e ces propri�t�s �ou plus exactement
de fonction de choix social� � c�est le th�or�me d�Arrow�

Certaines des propri�t�s pr�sent�es peuvent ne pas para�tre �videntes��� Mais
en fait
 on peut prouver un r�sultat encore plus frappant que le th�or�me d�Ar�
row� Exigeons seulement les propri�t�s suivantes �

 Non�manipulabilit� � les �lecteurs ont toujours int�r�t � exprimer leurs
vraies pr�f�rences " ne pas exprimer leur opinion r�elle ne peut en aucun
cas mener � un r�sultat qui les satisfait davantage�

 Non�dictature � le r�sultat ne d�pend pas que d�un �lecteur�
D�s qu�il y a au moins trois candidats
 le th�or�me de Gibbard�Satterthwaite
�nonce qu�aucun mode de scrutin ne v�ri�e ces propri�t�s� Un tel r�sultat est
particuli�rement d�courageant pour �tablir une d�mocratie
 puisqu�il signi�e
que dans tout syst�me de vote
 certains �lecteurs peuvent avoir int�r�t � ne pas
exprimer leurs pr�f�rences��� # partir de l�
 comment le mode de scrutin peut�il
faire la synth�se des avis individuels en un choix collectif � C�est impossible

puisque que les urnes ne  connaissent � pas les avis individuels !

Ce genre de paradoxes
 qu�on peut quali�er d�intrins�ques � chaque mode de
scrutin
 entra�ne des paradoxes entre les syst�mes � deux syst�mes sens�s peuvent
donner des r�sultats di��rents
 selon que le syst�me privil�gie davantage l�une ou

	



l�autre des propri�t�s ci�dessus
 voire d�autres propri�t�s issues de consid�rations
politiques ou culturelles�

Le choix du mode de scrutin est donc un probl�me �pineux
 tout simplement
parce qu�il est insoluble� Cependant
 la situation est peut��tre moins d�sesp�r�e
qu�elle n�en a l�air���

On appelle culture les pr�f�rences d�une population enti�re sur un sujet
donn�
 c�est���dire ce qu�on va trouver dans les urnes si on demande aux gens
leur liste de pr�f�rences� Les th�or�mes pr�c�dents signi�ent qu�il peut y avoir
des paradoxes �lectoraux pour certaines cultures
 mais ce n�est pas toujours le
cas � pour prendre l�exemple le plus simple
 dans la culture o$ tout le monde
est d�accord
 il est facile de trouver un syst�me de vote juste et �quitable !

En fonction des types de cultures
 les probl�mes pos�s par le mode de scrutin
varient� On n�a pas forc�ment les m�mes paradoxes
 et en tous cas pas avec la
m�me probabilit�� C�est pourquoi il est particuli�rement int�ressant de conna�tre
les structures d�opinion r�alistes � cela permet d��valuer les probl�mes pos�s par
les di��rents modes de scrutins
 et de choisir en meilleure connaissance de cause�

Pour ce faire
 nous avons r�alis� une exp�rience de vote
 que nous d�cri�
vons dans le premier chapitre� Notre but est de d�gager des pro�ls de culture
th�oriques qui expliquent bien les r�sultats constat�s�

Pour chaque vote
 on demande � l�internaute de classer les di��rentes op�
tions � sa r�ponse est donc un �l�ment du groupe des permutations Sn� Dans le
deuxi�me chapitre
 nous pr�sentons une distance sur Sn adapt�e � l�analyse des
votes�

Dans le troisi�me chapitre
 nous pr�sentons la m�thode du maximum de
vraisemblance
 qui permet de comparer entre eux les di��rents mod�les
 et ses
liens avec l�information et l�entropie�

Dans le quatri�me chapitre
 nous d�veloppons un mod�le monop�le relati�
vement simple � une permutation est privil�gi�e
 et la probabilit� d�cro�t expo�
nentiellement quand on s��loigne de ce p�le�

Dans le cinqui�me chapitre
 nous testons di��rentes lois d�une complexit�
d��criture donn�e pour comparer leurs performances respectives et en�n valider
la loi exponentielle�

La cr�dibilit� de cette hypoth�se �tant v�ri��e
 nous pouvons envisager de
passer � un mod�le multipolaire mais
 pour limiter les probl�mes de complexit�
algorithmique
 nous nous limitons � deux p�les�

L�annexe A pr�sente un tableau synth�tique des r�sultats obtenus
 parti�
culi�rement utile pour comparer les di��rents mod�les entre eux� L�annexe B
pr�sente les sp�ci�cations de quelques unes des principales fonctions MatLab
que nous avons �crites pour l�analyse des r�sultats�

Di��rentes m�thodes ont d�j� �t� utilis�es pour analyser des structures d�opi�
nion mais
 � notre connaissance
 les pro�ls th�oriques de probabilit� sur Sn ne
sont gu�re utilis�s � l�heure actuelle
 et encore moins valid�s par l�exp�rience�
Cette recherche est donc un pr�liminaire � l��tude du comportement des modes
de scrutin dans des situations r�alistes�
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Chapitre �

Site web de vote online

Un site web a �t� cr�� pour recueillir des votes r�els� Son adresse est �

http���experiencedevote�free�fr

��� Contenu du site

Pour chaque vote
 on demande � l�internaute de classer un certain nombre
d�options� Son opinion est donc repr�sent�e par un �l�ment du groupe des per�
mutations�

Cette structure math�matique pr�sente les avantages suivants � elle donne
une image riche de l�opinion de l��lecteur
 mais sans ajouter d�information para�
site
 comportant une part d�abitraire
 ind�pendante des pr�f�rences de l��lecteur
sur le sujet donn�
 comme une notation�

Ci�dessous
 vous trouverez la liste des questions pos�es� Chacune �tait ac�
compagn�e d�un mode d�emploi soulignant en particulier qu�il fallait ordonner
toutes les options
 et �ventuellement d�un petit texte explicatif qui pr�cisait la
question�

����� Revotez pour les candidats de �����

 Alain MADELIN �DL� "
 Arlette LAGUILLER �LO� "
 Bruno M�GRET �MNR� "
 Christiane TAUBIRA �RPG� "
 Christine BOUTIN �FRS� "
 Corinne LEPAGE �Cap ��� "
 Daniel GLUCKSTEIN �PT� "
 Fran�ois BAYROU �UDF� "
 Jacques CHIRAC �RPR� "
 Jean SAINT�JOSSE �CPNT� "
 Jean�Marie LE PEN �FN� "
 Jean�Pierre CHEV%NEMENT �MDC� "
 Lionel JOSPIN �PS� "

�



 No&l MAM%RE �Les Verts� "
 Olivier BESANCENOT �LCR� "
 Robert HUE �PCF��

����� Quel mode de scrutin direct vous semble le plus juste

pour la pr�sidentielle �

 assentiment "
 Borda "
 Condorcet "
 notation "
 uninominal � un tour "
 uninominal � deux tours�

����� Parmi les pays suivants� lesquels sont les plus d�ve	

lopp�s �

 Br�sil "
 Guatemala "
 Ha'ti "
 Lituanie "
 Mozambique "
 Norv�ge "
 Singapour "
 Tunisie�

����
 Si vous ne pouviez faire qu�une chose � utile  de

votre vie� laquelle choisiriez	vous �

 �lever un enfant "
 emp�cher l�oubli d�une connaissance scienti�que "
 emp�cher la d�molition d�un monument historique "
 sauver des (ammes un tableau de ma�tre "
 sauver une vie humaine�

����� Si vous n�emportiez qu�une cassette dans une �le d�	

serte� laquelle choisiriez	vous �

 Blanche�Neige et les sept nains "
 Le Bon
 la Brute et le Truand "
 Casablanca "
 Le fabuleux destin d�Am�lie Poulain "
 La guerre des �toiles "
 La liste de Schindler "
 Psychose "
 Singin� in the Rain�
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����� Quelle est votre couleur de chaussettes pr�f�r�e �

 blanc "
 bleu "
 jaune "
 noir "
 rouge "
 vert�

��� Commentaires sur le protocole exp�rimental

On a en g�n�ral pris garde � placer l�internaute devant une situation de choix
e�ectif
 et non de pr�f�rence� Ce point nous semble important car
 si on aime
di��rents �lms pour des raisons di��rentes
 a priori non comparables
 l�exp��
rience de pens�e de l��le d�serte permet de se mettre en situation de d�cision
 ce
qui est en g�n�ral le but d�un vote�

Cependant
 nous ne l�avons pas toujours fait
 en particulier pour le vote sur
les chaussettes
 et ce serait sans doute pr�f�rable pour une exp�rience future� En
ce qui concerne les pays d�velopp�s
 ce n�est pas le cas non plus
 mais le texte
explicatif permettait de cibler la question d�une autre fa�on
 en faisant r�f�rence
� l�Indice de D�veloppement Humain�

Le choix des votes a �t� di)cile
 car nous voulions que chaque vote porte
sur un sujet � propos duquel chaque �lecteur ait ou puisse se faire un avis� Ceci
excluait en particulier certaines questions trop  culturelles �
 pour lesquelles
certains �lecteurs auraient pu ne pas conna�tre telle ou telle option du vote� Nous
n�avons pu �chapper totalement � cet �cueil
 en particulier pour les �lms
 mais
nous avons cherch� � ne proposer que des �lms dont la plupart des �lecteurs ont
une id�e
 m�me s�ils ne les ont pas vus� Ces �lms ont �t� choisis parmi les plus
reconnus
 � partir d�Internet Movie Database�

Nous voulions �galement que les votes portent sur des sujets aussi divers que
possibles
 s�rieux ou moins s�rieux
 pour que la recherche soit aussi d�gag�e du
sujet trait� que possible � trouver des pro�ls de cultures semblables pour des
votes totalement di��rents nous paraissait plus concluant� C�est pourquoi on va
de la politique au cin�ma
 en passant par la couleur des chaussettes�

Les r�ponses �taient pr�sent�es � l�internaute dans l�ordre alphab�tique
 et
ceci peut introduire un biais dans l�exp�rience� Dans une version ult�rieure
 il
serait sans doute pr�f�rable de permuter al�atoirement les options� Ceci dit
 tout
syst�me de vote r�el ne pr�sente�t�il pas ce genre de biais �

��� R�sultats

Pour se faire une premi�re id�e des r�sultats du site
 on peut donner les
matrices de vote� Le chi�re mij sur la ligne i et la colonne j est le nombre de
personnes ayant plac� i devant j dans leur choix� La colonne V repr�sente le
nombre de victoires de chaque candidat dans le tournoi majoritaire� La colonne
B est le score de Borda de chaque candidat
 c�est���dire la somme sur j des mij �
Pour am�liorer la lisibilit�
 nous avons ordonn� les options dans l�ordre m�dian
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terme que nous d��nirons par la suite�

����� Vote sur la pr�sidentielle

Il y a eu �� votants�

� � 	 � � � � � � �� �� �� �	 �� �� �� V B
�� JOSPIN � �� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �	 �� �� �� �� �� ���
�� TAUBIRA �� � 	� �� 	� 	� �� �	 �� �� �� �� �	 �� �� �� �� ���
	� MAM%RE �� �� � �� 	� 	� �� �� �	 �� �� �� �� �� �� �� �	 ���
�� HUE �� �� �� � 	� 	� 	� 	� 	� �� �� �	 �� �� �� �� �� ��	
�� BAYROU �� �� �� �� � 		 	� �� �	 �� �� �� �� �� �� �� �� ���
�� CHEV%NEMENT �	 �� �	 	� �� � 	� 	� �� �� �� �� �� �� �� �� �� ���
�� BESANCENOT �� �� �� �� �� �� � 	� 	� �� 	� �� �� �� �� �� � ���
�� LEPAGE �� �� �� �� �� �� 	� � 	� �� �	 �� �� �� �� �� � ���
�� CHIRAC �� �� �� �� �� �� �� �� � 	� �� �� �� �� �� �� � ���
��� LAGUILLER �� �� �	 �� �� �� �� �� �� � 	� 	� �� 	� �� �� � 	��
��� MADELIN � �� �� �� � �	 �� �� �� �� � 	� 	� 	� �� �� � 	��
��� GLUCKSTEIN � � � � �	 �� �� �� �� �� �� � 	� 	� �� �� � 		�
�	� BOUTIN � � � �	 � � �� � � �� �� �� � 	� �� �� 	 ���
��� SAINT�JOSSE � � � �� 	 � �� � �� �� �	 �� �� � �� �� � ���
��� LE PEN � � 	 � � � 	 	 � � � � � 	 � 		 � ��
��� M�GRET � � � � � � � 	 � � � � � 	 �� � � �	

����� Vote sur les modes de scrutin

Il y a eu 	� votants�

� � 	 � � � V B
�� Condorcet � �� �� �� �� �� � ���
�� Borda � � �� �� �� �� � ��
	� Assentiment �� �� � �� �� �� 	 ��
�� Notation �	 �� �� � �� �� � �	
�� Uninominal � deux tours � � �� �� � �� � ��
�� Uninominal � un tour � � �� � � � � 	�

����� Vote sur les pays d�velopp�s

Il y a eu �� votants�

� � 	 � � � � � V B
�� Norv�ge � �� �� �� �� �� �� �� � 		�
�� Singapour � � 	� �� �� �� �� �� � ���
	� Lituanie � �� � �� 	� �� �� �� � ���
�� Br�sil � � �	 � �� �� �� �� � ���
�� Tunisie � � �� �� � �� �� �� 	 ���
�� Guatemala � � � � � � �� 	� � ��
�� Mozambique � � � � � � � �� � 	�
�� Ha'ti � � 	 � � �� �� � � ��
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����
 Vote sur les actions utiles

Il y a eu �� votants�

� � 	 � � V B
�� Sauver une vie humaine � �� �� �� �� � �	�
�� Emp�cher l�oubli d�une connaissance scienti�que �� � 	� �� �� 	 ���
	� �lever un enfant �� �� � 	� 	� � ���
�� Emp�cher la d�molition d�un monument historique �� � �� � 	� � ��
�� Sauver des (ammes un tableau de ma�tre �� �� �� �� � � ��

����� Vote sur les �lms

Il y a eu �� votants�

� � 	 � � � � � V B
�� Le fabuleux destin d�Am�lie Poulain � �� 	� 	� �� 	� 	� 	� � ���
�� La guerre des �toiles �	 � �� �� 	� 	� 	� 	� � ���
	� Le Bon
 la Brute et le Truand �� �	 � �� �� �� 	� 	� � ���
�� Casablanca �� �� �� � �� �� �� 	� � ��	
�� Psychose �� �� �� �� � �� 	� 	� 	 ���
�� La liste de Schindler �� �� �� �	 �	 � 		 	� � ���
�� Blanche�Neige et les sept nains �� �� �	 �	 �� �� � �� � ���
�� Singin� in the Rain �� �� �� �� �� �� �� � � ���

����� Vote sur la couleur des chaussettes

Il y a eu �	 votants�

� � 	 � � � V B
�� Noir � 	� �� �� �� �� � ���
�� Blanc �	 � 	� �� �� �� � ���
	� Bleu �	 �� � �� �� �� 	 ���
�� Rouge � � � � 	� 		 � ��
�� Vert � 	 � �	 � �� � ��
�� Jaune � � � �� �� � � ��

��� Consid�rations techniques

Le site est interactif " deux langages de programmation ont permis de mettre
en place cette interactivit�� C�t� serveur
 c�est PHP
 coupl� avec Sql
 qui permet
d�enregistrer les votes et de g�n�rer les �chiers de donn�es ASCII qui seront
facilement utilisables par n�importe quel logiciel de traitement
 par exemple
Matlab� Par ailleurs
 la page est cr��e � partir des champs de la base Sql
 ce qui
permet d�ajouter tr�s facilement un nouveau vote
 en cr�ant une nouvelle table
Sql�

C�t� client
 c�est en javascript que sont programm�es les petites routines qui
permettent de classer les options du vote�
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Chapitre �

Quelques consid�rations sur le

groupe des permutations

Les choix d�un �lecteur sont repr�sent�s par un �l�ment du groupe Sn des per�
mutations
 o$ n est le nombre d�options propos�es� On notera ����� ���� � � � ��n��
la permutation �� Les cycles seront not�s suivant l�usage
 avec des parenth�ses�

��� Distance choisie sur Sn

On peut d��nir nombre de distances sur Sn� Pour respecter la sym�trie
inh�rente � ce groupe
 on choisit en g�n�ral une distance d telle que d���� ��� �
d��� � ��� �� � ���� En particulier �

d���� ��� � d��� � �
��
� � Id��

Si d est la distance de Cayley
 d��� Id� est par d��nition le nombre minimum
de transpositions intervenant dans la d�composition de �� Mais alors on a

d��n � � � � � n� � ��� Id� � � � d��� � � 	 � � � n�� Id��

Or si la premi�re permutation �change la premi�re et la derni�re pr�f�rence
 ce
qui est un changement d�opinion important
 la seconde n�en �change que deux
cons�cutives
 ce qui repr�sente un changement d�opinion moins radical�

La r�gle de Spearmann est d��nie par d��� Id� �
P

j��i�� ij� Mais alors

d��n � � � � � n� � ��� Id� � ��n� �� � d��� � � � � n ��� Id��

Le premier changement d�opinion place le dernier en t�te et le premier en queue

alors que le second changement d�opinion ne modi�e que la place du premier
par rapport aux autres
 et laisses inchang�es les places respectives de ceux�ci�

Ces consid�rations nous am�nent � choisir une distance qui se base sur les
places respectives des �l�ments entre eux� Plus pr�cis�ment
 on prend la distance
de la di��rence sym�trique ou distance de Kemeny �

d��� Id� �
X

i�j

���i����j��

��



Cette distance est donc d��nie comme la somme sur�diagonale de la matrice
de vote correspondant � un seul �lecteur ayant vot� �� Il est facile de montrer
que cette distance correspond au nombre minimal de transpositions �i i 
 ��
intervenant dans la d�composition de ��

��� Topologie de Sn

Muni de cette distance
 Sn peut �tre repr�sent� par un graphe � il su��t
de placer ses �l�ments sur les sommets et de relier entre elles celles qui sont �
distance �� Vue la d��nition de la distance
 la distance entre deux sommets est
la longueur du plus court chemin de l�un � l�autre�

De cette fa�on
 S� sera repr�sent� par un segment
 S� par un hexagone
 et
S� par un octa�dre tronqu��

4132

4123

1432

4312

1423

4213

1342

4321

3412

3142

4231

1243

3421

2413

1324

2143

1234

3124

2431

3241

2134

3214

2341

2314

Fig� ���� Le groupe S� des permutations de quatre �l�ments
 muni de la distance
de Kemeny d�

De mani�re g�n�rale
 Sn peut �tre repr�sent� par un polytope semi�r�gulier
plong� dans l�espace � n� � dimensions
 dit permuto�dre�

En ce qui nous concerne
 cette correspondance g�om�trique pourra servir �
visualiser les pro�ls des votes
 avec par exemple l�apparition de  bosses � sur
le poly�dre semi�r�gulier� C�est pourquoi
 pour cette repr�sentation
 nous nous

��



limiterons � S�
 qui donne des graphiques encore facilement lisibles par un *il
humain�

��� R�partition de d��� Id� � pr�sentation des T k
n

Nous aurons besoin
 par la suite
 de savoir combien d��l�ments de Sn se
trouvent � une distance k d�une permutation donn�e
 par exemple l�identit��
Notons ce nombre T k

n �

Pour choisir une permutation �
 on peut commencer par choisir son der�
nier �l�ment ��n�� On prend un �l�ment i et on le fait redescendre en derni�re
position� Ceci occasionne n� i transpositions �j j
��� Puis on choisit une per�
mutation de Sn��
 qu�on applique aux n� � premiers �l�ments� Formellement

on a la relation de r�currence suivante �

T k
n �

kX

l�max �k�n	����

T l
n���

En faisant la di��rence avec T k	�
n 
 on trouve une relation plus simple �

T k	�
n � T k

n 
 T k	�
n�� � T k�n	�

n�� �

Cette relation permet un calcul num�rique des valeurs de T k
n souhait�es� #

titre indicatif
 voici les valeurs pour n � � �

k � � � � 	  � � � � �� �� �� �� �	 �
n � � �
n � � � �
n � � � � � �
n � 	 � �  �  � �
n �  � 	 � � �� �� �� � � 	 �
n � � �  �	 �� 	� �� �� ��� ��� �� �� 	� �� �	  �
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Chapitre �

M�thode du maximum de

vraisemblance

Nous allons tester plusieurs mod�les pour expliquer
 ou au moins d�crire

les pro�ls exp�rimentaux� Pour les comparer
 nous allons utiliser la m�thode du
maximum de vraisemblance�

��� Principe de la m�thode

Soit ���� une loi de probabilit� th�orique sur Sn� Soit � � ���� � � � � �s� une
suite de votes
 par exemple le r�sultat d�une exp�rience�

En supposant que les votes sont ind�pendants et que le mod�le th�orique est
vrai
 la probabilit� d�obtenir la suite de votes � vaut �

���� �

sY

i��

���i�

Notre but est de maximiser cette grandeur � le mod�le est alors celui qui explique
le mieux l�exp�rience
 puisqu�il la rend la plus probable possible�

��� Lien avec l�information et l�entropie

Si nous prenons le logarithme en base �� de l�expression pr�c�dente
 nous
obtenons �

log������ �

sX

i��

log����i��

La distribution qui maximise cette grandeur est celle o$ ���� est le nombre
n� de votes � divis� par s � c�est un r�sultat classique que l�on prouve par
le th�or�me des extrema li�s �m�thode des multiplicateurs de Lagrange�� La
grandeur optimis�e vaut alors �

Smax � log������ �
X

��Sn

n� log�
n�
s
�

�	



Ce maximum est l�entropie du vote�

Le pire mod�le que nous puissions raisonnablement envisager
 c�est celui o$
nous ne disposons d�aucune information sur le vote � � ce moment�l�
 il est
naturel de prendre un pro�l �quiprobable� Le logarithme de la probabilit� vaut
alors �

Smin � log������ � �s log�n��

Cette borne inf�rieure servira de r�f�rence aux mod�les que nous allons d�ve�
lopper�

La di��rence entre Smin et Smax est la quantit� d�information qui distingue
l�exp�rience d�un pro�l uniforme� Pour �valuer de fa�on absolue la validit� d�un
mod�le
 nous utiliserons la grandeur suivante �

x �
log������ � Smin

Smax � Smin
�

que nous exprimerons sous forme de pourcentage� C�est la part de la structure
du vote qui est d�crite par le mod�le�
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Chapitre �

Mod�le monop�le en loi

exponentielle

Quand on visualise le graphe d�un vote
 on constate souvent la pr�sence de
 bosses � localis�es autour d�une certaine permutation� Par exemple
 si on prend
le vote sur la couleur des chaussettes et que
 pour des raisons de visualisation

on se limite aux options +� Blanc
 � Bleu
 	 Jaune
 � Noir,
 on obtient le graphe
suivant�
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Fig� ���� Vote sur les chaussettes
 o$ � - Blanc
 � - Bleu
 	 - Jaune
 � - Noir

Ce graphe se lit de la fa�on suivante � la distance �dans l�espace� entre le
sommet du poly�dre d�form� et le sommet de r�f�rence correspondant est pro�
portionnel au nombre de votes pour le sommet�

On voit qu�il y a une permutation privil�gi�e
 �	 � � ��
 et que le poly�dre est
�galement d�form� aux alentours de ce p�le� C�est ce que nous allons essayer de
mod�liser�

��� Pr�sentation du mod	le

On suppose que chaque �lecteur vote selon une m�me loi al�atoire et de
fa�on ind�pendante� Dans ce premier mod�le
 il y a une  doxa �
 c�est���dire
une permutation p�le �� qui pr�sente le maximum de probabilit��

On suppose que la loi de probabilit� � est de la forme �

���� � pd�������Z

o$ Z�n� p� est une constante de normalisation
 et p � ��� �� est le param�tre
du mod�le� C�est en quelque sorte une  probabilit� d�erreur � par rapport � la
doxa�

Le sens ou la pertinence par rapport aux donn�es du choix d�une loi exponen�
tielle n�est pas �vident � justi�er a priori � ceci sera d�velopp� dans le chapitre
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suivant� Pour le moment
 contentons�nous de constater que ce mod�le o�re un
avantage pratique ind�niable
 puisqu�il permet de s�parer l�optimisation de ��
de celle du param�tre p�

��� Optimisation du mod	le � d�composition du
probl	me

Dans l�optique du maximum de vraisemblance
 on cherche �� et p tels que

sous l�hypoth�se du mod�le
 la probabilit� des donn�es exp�rimentales soit maxi�
male�

Notons � � ���� � � � �s� le s�uplet des votes� La probabilit� de � est donn�e
par �

���� � p
Ps

i�� d��i�����Zs

Quel que soit p
 le p�le �� qui optimise ���� est donc l�ordre m�dian
 c�est�
��dire tel que la somme des distances aux di��rents votes soit minimale� On re�
trouve une m�thode classique pour trouver un ordre optimal
 celle de Condorcet�
Young�

��� Optimisation du mod	le � recherche de ��

On appelle matrice de vote celle dont le coe)cient �i� j� est le nombre d��lec�
teurs qui ont plac� l�option i devant l�option j� On appelle matrice de vote
antisym�trique M la pr�c�dente moins sa transpos�e�

On montre que �� est la permutation des vecteurs de base qui maximise la
somme des �l�ments sur�diagonaux de la matrice de vote antisym�trique�

S�il existe une partition des indices G � P � �� � � � n� telle que pour tout
i � G
 j � P 
 M�i� j� � �
 alors on dit que G est un cycle sup�rieur du tournoi
majoritaire� La permutation �� doit alors �tre telle que pour tout i � G
 j � P 

���i� � ���j��

L�algorithme que nous avons utilis� pour d�terminer �� est donc le suivant �
 on cherche le plus petit cycle sup�rieur non vide "
 on le classe par un algorithme glouton qui essaie toutes ses permutations "
 on classe son compl�mentaire�

Dans le meilleur des cas l�algorithme est en n� " dans le pire des cas
 il est en
n��n��

Dans les cas pratiques que nous avons rencontr�s
 l�algorithme glouton seul
est inutilisable
 alors qu�en cherchant d�abord les cycles sup�rieurs
 le calcul est
quasi�instantan��

Dans une version ult�rieure
 nous pourrions aussi utiliser les options  cou�
vertes � � si pour tout j
 M�i�� j� � M�i�� j�
 alors ���i�� � ���i���

��� Optimisation du mod	le � recherche de p

Une fois �� trouv� par la m�thode pr�c�dente
 il reste � �valuer p�

��



On sait calculer ���� en fonction de p " il su)t donc de maximiser cette
grandeur num�riquement�

Dans les exp�riences que nous avons men�es
 nous avons trouv� les r�sultats
suivants �

vote p log������ x
�lms �� �� ����� �� 	� ��
pr�sident �� �� ����� �� ��� ���
mode de scrutin �� �� ���� �� �� ���
actions utiles �� � ����� �� ��� ���
couleur des chaussettes ��� ����� �� 	�� ���
pays d�velopp�s ���� ���� � ��� ��

L�ordre m�dian �� �p�le du mod�le� n�a pas �t� redonn� car c�est celui dans
lequel on a plac� les options dans les matrices de votes
 au chapitre �� Pour
une comparaison des r�sultats avec les autres mod�les
 on pourra se reporter �
l�annexe A�

Il n�est pas surprenant que la valeur la moins �lev�e de p soit trouv�e pour le
vote sur les pays d�velopp�s � c�est celui pour lequel la notion de p�le a le plus de
sens� Ceci dit
 le p�le qui se d�gage de ce vote pr�sente une erreur par rapport au
classement IDH des di��rents pays � les �lecteurs placent le Mozambique devant
Ha'ti
 alors que le Mozambique est moins d�velopp� �un des cinq IDH les plus
faibles du monde��

En tous cas
 le mod�le donne un premi�re description valable de la r�alit�

sauf peut��tre pour le vote sur les �lms
 mais ceci n�est pas �tonnant non plus�
C�est sans doute celui o$ l�on discute le moins d�opinion et le plus de pr�f�rences �
les go�ts et les couleurs���
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Chapitre �

G�n�ralisation du mod�le

monop�le

Nous avons pour le moment utilis�
 dans le cadre du mod�le monop�le
 une
loi exponentielle d�croissante� Mais nous n�avons pas justi�� ce choix
 sinon par
les avantages pratiques qu�il o�re� Nous voudrions savoir s�il est con�rm� par
les donn�es exp�rimentales�

Nous aimerions d�terminer une loi de la forme ���� � f�k�
 o$ k � d��� ���

ou bien une loi de la forme ��k� � g�k�� Les deux expressions di��rent d�une
variable multiplicative T k

n � Pour orienter nos recherches
 examinons le graphique
de la r�partition des votes sur les actions utiles 
 suivant les deux points de vue�
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Fig� ���� Fr�quence moyenne d�un vote donn�
 si celui�ci est � distance k du
p�le
 dans l�exp�rience sur les actions utiles � c�est la probabilit� exp�rimentale
d��tre � distance k du p�le
 divis�e par T k

n �
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Fig� ���� Probabilit� exp�rimentale d��tre � distance k du p�le
 pour le vote sur
les actions utiles�

Le premier graphe pr�sente une forme plus r�guli�re � on peut donc penser
qu�il sera plus facile � �tter avec un pro�l th�orique simple
 et surtout d�crois�
sant
 ce qui �tait tout de m�me l�id�e originale du p�le�


�� Aper�u de la m�thode

On suppose que la probabilit� suit une loi de la forme �

���� � f�d��� �����

Pour ne pas se soucier des probl�mes de normalisation
 nous consid�rerons
des lois de probabilit� non normalis�es
 not�es F �d��� ����� Si nk est le nombre
de votes � tels que d��� ��� � k et s le nombre de votants
 alors on a �

���� �

Q
F �k�nk

�
P

T k
nF �k��

s
�

Il faut maximiser ce nombre�

Mais le choix possible pour F est large ! L�analyste peut proposer diverses
formes de lois
 des plus simples aux plus complexes
 et optimiser leurs param�tres
pour voir laquelle est la plus e)cace
 mais c�est long���

L�id�e de la m�thode est de faire faire ce travail � la machine elle�m�me�
On a pens� � un algorithme g�n�tique pour cr�er des formules qui mutent et

��



s�am�liorent au fur et � mesure
 mais c�est une recherche trop colossale pour un
stage de deux mois���

Plus modestement
 nous allons essayer toutes les lois d�une complexit� don�
n�e
 et les comparer entre elles�


�� Arbres de loi

L�ensemble des arbres de loi que nous consid�rerons est le plus petit ensemble
qui v�ri�e �

 k est un arbre de loi "
 si A est un arbre de loi
 l�arbre �r� A�
 dont la racine r est exp
 log
 abs
ou inv 
 est un arbre de loi "

 si A� et A� sont des arbres de loi
 l�arbre �r� A�� A��
 dont la racine r est

 ou �
 est un arbre de loi�

On pourra s��tonner que les constantes
 qui serviront de param�tres � la
loi
 ne soient pas pr�sentes� L�id�e est que chaque expression est d��nie � une
constante additive et une constante multiplicative pr�s� Voyons cela plus en
d�tails�


�� S�mantique des arbres de loi

On s�int�resse � la traduction des arbres de loi en expressions alg�briques
habituelles� Ceci expliquera au passage la s�mantique de ces arbres�

Notons t�A� la traduction d�une branche A� On prend �
 k est traduit par k "
 �exp� A� est traduit par exp�cte � t�A�� "
 �log� A� est traduit par log jt�A� 
 ctej "
 �abs � A� est traduit par jt�A� 
 ctej "
 �inv � A� est traduit par ���t�A� 
 cte� "
 �
� A�� A�� est traduit par t�A�� 
 cte � t�A�� "
 ��� A�� A�� est traduit par �t�A�� 
 cte� � �t�A�� 
 cte��

Lors de la traduction
 les constantes sont num�rot�es a�� a�� � � � au fur et �
mesure qu�elles sont rencontr�es� La traduction d�un arbre A est t�A� 
 cte�
Nul besoin de constante multiplicative � ce stade
 puisqu�elle est impos�e par la
normalisation�

Notons
 par exemple
 qu�on n�introduit pas de constante pr��additive dans
la traduction de l�exponentielle � en e�et
 une telle constante serait amalgam�e
avec la constante multiplicative de l�expression �nale�

Avec cette traduction
 on peut obtenir
 � partir de tous les arbres de lois

toutes les formes de loi obtenues � partir de divers param�tres
 de l�exponentielle

du logarithme
 de la valeur absolue
 de l�inverse et de la multiplication��� donc
aussi de la division
 de la soustraction et des fonctions puissance�

En explorant l�ensemble des arbres de loi
 on explore donc un ensemble des
lois raisonnables pour F �
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�� Relation d�ordre sur les arbres de loi

On d��nit la profondeur p�A� d�un arbre A par �
 la profondeur de k est � "
 la profondeur de �r� A�� est � 
 p�A�� "
 la profondeur de �r� A�� A�� est � 
max�p�A��� p�A����
On d��nit une relation d�ordre sur les arbres de loi de la fa�on suivante �
 si les profondeurs sont di��rentes
 l�ordre est l�ordre des profondeurs "
 sinon
 et si les racines sont di��rentes
 c�est l�ordre des racines qui compte

avec par exemple exp � log � 
 � � � abs � inv "

 sinon
 et si les premi�res branches sont di��rentes
 c�est l�ordre sur la
premi�re branche "

 sinon
 et s�il y a une seconde branche
 c�est cet ordre qui compte�
Dor�navant
 quand on rencontrera une branche �
� A�� A��
 on supposera

que A� � A�� Ceci ne nuit pas � la g�n�ralit� des traductions possibles des
arbres� De m�me
 pour ��� A�� A��
 on supposera que A� � A��

Muni de cette relation d�ordre
 l�ensemble des arbres de loi est isomorphe �
N� On peut donc le parcourir � tout arbre sera obtenu en temps �ni�


�
 Utilisation des arbres de loi

On se donne une profondeur maximale pour l�arbre qui donnera F � On par�
court l�ensemble des arbres de loi de profondeur inf�rieure ou �gale� Pour chaque
loi
 on optimise les param�tres pour maximiser P ���� # la �n
 on retient la loi
qui a donn� le meilleur r�sultat�

Si on se limite � des arbres de profondeur �
 on retrouve le mod�le monop�le
en exponentielle �voqu� dans la partie pr�c�dente pour toutes les exp�riences
r�alis�es� # profondeur �
 on trouve des lois di��rentes suivant les votes�

�lms F �k� � �ea�k 
 a����k 
 a���k 
 a�� 
 a
� 
 a�
pr�sident F �k� � ea��k	a���k	a�� 
 a�
mode de scrutin F �k� � jea�k 
 a�j
 a�
actions utiles F �k� � jea�k 
 a�j
 a�
couleur des chaussettes F �k� � �ea�k 
 a����k 
 a���k 
 a�� 
 a
� 
 a�
pays d�velopp�s F �k� � �ea�k 
 a���e

a�k 
 a�� 
 a


Pour trouver une loi qui ait un bon pouvoir descriptif dans la plupart des
cas
 nous allons nous inspirer de ces r�sultats et �tudier les lois suivantes �

F �k� � ea�k 
 a� �exp�

F �k� � ea�k
�


 a� �gauss�

F �k� � ea�k
�	a�k 
 a� �eg�

F �k� � ea�k 
 a�e
a�k 
 a� �sum�

F �k� � �ea�k 
 a���k
� 
 a�k 
 a�� 
 a
 �epoly�

# titre comparatif
 nous avons aussi utilis�
 parmi les lois monop�les de m�me
p�le ��
 celle qui maximise la probabilit� de l�exp�rience � ��k� � nk�s
 que
nous nommerons �max��

�	




�� tude comparative des di��rentes lois

Nous avons optimis� chacune des lois pr�c�dentes pour chaque exp�rience
de vote � les pays d�velopp�s �dv�
 la couleur des chaussettes �ch�
 les modes
de scrutin �sc�
 les actions utiles �ac�
 les pr�sidentielles �pr� et les �lms ��� �
Les r�sultats sont donn�s dans le tableau suivant� Le premier nombre
 en petits
caract�res
 est le logarithme �en base ��� de ���� " le second est la valeur de x
correspondante �pourcentage d�information captur�e par le mod�le��

dv ch sc ac pr �
exp ������� ������� ��	��� ���
��� �
����� �������

��
		. ��
��. ��
	�. ��
��. ��
�	. �
��.
gauss �����	� ������� ��
��� ������	 �
�	��� �������

��
��. ��
��. ��
��. ��
��. ��
��. �
��.
eg ������� ������� ��
��� ������� �
�
��� �������

��
	�. ��
��. ��
��. ��
��. ��
��. �
��.
sum ������� ������
 ��	��� ���
��� �
����� �������

��
	�. ��
��. ��
	�. ��
��. ��
�	. �
��.
epoly ������� ������	 ����
� ������� �
�	��	 �����	


��
	�. ��
	�. ��
��. ��
	�. ��
��. �
��.
max ������� ���	�	� ������ ������
 �
����� �������

��
��. ��
��. ��
��. 	�
��. ��
��. �
��.

Pour l�analyse
 rappelons�nous que les lois exp et gauss sont simples
 alors
que les lois eg
 sum et epoly sont plus complexes � en particulier
 elles sont
toujours au moins aussi bonnes que exp �par un choix de param�tres trivial��
Elles ne sont donc int�ressantes que si elles am�liorent sensiblement le pouvoir
descriptif du mod�le�

Pour le vote sur les pays d�velopp�s
 c�est sum qui est la plus e)cace "
cependant
 elle est � peine meilleure que exp
 qui est bien meilleure que gauss
�avec une di��rence de 	 sur l�entropie
 donc un facteur ���� sur la probabilit���

Pour le vote sur les chaussettes
 c�est epoly� Cependant
 l� encore
 elle n�am��
liore que peu la loi exp
 qui est encore une fois meilleure que gauss�

Pour le vote sur les modes de scrutin
 c�est encore epoly
 mais toujours de
mani�re peu convaincante � on gagne seulement � sur l�entropie par rapport �
la loi gaussienne
 qui est beaucoup plus simple� La nouveaut�
 c�est que celle�ci
est mieux plac�e que exp
 mais la di��rence n�est pas �norme �� sur l�entropie
�galement��

Pour le vote sur les actions utiles
 c�est encore une fois epoly
 mais ce n�est pas
si �tonnant � cette loi poss�de beaucoup de degr�s de libert� pour l�ajustement au
pro�l exp�rimental� Mais l� encore
 le gain par rapport aux pro�ls simples n�est
pas tr�s grand� La loi gaussienne est
 ici aussi
 meilleure que la loi exponentielle

mais de peu�

Pour le vote sur les pr�sidents
 c�est le pro�l mixte eg
 mais qui n�est pas
beaucoup meilleur que exp � on peut s�en tenir � une loi simple
 de pr�f�rence
exp
 qui donne une di��rence d�entropie de � par rapport � gauss�

Ainsi
 les pro�ls complexes n�apportent que peu de pouvoir descriptif en plus
des mod�les simples� Parmi ceux�ci
 gauss est parfois un peu meilleur que exp

mais il arrive que exp soit bien meilleur que gauss � ceci nous incite � garder la loi

��



exponentielle comme une bonne description g�n�rale des votes exp�rimentaux�

Il n�aura pas �chapp� au lecteur attentif que la loi exponentielle que nous
avons utilis�e dans ce chapitre n�est pas la m�me que pr�c�demment� La constante
additive peut �tre interpr�t�e comme repr�sentant les �lecteurs sans parti
 qui
sont uniform�ment r�partis sur Sn � en termes physiques
 c�est du bruit�

��



Chapitre �

Mod�le dip�le

Nous aimerions
 � terme
 mod�liser le vote par une somme de p�les et un
bruit� Ce mod�le de culture
 utilis� dans la litt�rature
 est parfois nomm�  so�
ci�t� r�elle �� Un �lecteur donn� a une certaine probabilit� d��tre dans chacun
des  partis �
 qui ont chacun un p�le �doxa� et un param�tre p di��rent� S�il
n�est dans aucun parti
 il vote de mani�re �quiprobable�

Ce genre de pro�l semble �tre con�rm� par l�exp�rience� En e�et
 observons
le graphe du vote sur les pr�sidents
 en se limitant aux options +� JOSPIN
 �
MAM%RE
 	 BAYROU
 � BESANCENOT ,�

��



4132

4123

1432

4312

1423

4213

1342

4321

3412

3142

4231

1243

3421

2413

1324

2143

1234

2431

3124

3241

2134

2341

3214

2314

Fig� ���� Vote sur les pr�sidents
 o$ � - JOSPIN
 � -MAM%RE
 	 - BAYROU

� - BESANCENOT

Il semblerait qu�il y ait deux p�les
 l�un situ� sur la face hexagonale o$
Bayrou �	� est en queue du classement
 et l�autre situ� en /� Jospin
 	 Bayrou

� Mam�re
 � Besancenot0�

Le fait de passer d�un mod�le monop�le � un mod�le multipolaire pose d�im�
portantes di)cult�s pour l�optimisation� Pour limiter les probl�mes de com�
plexit� des algorithmes
 nous nous en sommes tenus � deux p�les
 mais nous
verrons que les r�sultats sont d�j� instructifs�

��� Principe du mod	le

On suppose que les �lecteurs votent de mani�re ind�pendante
 avec la m�me
loi de probabilit� �

���� � Ap
d������
� �Z� 
 ���A�p

d�����

��
� �Z�

Nous pourrons aussi ajouter une constante additive� Dans ce cas
 nous pren�
drons �

���� � ���B��Ap
d������
� �Z� 
 ���A�p

d�����

��
� �Z�� 
B�n�

��



Comment optimiser �� et ��� � Contrairement au cas monop�le
 il n�y a a

priori pas de condition ind�pendante de p�
 p� et A� Et bien s�r
 parcourir S�n

en optimisant les param�tres � chaque fois
 pour trouver les deux p�les
 est
impensable en terme de complexit��

��� Algorithme

Nous avons donc
 a priori
 renonc� � un algorithme ���. s�r pour d�terminer
les deux p�les�

Condition de d�part � on se donne deux permutations�

Boucle conditionnelle � on laisse un p�le �xe �disons f�� On optimise les
param�tres de la loi dip�le pour toutes les permutations � distance � de l�autre
p�le �disons m�
 puis on choisit celle qui donne la meilleure probabilit� �m��
 si
celle�ci est meilleure que la proba initiale � on suit donc la ligne de plus grande
pente�

Si m� est meilleur que m alors on recommence avec m - m� "

Sinon� on laisse �xe le p�le m et on s�attaque � f�

Condition d�arr�t � si deux �checs cons�cutifs interviennent
 c�est qu�on est
bloqu� en bas d�une vall�e
 tant pour le p�le � que pour le p�le � � l�algorithme
est alors termin��

La question qui reste � r�soudre est � comment choisir les deux p�les de
d�part� Il est loin d��tre s�r 1 et c�est in�rm� exp�rimentalement 1 qu�un
maximum local soit un maximum global�

La premi�re id�e est de prendre chaque couple ��i� �j�
 o$ � � ���� � � � � �s�
est la suite des votes
 d�appliquer � chaque fois l�algorithme
 et de garder le
meilleur r�sultat� En e�et
 on a du mal � croire qu�un maximum de la probabilit�
se trouve dans une zone o$ la fonction nombre de votes est nulle� On esp�re
donc que
 par cette m�thode
 on va trouver le maximum global� Ce n�est qu�un
espoir
 mais il serait int�ressant de prouver ce fait ou d�arriver � trouver un
contre�exemple�

La seconde id�e est de prendre le p�le optimis� du mod�le monop�le et
chaque �i
 et de proc�der de la m�me fa�on�

# chaque fois que nous avons compar� les deux m�thodes
 elles donnaient les
m�mes p�les � ceci est tr�s int�ressant car la seconde
 a priori moins bonne �car
explorant moins de points de S�n�
 est beaucoup plus rentable du point de vue
complexit�� Th�oriquement
 le facteur entre les deux m�thodes est de l�ordre de
�s
����
 o$ s est le nombre de votants " en pratique
 on a constat� des facteurs
allant de �� � ���

��



��� R�sultats

����� Vote sur les pays d�velopp�s

Mod�le sans bruit Mod�le avec bruit

p�le � � � � 	  � � �
p�le � � �  	 � � � �
p� �� ��
p� �� ��
A �� ��

x �log������� ��� ��� ��������

p�le � � � � 	  � � �
p�le � � �  	 � � � �
p� �� ��
p� �� ��
A �� ��
B ����

x �log������� ��� �� ������
�

Dans les deux mod�les
 les p�les sont les m�mes
 avec des param�tres p
semblables� Il faut dire que
 dans le second mod�le
 le bruit est faible� Par
cons�quent les valeurs de x sont proches � le mod�le avec bruit n�est pas beaucoup
meilleur�

Pour m�moire
 le p�le du mod�le monop�le �tait � � � 	  � � � � ce n�est
pas le p�le principal du mod�le dip�le mais une  synth�se � des deux�

Ceci dit
 on constate une certaine similitude entre les deux p�les� On peut
m�me se demander si le mod�le dip�le est adapt�
 ou s�il faudrait s�orienter vers
un mod�le o$ les �lecteurs ont une certaine  religion � en mati�re de � 	 
et
 de fa�on presque ind�pendante
 une religion en mati�re de � � � on pense
soit � un mod�le o$ les p�les ne concerneraient qu�une partie des options
 et o$
chaque �lecteur choisirait plusieurs p�les pour se construire une opinion � en
kit � !�
 soit � un mod�le o$ les p�les ne seraient pas des permutations mais des
relations quelconques
 �ventuellement non transitives�

����� Vote sur la couleur des chaussettes

Mod�le sans bruit Mod�le avec bruit

p�le � � � �  	 �
p�le � � � � 	 � 
p� �� 	
p� �� �
A �� �

x log������� 	� ��� ��������

p�le � � � � 	 � 
p�le � � � �  � 	
p� �� ��
p� �� �
A �� ��
B �� ��

x log������� 	�� �� ���
����

Dans ce cas
 le bruit n�est pas n�gligeable
 et d�ailleurs
 un seul p�le est
commun aux deux mod�les � dans le mod�le sans bruit
 le premier p�le prend
en charge une tendance locale mais aussi une partie du bruit � c�est pourquoi il
est plus �loign� de l�autre p�le que dans le mod�le avec bruit�

Le mod�le avec bruit apporte
 pour ce vote
 une am�lioration signi�cative �
la description
 d�environ �.�

��



L� encore
 le p�le du mod�le monop�le
 � � � 	  �
 est un compromis entre
les deux p�les du mod�le dip�le�

����� Vote sur les actions utiles

Mod�le sans bruit Mod�le avec bruit

p�le � � � � 	 
p�le � �  � 	 �
p� �� ��
p� �� ��
A �� �

x log������� ��� 	�� ��������

p�le � � � � 	 
p�le � � � 	  �
p� �� ��
p� �� 		
A �� �	
B ����

x log������� ��� ��� ��������

Curieusement
 ici
 le bruit est non n�gligeable mais le mod�le avec bruit n�est
pas bien meilleur que l�autre� En fait
 comme dans le vote sur les chaussettes

l��loignement du p�le secondaire par rapport au p�le primaire dans le mod�le
sans bruit lui permet d��muler une partie du bruit�

Le p�le unique �tait � � � 	  � encore une synth�se
 et non pas un des deux
p�les� Par exemple
  �lever un enfant �
 qui arrive respectivement en premier
et dernier dans les deux p�les
 est en milieu de classement dans le p�le unique�

����
 Vote sur les modes de scrutin

Mod�le sans bruit Mod�le avec bruit

p�le � � � � 	  �
p�le � 	 � � �  �
p� �� ��
p� �� ��
A �� ��

x log������� ��� ��� �������

p�le � � � � 	  �
p�le � 	 � � �  �
p� �� 	
p� �� ��
A �� �
B �� ��

x log������� ��� ��� �������

Malgr� un bruit important
 le mod�le avec bruit est � peine meilleur que
le mod�le sans bruit� Dans ce dernier
 la part de bruit n�est
 dans ce cas
 pas
�mul�e par un d�placement du p�le secondaire mais par un �largissement de la
loi exponentielle correspondant au p�le principal�

Celui�ci est d�ailleurs le m�me que dans le mod�le monop�le
 mais ceci n�est
pas �tonnant vue la faible importance du second p�le �param�tre A �lev���
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����� Vote sur les pr�sidents

Mod�le sans bruit

p�le � � � � � 	 �  �� � �� � �� �	 �� � ��
p�le � � �  � � � � �� 	 �� �	 � �� �� � ��
p� �� �
p� �� ��
A �� 	

x log������� ��� ��� �
�
����

Mod�le avec bruit

p�le � � � � 	 � �� �  � �� � �� �	 �� � ��
p�le � �  � � � � � �� 	 �� �	 � �� �� �� �
p� �� 
p� �� �
A �� �
B �� �	

x log������� ��� �� �
�
����

Ici
 il y a peu de bruit mais l�information gagn�e est non n�gligeable
 surtout
en valeur absolue car cette exp�rience contient beaucoup d�information� Les
p�les trouv�s ne sont pas les m�mes
 mais on constate des similitudes�

Sur les limites du mod�le dip�le
 les remarques que nous avons faites sur
les pays d�velopp�s s�appliquent ici� Dans le mod�le avec bruit
 on constate par
exemple que
 si les deux partis sont d�accord pour mettre �� et �� en queue
 ils
di��rent par leurs positions mutuelles� Mais est�ce que ceci est fortement li�
 en
pratique
 aux positions mutuelles de � et � � On pense de nouveau � des mod�les
alternatifs�

����� Vote sur les �lms

Mod�le sans bruit Mod�le avec bruit

p�le � � � � �  � 	 �
p�le � 	 �  � � � � �
p� �� ��
p� �� �
A �� �	

x log������� �� � ��������

p�le � � � � �  � 	 �
p�le � 	 �  � � � � �
p� �� ��
p� �� �
A �� �	
B �� ��

x log�������� �� � ��������

Dans ce vote
 le bruit trouv� est quasi�nul � c�est �tonnant car
 a priori

ce vote est celui qui r�siste le plus aux analyses non sym�triques� Le mod�le
dip�le
 tout comme le mod�le monop�le
 ne rencontre ici qu�un succ�s mitig�

mais ce n�est pas vraiment un vote d�opinion
 et la culture
 sans �tre d�sordonn�e
�l��chec �vident d�un mod�le uniforme le prouve�
 est sans doute plus complexe�

Le mod�le monop�le donnait � � � 	  � � � � encore une fois
 cet ordre de
pr�f�rence est en quelque sorte une moyenne des deux p�les trouv�s ici�
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��� Conclusions communes

Nous aurions pu envisager d�ajouter un p�le en gardant le p�le d�j� trouv�
�par le mod�le monop�le�
 et en ajoutant un second p�le
 consid�r� a priori

comme petit devant l�autre
 qui optimise la vraisemblance� En fait
 c�est une
mauvaise id�e � l�estimation directe d�un mod�le dip�le prouve qu�il n�y a pas un
p�le principal pr�pond�rant et un p�le secondaire d�une importance nettement
inf�rieure
 d�au moins un ordre de grandeur � le param�tre A n�est proche ni de
� ni de � �d�une distance petite devant ���

En revanche
 le mod�le dip�le que nous avons optimis� ici apporte en g�n�ral
une am�lioration cons�quente du pouvoir descriptif du mod�le
 par rapport au
monop�le � l�annexe A
 qui pr�sente une synth�se des r�sultats
 le prouve�

On pourra s��tonner de la faiblesse des coe)cients x trouv�s
 repr�sentant la
part d�information capt�e par le mod�le � environ 	�. en g�n�ral� Pour la com�
paraison
 nous avons simul� une exp�rience �ctive
 � ��� votants et � options�
Les deux p�les �taient �� � � 	  �� et �� �  	 � �� avec des param�tres �� � et
�� � Le param�tre A
 proportion du premier parti
 valait �� ���

L�algorithme a e�ectivement trouv� les bons p�les
 avec les param�tres �� 
et �� �
 et A � �� ��� Mais surtout
 l�indicateur x valait ��� 		�
 ce qui est
proche de ce que nous trouvons pour les pro�ls exp�rimentaux�

L�information n�cessaire pour d�crire une r�alisation du vote �suivant la loi
th�orique� correspond en partie � la loi sous�jacente
 et en partie � l��cart entre la
r�alisation elle�m�me et la moyenne th�orique� Il est donc normal que le mod�le
ne capte que la premi�re partie � les pourcents d�information manquants �ici

��
��.� correspondent donc � l��cart de la r�alisation par rapport � la loi de
probabilit� sous�jacente�

Ceci montre que nos valeurs de x sont en fait tr�s bonnes
 et que le mod�le
d�velopp� d�crit bien la r�alit��

Cependant
 les similitudes et les di��rences entre les deux p�les trouv�s
pour chaque exp�rience semblent sugg�rer que le mod�le dip�le n�est pas le
plus naturel pour d�crire la structure de l�opinion � on pense par exemple � des
mod�les de p�les  en kit � ou des mod�les o$ le p�le n�est pas une permutation
mais une relation binaire quelconque�
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Conclusion

Nous avons r�alis� un site web de vote online
 qui a assez bien fonctionn�
puisque nous avons eu un nombre de votes raisonnable pour une analyse statis�
tique� Nous avons fait correspondre aux pro�ls exp�rimentaux un mod�le mono�
p�le
 en loi exponentielle par rapport � la distance de la di��rence sym�trique

qui capte en g�n�ral une partie non n�gligeable de l�information n�cessaire pour
d�crire le vote� Ensuite
 nous nous sommes interrog�s sur la pertinence de cette
loi exponentielle pour le mod�le monop�le� Gr2ce aux arbres de loi
 nous avons
montr� que la loi exponentielle r�alise un bon compromis entre pertinence du
mod�le et complexit� de l�expression�

Une fois l�hypoth�se exponentielle confort�e
 nous avons d�velopp� un mo�
d�le dipolaire et r�solu de nouveaux probl�mes algorithmiques� Nous avons re�
nonc� � trouver un algorithme infaillible
 mais celui que nous utilisons semble
donner des r�sultats tr�s satisfaisants� Le mod�le dip�le pr�sente un pouvoir
descriptif signi�cativement sup�rieur
 surtout quand on lui adjoint une compo�
sante constante cens�e repr�senter les �lecteurs  sans parti � ou
 en termes
physiques
 le bruit�

Cependant
 les rapports entre les deux p�les trouv�s pour chaque exp�rience
nous am�nent
 pour le futur
 � nous orienter vers des mod�les di��rents du dip�le
pour d�crire les votes
 en utilisant des p�les composites ou des p�les qui seraient
des relations binaires quelconques
 voire probabilistes� On peut aussi penser � de
nombreuses autres m�thodes d�analyses
 comme l��tude des corr�lations entre
les comparaisons par paires ou la s�paration en composantes principales�

Les mod�les que nous avons utilis�s donnent malgr� tout une description
relativement �d�le des exp�riences e�ectu�es
 et permettent
 pour des travaux
ult�rieurs
 de g�n�rer des pro�ls de pr�f�rences plausibles� On pense en particu�
lier � les utiliser pour �valuer la probabilit�
 pour un mode de scrutin donn�
 de
se trouver dans des situations paradoxales� On esp�re ainsi pouvoir comparer le
comportement de divers modes de scrutin dans des conditions r�alistes�
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Annexe A

Tableau synth�tique des

r�sultats

Nous avons report� ici les r�sultats des di��rents mod�les pour chaque ex�
p�rience de vote � les pays d�velopp�s �dv�
 la couleur des chaussettes �ch�

les modes de scrutin �sc�
 les actions utiles �ac�
 les pr�sidentielles �pr� et les
�lms ���� Le premier nombre indiqu�
 en petits caract�res
 est le logarithme
�en base ��� de ���� " le second est la valeur de x correspondante �pourcentage
d�information captur�e par le mod�le��

Les mod�les monop�les et dip�les sont ceux en loi exponentielle� Le mod�le
 monop�le optimal � est le mod�le qui utilise le m�me p�le que celui en loi
exponentielle
 mais en ajustant ��k� au mieux de fa�on num�rique� Le mod�le
id�al est celui o$ la probabilit� d�une permutation est sa fr�quence observ�e
exp�rimentalement � c�est le mod�le qui optimise log�������
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Annexe B

Sp�ci�cations de quelques

fonctions d�analyse utilis�es

Nous avons report� ici les premi�res lignes de commentaire des principales
fonctions MatLab qui ont servi � l�analyse�

B�� D�termination de constantes utiles

T�N�K Nombre de permutations ayant k inversions

t � T�n�k �n�max� k�max�

n�max entier strictement positif
k�max entier positif

t est une matrice de taille �n�max� k�max	
��
t�n� k	
� est le nombre de permutations de n
�l�ments ayant k inversions �i�e k couples
ij tels que sigma�i��sigma�j� ��

Si on veut tous les coefficients pour n � n�max�
il faut prendre k�max �� n�max � �n�max � 
� � �
�on peut prendre k�max � Inf��

Alors� la somme de t sur la n�i�me ligne vaut
factorielle�n��

N�UTILISE aucune sous�fonction�

VOIR rien du tout�

CONST�NORM Constante de normalisation du mod�le monop�le en
exponentielle
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Z � const�norm �p� n�opt� t�

p param�tre du mod�le monop�le �� � p � 
�
n�opt nombre d�options du vote
t matrice des T�n�k

Z est la constante de normalisation du mod�le monop�le o�

mu�sigma� � �
�Z� � p � d�sigma� pole��

N�UTILISE aucune sous�fonction�

VOIR T�n�k�

B�� G�n�ration al�atoire de votes monop�les

RAND�DATA�MONOPOLE Matrice de donn�es al�atoire suivant une loi
monop�le

data � rand�data�monopole�n�vot� pole� p�

n�vot nombre de votants
pole permutation p�le du mod�le
p param�tre du mod�le

data est la matrice de donn�es d�une exp�rience de
n�votes votes� simul�e gr�ce � rand�perm�monopole� qui g�n�re
des votes al�atoires en utilisant un mod�le monop�le�

Elle est au m�me format que les matrices de donn�es �
data�v� I� est le rang donn� � l�option I par l��lecteur v�

Pour tester la validit� des r�sultats obtenus �et ainsi
v�rifier que la fonction permut�monopole est cr�dible��
on sugg�re d�utiliser n�occur�ligne�

UTILISE rand�perm�monopole� sigma�convert�

VOIR permut�monopole� n�occur�ligne�

B�� Optimisation du p�le unique

ANTI�PERMUT�OPTIMALE Permutation qui optimise la somme
sur�diagonale

sigma � anti�permut�optimale �M�

M matrice antisym�trique
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sigma est une permutation des indices telle que la somme des
coefficients sur�diagonaux de M soit maximale�

UTILISE anti�grp�Cond� anti�perm�opt�glouton�

VOIR rien du tout�

B�� Mod	le monop�le en loi exponentielle

MONOPOLE�OPTIMISE Optimisation des param�tres d�un mod�le monop�le

�pole� p� log�proba� � monopole�optimise �data�

data une matrice de donn�es � data�v�I� est
le rang donn� � l�option I par l��lecteur v�

pole est la permutation p�le du mod�le � pole�I� est
l�option plac�e en I�me position�

p est le param�tre de mod�le optimis��

log�proba est le log
� de la probabilit� de l�exp�rience dans
le mod�le optimis��

UTILISE monopole�optimise�pole� monopole�optimise�p�

VOIR monopole�log�proba� monopole�trace�log�proba�

B�
 Recherche de lois pour le mod	le monop�le

EXPTREE�OPTIMISE�TOUT Optimisation de la mort qui tue des ours

�loi� parametres� log�proba� � exptree�optimise�tout �data� pole�
profondeur�max� t�

data matrice de donn�es � data�v�I� est
le rang donn� � l�option I par l��lecteur v�

pole permutation p�le du mod�le � pole�I� est l�option
plac�e en I�me position�

profondeur�max entier positif

t matrice des T�n�k

loi est la loi de probabilit� de p�le pole qui attribue le
maximum de probabilit� � l�exp�rience d�crite par data� Cette
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loi est choisie parmi celles d�finies par les arbres de loi de
profondeur au plus profondeur�max�

parametres est le vecteur des param�tres de la loi qui
optimisent la sauce�

log�proba est le logarithme en base 
� de la probabilit� de
l�exp�rience� en supposant cette loi avec ces valeurs des
param�tres�

UTILISE data�repart�distances� exptree�profondeur�
exptree�expr� expr�optimise�repart� exptree�suivant�

VOIR tout le reste� et en particulier T�n�k�

B�� Mod	le dip�le en loi exponentielle

DIPOLE�OPTIMISE�GLOBAL Optimisation d�un mod�le dip�le en partant
du mod�le monop�le

�pole
� pole�� param� log�proba� � dipole�optimise�global �data�
n�param� info� t�

data matrice de donn�es � data�v�I� est le rang donn� �
l�option I par l��lecteur v�

n�param nombre de param�tres du mod�le �� ou ���

info cha�ne de caract�res utilis�e pour les messages
d�information�

t matrice des T�n�k�

dipole�optimise�global prend comme point de d�part le p�le du
mod�le monop�le� et chaque vote de la matrice de donn�es� �
partir de ce dip�le� elle descend la ligne de plus grande
pente pour essayer d�optimiser le mod�le� en suivant la
technique de dipole�optimise�local�

On laisse un p�le fixe �disons f�� On optimise les param�tres
de la loi dip�le pour toutes les permutations � distance 
 de
l�autre p�le �disons m�� puis on choisit celle qui donne la
meilleure probabilit� �m��� si celle�ci est meilleure que la
proba initiale�

En cas de r�ussite� on recommence avec m � m� en cas d��chec�
on laisse fixe le p�le m et on s�attaque � f�

Si deux �checs cons�cutifs interviennent� c�est qu�on est
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bloqu� en bas d�une vall�e� tant pour le pole
 que pour le
pole� � l�algo local est alors termin�� Si la proba trouv�e
est meilleure que celles obtenues pr�c�demment� on affiche les
r�sultats� Si info est non vide� on affiche
�info� � � ��� ! effectu�s���

Puis on recommence en partant du monop�le et du vote suivant�

pole
� pole� sont les meilleurs p�les trouv�s�
param est le vecteur des param�tres optimis�s�
log�proba est la probabilit� correspondante�

UTILISE monopole�optimise�pole� ordonne�et�compte�lignes�
sigma�convert� dipole�occur� dipole�optimise�param�

VOIR dipole�log�proba� dipole�optimise�param�
dipole�optimise�local� dipole�optimise�global�bourrin�

B�� Calcul de la quantit� d�information

ENTROPIE�MIN Probabilit� dans le md�le sans information

log�proba � entropie�min �data�

data matrice de donn�es � data�v�I� est
le rang donn� � l�option I par l��lecteur v�

log�proba est le logarithme en base 
� de la probabilit�
de l�exp�rience� dans le mod�le �quiprobable�

Ce mod�le est le mod�le sym�trique sans information�
Il doit donner une minoration des probabilit�s
trouv�es avec des mod�les non grotesques�

N�UTILISE aucune sous�fonction�

VOIR entropie�max� entropie�monopole�max�

ENTROPIE�MAX Probabilit� dans le mod�le id�al

log�proba � entropie�max�data�

data matrice de donn�es � data�v�I� est
le rang donn� � l�option I par l��lecteur v�

log�proba est le logarithme en base 
� de la probabilit�
de l�exp�rience� dans le mod�le o� �

mu�sigma� � n�sigma � n�vot�
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n�sigma �tant le nombre de votes sigma et n�vot le nombre
total de votes�

Ce mod�le est celui qui correspond au maximum de vraisemblance  
il contient toute l�information sur l�exp�rience �� part l�ordre
des votes� bien s"r�� Il donne donc une majoration des
probabilit�s trouv�es�

UTILISE ordonne�et�compte�lignes�

VOIR entropie�min� entropie�monopole�max�

ENTROPIE�MONOPOLE�MAX Probabilit� dans un mod�le monop�le id�al

log�proba � entropie�monopole�max �data� pole� t�

data matrice de donn�es � data�v�I� est
le rang donn� � l�option I par l��lecteur v�

pole permutation p�le � pole�I� est l�option
plac�e en I�me position�

t matrice des T�n�k�

log�proba est le logarithme en base 
� de la probabilit�
de l�exp�rience� dans le mod�le o� �

mu�sigma� � n�k � �n�vot � T�n�k��

et k � d�sigma� pole�� n�k �tant le nombre de votes �
distance k de pole et n�vot le nombre total de votes�

Ce mod�le est celui qui correspond au maximum de vraisemblance
parmi les mod�les monop�les de p�le pole� Il donne donc une
majoration des probabilit�s trouv�es pour ces mod�les�

UTILISE data�repart�distances�

VOIR entropie�max� entropie�min�
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