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Algèbre et arithmétique 1

Partiel du 14 novembre 2016

Durée du partiel : 2h
Les documents (notes de cours, livres, etc) sont interdits. Les calculatrices sont interdites. Les
appareils communicants (téléphones, etc) sont interdits.
Toutes les réponses doivent être accompagnées d’une démonstration justifiant la réponse.

Exercice 1

Soient 𝐸 et 𝐹 deux ensembles et 𝑓 ∶ 𝐸 → 𝐹 une application. Soit 𝐴 un sous-ensemble de 𝐹.
Montrer que

𝑓−1(𝐶𝐹(𝐴)) = 𝐶𝐸(𝑓−1(𝐴))

(où 𝐶𝑋(𝑌 ), qui peut aussi être noté 𝑋 ∖ 𝑌, est le complémentaire de l’ensemble 𝑌 dans l’en-
semble 𝑋).

Exercice 2

On définit une suite réelle par 𝑢0 = 4 et, pour tout entier naturel 𝑛, 𝑢𝑛+1 = −3
2𝑢𝑛 + 5

2𝑛 + 1.
Montrer que ∀𝑛 ∈ ℕ, 𝑢𝑛 = 4 (−3

2)𝑛 + 𝑛. L’hypothèse de récurrence devra être clairement
énoncée.

Exercice 3

Soit 𝐸 un ensemble et 𝐴 une partie de 𝐸. Soit l’application 𝜒𝐴 ∶ 𝐸 → {0, 1} définie par :

𝜒𝐴(𝑥) = {1 si 𝑥 ∈ 𝐴,
0 si 𝑥 ∉ 𝐴.

1. Dans cette question uniquement, on pose 𝐸 = {1, 2, 3, 4} et 𝐴 = {1, 2}. Explicitez 𝜒𝐴.
2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur 𝐸 et 𝐴 pour que 𝜒𝐴 soit injective.
3. Donner une condition nécessaire et suffisante sur 𝐸 et 𝐴 pour que 𝜒𝐴 soit surjective.
4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur 𝐸 et 𝐴 pour que 𝜒𝐴 soit bijective.
5. Démontrez que pour tous sous-ensembles 𝐴 et 𝐵 de 𝐸 on a :

∀𝑥 ∈ 𝐸 𝜒𝐴∩𝐵(𝑥) = 𝜒𝐴(𝑥)𝜒𝐵(𝑥) et 𝜒𝐴∪𝐵(𝑥) = 𝜒𝐴(𝑥) + 𝜒𝐵(𝑥) − 𝜒𝐴(𝑥)𝜒𝐵(𝑥).

Justifiez toutes vos réponses.
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Exercice 4

Soit 𝐸 un ensemble, 𝒫(𝑥) et 𝒬(𝑥) deux propositions dépendant de 𝑥 ∈ 𝐸. Soit ℛ1 la proposition

(∃𝑥 ∈ 𝐸, 𝒫(𝑥)) et (∃𝑥 ∈ 𝐸, 𝒬(𝑥))

Soit ℛ2 la proposition
∃𝑥 ∈ 𝐸, (𝒫(𝑥) et 𝒬(𝑥))

Soit 𝒮1 la proposition
(∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝒫(𝑥)) ⇒ (∀𝑥 ∈ 𝐸, 𝒬(𝑥))

Soit 𝒮2 la proposition
∀𝑥 ∈ 𝐸, (𝒫(𝑥) ⇒ 𝒬(𝑥))

Pour chacune des questions 1. à 4., répondre « oui » entraîne que vous devez produire une
démonstration ; répondre « non » entraîne que vous devez produire un contre-exemple explicite.
1. A-t-on nécessairement ℛ1 ⇒ ℛ2 ?
2. A-t-on nécessairement ℛ2 ⇒ ℛ1 ?
3. A-t-on nécessairement 𝒮1 ⇒ 𝒮2 ?
4. A-t-on nécessairement 𝒮2 ⇒ 𝒮1 ?

Exercice 5

Soient 𝐴, 𝐵 et 𝐶 trois sous-ensembles d’un ensemble fini 𝐸.
1. Montrer que 𝐴 ∪ 𝐵 = 𝐴 ∪ (𝐵 ∖ 𝐴) et 𝐵 = (𝐴 ∩ 𝐵) ∪ (𝐵 ∖ 𝐴) où, dans les deux cas, les deux

parties de la réunion sont disjointes.
2. En déduire que |𝐴 ∪ 𝐵| = |𝐴| + |𝐵| − |𝐴 ∩ 𝐵| (où |𝑋|, qui peut aussi être noté Card(𝑋),

est le cardinal d’un ensemble fini 𝑋).
3. Montrer que

|𝐴 ∪ 𝐵 ∪ 𝐶| = |𝐴| + |𝐵| + |𝐶| − |𝐴 ∩ 𝐵| − |𝐵 ∩ 𝐶| − |𝐶 ∩ 𝐴| + |𝐴 ∩ 𝐵 ∩ 𝐶|.
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