
Proposition. Soit 𝑓∶ 𝐴 → 𝐵 une application surjective. Si l’ensemble 𝐴 est fini, alors l’en-
semble 𝐵 est fini et |𝐴| ⩾ |𝐵|.

Démonstration. Ondémontre la proposition par récurrence sur |𝐴|. Plus précisément, notons
𝒫(𝑛), pour𝑛 ∈ ℕ, la propriété : « pour tout ensemble fini𝐴de cardinal𝑛 et tout ensemble𝐵,
s’il existe une application surjective 𝑓∶ 𝐴 → 𝐵 alors l’ensemble 𝐵 est fini et |𝐵| ⩽ 𝑛 ».
Initialisation : Un ensemblede cardinal0 est, par définition, enbijection avec l’ensemble vide,
donc est vide. De plus, si 𝑓∶ ∅ → 𝐵 est surjective, alors 𝐵 = 𝑓(∅) = ∅, donc l’ensemble 𝐵 est
fini et |𝐵| = 0. Donc la propriété𝒫(0) est vraie.
Hérédité : Soit𝑛 ∈ ℕunentier tel que𝒫(𝑛)est vraie. Soit𝐴unensemble fini de cardinal𝑛+1,
et soit 𝐵 un ensemble tel qu’il existe une surjection 𝑓∶ 𝐴 → 𝐵.
Comme |𝐴| = 𝑛 + 1 ⩾ 1, l’ensemble𝐴 n’est pas vide. Soit 𝑥 ∈ 𝐴, et soit𝐴′ = 𝐴 ∖ {𝑥}. Alors
{𝑥} et𝐴′ forment une partition de𝐴, et |{𝑥}| = 1, donc |𝐴′| = |𝐴| − 1 = 𝑛.
L’application
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est surjective par définition, donc, par l’hypothèse de récurrence𝒫(𝑛), l’ensemble 𝑓(𝐴′) est
fini et 𝑓(𝐴′) ⩽ |𝐴′| = 𝑛.
Comme 𝐴 = 𝐴′ ∪ {𝑥}, on a 𝑓(𝐴) = 𝑓(𝐴′) ∪ 𝑓({𝑥}), or l’application 𝑓 est surjective, donc
𝐵 = 𝑓(𝐴′) ∪ {𝑓(𝑥)}.

• Si 𝑓(𝑥) ∈ 𝑓(𝐴′), alors 𝐵 = 𝑓(𝐴′) est fini, et |𝐵| ⩽ 𝑛.
• Si 𝑓(𝑥) ∉ 𝑓(𝐴′), alors 𝑓(𝐴′) et {𝑓(𝑥)} forment une partition de 𝐵, donc l’ensemble 𝐵 est
fini et |𝐵| = |𝐴′| + 1 ⩽ 𝑛 + 1.

Donc l’ensemble 𝐵 est fini et |𝐵| ⩽ 𝑛 + 1. On a donc démontré la propriété𝒫(𝑛 + 1).
Par récurrence, on en déduit que𝒫(𝑛) est vraie pour tout entier 𝑛 ⩾ 0, ce qui démontre la
proposition.


