Proposition. Soit f: A — B une application surjective. Si 'ensemble A est fini, alors l’en-
semble B est fini et |A| > |B.

Démonstration. On démontre la proposition par récurrence sur|Al. Plus précisément, notons
P(n),pourn € IN, la propriété : « pour tout ensemble fini A de cardinal n et tout ensemble B,
s’il existe une application surjective f: A — B alors ’ensemble B est fini et |[B| < n».

Initialisation : Un ensemble de cardinal 0 est, par définition, en bijection avec 'ensemble vide,
donc est vide. De plus, si f: @ — B est surjective, alors B = f(@) = @, donc l'ensemble B est
fini et |B|] = 0. Donc la propriété .22(0) est vraie.
Hérédité : Soitn € N unentiertelque Z(n) estvraie. Soit A un ensemble fini de cardinal n+1,
et soit B un ensemble tel qu’il existe une surjection f: A — B.
Comme|Al =n+1 > 1, ’ensemble A n’est pas vide. Soit x € A, et soit A’ = A ~ {x}. Alors
{x} et A’ forment une partitionde A, et |{x}| = 1,donc|A’| = |A| -1 =n.
L'application
A, / I4
M a = fan
a +—  f(a)
est surjective par définition, donc, par ’hypothése de récurrence .#(n), 'ensemble f(A’) est
fini et |f(A")| <A’ = n.
Comme A = A’ U {x},ona f(A) = f(A") U f({x}), or lapplication f est surjective, donc
B=f(A)U{f(x)}.
 Sif(x) € f(A"),alors B = f(A’) estfini, et |B| < n.
« Sif(x) & f(A’),alors f(A”) et {f(x)} forment une partition de B, donc 'ensemble B est
finiet|B|=|A'|+1<n+1.
Donc l’ensemble B est fini et |B| < 7 + 1. On a donc démontré la propriété . #(n + 1).

Par récurrence, on en déduit que .2(n) est vraie pour tout entier n > 0, ce qui démontre la
proposition. O



