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Algèbre et arithmétique 1

Examen (2e session)

Durée de l’examen : 2h
Les documents (notes de cours, livres, etc) sont interdits. Les calculatrices sont interdites. Les
appareils communicants (téléphones, etc) sont interdits.
Sauf mention explicite du contraire, toutes les réponses doivent être accompagnées d’une dé-
monstration justifiant la réponse.
Une rédaction soignée est attendue, l’évaluation en tiendra compte.

Exercice 1

Soient 𝑎 et 𝑏 des entiers strictement positifs, et 𝑑 leur pgcd. On considère l’application 𝑓∶ ℤ2 → ℤ
définie par 𝑓(𝑚, 𝑛) = 𝑎𝑚 + 𝑏𝑛 pour tout (𝑚, 𝑛) ∈ ℤ2.
1. On suppose dans cette question uniquement que 𝑎 = 15 et 𝑏 = 6.

a) Calculer 𝑓(0, 8) et 𝑓(6, −7).
b) L’application 𝑓 est-elle injective ?
c) L’application 𝑓 est-elle surjective ?

2. Déterminer 𝑓−1({0}). L’application 𝑓 est-elle injective ?
3. Soit 𝑝 un entier relatif.

a) Montrer que si 𝑝 = 𝑑 alors 𝑝 possède un antécédent par 𝑓. En déduire que si 𝑑 divise 𝑝
alors 𝑝 possède un antécédent par 𝑓.

b) Montrer que si 𝑑 ne divise pas 𝑝, alors 𝑝 ne possède pas d’antécédent par 𝑓.
4. Donner une condition nécessaire et suffisante portant sur 𝑎 et 𝑏 pour que l’application 𝑓

soit surjective.

Exercice 2

Soient 𝑥 et 𝑦 deux entiers, et soit 𝑝 un nombre premier.
1. Si 𝑚 est un entier tel que 1 ⩽ 𝑚 ⩽ 𝑝 − 1, montrer que 𝑝 divise ( 𝑝

𝑚). (Indication : écrire ( 𝑝
𝑚)

à l’aide de factorielles.)
2. En utilisant la formule du binôme, montrer que (𝑥 + 𝑦)𝑝 ≡ 𝑥𝑝 + 𝑦𝑝 (mod 𝑝).
3. Soit 𝑛 ⩾ 1 un entier. Si 𝑦 ≡ 0 (mod 𝑝𝑛), montrer que (𝑥 + 𝑦)𝑝 ≡ 𝑥𝑝 (mod 𝑝𝑛+1).
4. Supposons que 𝑥 ≡ 𝑦 (mod 𝑝). Montrer que :

∀𝑛 ∈ ℕ 𝑥𝑝𝑛 ≡ 𝑦𝑝𝑛 (mod 𝑝𝑛+1).

(Indication : on pourra raisonner par récurrence, et appliquer la question précédente aux
entiers 𝑥𝑝𝑛 et 𝑦𝑝𝑛 − 𝑥𝑝𝑛 .)
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Exercice 3

Soient 𝐸 et 𝐹 deux ensembles finis. Notons 𝑝 le cardinal de 𝐸 et 𝑛 le cardinal de 𝐹.
1 Combien y a-t-il d’applications de 𝐸 dans 𝐹 ? Démontrez votre réponse (on pourra, si on

le souhaite, se limiter au cas où l’ensemble 𝐸 n’est pas vide).
2 Donner la définition d’une partition de 𝐸. (Il n’y a pas de démonstration à faire dans cette

question.)
3 Quel est le cardinal de l’ensemble 𝒫(𝐸) des parties de 𝐸 ? Démontrez votre réponse.
4 Soit 𝑓 une application de 𝐸 dans 𝐹. Montrer que |𝑓(𝐸)| ⩽ |𝐸|. (On a noté ici |𝑋| le cardinal

de l’ensemble 𝑋.)

Exercice 4

Soit
𝑓∶ { ℝ ⟶ ℝ

𝑥 ⟼ (𝑥 − 1)2.

On considère l’intervalle 𝐼 = [0 ; 3].
1 Dessiner le graphe de 𝑓. Aucune justification n’est demandée, en particulier il n’est pas

nécessaire de faire une étude de fonction.
2 Déterminer le sous-ensemble 𝑓(𝐼). (La réponse doit être soigneusement démontrée.)
3 Déterminer le sous-ensemble 𝑓−1(𝐼). (La réponse doit être soigneusement démontrée.)

Exercice 5

Soit 𝑓∶ ℝ → ℝ une application. La proposition suivante est-elle vraie ? Justifiez votre réponse.

∀𝑥 ∈ ℝ ∃𝑦 ∈ ℝ (𝑥 ≠ 𝑦 ⟹ 𝑓(𝑥) ≠ 𝑓(𝑦))

(Indication : on pourra, si on le souhaite, réécrire la proposition sous une forme équivalente ne
faisant pas intervenir le connecteur implication.)
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