L1 2016-2017

Algébre et arithmétique 1

Ezamen (1° session)

Durée de 'examen : 2h

Les documents (notes de cours, livres, etc) sont interdits. Les calculatrices sont interdites. Les
appareils communicants (téléphones, etc) sont interdits.

Toutes les réponses doivent étre accompagnées d’une démonstration justifiant la réponse.

Une rédaction soignée est attendue, ’évaluation en tiendra compte.

Exercice 1

Soient F et F deux ensembles et f: £ — F une application. Soit A un sous-ensemble de F.

Montrer que
fHCRA)) = Cr(f(A4))

(ot Cx(Y), qui peut aussi étre noté X \'Y, est le complémentaire de I’ensemble Y dans 'en-
semble X).

Exercice 2

1. Sachant que 12350 = 13 x 950, déterminer le reste de la division euclidienne de 12345
par 13.
2. Montrer que 8% =1 (mod 13).

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de 1234512345

par 13.

Exercice 3

1 Pour quels entiers naturels n, la proposition P(n) suivante est-elle vraie ?
Pn):dJzeN,Vye N, (2 <y=n<y)

2 Pour quels entiers naturels n, la proposition Q(n) suivante est-elle vraie ?
Qn): Ve e N,Vy e N, (x <y = n<y)

Rappel : les réponses doivent étre accompagnées d’une démonstration.

Exercice 4

On considere 'application
f: 7?2 — 7
{ (r,y) +— 15z —8y.
1. Déterminer f~1({0}).
2. L’application f est-elle injective ?
3. Trouver (zy,v,) € Z? tel que f(xq,y,) = 1.
4. Montrer que 'application f est surjective.
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Exercice 5

Soit n un entier naturel non nul et soit & un réel.

1.

Ll

Rappeler la formule du bindéme et donner le coefficient devant =™ dans le développement
de (1 + x)2".

. En utilisant la formule (1 + 2)?" = (1 + 2)"(1 + )" et en calculant de deux facons le

coefficient devant x", montrer que

S0 ()

Montrer que, pour tout entier m € Z, on a m? =m (mod 2).

En déduire que (27:‘) est pair.

Soit X un ensemble fini de cardinal 2n, soit ¢ un élément de X, soit A I’ensemble des
parties de X & n éléments contenant a, et soit B ’ensemble des parties de X a n éléments
ne contenant pas a. Exhiber une bijection de A sur B, et retrouver le résultat de la question
précédente.

Exercice 6

Soient F, F'et G des ensembles et f: £ — F une application.

1.

Soit h: F' — G une application. Montrer que si h o f est injective alors f est injective.
Montrer que si h o f est surjective alors h est surjective.

On suppose dans cette question que ’ensemble E n’est pas vide. Montrer que f est injective
si, et seulement si, il existe une application g: F' — E telle que go f = Id.

Montrer que f est surjective si, et seulement si, il existe une application g: F' — E telle
que fog=Idp.

On suppose que F n’est pas vide. En déduire qu’il existe une application injective de F
dans F'si, et seulement si, il existe une application surjective de F' dans F.
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