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Exercice 1

Soit 𝐸 un ensemble. Soient 𝐴, 𝐵 et 𝐶 des parties de 𝐸. Montrer que :

(𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐴 ∩ 𝐶 et 𝐴 ∪ 𝐵 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐶) ⇒ 𝐵 ⊂ 𝐶.

Supposons que 𝐴 ∩ 𝐵 ⊂ 𝐴 ∩ 𝐶 et 𝐴 ∪ 𝐵 ⊂ 𝐴 ∪ 𝐶. Soit 𝑥 ∈ 𝐵. On a alors 𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐵 donc
𝑥 ∈ 𝐴 ∪ 𝐶, donc 𝑥 ∈ 𝐴 ou 𝑥 ∈ 𝐶.
• Si 𝑥 ∈ 𝐴, alors 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐵, donc 𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐶, donc 𝑥 ∈ 𝐶.
• Si 𝑥 ∈ 𝐶, on a directement 𝑥 ∈ 𝐶.

Donc 𝑥 ∈ 𝐶. On a donc montré 𝐵 ⊂ 𝐶.

Exercice 2

Soient 𝐸, 𝐹 et 𝐺 trois ensembles. Soient 𝑓1, 𝑓2 des applications de 𝐸 dans 𝐹 et 𝑔 une application
de 𝐹 dans 𝐺. On suppose 𝑔 ∘ 𝑓1 = 𝑔 ∘ 𝑓2 et 𝑔 injective. Montrer que 𝑓1 = 𝑓2.

Soit 𝑥 ∈ 𝐸. Comme 𝑔∘𝑓1 = 𝑔∘𝑓2, on a 𝑔(𝑓1(𝑥)) = 𝑔(𝑓2(𝑥)), or 𝑔 est injective, donc 𝑓1(𝑥) = 𝑓2(𝑥).
On a donc 𝑓1 = 𝑓2.

Exercice 3

Montrer par récurrence que

∀𝑛 ∈ ℕ,
𝑛+1

∑
𝑘=1

𝑘2𝑘−1 = 𝑛2𝑛+1 + 1.

On énoncera précisément l’hypothèse de récurrence considérée.

Montrons, par récurrence sur l’entier 𝑛 ⩾ 0, la propriété

𝒫(𝑛)∶
𝑛+1

∑
𝑘=1

𝑘2𝑘−1 = 𝑛2𝑛+1 + 1.

Initialisation : La propriété 𝒫(0) est

1
∑
𝑘=1

𝑘2𝑘−1 = 1,

c’est-à-dire 1 = 1, qui est vraie.
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Hérédité : Supposons que la propriété 𝒫(𝑛) est vraie pour un certain entier 𝑛 ⩾ 0. On a alors

𝑛+1

∑
𝑘=1

𝑘2𝑘−1 = 𝑛2𝑛+1 + 1,

donc
𝑛+2

∑
𝑘=1

𝑘2𝑘−1 = 𝑛2𝑛+1 + 1 + (𝑛 + 2)2𝑛+1

= (2𝑛 + 2)2𝑛+1 + 1
= (𝑛 + 1)2𝑛+2 + 1,

donc 𝒫(𝑛 + 1) est vraie.
Par récurrence, on en déduit que l’égalité

𝑛+1

∑
𝑘=1

𝑘2𝑘−1 = 𝑛2𝑛+1 + 1

est vraie pour tout entier 𝑛 ⩾ 0.
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