M1 2011-2012

Théorie des nombres

Corrigé de Uexamen (2¢ session)

Exercice 1

Soit z € C* un entier algébrique. Soit f son polynéme minimal (sur Q). Montrer que
% est un entier algébrique si et seulement si f(0) = £1.

Notons f(X) = X" +an,_1 X" 1 +---+ap € Z[X]. On a alors f(0) = ap. Si 'on pose

9(X) = apX" +a X" a1 X+ 1€ Z[X]

le polynéme obtenu en renversant ’ordre des coefficients, alors on a

9(3) =1 =0,

z

donc % est racine de g.
Si f(0) = =1, alors le polynéme agg(X) est unitaire & ccefficients entiers et a 1

comme racine, donc % est un entier algébrique.
Réciproquement, si % est un entier algébrique, alors z est inversible dans ’anneau des
entiers de Q(z), donc sa norme Ng.)/g(2) est inversible dans Z, donc Ng.)/q(z) = 1.

Comme ag = (—1)"Ng(.)/q(2), on a donc ag = +1, i.e. f(0) = 1.
Montrer que c’est aussi équivalent & 1 € Z[z].

Comme 2~ f(2) =0, on a
—apz b =2t a, 12" 4 Fay.

Si z est un entier algébrique, alors ag = +1 d’apres la question précédente, donc

1
o= —ag (zn_l +ap_ 12" 2+ + al) € Z[z].

Réciproquement, si 1 € Z[z], soit h(X) € Z[X] tel que 1 = h(z). On a alors
1 — zh(z) = 0. Notons
h(X) =bpX™ 4+ by 1 X™ L+ 4 by € Z[X],

alors comme dans la question précédente, % est racine du polyndéme obtenu par renver-
sement des coefficients de 1 — Xh(X), i.e.

XM poX™ -y X — by, € Z[X].

Comme c’est un polynoéme unitaire a ccefficients entiers, % est donc un entier algébrique.



Exercice 2

Soit K un corps fini. Montrer que tout élément de K peut s’écrire comme la somme de
deux carrés d’éléments de K.

Soit a € K. Notons ¢ le nombre d’éléments de K. Si g est pair, i.e. si K est de
caractéristique 2, alors 'application x ++ 22 est un morphisme de corps (le morphisme
de Frobenius). Elle est injective car ¢’est un morphisme de corps, donc surjective puisque
K est fini, donc il existe un € K tel que 22 = a, donc a = 22 + 0? est somme de deux
carrés.

Si ¢ est impair, considérons les ensembles

A:{xQ;xGK}
B={a—-y;ycA}.

Comme 'application y — a — y est une bijection de K sur lui-méme (qui est son propre
inverse), on a Card A = Card B. D’autre part, on a Card A = %1. En effet, si I'on
considere le morphisme de groupes

r  — 22

{ K* — KX
son image est AN K* = A\ {0}, et son noyau est ’ensemble des racines du polynéme
X2 -1 = (X —1)(X + 1), c’est-a-dire {£1}. On en déduit donc un isomorphisme de
groupes K* /{£1} ~ A\ {0}, donc Card (A \ {0}) = qg—l. Enfin, comme 0 = 02 € 4, on
a Card A = %1_

On a donc Card A = Card B = q;r—l, or

Card(AU B) + Card(ANB) =Card A+ Card B=¢q+ 1

et
Card(AUB) < Card K = ¢ (puisque AUB C K)

donc Card(ANB) > g+ 1—q=1. 1l existe donc un y € AN B. Comme y € A, il existe
un z € K tel que 22 =y. Comme y € B, on a a —y € A, donc il existe un z € K tel que
22 =a —y. On a alors a = 22 + 22, donc a est somme de deux carrés.

Donc pour tout corps fini K et tout a € K, a peut s’écrire comme somme de deux

carrés dans K.



Exercice 3

Calculer le symbole de Jacobi (W

On a:

<6547>
8731

6547

).

car 6547 = 8731 = —1 (mod 4)
car 8731 = 2184 (mod 6547)
car 6547 =3 (mod 8)

car 273 =1 (mod 4)

car 65647 = —5 (mod 273)

car 273 =1 (mod 4)

car 273 =1 (mod 4)

car 273 = -2 (mod 5)

car 5=1 (mod 4)et5=-3

(mod 8).



Exercice 4

Soit K = Q(2'/3). Notons Ok 'anneau des entiers de K.

Question 1
Calculer Pimage de = + y2'/3 + 222/3 € K par l'application trace Tr K/ et par I'appli-

cation norme Ny /q.

Comme (1, 21/3 92/ 3) est une Q-base de K, en écrivant la matrice de la multiplication

par z + y21/3 4+ 222/3 on trouve :

Tz 2z 2y
TrK/@(x+y21/3+z22/3):tr y T 2z
z Yy =
=3z
et
Tz 2z 2y
NK/Q<x+y21/3+222/3): y x 2z
z Yy =z

= 2%+ 2% 4+ 423 — 6yz.

Question 2

Calculer le discriminant de la Q-base (1, 21/3 92/ 3) de K.

On a:

Tricpg (1) Trpg (213)  Trryg (22°2)
disere/g (1,2/3,22/3) = | Trge g (21/7) T (223 Trg /g (2)
Tricpg (22%)  Trryg(2)  Trgsg(2-2Y°)

300
=10 0 6 d’apres la question précédente
0 6 0

=-3-6-6
—-922.33
= —108




Question 3

En déduire que Og = Z [21/3]

Montrons d’abord que (1, 21/3, 22/3) est une base du Z-module Ok . D’apres la ques-
tion précédente, on a discg/q (1, 21/3 22/3) = —22. 33, 11 suffit donc de montrer qu’il
n'y a pas d’élément de O \ {0} de la forme % (m + y21/3 4 222/3) avec x,y,z € {0,1}
ou de la forme % (a: + y21/3 4 z22/3) avec z,y,z € {—1,0,1}.

Montrons quil n’y a pas d’élément de Ok \ {0} de la forme 3 (w + 2173 4 ,222/3)
avec x,y, z € {0,1}. D’apres la premiére question, la trace d’un tel élément serait %:L’ €7,
donc z = 0. Sa norme serait % (2y3 + 423) € Z, donc y3 + 222 = 0 (mod 4). Comme y
est donc pair, on a y = 0, donc z est pair, donc z = 0, ce qui contredit la non nullité de
I’élément.

Montrons qu'’il n’y a pas d’élément de Ok \ {0} de la forme % (:1: +y2l/3 4 z22/3)
avec x,y,z € {—1,0,1}. La norme d’un tel élément est

1 1
Nk /o (3 (m + y21/3 + z22/3)> =5 ((JCS +2y° 4 427 — nyz)

1
= 2—7(:U—|—2y—|—4z—6myz) car z,y,z € {—1,0,1}
eZ.

donc x + 2y + 4z — 6zyz = 0 (mod 27). Comme

|z + 2y + 4z — 6xyz| < |z| + 2ly| + 4|2| + 6|zyz|
+244+6

<
<
< 13,

1
1
on a x + 2y + 4z — 6xyz = 0, donc Ng /g (% (:U + 92173 4 2:22/3>) = 0. Le seul élément
de K de norme nulle (donc tel que la multiplication par cet élément soit non inversible)
étant 0, on trouve % (:B + y21/3 + z22/3) = 0, ce qui contredit & nouveau ’hypothese de

non nullité.
Donc (1, 21/3 92/3) est une base du Z-module Of. Montrons maintenant que l'on a

bien O = Z [21/3] Comme 1,21/3,22/3 ¢ 7, [21/3}, onaOg CZ [21/3}. D’autre part,
21/3 € Ok et Ok est une Z-algebre, donc Z [21/3} C Ok, d’ou I'égalité voulue.



Question 4

Montrer que I’équation diophantienne x> + 2y% + 423 — 6zyz = 1 a une infinité de
solutions (x,y, z) € Z3.

D’apres les questions 1 et 3, cela revient a montrer que ’ensemble

{CY S OK/NK/Q(CY) = 1}

est infini. Comme les entiers de norme 1 sont inversibles, cela revient & montrer que le
noyau du morphisme de groupes

est infini. Comme l'image du morphisme est finie (puisque contenue dans {£1}), son
noyau est d’indice fini dans O, donc il suffit de montrer que O est infini. Or, d’apres
le théoréme des unités de Dirichlet, le groupe O est isomorphe a p(K) x VAREEEI

o u(K) est le groupe (fini) des racines de I'unité dans le corps K ;

e 71 est le nombre de plongements de K dans R;

e s est la moitié du nombre de plongements non réels de K dans C.

Cela revient donc & montrer que r +s — 1 > 0.

Le polynome minimal sur Q de 21/3 est X3 —2, dont les racines dans C sont 2'/3 € R,
21/3¢%" Z R et 21/3c= %" Z R. On trouve doncr =1et s=1,doncr+s—1=1> 0.
L’équation diophantienne 23 + 2y3 + 423 — 6zyz = 1 a donc une infinité de solutions
(z,y,2) € Z3.



