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Algébre et Arithmétique 1

Devoir a la maison
a rendre le 2 novembre dernier délai

Exercice 1

Soit A une partie d’un ensemble E, on appelle fonction caractéristique de A 'applica-
tion fa: E — {0,1} définie par

0 siz¢gA
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fa(z) = {

Soit A et B deux parties de F, fa et fp leurs fonctions caractéristiques.
Montrer qu’on a les relations suivantes pour tout x € F :

(1) 1— fa(z) = foa(x) ot CpA est le complémentaire de A dans E.
(2) fa(z)fB(x) = fans(z).
(8) falz)+ fe(z) — fa(@)fB(z) = faus(@).

(4) fa(z)+ fe(x) —2fa(z)fB(x) = fanp(x) ot AAB = (A\ B)U(B\ A).

Exercice 2

(1) Démontrer par récurrence que pour tout n € N on a :

zn:k _ n(n+1)
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(2) Soit n € N. Calculer en développant (k + 1)? la quantité suivante :

n+1 n
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(3) En déduire que pour tout n € Non a :
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Exercice 3

(1) On rappelle que pour n,p € N avec p<neta,b€Rona:

n n! “
Ch = =——F3— et (a+b)" =) Chal’ b"P.
< ) (n—p)'p! a+9) pz:%
Soit n € N. A T'aide de la formule du binéme ci-dessus, démontrer que

L+ CL 4O 4Ol = 2",

(2) Calculer de méme
(3) Calculer

En déduire la valeur de

> p*CE.

p=1

(4) Retrouver la question précédente en dérivant (une puis deux fois) la fonction

r€ER— (142)".

Exercice 4

On rappelle qu'une relation d’ordre R sur un ensemble M est une relation binaire vérifiant
pour tout a,b,c € M :

(i) aRa,

(ii) (aRb et bRa)= a = b,

(iii) (aRb et bRc)= aRe.

Soient E un ensemble et P(E) 'ensemble des parties de E.
(1) Montrer que la relation A C B, A, B € P(E) est une relation d’ordre sur P(E).
(2) Trouver le plus petit majorant et le plus grand minorant de {A, B} pour A, B € P(E).



