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Ce sujet m’a été proposé par M. Pierre COLMEZ. Il consiste à généraliser la théorie de Perrin-Riou au
cadre des extensions associées à un groupe de Lubin-Tate au lieu de celui des extensions cyclotomiques,
en obtenant en particulier une loi de réciprocité explicite et une construction de fonctionL p-adique, et
d’aboutir ainsi à une meilleure compréhension des fonctionsL p-adiques des motifs.
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1 Des fonctionsL p-adiques

Comme on ne sait pas construire les fonctionsζ et L p-adiques directement, toutes les constructions
utilisent à la base le même principe : interpoler certaines valeurs spéciales de la fonction complexe, éven-
tuellement un peu modifiée, ou des nombres reliés à cette fonction, à l’aide d’une expression intégrale. Par
exemple, la fonctionζ de Kubota-Leopold s’obtient en interpolant des valeurs de la fonctionζ de Riemann
aux entiers négatifs (c.f. [Col]) :

Théorème 1. Si p est un nombre premier, et si i∈ Z/(p−1)Z (respectivementZ/2Z si p= 2), alors il
existe une unique fonctionζp,i continue surZp (respectivement surZp \{1} si i = 1) telle que la fonction
s 7→ (s−1)ζp,i(s) soit analytique surZp et que l’on aitζp,i(−n) = (1− pn)ζ (−n) pour tout n∈N vérifiant
−n≡ i (mod p−1).

Une telle construction donne en particulier de nombreux résultats de congruence entre les valeurs de la
fonction considérée. Ainsi, dans le cas simple de la fonctionζ de Kubota-Leopold, on peut par exemple
obtenir assez directement le théorème de Clausen-von Staudt (qui affirme qui sibn est le ne nombre de

Bernoulli, alorsbn + ∑
p premier

p−1|n

1
p

est entier).

Le problème qui se pose lorsque l’on veut passer au cas des fonctionsL associées aux motifs est qu’il
faut disposer de suffisemment de nombres algébriques à interpoler (valeurs critiques au sens de Deligne).
Ce point de vue conduit à des constructions comme celles de Manin et Vishik, Katz, Hida... On a ainsi
obtenu des résultats assez importants dans le cas « ordinaire ». En revanche, le cas non ordinaire reste
mal compris, sauf pour les courbes elliptiques à multiplication complexe, pour lesquelles on dispose d’un
construction due à Katz pour la fonctionL p-adique d’une variable, qui a été réétudiée récemment par
Schneider et Teitelbaum (c.f. [ST]). Dans l’ensemble, ces résultats apparaissent assez disparates, et l’on
souhaiterait obtenir une théorie plus unifiée et mieux comprise.
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2 La théorie de Perrin-Riou

Un tel cadre, même s’il est encore en partie conjectural, est fourni par la théorie de Perrin-Riou, dans
le cas d’une famille de représentations obtenue en tordant une représentation donnée par les puissances du
caractère cyclotomique.

L’une des façons de comprendre ce point de vue est de considérer la construction de Coleman pour la
fonctionζ de Kubota-Leopold, qui s’appuie sur le résultat suivant (c.f. [Col98]) :

Théorème 2 (Coleman).Notonsε = (εn)n∈N un système de racines primitives pn-ièmes de l’unité tel que
εn+1

p = εn, et posonsOQp(εn) l’anneau des entiers deQp(εn). Alors, si u= (un)n∈N est un élément de
la limite projectivelim←−O∗Qp(εn) pour les applications normes, alors il existe une unique sérieColu(T) ∈
(Zp[[T]])∗ telle que l’on aitColu(εn−1) = un pour tout n∈ N∗.

PosonsQp(∞) =
⋃
n∈N

Qp(εn). On considère alorsuγ = (uγ,n)n∈N avecuγ,n = γ(εn)−1
εn−1 si n ∈ N, pour

γ ∈ Gal(Qp(∞)/Qp). Alors uγ est un élément de lim←−O∗Qp(εn), et siλuγ
est l’unique distribution tempérée

surZp dont la transformée d’Amice est Coluγ
(T), alors on montre que l’on a obtenu une intégralep-adique

exprimant les valeurs de la fonctionζ de Riemann aux entiers négatifs :∫
Zp

xn+1dλuγ
(x) = (−1)n(1−χ(γ)n+1)ζ (−n) (n∈ N),

où χ : Gal(Qp(∞)/Qp)→ Zp
∗ désigne le caractère cyclotomique. À partir de là, on obtient aisément la

fonctionζ de Kubota-Leopold.
La théorie de Perrin-Riou peut être vue comme une vaste généralisation de cette construction. Avant

d’en donner une idée, commençons par fixer quelques notations.
Comme les périodesp-adiques des variétés algébriques ne vivent pas dansCp, on est amené à considé-

rer plutôt les anneaux de FontaineBcris etBdR.
Le corpsBdR est le corps des fractions d’un anneau de valuation discrèteB+

dR, muni d’une action
continue deGQp = Gal(Qp/Qp), de corps résiduelCp et dont l’idéal maximal est engendré par un élément
t sur lequelGQp agit par le caractère cyclotomique. Cet élémentt est un analoguep-adique de 2π i. C’est
dans le corpsBdR que vivent les périodesp-adiques des variétés algébriques.

Les périodesp-adiques des variétés qui ont bonne réduction modulop vivent dans un sous-anneauBcris

deBdR, stable par l’action deGQp et muni d’un morphisme de Frobeniusϕ qui commute à l’action deGQp.
De plus, ces sous-anneaux sont reliés par les suites exactes fondamentales :

0→Qp→ Bϕ=1
cris → BdR/B+

dR→ 0

0→Qp→ Bcris→ Bcris⊕BdR/B+
dR→ 0.

Si V est une représentationp-adique deGQp, on pose alors DdR(V) = (BdR⊗V)GQp et Dcris(V) =
(Bcris⊗V)GQp . On dit queV est de de Rham (respectivement cristalline) si dimQpDdR(V) = dimQpV (res-
pectivement dimQpDcris(V) = dimQpV).

SiV est une représentation de de Rham, on dispose d’une application « exponentielle de Bloch-Kato »

expV : DdR(V)→ H1(Qp,V).

De plus, si l’on poseV∗ la représentation duale deV, et V(k) la représentation tordue par lak-ième
puissance du caractère cyclotomique, alors DdR(V∗(1)) s’identifie naturellement au dual de DdR(V), ce
qui permet de définir l’exponentielle duale

exp∗V∗(k+1) : H1(Qp,V(−k))→ DdR(V(−k)) .

Soit Γ le groupe de Galois de l’extension maximale deQ non ramifiée en dehors dep. NotonsD(Γ)
(respectivementD0(Γ), D̃(Γ)) l’ensemble des distributions surΓ (respectivement des mesures surΓ, des
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pseudo-mesures surΓ — c’est-à-dire des éléments du localisé deD0(Γ) en la partie multiplicative en-
gendrée par les images réciproques par le caractère cyclotomique des mesuresµ sur Zp

∗ de la forme∫
Zp
∗ f (x)dµ(x) = f (u)−ukη(u) f (1) pourk∈ Z, u∈ 1+ pZp et η un caractère d’ordre fini deZp

∗). Soit
Λ l’algèbre d’Iwasawa, c’est-à-dire l’algèbre des mesures surΓ à valeurs dansZp (on aD0(Γ) = Qp⊗Λ).
Si A est unZp-module topologique complet muni d’une action continue deGQp, on définit le module
d’IwasawaH i

Iw(Qp,A) comme leΛ-moduleH i(Qp,Λ⊗A). On a alors le théorème suivant :

Théorème 3 (Perrin-Riou). Si V est une représentation cristalline deGQp, alors il existe une unique
application « exponentielle de Perrin-Riou » :

ExpV : Dcris(V)→ D̃(Γ)⊗Λ H1
Iw(Qp,V)

telle que si k est un entier suffisemment grand et si v∈ Dcris(V), alors∫
Γ

χ(x)kdExpV(v)(x) = expV(k)

(
1− p−1ϕ−1

1−ϕ

(
Γ(k)
(−t)k v

))
,

avecχ le caractère cyclotomique.

On obtient donc le diagramme

D̃(Γ)⊗Λ H1
Iw(Qp,V)

µ 7−→
∫

Γ χ(x)kdµ // H1(Qp,V(k))

Dcris(V)

ExpV

OO

divers facteurs
// DdR(V)

expV(k)

OO

︸ ︷︷ ︸
dépendant dek

On voit alors que l’exponentielle de Perrin-Riou interpole les exponentielles de Bloch-Kato pour diffé-
rentes valeurs dek. La loi de réciprocité explicite de Perrin-Riou précise alors ce qui se passe dans la partie
droite du diagramme (c.f. [Col98]) :

Théorème 4. Si k∈ Z est assez petit, alors∫
Γ

χ(x)kdExpV(v)(x) =
(

exp∗V∗(1−k)

)−1
(

1− p−1ϕ−1

1−ϕ

(
Γ∗(k)
(−t)k v

))
,

où l’on a poséΓ∗(k) = lim
s→0

sΓ(k+s). Si de plusDcris(V)ϕ=1 = Dcris(V)ϕ=p−1
= 0, alors

lim
s→0

s
∫

Γ
〈χ(x)〉sdExpV(v)(x) = expV

(
1− p−1ϕ−1

1−ϕ
v

)
,

avec〈x〉= xω(x)−1, ω(x) désignant la racine(p−1)-ième (respectivement carrée si p= 2) dansQp
∗ qui

est congrue à x modulo p (respectivement4 si p= 2). Enfin, si de plus1−p−1ϕ−1

1−ϕ
v∈ (B+

cris⊗V)GQp , alors∫
Γ〈χ(x)〉sdExpV(v)(x) est analytique au voisinage de s= 0 et on a

expV∗(1)

(∫
Γ

dExpV(v)(x)
)

=
1− p−1ϕ−1

1−ϕ
v.
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On peut montrer à partir de là que le prolongement par linéarité de l’exponentielle de Perrin-Riou à
D̃(Γ)⊗Dcris(V) réalise un isomorphisme dẽD(Γ)⊗Dcris(V) sur D̃(Γ)⊗Λ H1

Iw(Qp,V), dont l’inverse
sera noté LogV .

À partir de là, on peut retrouver les fonctionsL p-adiques. Par exemple, dans le cas oùV = Qp(1), si
u∈ lim←−O∗Qp(εn) et siδ (u) est l’élément dẽD(Γ)⊗Λ H1

Iw(Qp,V) qui lui est associé par la théorie de Kummer,

alorstLogQp(1)(δ (u)) est une distrubution surΓ à valeurs dansQp, qui est exactement celle obtenue en

tirant parχ−1 la restriction àZp
∗ de la distributionλu issue de la construction de Coleman. Dans le cas

général, il faut supposer que l’on dispose d’un « système compatible d’éléments spéciaux », analogue deu,
et l’on obtient alors une théorie assez satisfaisante pour les fonctionsL p-adiques ainsi construites (même
si elle est encore en partie conjecturale).

3 Le sujet

La question que je compte étudier est la suivante. La construction de Perrin-Riou s’applique à la famille
de représentations obtenue en tordant une représentation donnée par le caractère cyclotomique. Ne pourrait-
on pas l’étendre au cas plus général où l’extension cyclotomiqueQp(∞) est remplacée par l’extension
associée à un groupe de Lubin-Tate donné ?

Certains éléments laissent à penser que oui, notamment le fait que la construction de Coleman fonc-
tionne dans ce cas. On obtiendrait alors une construction beaucoup plus générale des fonctionsL p-adiques
des motifs, et sans doute à une meilleure compréhension desdites fonctions.
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