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L'objectif de cet expos�e est de montrer le th�eor�eme suivant �a l'aide de quelques outils de la
th�eorie �el�ementaire des formes quadratiques :

Soit k un corps commutatif, alors le nombre minimal de carr�es dont la somme soit �egale �a
� 1 (dans k) est ou bien l'in�ni (si � 1 n'est pas somme de carr�es) ou bien une puissance
de 2.

Ce th�eor�eme est vrai si k est de caract�eristique 2, car dans ce cas� 1 = 12. On ne consid�erera
plus d�esormais que des corps commutatifs de caract�eristique di��erente de 2.

1 Propri�et�es �el�ementaires des formes quadratiques

Il s'agit ici d'introduire la notion de forme quadratique te lle qu'elle sera utilis�ee par la suite,
et de pr�esenter les principales propri�et�es du plan hyperbolique.

1.1 D�e�nition { Isomorphisme de formes quadratiques
D�e�nition 1.1

Une forme quadratique est un polynôme homog�ene de degr�e deux, sur un corpsk donn�e,
avec un nombre quelconque de variables :

X

1� i;j � n

aij X i X j ;

avecaij = aji . La matrice d'une telle forme quadratique sera la matricesym�etrique A = ( aij ). Si
det A = 0, la forme quadratique est dite d�eg�en�er�ee .

On dira que deux formes quadratiques sontisomorphes si l'on peut passer de l'une �a l'autre
par un changement de variable lin�eaire de matrice associ�ee inversible :
si A et B sont les matrices de deux formes quadratiques, celles-ci sont dites isomorphes s'il existe
une matrice inversibleP telle que B = tP AP .
L'isomorphisme de formes quadratiques est une relation d'�equivalence.

Parmi les �el�ements de la classe d'�equivalence d'une forme quadratique, il existe au moins un
�el�ement dont la matrice est diagonale, c'est �a dire une forme quadratique du type :

a1X 2
1 + : : : + an X 2

n ;

qui sera not�ee ha1; : : : ; an i . (Pour la preuve, voir [Ser70], ou la remarque de la partie 2.1, page 5 de
ce document.) Grâce �a la relation d'�equivalence pr�ec�e dente, on ne consid�erera plus que des formes
de ce type, en se pla�cant �a isomorphisme pr�es.
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Il est possible de consid�erer les formes quadratiques d'une autre fa�con :
si A 2 M n (k), sym�etrique, est la matrice d'une forme quadratique q, on d�e�nit une forme bilin�eaire
sur kn par

(x; y) d�ef= txAy:

D'autre part, �a tout k-espace vectoriel de dimension �nie correspond une classe d'�equivalence de
formes quadratique : deux formes quadratiques sont isomorphes si elles correspondent �a une même
forme bilin�eaire, vue dans des bases di��erentes, la matrice P du changement de variables �etant
une matrice de passage entre les deux bases. Ce point de vue plus g�eom�etrique est souvent le plus
utile dans les d�emonstrations. En particulier, il a l'avan tage de ne pas faire intervenir de base
privil�egi�ee, si bien que la relation d'isomorphisme apparâ�t naturellement.

Par la suite, on utilisera la notation

8x 2 kn q(x) d�ef=( x; x ) = txAx;

avecq, A et n d�e�nis comme pr�ec�edemment.
On dira qu'une forme q repr�esente � 2 k s'il existe un vecteur x tel que q(x) = � .

1.2 Somme orthogonale et produit de Kronecker de formes quad ra-
tiques

D�e�nition 1.2
On d�e�nit maintenant la somme orthogonale de deux formes quadratiques par

ha1; : : : ; am i ? h b1; : : : ; bn i d�ef= ha1; : : : ; am ; b1; : : : ; bn i :

Cette op�eration est associative, commutative et admet un �el�ement neutre : 0 :

(ha1; : : : ; al i ? h b1; : : : ; bm i ) ? hc1; : : : ; cn i = ha1; : : : ; al ; b1; : : : ; bm ; c1; : : : ; cn i

= ha1; : : : ; al i ? (hb1; : : : ; bm i ? h c1; : : : ; cn i )

ha1; : : : ; al i ? h b1; : : : ; bm i = ha1; : : : ; al ; b1; : : : ; bm i

= hb1; : : : ; bm ; a1; : : : ; al i (isomorphisme)

= hb1; : : : ; bm i ? h a1; : : : ; al i

ha1; : : : ; al i ? 0 = ha1; : : : ; al i :

La version g�eom�etrique de cette op�eration est la suivante :
soient deux formes bilin�eaires b0 et b1 sur des k-espaces vectoriels de dimension �nieE0 et E1

respectivement. On d�e�nit sur E0 � E1 une forme bilin�eaire b par

8(x0; y0) 2 E 2
0 8(x1; y1) 2 E 2

1 b(x0 + x1; y0 + y1) d�ef= b0(x0; y0) + b1(x1; y1):

La forme quadratique associ�ee �ab est la somme orthogonale des formes quadratiques associ�ees �a
b0 et b1. En e�et, si b0 est la forme bilin�eaire associ�ee �a hc1; : : : ; cm i et si b1 est la forme bilin�eaire
associ�ee �a hd1; : : : ; dn i , alors la matrice deb dans la base canonique dekm + n est

0

B
B
B
B
B
B
B
B
@

c1

. . .
cm

d1

. . .
dn

1

C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

donc la forme quadratique associ�ee est bienhc1; : : : ; cm ; d1; : : : ; dn i .

2



D�e�nition 1.3
Le produit de Kronecker de deux formes quadratiques sera d�e�ni par

ha1; : : : ; am i 
 h b1; : : : ; bn i d�ef= ha1b1; a1b2; : : : ; a1bn ; : : : ; am b1; : : : ; am bn i :

Cette op�eration est associative, commutative, admet un �el�ement nul : 0, et un �el�ement neutre :
h1i , et elle est distributive par rapport �a la somme orthogonale.

Ici aussi, il existe une d�e�nition g�eom�etrique :
soient deux formes bilin�eaires b0 et b1 sur des k-espaces vectoriels de dimension �nieE0 et E1

respectivement. On d�e�nit sur E0 
 E1 (produit tensoriel) une forme bilin�eaire b par

8(x0; y0) 2 E 2
0 8(x1; y1) 2 E 2

1 b(x0 
 x1; y0 
 y1) d�ef= b0(x0; y0)b1(x1; y1):

La forme quadratique associ�ee �a b est le produit des formes quadratiques associ�ees �ab0 et b1.
En e�et, si b0 est la forme bilin�eaire associ�ee �a hc1; : : : ; cm i et b1 la forme bilin�eaire associ�ee �a
hd1; : : : ; dn i , alors la matrice deb dans la base canonique dekmn est

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

c1d1

c1d2

. . .
c1dn

. . .
cm d1

. . .
cm dn

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

;

donc la forme quadratique associ�ee est bien

hc1d1; c1d2; : : : ; c1dn ; : : : ; cm d1; : : : ; cm dn i = hc1; : : : ; cm i 
 h d1; : : : ; dn i :

Cette forme g�eom�etrique permet de montrer facilement lespropri�et�es du produit de Kronecker
�enonc�ees pr�ec�edemment :

{ Il est associatif. En e�et, si q0, q1 et q2 sont des formes quadratiques, sib0, b1 et b2 sont
les formes bilin�eaires associ�ees, surE0, E1 et E2 respectivement, alors la forme bilin�eaire
b(0 
 1) 
 2 sur E0 
 E1 
 E2 associ�ee �a (q0 
 q1) 
 q2 est caract�eris�ee par

8(x0; y0) 2 E 2
0 8(x1; y1) 2 E 2

1 8(x2; y2) 2 E 2
2

b(0 
 1) 
 2(x0 
 x1 
 x2; y0 
 y1 
 y2) = b0(x0; y0)b1(x1; y1)b2(x2; y2);

et c'est aussi la forme associ�ee �aq0 
 (q1 
 q2).
{ Il est commutatif. En e�et, avec les notations pr�ec�edent es, la forme bilin�eaire b0
 1 associ�ee

�a q0 
 q1 est caract�eris�ee par

8(x0; y0) 2 E 2
0 8(x1; y1) 2 E 2

1 b0
 1(x0 
 x1; y0 
 y1) = b0(x0; y0)b1(x1; y1)
= b1(x1; y1)b0(x0; y0);

donc c'est aussi la forme associ�ee �aq1 
 q0.
{ 0 est �el�ement nul. En e�et

8(x0; y0) 2 E 2
0 b0(x0; y0) � 0 = 0:

{ h1i est �el�ement neutre. En e�et

8(x0; y0) 2 E 2
0 8(�; � ) 2 k2 b0(�x 0; �y 0) = b0(x0; y0) ( �� ):
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{ Il est distributif par rapport �a la somme orthogonale. En e �et la forme bilin�eaire b(0? 1) 
 2

sur (E0 � E1) 
 E2 ' (E0 
 E2) � (E0 
 E2) associ�ee �a (q0 ? q1) 
 q2 est caract�eris�ee par

8(x0; y0) 2 E 2
0 8(x1; y1) 2 E 2

1 8(x2; y2) 2 E 2
2

b(0? 1) 
 2((x0 + x1) 
 x2; (y0 + y1) 
 y2) = ( b0(x0; y0) + b1(x1; y1))b2(x2; y2)

= b0(x0; y0)b1(x2; y2) + b1(x1; y1)b2(x2; y2);

donc c'est aussi la forme associ�ee �a (q0 
 q2) ? (q1 
 q2).

1.3 Le plan hyperbolique

On ne consid�erera plus d�esormais que des formes quadratiques non d�eg�en�er�ees.

D�e�nition 1.4
On dit qu'une forme quadratique q non d�eg�en�er�ee est isotrope s'il existe un vecteur x non

nul tel que q(x) = 0. Une forme quadratique non d�eg�en�er�ee et non isotrop e est dite anisotrope .

On s'int�eresse maintenant �a la plus simple de ces formes :H = h1; � 1i , dont la classe d'iso-
morphisme est appel�ee leplan hyperbolique . H est isomorphe �a la formeX 1X 2. En e�et,

X 2
1 � X 2

2 = ( X 1 + X 2)(X 1 � X 2)
t�

1 1
1 � 1

� �
0 1=2

1=2 0

� �
1 1
1 � 1

�
=

�
1 0
0 � 1

�
;

et il s'agit bien d'un changement de variables lin�eaire inversible, puisque k n'est pas de ca-
ract�eristique 2 :

�
�
�
�
1 1
1 � 1

�
�
�
� = � 2:

Le r�esultat suivant va permettre de pr�eciser quelles sont les formes quadratiques isomorphes
�a H .

Lemme 1.1
Une forme quadratique q non d�eg�en�er�ee, �a deux variables, isotrope et telle qu' il existe des

vecteurs x et y v�eri�ant

q(x) = 0 q(y) = 0 b(x; y) 6= 0 ;

o�u b est la forme bilin�eaire associ�ee �a q, est isomorphe �a H .

En e�et, on consid�ere la famille
�

x; y
2b(x;y )

�
. Comme q(x) = 0 et b(x; y) 6= 0, c'est une famille

libre, donc une base. La matrice deb dans cette base est alors
�

0 1=2
1=2 0

�
;

donc q est isomorphe �a X 1X 2, donc �a H .
En particulier, les multiples non nuls de H sont isomorphes �a H .
Une forme du type H ? : : : ? H est dite hyperbolique .

2 L'anneau de Witt

On a d�e�ni pr�ec�edemment une addition sur les formes quadr atiques, mais seule la forme nulle
a un inverse pour cette op�eration. On va maintenant construire un groupe, puis un anneau �a partir
du mono•�de que l'on a d�ej�a obtenu.
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2.1 La d�ecomposition de Witt

Cette construction reposera sur le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.1 (Witt)
Soit q une forme quadratique non d�eg�en�er�ee, isotrope, alors q est isomorphe �a une forme

H ? : : : ? H| {z }
m

? f , o�u f est une forme quadratique anisotrope, et cette d�ecomposition est unique,

�a isomorphisme de f pr�es.

Autrement dit, toute forme quadratique non d�eg�en�er�ee s e d�ecompose de mani�ere unique en
une somme d'une forme hyperbolique et d'une forme anisotrope.

La forme f est appel�ee la partie anisotrope de q, et la d�ecomposition pr�ec�edente porte le
nom de d�ecomposition de Witt . m est appel�e l'indice de Witt de la formeq.

Montrons d'abord l'existence de cette d�ecomposition. La d�emonstration fera appel au lemme
suivant.

Lemme 2.1
Soit E un k-espace vectoriel de dimension �nie, soitF un sous-espace deE et soit b une

forme bilin�eaire sur E , non d�eg�en�er�ee et telle que sa restriction �a F est non d�eg�en�er�ee. On pose

F ? = f x 2 E ; 8y 2 F b(x; y) = 0 g

le sous-espace orthogonal �aF dans E, pour b. Alors E = F � F ? , et la restriction de b �a F ? est
non d�eg�en�er�ee.

En e�et, si x 2 E , on consid�ere la forme lin�eaire y 7! b(x; y) sur F . Comme la restriction
de b �a E est non d�eg�en�er�ee, il existe un x0 2 F tel que 8y 2 F b(x; y) = b(x0; y). On a alors
x = x0 + ( x � x0), x0 2 F et x � x0 2 F ? . Donc E = F + F ? .

De plus, si z 2 F \ F ? , alors pour tout x 2 E, avecx = x0 + x1, x0 2 F et x1 2 F ? , on a

b(z; x) = b(z; x0 + x1)
= b(z; x0)

| {z }
=0

car z2 F ?

+ b(z; x1)
| {z }

=0
car z2 F

= 0 ;

donc z = 0, car b est non d�eg�en�er�ee. Donc E = F � F ? .
En�n, si A0 est une matrice de la restriction deb �a F et si A1 est une matrice de la restriction

de b �a F ? , alors une matrice deb est
�

A0 0
0 A1

�
;

elle est de d�eterminant non nul, donc A1 est de d�eterminant non nul, donc la restriction de b �a
F ? est non d�eg�en�er�ee.

Remarquons que ce lemme permet de montrer par r�ecurrence l'existence d'une base ortho-
norm�ee de E.

Voici maintenant la d�emonstration de l'existence de la d�ecomposition. Soient q une forme
quadratique isotrope, b la forme bilin�eaire associ�ee, sur l'espace vectorielE , et x un vecteur tel
que q(x) = b(x; x ) = 0. Comme q est non d�eg�en�er�ee, il existe un vecteur y0 tel que b(x; y0) = 1.
On posey = 2 y0 � b(y0; y0)x. Alors :

b(x; y) = 2 b(x; y0) � b(y0; y0)b(x; x )
= 2

b(y; y) = 4 b(y0; y0) � 4b(y0; y0)b(x; y0) + b(y0; y0)2b(x; x )
= 0 :
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Donc q restreinte au sous-espaceF engendr�e par x et y est une forme hyperbolique, donc, d'apr�es
le lemme pr�ec�edent, on a obtenu une d�ecompositionq = H ? q0, q0 s'obtenant par restriction de
q �a l'orthogonal (pour b) de F dans E. Par r�ecurrence, on a la d�ecomposition voulue.

L'unicit�e va r�esulter du th�eor�eme suivant.

Th�eor�eme 2.2 (Witt)
Si q ? q0 est isomorphe �a q ? q1, alors q0 et q1 sont isomorphes.

Montrons que ceci implique l'unicit�e de la d�ecomposition .
Si q est une forme quadratique ayant deux d�ecompositions,

H ? : : : ? H| {z }
m 0

? q0
0 et H ? : : : ? H| {z }

m 1

? q0
1;

avecm0 � m1. Par le th�eor�eme pr�ec�edent,

q0
0 et H ? : : : ? H| {z }

m 1 � m 0

? q0
1

sont isomorphes, orq0
0 est anisotrope, doncm0 = m1, et q0

0 est isomorphe �a q0
1.

Voici maintenant la d�emonstration du th�eor�eme.
Comme on peut supposer queq est de la formeha1; : : : ; an i , par r�ecurrence, on est ramen�e au cas
o�u q = hai . Supposons donc que

q0
0 = hai ? q0 et q0

1 = hai ? q1

sont isomorphes. Alors il existe une forme bilin�eaireb sur km , et deux basesB0 = ( u1; : : : ; um ) et
B1 = ( v1; : : : ; vm ) telles queb soit la forme associ�ee �a q0

0 dans la baseB0 et la forme associ�ee �a q0
1

dans la baseB1. On pose8x 2 km f (x) d�ef= b(x; x ). (Si B0 est la base canonique dekm , ce que l'on
peut imposer, alors on af (x) = q0

0(x).) On a alors

f (u1) = f (v1) = a

et

f (u1 � v1) + f (u1 + v1) = 2 f (u1) + 2 f (v1) par l'identit�e du parall�elogramme

= 4 a

6= 0

donc f (u1 � v1) et f (u1 + v1) ne peuvent pas être nuls simultan�ement. Quitte �a remplacer v1 par
� v1, on peut supposerf (u1 � v1) 6= 0. On consid�ere l'application lin�eaire

' : x 7! x � 2
b(x; u1 � v1)
f (u1 � v1)

(u1 � v1):

(C'est la (( r�e
exion )) par rapport �a l'orthogonal de u1 � v1, pour la forme bilin�eaire b).
On a

f (u1 � v1) = f (u1) + f (v1) � 2b(u1; v1)

= 2 b(u1; u1) � 2b(u1; v1)

= 2 b(u1; u1 � v1)
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donc

' (u1) = u1 � 2
b(u1; u1 � v1)

f (u1 � v1)
(u1 � v1)

= u1 � (u1 � v1)

= v1

' (v1) = v1 � 2
b(v1; u1 � v1)

f (u1 � v1)
(u1 � v1)

= v1 + ( u1 � v1) de la même mani�ere

= u1

or 8x 2 kn

' (' (x)) = '
�

x � 2
b(x; u1 � v1)
f (u1 � v1)

(u1 � v1)
�

= ' (x) � 2
b(x; u1 � v1)
f (u1 � v1)

(' (u1) � ' (v1))

=
�

x � 2
b(x; u1 � v1)
f (u1 � v1)

(u1 � v1)
�

� 2
b(x; u1 � v1)
f (u1 � v1)

(v1 � u1)

= x:

En�n, 8x 2 kn 8y 2 kn

b(' (x); ' (y)) = b
�

x � 2
b(x; u1 � v1)
f (u1 � v1)

(u1 � v1); y � 2
b(y; u1 � v1)
f (u1 � v1)

(u1 � v1)
�

= b(x; y) � 4
b(x; u1 � v1)b(y; u1 � v1)

f (u1 � v1)
+ 4

b(x; u1 � v1)b(y; u1 � v1)
f (u1 � v1)

= b(x; y):

' est involutive, donc inversible, donc B2
d�ef= ( ' (v1); : : : ; ' (vm )) est une base dekm , et la forme

quadratique associ�ee �a b dans cette base estq0
1. D'autre part, u1 = ' (v1), donc B0 et B2 ont le

même premier �el�ement.

On consid�ere le sous-espaceF
d�ef
= ( ku1)? . Comme B0 est une baseb-orthogonale, on a

u2 2 F; : : : ; um 2 F:

Comme B1 est b-orthogonale,B2 l'est aussi, donc

' (v2) 2 F; : : : ; ' (vm ) 2 F:

F est alors un sous-espace de dimensionm � 1, dont on connâ�t deux bases :B0
0

d�ef= ( u2; : : : ; um )

et B0
2

d�ef
= ( ' (v2); : : : ; ' (vm )). La forme quadratique associ�ee �a la restriction de b �a F est q0 dans la

baseB0
0 et q1 dans la baseB0

2, donc q0 et q1 sont isomorphes.

2.2 L'�equivalence de Witt
D�e�nition 2.1

On dira que deux formes quadratiques non d�eg�en�er�ees sont �equivalentes si elles ont la même
partie anisotrope (�a isomorphisme pr�es).
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Il s'agit bien l�a d'une relation d'�equivalence. De plus, o n a les propri�et�es suivantes :
{ H est �equivalente �a 0. En e�et H = H ? 0.
{ L'�equivalence est compatible avec la somme orthogonale.En e�et, si q0 = H ? : : : ? H| {z }

n 0

? q0
0

et q1 = H ? : : : ? H| {z }
n 1

? q0
1 sont des formes quadratiques, avecq0

0 et q0
1 anisotropes, alors

q0 ? q1 = H ? : : : ? H| {z }
n 0 + n 1

? q0
0 ? q0

1, donc q0 ? q1 et q0
0 ? q0

1 ont même partie anisotrope.

{ L'�equivalence est compatible avec le produit de formes quadratiques. En e�et, si q0 et q1

sont d�e�nis comme pr�ec�edemment, et si q0
0 et q0

1 on respectivement �a m0 et m1 variables,
alors

q0 
 q1 = ( H ? : : : ? H| {z }
n 0

? q0
0) 
 (H ? : : : ? H| {z }

n 1

? q0
1)

= ( H 
 H ) ? : : : ? (H 
 H )
| {z }

n 0 n 1

? (H 
 q0
1) ? : : : ? (H 
 q0

1)
| {z }

n 0

? (H 
 q0
0) ? : : : ? (H 
 q0

1)
| {z }

n 1

? (q0
0 
 q0

1)

= H ? : : : ? H| {z }
2n 0 n 1 + n 0 m 1 + n 1 m 0

? (q0
0 
 q0

1);

donc q0 
 q1 et q0
0 
 q0

1 ont même partie anisotrope.

2.3 D�e�nition de l'anneau de Witt

On se place dans l'ensemble quotient de l'ensemble des formes quadratiques par l'�equivalence
de Witt. La somme orthogonale induit une loi de composition interne sur cet ensemble. En
fait, on obtient même un groupe. En e�et, la forme quadratique ha1; : : : ; an i a pour oppos�e
h� a1; : : : ; � an i :

ha1; : : : ; an i ? h� a1; : : : ; � an i = ha1; : : : ; an ; � a1; : : : ; � an i
= ha1; � a1i ? : : : ? han ; � an i
= 0 car on a quotient�e par l'�equivalence de Witt.

Le produit de formes quadratiques induit �egalement une loisur cet ensemble quotient, si bien
que l'on a construit un anneau, appel�e l'anneau de Witt .

La d�etermination de l'anneau de Witt associ�e �a un corps est en g�en�eral un probl�eme extrême-
ment di�cile, qui n'est pas encore enti�erement r�esolu. Ce pendant, il y a quelques cas o�u l'on trouve
la r�eponse simplement.

Pour k = R, toute forme quadratique q est isomorphe �a une forme du type

h1; : : : ; 1
| {z }

r

; � 1; : : : ; � 1
| {z }

s

i :

On trouve alors que l'anneau de Witt associ�e �a R est isomorphe �a Z, l'isomorphisme �etant donn�e
par q 7! r � s.

Pour k = C , toute forme quadratique q est isomorphe �a une forme du type

h1; : : : ; 1
| {z }

n

i :

On trouve alors que l'anneau de Witt associ�e �a C est isomorphe �aZ=2Z, l'isomorphisme �etant donn�e
par q 7! n (mod 2).
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Si k = Fq , on peut montrer (cf. [Ser70]) que toute forme quadratique est isomorphe �a

h1; : : : ; 1i

ou �a

h1; : : : ; 1; � i ;

� �etant un �el�ement �x�e de Fq qui n'est pas un carr�e. On a alors plusieurs cas, selon queq est une
puissance de 2 ou non, et selon que� 1 est un carr�e ou non :

(i) Si Fq est de caract�eristique 2, alorsH est isomorphe �a h1; 1i , et on trouve que l'anneau de
Witt est isomorphe �a Z=2Z.

(ii) Si q � 1 mod 4, � 1 est un carr�e dansFk donc H est isomorphe �a h1; 1i , et l'anneau de Witt
est isomorphe �a (Z=2Z)2.

(iii) Si q � 3 mod 4, on peut prendre� = � 1, et d'autre part H ? H est isomorphe �a h1; 1; 1; 1i .
Finalement, on trouve que l'anneau de Witt est isomorphe �a Z=4Z.

(Pour une �etude plus d�etaill�ee de l'anneau de Witt d'un co rps �ni, voir [Lam73].)
Si ces quelques cas �etaient particuli�erement simples, lasituation peut tr�es vite se compliquer.

Ainsi, pour k = Q, on trouve une suite exacte scind�ee :

0 �! Z �! W(Q) �!
M

p premier

W(Fp ) �! 0;

o�u W(K) d�esigne l'anneau de Witt du corps K. (Ce r�esultat est d�emontr�e dans [MH73].)

3 Les formes de P�ster

On introduit maintenant des formes quadratiques particuli�eres, appel�ees les formes de P�ster.
C'est une de leurs propri�et�es qui permettra de montrer facilement le th�eor�eme.

3.1 D�e�nition
D�e�nition 3.1

Une forme de P�ster est une forme quadratique du type :

h1; a0i 
 : : : 
 h 1; an i = h1; a0; : : : ; an ; a0a1; a0a2; : : : ; an � 1an ; : : : ; a0 : : : an i :

3.2 Formes multiplicatives
D�e�nition 3.2

Soit q une forme quadratique. Un �el�ement � de k� est appel�e un facteur de similitude de
q si �q est isomorphe �a q.

En particulier, les carr�es non nuls de k sont des facteurs de similitude deq. Comme l'isomor-
phisme est une relation d'�equivalence compatible avec la multiplication par un scalaire, on a de
plus que l'ensemble des facteurs de similitude deq forment un sous-groupe dek� .

On utilisera par la suite le r�esultat suivant :

Lemme 3.1
Si q est une forme quadratique qui repr�esente 1, alorsq repr�esente tous ses facteurs de

similitude.
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En e�et, si � est un facteur de similitude de q, alors �q repr�esente � et est isomorphe �a q,
donc q repr�esente � .

D�e�nition 3.3
On dit qu'une forme quadratique q est multiplicative si :

{ ou bien q est anisotrope et ses facteurs de similitude sont les �el�ements de k� repr�esent�es
par q

{ ou bien q est hyperbolique.

Par exemple, une forme du typeh1; ai , a 2 k� , est multiplicative. En e�et, h1; ai repr�esente
1, donc elle repr�esente tous ses facteurs de similitude. Sielle est isotrope,� a est un carr�e, donc
elle est isomorphe �a H . Si elle est anisotrope,� a n'est pas un carr�e, donc on peut l'interpr�eter
comme la normeN de k

� p
� a

�
vu comme un k-espace vectoriel et muni de la base (1;

p
� a). En

e�et, on a N (u + v
p

� a) = u2 + av2, pour (u; v) 2 k2. Or on sait que la norme est multiplicative.
Si � 2 k� est repr�esent�e par h1; ai , alors il existe un �el�ement x0 de k

� p
� a

�
tel que N (x0) = � , de

sorte que :

8x 2 k
� p

� a
�

�N (x) = N (x0)N (x)
= N (x0x);

or x0 6= 0, donc x 7! x0x est un isomorphisme dek
� p

� a
�
, donc � est un facteur de similitude de

h1; ai , et cette forme est bien multiplicative.
Le th�eor�eme suivant permettra alors de montrer facilement qu'une forme de P�ster est hy-

perbolique.

Th�eor�eme 3.1 (P�ster)
Si q est une forme multiplicative, alors q 
 h 1; ai est multiplicative, pour tout a 2 k� .

Ceci implique que les formes de P�ster sont multiplicatives, et donc qu'elles sont hyperboliques
si et seulement si elles sont isotropes.

Voici maintenant une d�emonstration du th�eor�eme due �a Wi tt.
Si q est hyperbolique, alors elle est nulle dans l'anneau de Witt, donc q
 h 1; ai est nulle dans

l'anneau de Witt. Ceci implique que q 
 h 1; ai est hyperbolique.
Si q est anisotrope, supposons tout d'abord queq 
 h 1; ai soit isotrope, et montrons qu'elle

est alors hyperbolique. On a

q 
 h 1; ai = q ? (aq):

Comme cette forme est isotrope, il existe des vecteursx et y tels que q(x) + aq(y) = 0. Posons
� = q(x) et � = q(y), alors � et � sont repr�esent�es par q, or q est anisotrope et multiplicative,
donc � et � sont des facteurs de similitude deq, si bien que

q 
 h 1; ai = q ? (aq)
= ( �q ) ? (a�q ) �a isomorphisme pr�es
= ( �q ) ? (� �q ) car � + a� = 0 ;

donc q 
 h 1; ai est hyperbolique.
Il reste �a traiter le cas o�u q et q
 h 1; ai sont anisotropes. Remarquons tout d'abord que 1 est

un facteur de similitude de q, et donc queq repr�esente 1. Commeh1; ai repr�esente 1, q0d�ef= q
h 1; ai
repr�esente �egalement 1, et donc repr�esente tous ses facteurs des similitude. Soit maintenant� 2 k� ,
repr�esent�e par q0. On distingue trois cas :

(i) Si q repr�esente � , alors � est facteur de similitude deq, donc deq0 = q ? (aq).

(ii) Si aq repr�esente � , alors q repr�esente � d�ef= a� 1� , donc � est facteur de similitude de q.
�q = a�q est donc isomorphe �aaq. D'autre part, �aq = a2�q est isomorphe �a a2q, donc �a q.
Comme q0 = q ? (aq), �q 0 est isomorphe �a q0.
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(iii) Si � = � + a
 , avec (�; 
 ) 2 (k� )2, � et 
 repr�esent�es par q, alors

�q 0 = ( � + a
 )(q ? aq)

= ( � + a
 )
�

q ? a


�

q
�

�a isomorphisme pr�es. En e�et, � et 
 sont des fac-
teurs de similitude de q.

= �
�

1 + a


�

� �
1; a



�

�

 q

= �
�

1; a


�

�

 q �a isomorphisme pr�es. En e�et,�

1; a


�

�
est multiplicative et repr�esente 1 + a



�

.

= �q ? a
q

= q ? aq car � et 
 sont des facteurs de similitude deq.

= q0;

donc � est un facteur de similitude deq0.

3.3 Application au niveau d'un corps
D�e�nition 3.4

On appelleniveau d'un corps k (commutatif) le plus petit entier s(k) tel que � 1 soit somme
de s(k) carr�es dans k. Si � 1 n'est pas somme de carr�es dansk, on poses(k) = 1 .
(La notation s(k), que l'on emploie usuellement, pour le niveau d'un corps vient du mot allemand
(( Stufe )). En Anglais, on emploie le mot(( level )).)

On en vient au th�eor�eme :

Th�eor�eme 3.2
Le niveau d'un corps est soit l'in�ni soit une puissance de 2.

Si s(k) = 1 , le th�eor�eme est vrai. Sinon, il existe un entier n tel que 2n � s(k) < 2n +1 . On
va montrer que l'on a toujours 2n = s(k). Pour cela, on consid�ere la forme

q = 2 n +1 � h 1i = h1; : : : ; 1
| {z }

2n +1

i :

Comme c'est une forme de P�ster, elle est multiplicative. En outre,

q = s(k) � h 1i
| {z }

q0

? (2n +1 � s(k)) � h 1i
| {z }

q1

:

D'apr�es la d�e�nition de s(k), q0 repr�esente � 1. Or s(k) < 2n +1 , donc q1 repr�esente 1, donc q =
q0 + q1 est isotrope. Comme elle est multiplicative, elle est hyperbolique, donc

q = 2 n � h 1; � 1i
= 2 n � h 1i ? 2n � h� 1i ;

or, d'apr�es sa d�e�nition,

q = 2 n +1 � h 1i
= 2 n � h 1i ? 2n � h 1i ;

donc 2n � h� 1i et 2n � h 1i sont isomorphes, donc 2n � h 1i repr�esente � 1, autrement dit � 1 est
somme de 2n carr�es. Donc s(k) = 2 n .
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Voici maintenant quelques exemples.
{ s(Q) = 1 . En e�et une somme de carr�es est toujours positive, et� 1 est strictement n�egatif.
{ De même, s(R) = 1 .
{ s(C ) = 1. En e�et � 1 = i2.
{ Si k est un corps �ni de cardinal q, on a trois cas :

(i) Si k est de caract�eristique 2, alorss(k) = 1 car � 1 = 12.

(ii) Si q � 1 mod 4, � 1 est un carr�e dans k. En e�et,
Y

x 2 k�

x carr�e

(X � x) = X
q� 1

2 � 1;

et (� 1)
q� 1

2 = 1.

(iii) Si q � 3 mod 4, alors � 1 n'est pas un carr�e dans k car (� 1)
q� 1

2 = � 1 6= 1. En
revanche,� 1 est somme de deux carr�es dansk car, si p est la caract�eristique de k, q est
une puissance dep donc p � 3 mod 4, et, dansFp , � 1 est somme de deux carr�es. En
e�et

�
� 1 � z2 ; z 2 Fp

	
contient p+1

2 �el�ements, donc contient un carr�e. Donc s(k) = 2.

Donc un corps de niveau plus grand que 2 est in�ni, de caract�eristique 0. En e�et, si ce
n'�etait pas le cas, il contiendrait un sous-corps isomorphe �a Fp .

On peut se demander si l'on peut construire un corps ayant pour niveau une puissance de 2
donn�ee. La r�eponse est oui, comme le montre le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 3.3 (P�ster)
Soit k un corps tel ques(k) = 1 , et soit d 2 k� tel que d soit somme den carr�es, mais pas

de n � 1 carr�es, dans k. Soit r tel que 2r � n < 2r +1 . Alors k
� p

� d
�

est de niveau 2r .

On consid�ere alorsk = K(X 1; : : : ; X n ), o�u K est un corps avecs(K) = 1 , et d = X 2
1 + : : :+ X 2

n .
On peut montrer (cf. [KS80]) que d est somme den carr�es, mais pas den � 1 carr�es, si bien que
k
� p

� d
�

est de niveau 2r .
Voici maintenant la preuve du th�eor�eme.

Lemme 3.2
Soit n 2 N. On posemd�ef= 2 n . Soient a1; : : : ; am des �el�ements de k. On posea d�ef= a2

1 + : : : a2
m .

Il existe une matrice M 2 M m (k), de premi�ere ligne a1; : : : ; am , telle que

M tM = tMM = aI m o�u I m est la matrice identit�e de M m (k).

Ce lemme se prouve par r�ecurrence surn.
Si n = 0, le r�esultat est vrai. Sinon, on applique l'hypoth�ese d e r�ecurrence �a a1; : : : ; am=2 et �a
am=2+1 ; : : : ; am , obtenant des matricesM 0 et M 1 telles que

M 0
tM 0 = tM 0M 0 = bI m=2 o�u bd�ef= a2

1 + : : : + a2
m=2

et

M 1
tM 1 = tM 1M 1 = cI m=2 o�u cd�ef= a2

m=2+1 + : : : + a2
m :

On distingue maintenant trois cas :

(i) si b 6= 0, on pose

M =

0

B
B
@

M 0 M 1

� 1
b

tM 0
tM 1M 0

tM 0

1

C
C
A
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(ii) si b = 0 et c 6= 0, on pose

M =

0

B
B
@

M 0 M 1

tM 1 � 1
c

tM 1
tM 0M 1

1

C
C
A

(iii) si b = 0 et c = 0, on pose

M =

0

B
B
@

M 0 M 1

� M 0 M 1

1

C
C
A

La matrice M a alors les propri�et�es recherch�ees.
Ceci permet de prouver le lemme :

Lemme 3.3
On pose m = 2 n (n 2 N). Soient a1; : : : ; am ; b1; : : : ; bm des �el�ements de k. Il existe des

�el�ements c2; : : : ; cm de k tels que

(a2
1 + : : : + a2

m )(b2
1 + : : : + b2

m ) = ( a1b1 + : : : + am bm )2 + c2
2 + : : : + c2

m :

En e�et, par le lemme pr�ec�edent, il existe des matrices A et B dans M m (k) v�eri�ant

A tA = tAA = aI m o�u a d�ef= a2
1 + : : : + a2

m

et

B tB = tBB = bIm o�u bd�ef= b2
1 + : : : + b2

m :

On poseC d�ef= A tB , et c1; : : : ; cm la premi�ere ligne de C. Alors C tC = abIm , donc ab= c2
1 + : : :+ c2

m ,
et on a de plusc1 = a1b1 + : : : + am bm , ce qui ach�eve la preuve.

On peut maintenant prouver le r�esultat clef de la d�emonstr ation du th�eor�eme.

Lemme 3.4
Soit k un corps de niveau in�ni, et soit d 2 k. Alors d est somme de 2s

�
k
� p

� d
��

� 1 carr�es
dans k, si s

�
k
� p

� d
��

< 1 .

Posonss d�ef= s
�
k
� p

� d
��

. Il existe alors des �el�ements a1; : : : ; as; b1; : : : ; bs de k tels que

sX

i =1

�
ai + bi

p
� d

� 2
= � 1;

donc

sX

i =1

�
a2

i � db2
i

�
= � 1 et

sX

i =1

ai bi = 0 ;
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puis

d

 
sX

i =1

b2
i

! 2

=

 
sX

i =1

a2
i

!  
sX

i =1

b2
i

!

| {z }
ceci est une somme de s � 1

carr�es par le lemme

pr�ec�edent, et en utilisant

sX

i =1

a i bi = 0

+
sX

i =1

b2
i

| {z }
somme de s

carr�es

:

Or on a

sX

i =1

b2
i 6= 0 car s(k) = 1 ;

donc on peut diviser par
sX

i =1

b2
i ; donc d est somme de 2s � 1 carr�es dans k.

Ce dernier lemme permet de montrer le th�eor�eme. En e�et, si d est somme den carr�es, mais
pas den � 1 carr�es, il existe des �el�ements a1; : : : ; an de k tels que

d = a2
1 + : : : + a2

n :

Posonsa d�ef=
p

� d, on trouve alors

� a2 = a2
1 + : : : + a2

n ;

donc � 1 est somme den carr�es dans k(a), donc s(k(a)) � 2r , o�u r est tel que 2r � n < 2r +1 .
D'autre part, d'apr�es le lemme pr�ec�edent, d est somme de 2s(k(a)) � 1 carr�es dans k,
donc n � 2s(k(a)) � 1, donc n�ecessairement on as(k(a)) = 2 r , ce qui ach�eve la preuve du
th�eor�eme.
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