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L'objectif de cet expose est de montrer le theoeme suivanta l'aide de quelques outils de la
treorieebmentaire des formes quadratiques :

Soit k un corps commutatif, alors le nombre minimal de cares dontla somme soitegalea
1 (dans k) est ou bien linni (si 1 n'est pas somme de cares) ou bien une puissande
de 2.

Ce tleoeme est vrai si k est de caraceristique 2, car dans ce cas 1 = 12. On ne consicerera
plus cesormais que des corps commutatifs de caracteristjue dierente de 2.

1 Propreeseémentaires des formes quadratiques

Il s'agit ici d'introduire la notion de forme quadratique te lle qu'elle sera utiliee par la suite,
et de pesenter les principales proprees du plan hyperbolique.

1.1 e nition { Isomorphisme de formes quadratiques

Ce nition 1.1
Une forme quadratique est un polyndbme homogene de dege deux, sur un corpg donre,
avec un nombre quelconque de variables :
X
aj XiXj;
10§ n

aveca; = ;. La matrice d'une telle forme quadratique sera la matricesynetrique A = (a; ). Si
detA =0, la forme quadratique est dite ctgereee

On dira que deux formes quadratiques sontsomorphes si I'on peut passer de I'unea l'autre
par un changement de variable lireaire de matrice assoce inversible :
si A et B sont les matrices de deux formes quadratiques, celles-cirgadites isomorphes s'il existe
une matrice inversible P telle que B = 'PAP.
L'isomorphisme de formes quadratiques est une relation @quivalence.

Parmi leseements de la classe dequivalence d'une forne quadratique, il existe au moins un
ebment dont la matrice est diagonale, c'esta dire une forme quadratique du type :

ayXZ+ i+ ag X3

qui seranoeehay;::: ;ani. (Pour la preuve, voir [Ser70], ou la remarque de la partie 2., page 5 de
ce document.) Gracea la relation dequivalence pee dente, on ne consicerera plus que des formes
de ce type, en se placanta isomorphisme pes.



Il est possible de consicerer les formes quadratiques d'umautre facon :
siA 2 M (K, symetrique, est la matrice d'une forme quadratique g, on & nit une forme bilireaire
sur K" par

xy) ¥ xay:

D'autre part,a tout k-espace vectoriel de dimension nie correspond une classé&guivalence de
formes quadratique : deux formes quadratiques sont isomohes si elles correspondenta une méme
forme bilireaire, vue dans des bases dierentes, la matrice P du changement de variables etant
une matrice de passage entre les deux bases. Ce point de vuegbeoretrique est souvent le plus
utile dans les cemonstrations. En particulier, il a l'avantage de ne pas faire intervenir de base
priviegee, si bien que la relation d'isomorphisme appara’t naturellement.

Par la suite, on utilisera la notation

8x 2 kK qx) E(x;x) = XAXx;

avecq, A et n ¢k nis comme peedemment.
On dira qu'une forme g repesente 2 k s'il existe un vecteur x tel que g(x) =

1.2 Somme orthogonale et produit de Kronecker de formes quad ra-
tiques
I nition 1.2

On ¢k nit maintenant la somme orthogonale de deux formes quadratiques par

hag; i ;ami?hbg; i ;mic%fml;:::;am;bl;:::;m:

(hag;::isai?hby; i sbmi) 2he i el = hags i a by sbmscy il

hag; i ai?hbg i bni=hag i cab i by

hag; ;i ;ai? 0=hag; i aQi:

La version geonetrique de cette operation est la suivante :
soient deux formes bilireairesby et by sur desk-espaces vectoriels de dimension nigg et E;
respectivement. On ¢k nit sur Eo E; une forme bilireaire b par

8(x0;Yo0) 2 EZ  8(x1;y1) 2 E? b(xo + X1;y0 + yl)d’if bo(Xo; yo) + bi(X1;y1):

La forme quadratique assoceeab est la somme orthogonale des formes quadratiques assocze
hy et b;. En e et, si by est la forme bilireaire assoceea hcy;::: ;cni et sib; est la forme bilireaire
assoceeahd;;::: ;dyi, alors la matrice deb dans la base canonique d&™*" est

0 1
C1

dh

donc la forme quadratique assocee est bieftcy;::: ;cn;di;:::;dai.



Ce nition 1.3
Le produit de Kronecker  de deux formes quadratiques sera ce ni par

hag;:i:cami h byoooobi Ehagbagh; i sarhe; s jamby s am i

Cette operation est associative, commutative, admet uneement nul : 0, et uneement neutre :
hli, et elle est distributive par rapporta la somme orthogonale.

Ici aussi, il existe une ¢k nition geonetrique :
soient deux formes bilireaires by et by sur desk-espaces vectoriels de dimension ni€g et E;
respectivement. On ¢ nit sur Eo  E; (produit tensoriel) une forme bilireaire b par

8(Xo;Yo) 2 EZ 8(x1;y1) 2EZ  biXxo X1i;¥Yo Y1) bo(Xo;Yo)bu(X1;y1):

La forme quadratique assoceeab est le produit des formes quadratiques assoceesdy et by.

En eet, si by est la forme bilireaire assoceea hcy;::: ;cni et by la forme bilireaire assoceea
hd;;:::;dyi, alors la matrice deb dans la base canonique d&™" est
1
Cldl
Cldz
C1dn
Cm 01
Cm On

donc la forme quadratique assocee est bien
hoidy;cido; i cdn;iissCmdy; i iemdni = gyt cmi h dygii:;dai:

Cette forme geonetriqgue permet de montrer facilement lesproprees du produit de Kronecker
enonees peedemment :
{ Il est associatif. En e et, si ¢, qu et ¢p sont des formes quadratiques, shy, by et b, sont
les formes bilireaires assocees, SuEg, E; et E, respectivement, alors la forme bilireaire
bo 1) 2SurEq E; Ezassoceea(p 1) 0 estcaracerise par

8(X0;Yo) 2 EZ 8(x1;y1) 2 EZ 8(x2;y2) 2 EZ
bo 1) 2(Xo X1 X2;¥o Y1 Y2) = o(Xo;Yo)bu(X1;y1)ba(X2;y2);

et c'est aussi la forme assoceeay (h ).
{ Il est commutatif. En e et, avec les notations peedent es, la forme bilireaire by ; assocee
a (o @ estcaraceriee par

8(x0;Yo) 2 E§ 8(x1;y1) 2 Ef b 1(Xo X1;Yo Y1) = bo(Xo;Yo)bu(X1;y1)
= bi(X1; y1)bo(Xo; Yo);

donc c'est aussi la forme assoceean .
{ 0 esteement nul. En e et

8(x0;¥0) 2 E§  bo(xoiyo) 0=0:
{ hlLi estebment neutre. En e et

8(Xo;¥0) 2 E5 8(; )2K  bo(X ol Yo)= (Xo;¥o)( )



{ Il est distributif par rapporta la somme orthogonale. En e et la forme bilireaire bp- 1) »
sur(Eo Ei1) E2' (Eo E2) (Eo E)assoceea(p? ) @ estcaraceriee par
8(xo0;Yo) 2 EZ 8(x1;y1) 2 E2 8(x2;y2) 2 E2
Bo21) 2((Xo+ X1)  Xz2;(Yo+ Y1)  Y2) = (o(Xo;Yo) + br(X1;y1))2(X2;Y2)
= bo(Xo; Yo)bu(X2;y2) + bu(X1;y1)2(X2;Y2);

donc c'est aussi la forme assoceeady ) ? (b ).

1.3 Le plan hyperbolique

On ne consicerera plus desormais que des formes quadratiges non cegereees.

Ce nition 1.4
On dit qu'une forme quadratique g non cegereee est isotrope s'il existe un vecteur x non
nul tel que g(x) = 0. Une forme quadratique non cegereee et non isotrop e est dite anisotrope .

On s'ineresse maintenanta la plus simple de ces formes H = hl; 1i, dont la classe d'iso-
morphisme est appeke leplan hyperbolique . H estisomorphea la formeX;X,. En e et,

X XZ=(X1+X2)(X1 Xz)

1 1 0 % 1 1 _ 1 0
1 1 1% 0 1 1 0 1°

t

et il s'agit bien d'un changement de variables lireaire inversible, puisquek n'est pas de ca-
raceristique 2 :

Le esultat suivant va permettre de peciser quelles sont les formes quadratiques isomorphes
aH.

Lemme 1.1
Une forme quadratique g non cegereee,a deux variables, isotrope et telle qu' il existe des
vecteursx ety \eri ant

ax)=0  q(y)=0  b(xy)60;
al best la forme bilireaire assoceea g, est isomorpheaH.

En e et, on consicere la famille  x; 2b(¥<—y) . Commeq(x) =0 et b(x;y) 6 0, c'est une famille
libre, donc une base. La matrice deb dans cette base est alors

0 = |
5 0
donc g est isomorphea XX, donca H.

En particulier, les multiples non nuls de H sont isomorphesaH .
Une forme du typeH ? :::? H est dite hyperbolique

2 L'anneau de Witt

On a & ni pee@demment une addition sur les formes quadr atiques, mais seule la forme nulle
a un inverse pour cette operation. On va maintenant construire un groupe, puis un anneaua partir
du monode que l'on a cep obtenu.



2.1 La dékcomposition de Witt

Cette construction reposera sur le treoeme suivant :

Treoeme 2.1 (Witt)
Soit g une forme quadratique non dcegereee, isotrope, alors g est isomorphea une forme
|—| ? 7 ? I—} ? f,a f estune forme quadratique anisotrope, et cette cecomposibn est unique,

m
a isomorphisme def pes.

Autrement dit, toute forme quadratique non cegereee s e cecompose de manere unigue en
une somme d'une forme hyperbolique et d'une forme anisotrog.

La forme f est appeke lapartie anisotrope de g, et la decomposition peedente porte le
nom de cecomposition de Witt . m est appek l'indice de Witt de la formeq.

Montrons d'abord I'existence de cette decomposition. La émonstration fera appel au lemme
suivant.

Lemme 2.1
Soit E un k-espace vectoriel de dimension nie, soitF un sous-espace d& et soit b une
forme bilireaire sur E, non cegereee et telle que sa restrictiona F est non cegereee. On pose

F? =fx2E ;8 2FDbxy)=0g

le sous-espace orthogonalé&e dansE, pour b. Alors E = F  F?, et la restriction de ba F? est
non decereee.

En eet, si x 2 E, on consicere la forme lireaire y 7! b(x;y) sur F. Comme la restriction
de ba E est non cegereee, il existe un xo 2 F tel que 8y 2 F  b(x;y) = b(Xg;y). On a alors
X=Xo+(X Xo), Xo2F etx xg2F?.DoncE=F+F?,

De plus, siz2 F\ F?, alors pour tout x 2 E, avecx = Xg+ X1, X0 2 F etx; 2 F?, on a

b(z;x) = B(z;Xo + X1)
= b(z;x + Z:X
_{2_0? P(_{z_lg
=0 =0
car z2F” car z2F

=0;

doncz =0, car b est non cegereee. Donc E=F F?.
Enn, si Ag est une matrice de la restriction deba F et si A; est une matrice de la restriction
deba F?, alors une matrice deb est

Ao| O
0 [A

elle est de dceterminant non nul, donc A; est de determinant non nul, donc la restriction de ba
F? est non ceereee.

Remarquons que ce lemme permet de montrer par ecurrence dxistence d'une base ortho-
normee de E.

Voici maintenant la cemonstration de l'existence de la decomposition. Soientq une forme
guadratique isotrope, b la forme bilireaire assocee, sur I'espace vectorielE, et x un vecteur tel
qgue gq(x) = b(x;x) = 0. Comme q est non ceereee, il existe un vecteur yp tel que b(x;yo) = 1.
On posey = 2yp  b(Yo; Yo)Xx. Alors :

b(x;y) =2b(x;yo) b(Yo:Yo)b(x;x)
=2

b(y;y) igP(YO;YO) A0(yo; Yo)b(X; Yo) + B(Yo; Yo)*b(X; X)



Donc q restreinte au sous-espacE engende par x ety est une forme hyperbolique, donc, d'apes
le lemme peedent, on a obtenu une cecompositiong= H ? o, ¢° s'obtenant par restriction de
ga l'orthogonal (pour b) de F dans E. Par ecurrence, on a la cecomposition voulue.

L'unicie va esulter du treoeme suivant.

Theoeme 2.2 (Witt)
Siq? o estisomorpheaq? qi, alors gy et g sont isomorphes.

Montrons que ceci implique 'unicie de la decomposition.
Si q est une forme quadratique ayant deux cecompositions,

He 2 H?d et H2 2 H2d)

avecmg mj. Par le treoeme peedent,

| et P22

mi Mo

0

sont isomorphes, org est anisotrope, doncmgy = mjy, et ¢ est isomorphea .

Voici maintenant la cemonstration du treoeme.
Comme on peut supposer que est de la formehay;::: ;ani, par ecurrence, on est ramere au cas
a g= hai. Supposons donc que

d=hi? qp e dF=h?q

sont isomorphes. Alors il existe une forme bilireaireb sur k™, et deux basesBo = (u3;:::;Uny) et
B1 =(v1;:::;Vvm) telles queb soit la forme assoceead) dans la baseB, et la forme assoceea gf

dans la baseB;. On pose8x 2 K" f (x) o b(x; x). (Si By est la base canonique d&™, ce que I'on
peut imposer, alors on af (x) = g(x).) On a alors

f(u)="f(w)=a

et

f(up wvi)+ f(up+vy)=2fF(uy) +2f(vq) par l'identie du paralelogramme
=4a
60

doncf (uy vi) et f (up+ vi) ne peuvent pas &tre nuls simultarement. Quittea remplacer v, par
v1, on peut supposerf (u;  vy) 6 0. On consicere I'application lireaire

2b(x; us Vi)

X7 X
f(ur  wvi)

(ug  vq):

(C'est la (e exion ) par rapporta I'orthogonal de u; vj, pour la forme bilireaire b).
On a
f(ur vi)=f(u)+ f(vi) 2b(ug;va)
=2b(ug;u1)  2b(ug;va)
=2 b(ul; Uy Vl)



donc

busus Vi)

"(u1) = up fuz va) (up  vq1)
=u (U1 vi)
=V
: _ b(vi;ur i)
(Vl) =V ZW(UI V]_)
=vi+(uy Vi) de la m&me manere
= U
or8x 2Kk
o _ . b(x;ui vi)
((x)= X ZW(Ul V1)
. b(x;us vi) :
="' (x) ZW( (u1) (v1))
_ b(x;us vi) b(x;uy V1)
=X 25 vy o) v )
=X

Enn, 8x2K 8y2K

o (0 ()= b x 22XMUL Vi QB Vi)

f (Ul Vl) f (Ul Vl)
bx;us  vi)b(y;ur  vi)  bx;ui  vi)b(y;us  vi)
= b(x; 4 +4
b6y) f(ur wvi) f(ur wvi)
= b(x;y):
' est involutive, donc inversible, donc B, c%f(' (v1);:::;" (vm)) est une base dek™, et la forme

quadratique assoceea b dans cette base estf. D'autre part, u; = ' (v;), donc By et B, ont le
meéme premierekbment.

On consickere le sous-espace o ( I<ul)? . Comme By est une baseb-orthogonale, on a
u, 2 F;:::;um 2 F:

Comme B; est b-orthogonale, B, I'est aussi, donc

"(v2) 2 F;iiit (vim) 2 F
F est alors un sous-espace de dimensian 1, dont on conna deux bases :Bg%f( Ug;:ii;Um)
et Bg‘%f(- (v2);:::;" (vm)). La forme quadratique assoceea la restriction de ba F estq dans la

baseB et qu dans la baseB?, donc ¢ et g; sont isomorphes.

2.2 Léquivalence de Witt

Ce nition 2.1
On dira que deux formes quadratiques non cegereees somequivalentes  si elles ont la méme
partie anisotrope @ isomorphisme pes).



Il s'agit bien & d'une relation dequivalence. De plus, o h a les proprees suivantes :
{ H estequivalentea 0. Eneet H = H ? 0.
{ Lequivalence est compatible avec la somme orthogonaleEn e et, si ¢ = |—| I—} ?

et = '—I ? :':? I—} ? of sont des formes quadratiques, aveq) et ¢f anlsotropes alors

p? q= |—| I—} ?2 2 g, doncp ? g et ? of ont méme partie anisotrope.
no+ niy
{ Lequivalence est compatible avec le produit de formes quadratiques. En e et, si ¢p et
sont e nis comme peedemment, et si ¢ et ¢ on respectivementa mg et m; variables,
alors

® @=(H2x?2H?d) (H22H7q)

:ﬁH |f|0)?:{:z:?(H H??fH Cﬁ))?i{;i?(H qf?
ol

NoNy

?FH og)?: ? (H

n1
= h ?

0 0
s WERC I
2ngni+ngmi+nimg

No

(7
doncg qetg o ont méme partie anisotrope.

2.3 [e nition de l'anneau de Witt

On se place dans I'ensemble quotient de I'ensemble des formguadratiques par lequivalence
de Witt. La somme orthogonale induit une loi de composition nterne sur cet ensemble. En

fait, on obtient m&éme un groupe. En eet, la forme quadratique hay;::: ;a,i a pour oppoe
h aiiiil anl :
hag;:i:;ani?h ag; i ani=hagiii;an; ag):::; api
=ha; ai? :::?hay; api

=0 car on a quotient par lequivalence de Witt.

Le produit de formes quadratiques induitegalement une loisur cet ensemble quotient, si bien
gue l'on a construit un anneau, appek l'anneau de Witt

La cetermination de I'anneau de Witt assocea un corps est en gereral un probeme extréme-
ment di cile, qui n'est pas encore enterement esolu. Ce pendant, il y a quelques cas ai I'on trouve
la eponse simplement.

Pour k= R, toute forme quadratique g est isomorphea une forme du type
....... . ’ |.
foa ) e

On trouve alors que I'anneau de Witt assocea R est isomorphea Z, I'isomorphismeetant donre
parqg7!'r s
Pour k= C, toute forme quadratique g est isomorphea une forme du type

i

On trouve alors que l'anneau de Witt assocea C est isomorpheaZ=z, l'isomorphismeetant donre
par g7! n (mod 2).



Si k= Fq, on peut montrer (cf. [Ser70]) que toute forme quadratique et isomorphea
hi:::;di

oua

etant unebment »e de Ky qui n'est pas un care. On a alors plusieurs cas, selon qug est une
puissance de 2 ou non, et selon quel est un care ou non :

(i) Si Fq est de caraceristique 2, alorsH est isomorphea hl; 1i, et on trouve que l'anneau de
Witt est isomorphea Z=7.

(i) Sig 1 mod4, 1estuncaredansF, doncH estisomorpheaht,; li, et 'anneau de Witt
est isomorphea (Z=2z)?.

(i) Si g 3 mod 4, on peut prendre = 1, etd'autre part H ? H estisomorpheaht;1;1; 1i.
Finalement, on trouve que l'anneau de Witt est isomorphea Z=z.

(Pour uneetude plus cktailee de I'anneau de Witt d'un co rps ni, voir [Lam73].)
Si ces quelques casetaient particulerement simples, lssituation peut tes vite se compliquer.
Ainsi, pour k= Q, on trouve une suite exacte scince :

M
0! Z! W(Q)! W(R) ! O

p premier

al W(K) cesigne I'anneau de Witt du corps K. (Ce esultat est cemonte dans [MH73].)

3 Les formes de P ster

On introduit maintenant des formes quadratiques particuleres, appekes les formes de P ster.
C'est une de leurs proprees qui permettra de montrer facilement le treoeme.

3.1 D& nition

Ce nition 3.1
Une forme de P ster est une forme quadratique du type :

h;agi  ::: hla,i=hlag;:::;an;8a1;a0a2;:::;8n 18n;:... ;dp:: aAni:

3.2 Formes multiplicatives

Ce nition 3.2
Soit g une forme quadratique. Unekement de k est appek un facteur de similitude  de
gsi q estisomorpheadq.

En particulier, les cares non nuls de k sont des facteurs de similitude deg. Comme l'isomor-
phisme est une relation dequivalence compatible avec la naltiplication par un scalaire, on a de
plus que I'ensemble des facteurs de similitude dg forment un sous-groupe dek .

On utilisera par la suite le esultat suivant :

Lemme 3.1
Si g est une forme quadratique qui repesente 1, alorsqg repesente tous ses facteurs de
similitude.



En eet, si  est un facteur de similitude deq, alors q repesente et est isomorphea g,
donc g repesente

Ce nition 3.3
On dit qu'une forme quadratique g est multiplicative  si :
{ ou bien g est anisotrope et ses facteurs de similitude sont les ekrants de k repesents
parq
{ ou bien q est hyperbolique.

Par exemple, une forme du typehl;ai, a 2 k , est multiplicative. En e et, hl;ai repesente
1, donc elle repesente tous ses facteurs de similitude. Sille est isotrope, a est un care, donc
elle est isomorpheaH. SFB elle est anisotrope, a n'est pas un care, donc on peut l'ipterpeter
comme la normeN _dek =~ a vu comme unk-espace vectoriel et muni de la base (1 ~ a). En
eet,ona N(u+v —a)= u?+ av?, pour (u;v) 2 K. Or on sait qu%la norme est multiplicative.

Si 2 k est repesent par hil;ai, alors il existe uneement X de k a telqueN(xgp)= ,de
sorte que :
8x 2 k p_a N (x) = N (xo)N(x)
= N (XoX);

or Xg 6 0, donc x 7! xox est un isomorphisme dek P “a,donc estun facteur de similitude de
hl; ai, et cette forme est bien multiplicative.

Le treoeme suivant permettra alors de montrer facilement qu'une forme de P ster est hy-
perbolique.

Treoeme 3.1 (P ster)
Si q est une forme multiplicative, alors q h 1;ai est multiplicative, pour tout a2 k .

Ceciimplique que les formes de P ster sont multiplicatives et donc qu'elles sont hyperboliques
si et seulement si elles sont isotropes.

Voici maintenant une cemonstration du treoeme duea Wi tt.

Si g est hyperbolique, alors elle est nulle dans I'anneau de Wittdoncq h 1;ai est nulle dans
l'anneau de Witt. Ceci implique que g h 1;ai est hyperbolique.

Si g est anisotrope, supposons tout d'abord queg h 1;ai soit isotrope, et montrons qu'elle
est alors hyperbolique. On a

g h1a =q? (ag):

Comme cette forme est isotrope, il existe des vecteurs et y tels que g(x) + aq(y) = 0. Posons
= q(x) et = q(y), alors et sontrepesenes par g, or q est anisotrope et multiplicative,
donc et sontdes facteurs de similitude deg, si bien que

g hla =q? (ag
=(qgq)? (aq) aisomorphisme pes
=(9)?( q) car +a =0;

doncq h 1;ai est hyperbolique.
Il restea traiter le cas a getq h 1;ai sont anisotropes. Remarquons tout d'abord que 1 est

un facteur de similitude de g, et donc queq repesente 1. Commehl; ai repesente 1, qo‘l"if g h 1;ai
repesenteegalement 1, et donc repesente tous ses faeturs des similitude. Soit maintenant 2 k ,
repesent par ¢’ On distingue trois cas :

(i) Si qrepesente , alors est facteur de similitude deq, donc deg®’= q? (adg).

(i) Si aqg repesente , alors q repesente at , donc  est facteur de similitude de qg.
q = aq est donc isomorpheaaq. D'autre part, aq = a? q est isomorpheaa?q, donca q.
Commeq®= q? (aq), q°estisomorphea d’.

10



(i) Si = +a,avec(; )2 (k)? et repesenes par g, alors

q%=( +a)(q? ag

=( +a) q? a—q a isomorphisme pes. En eet, et sont des fac-
teurs de similitude de g.

= 1+a— 1;a— q
= 1,a— q a isomorphisme pes. En e et,
1;a— est multiplicative et repesente 1+ a—.
= q?aq
=qg? aq car et sontdes facteurs de similitude deg.

donc est un facteur de similitude deq®

3.3 Application au niveau d'un corps

e nition 3.4

On appelleniveau d'un corps k (commutatif) le plus petit entier s(k) tel que 1 soit somme
de s(K) cares dans k Si 1 n'est pas somme de cares dang, on poses(k) = 1 .
(La notation s(K), que I'on emploie usuellement, pour le niveau d'un corps \ént du mot allemand
( Stufe ). En Anglais, on emploie le mot( level).)

On en vient au theoeme :

Treoeme 3.2
Le niveau d'un corps est soit I'in ni soit une puissance de 2.

Sis(k = 1, le treoeme est vrai. Sinon, il existe un entier n tel que 2*  s(K) < 2"*1, On
va montrer que l'on a toujours 2" = s(K). Pour cela, on consicere la forme

q=2""" hi1i-= hﬂ'_{z_}l
on+1

Comme c'est une forme de P ster, elle est multiplicative. En outre,

q= Fﬁgzh_li ? F2”+1 ?k)) h 1}

D'apes la c& nition de s(K), ¢ repesente 1. Or s(K) < 2"*1 | donc q; repesente 1, doncq =
o + ¢ est isotrope. Comme elle est multiplicative, elle est hypdsolique, donc

g=2" h1 1
=2" hi1i? 2" h 1i;

or, d'apes sa ¢ nition,

q=2""" hii
=2" h1i? 2" hii;

donc 2 h 1i et2" h 1i sontisomorphes, donc 2 h 1li repesente 1, autrement dit 1 est
somme de 2 cares. Donc s(K) =2".
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Voici maintenant quelques exemples.
{ s(Q) = 1 .Eneetune somme de cares est toujours positive, et 1 est strictement regatif.
{ De méme,s(R) = 1.
{ s(C)=1.Eneet 1=F¢
{ Si kest un corps ni de cardinal g, on a trois cas :
(i) Si kest de caraceristique 2, alorss(k =1 car 1=12

(i) Sig 1 mod4, 1estuncaredansk En e et,

Y
X x)=XxX7T g
x2k
X care
et( 1)z =1.
(i) Si g 3 mod 4, alors 1 n'est pas un care dansk car ( 1)% = 161 En

revanche, 1 estsomme de deux cares dankcar, sip est la caraceristique de k, g est
une puissance dep doncp 3 mod 4, et, dansF,, 1 est somme de deux cares. En
eet 1 z?;z2F, contient %ebments, donc contient un care. Donc s(k) = 2.
Donc un corps de niveau plus grand que 2 est in ni, de caractistique 0. En e et, si ce
netait pas le cas, il contiendrait un sous-corps isomorplea F,.
On peut se demander si I'on peut construire un corps ayant pouniveau une puissance de 2
donree. La eponse est oui, comme le montre le treoeme sivant :

Theoeme 3.3 (P ster)
Soit k un corps tel ques(k) = 1 , et soitd 2 k tel que %soit somme den cares, mais pas
den 1cares, dansk Soitrtelque 2 n< 2*'. Alorsk  d estde niveau 2.

On consickere alorsk= K(X1;:::;Xy), a1 Kestuncorpsaves(K) = 1 ,etd= X2+:::1+ X 2.
Orb peut montrer (cf. [KS80]) que d est somme den cares, mais pas den 1 cares, si bien que
k d est de niveau 2.

Voici maintenant la preuve du treoeme.

Lemme 3.2 o ©
Soit n 2 N. On posem® 21 Soientay;::: ;an desebments de k On posea® a2+ :::a2 .
Il existe une matrice M 2 M ,(K), de premere ligne a;;::: ;am, telle que

MM = MM = alp, al |, estla matrice identie de M 1, (K).

Ce lemme se prouve par ecurrence sun.
Sin = 0, le esultat est vrai. Sinon, on applique I'hypottese d e ecurrencea ay;:::;ams, eta
ams41 ;111 ;am, oObtenant des matricesMg et M telles que

®f 2

MotMothoM(): b|m:2 al b a;+ i+ am

et

Mi'M;="MM;=clm, @ Cd’ifa?nzzﬂ+:::+ a2
On distingue maintenant trois cas :
(i) si b6 0, on pose
0 1
Mo ‘ M1
v = &
5 Mo'M 1Mo Mo




(i) si b=0et c60, on pose

0 1
Mo M1
v= &
tMl %tMltMOMl
(iii) si b=0et c=0, on pose
0 1
Mo M1
v = &
Mo M1

La matrice M a alors les proprets recherchees.
Ceci permet de prouver le lemme :

Lemme 3.3

On posem = 2" (n 2 N). Soient &;:::;am;bi;::: ;by desekments de k Il existe des
ebments c;;:::;cy dektels que

@+ i+ az) B+ i+ )= (ab+ i+ ambn)?+ G+ i+ &
En e et, par le lemme peedent, il existe des matrices A et B dansM (K \eri ant
AA="AA=al, o a¥al+:+ad

et

BB=BB =bl, b B+ o+ B

On poseC o A'B,etcy;:::;cn la premere ligne de C. Alors C'C = abl,,, doncab= G+:+ 2,
et on a de plusc; = ajby + ::: + an by, ce qui acleve la preuve.
On peut maintenant prouver le esultat clef de la cemonstr ation du treoeme.

Lemme 3.4 p__
Soit k un corps de niveau in ni, et soit d 2 k Alors d est somme de 8 k d 1 cares

dansk, sis k d <1.

Posonss® s k p_d . Il existe alors desekmentsa;;:::;as;by;::: ;bs de ktels que
X 2
a + hp = 1
i=1
donc
xs xs
a> dof = 1 et ajh =0;
i=1 i=1
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puis

x 5 x x
d ¥ = & K o+
- |——fz——} 23

ceci est une somme de s 1 somme de s

cares par le lemme cares
pe@dent, et en utilisant
XS

aib =0
i=1

Orona
F60 car s(K=1;

x
donc on peut diviser par  I; donc d est somme de 8 1 cares dansk

i=1
Ce dernier lemme permet de montrer le treoeme. En e et, si d est somme den cares, mais

pas den 1 cares, il existe desekments a;;::: ;a, de ktels que
— A2 A 2.
d=aj+:::+a;:
@f P—
Posonsa = d, on trouve alors
a’=af+ 1+ ah;

donc 1 est somme den cares dansk(a), doncs(k(a)) 27, r esttelque 2 n< 20+,
D'autre part, d'apes le lemme peedent, d est somme de 2(k(a)) 1 cares dans k
donc n 2s(k(a)) 1, donc recessairement on as(k(a)) = 2", ce qui acheve la preuve du
treoeme.
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