
273 D 273 代数多様体 H: 位相と比較定理

Rj) の差核†に一致するとき（ 271 代数多様体 F
B），前層F は層†であるという．
以後はアーベル群の層のみを考えることにす
る．右導来関手†の理論を使うと，層 F のコホモ
ロジー群 H ·(S ,F ) が定義される．H ·(Xet,F ),
H ·(XZar,F ), H ·(Xfl,F ) を F を係数とする X
のエタール・コホモロジー（étale cohomology），
Zariskiコホモロジー，平坦コホモロジーと呼ぶ．
概型の間の射 f : X→Y とXet（または XZar,Xfl）上
の層 F に対し，(f∗F )(S)=F (X×Y S)とおくこ
とによって Yet 等上の層である順像 f∗F が定まり，
その右導来関手として高次順像 Rif∗F も定義さ
れる．
例をあげる．Gm(S)=Γ (S,OS)∗ によって定ま
る前層 Gm はエタール（Zariski，平坦）サイトに
おける層で，可逆層に関する降下†（descent）理論
によると，Pic(X)=H1(X,O∗X)=H1(XZar,Gm)∼=
H1(Xet,Gm)∼=H1(Xfl,Gm) なる標準的同型があ
る．nを OS の元として可逆な有理整数とすれば，
n乗準同型 Gm→Gm の核 µn は Xet,Xfl の層（1の
n乗根の層）であり，1→µn→Gm→Gm→1は Xet

とXfl における層完全列．
以下ではエタール位相について述べる．概型 X
の幾何学的点† x : Spec k̄→Xに対し，xの持ち上げ
i : Spec k̄→U つきのエタール射 f : U→Xを，xの
エタール近傍（étale neighborhood）という．Xet 上
の層F の xでの茎† FxはFx =lim−→

U

Γ (U,F )（U は x

のエタール近傍）で定義される．X として体 kのス
ペクトル Speckをとると，幾何学的点 Spec k̄での
茎Fk̄はG=Gal(k̄/k)加群であって，Hi(Xet,F )∼=
Hi(G,Fk̄)が成立する．言い換えると，Speck上の
エタール・コホモロジー理論は k の Galoisコホモ
ロジー理論と等価である．
Xet 上の層F がねじれ層（torsion sheaf）であると
は，任意の s∈F (S), S∈Ob(Et/X)に対してある
正の自然数 nがあって ns=0となることをいう．
ねじれ層F が X 上のエタール有限概型 X̃ で表現
される，すなわち F =Hom( · , X̃)となるとき，F
は局所定数層（locally constant sheaf）と呼ばれる．
Gを有限アーベル群，例えば Z/(n)として，X̃=∐
g∈G

Xg (Xg =X)で表現される層は自明な局所定数

層で，単に G で表す．n が OX で可逆なら µn は
局所定数層であるが一般には自明ではない．また
∪iXi =X となる X の有限個の部分概型 Xi が存在
し，制限F |Xi が局所定数層となるとき，F は構成
可能層（constructible sheaf）と呼ばれる．ネーター
概型Xet 上，任意のねじれ層は構成可能層の一般化
された帰納的極限（filtered direct limit）である．
ねじれ層のコホモロジーは，古典的な特異コホ
モロジーに似た性質を持つ．ネーター概型 X が
分離閉体 k 上固有（またはアフィン），i>2dimX
（または i>dimX）ならば Hi(Xet,F )=0．f : X→
S が概型間の固有射ならば，S の任意の幾何学
的点 sにおける Rqf∗F の茎は Hq(Xs,et,F )（Xs=
s×S X）と同型，さらに f がスムーズであって，F

が自明，sが別の幾何学的点 t の特殊化†ならば，
Hq(Xt,et,F ) からHq(Xs,et,F )への同型がある．
X が固有でない場合，コンパクト台コホモロジ

ーも重要である．体 k 上の有限型分離概型 X に対
して，k 上の完備†概型への埋め込み j : X→V が
存在する（永田の完備化定理［14］）．Xet 上のねじ
れ層F に対し，X の外では 0で F を拡張したも
のとして Vet上の層 j!F を定義する．Hq

c (Xet,F )=
Hq(Vet, j!F )は完備化V の取り方には依存せず同型
で，X 上のコンパクト台コホモロジーと呼ばれる．
概型の有限型分離射 f : X→S に対しても同様に固
有射への埋め込みを用いて，コンパクト台の高次順
像 Rqf!F が定義される．f がネーター概型の有限
型分離射，F が構成可能層なら Rqf!F も構成可能
層（有限性定理），また f : X→Sが有限型C概型間
の射のとき，(Rqf!F )an∼=Rqfan

! F an（比較定理）．
特にX がC 上完備なら，エタールと特異両コホモ
ロジーの同型 Hq(Xet,Z/(n))∼=Hq(Xan,Z/(n)) が
得られる．
k を体，k̄ をその分離閉包†，X を有限型 k 概

型，X̄=Spec k̄×Speck X とする．k の標数 p と異
なる素数 l を固定すると，Zl(1)=lim←−n µln は階数

1 の Z l 加群で，Gal(k̄/k) が円分指標として作
用する．Zl(i)=(Z l(1))⊗i とおく．Hq

et(X̄,Ql(i))=

Ql⊗Z l
lim←−n (Hq(X̄et,Z l(i)/lnZ l(i))) を l 進 エタ ー

ル・コホモロジー（l-adic étale cohomology）という．
Gal(k̄/k)は X̄et への作用を通じてHq

et(X̄,Ql(i))に
も作用する．
X が k上固有スムーズのとき，l進エタール・コ

ホモロジーは次のような良い性質を持っている．
1）自然に定まるカップ積によって H ·

et(X̄,Ql( · ))
は Gal(k̄/k) 作用つきの環構造を持つ．2）Ai(X̄)
を余次元 i の代数的輪体が生成する Chow 環†

とすると，輪体写像と呼ばれる自然な準同型
cli(X̄) : Ai(X̄)→H2i

et (X̄,Ql(i)) が定義される．輪
体写像は Chow環とコホモロジー環の間の環準同
型であり，Gal(k̄/k)作用に関して同変である．3）
d を X の次元とすると跡写像（trace map）と呼ば
れる同型 H2d

et (X̄,Ql(d))∼=Ql が標準的に定義され，
カップ積が誘導するQl 双線形形式Hi

et(X̄,Ql(j))⊗
H2d−i

et (X̄,Ql(d−j))→H2d
et (X̄,Ql(d))∼=Ql は非退化

である（Poincaré 双対）．4）d を X の次元とし，
h を豊富な因子とすると，0�m�d に対して
(∪cl1(h))m : Hd−m

et (X̄,Ql(j))→Hd+m
et (X̄,Ql(m+j))

は同型（強 Lefschetz 定理). 4）Künneth の公式†，
Lefschetz跡公式が成立する（ 205 数論幾何学）．
コホモロジー以外に，エタール位相における重

要な不変量として代数的基本群がある（ 266 代
数多様体 Aの［参］［2］I）．(FEt/X)を X 上有限エ
タールな概型の圏，xを X の幾何学的点とする．
(FEt/X) から有限集合のなす圏への関手 Fx を，
Fx(Y )=HomX(x,Y )（xの Y における逆像）で定義
する．πalg

1 (X,x)={(gY : Fx(Y ) ∼→Fx(Y ))Y ∈(FEt/X) |
gY は Y に関して関手的} は被覆変換群のなす射影
系として自然に射影有限群†であり，Fxは (FEt/X)
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