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EXPOSE V

Cohomologie dans les topos

J.-L. Verdier

Introduction

On présente dans cet exposé les invariants cohomologiques commutatifs et élémen-
taires des topos. Dans le n° 1, on étudie les modules plats et les morphismes plats de
topos annelés. Les démonstrations sont faites en utilisant I’hypothese, le plus souvent
vérifiée dans la pratique, que les topos ont suffisamment de points (IV 6). Ces démons-
trations sont reprises dans le cas général dans 'appendice n° 8 ou Deligne, a I'aide de
la technique des limites inductives locales, généralise en outre au cas des topos, le théo-
réme de D. Lazard sur la structure des modules plats. Les théorémes de cet exposé sont
des théorémes d’existence de suites spectrales reliant les différents invariants cohomo-
logiques (n° 3, 5, 6). On sait que, méme pour les espaces topologiques, la cohomologie de
Cech ne coincide pas en général avec la cohomologie des faisceaux [11]. On introduit
dans 'appendice n° 7, un calcul de Cech modifié permettant d’obtenir, a 'aide de recou-
vrement, la cohomologie des faisceaux dans un topos quelconque. On est amené dans
cet appendice a utiliser des recouvrements simpliciaux (hyper-recouvrements) dont les
invariants homotopiques ont été étudiés dans [1] (cf. aussi [17]).

Les invariants cohomologiques introduits sont élémentaires en ce sens que nous
n’utilisons pas les catégories dérivées [12]. Le lecteur familier avec ce langage fera im-
médiatement la traduction des différents énoncés de cet exposé et pourra alors les géné-
raliser aux complexes et a ’hypercohomologie. Ce langage des catégories dérivées est
d’ailleurs utilisé dans la suite de ce séminaire.

On se limite ici a la cohomologie commutative. Pour le H I hon commutatif, utilisé
dans ce séminaire, et pour le H 2 hon commutatif, nous renvoyons a [9]. Les foncteurs
qu’on dérive sont additifs ; on reste muet sur les structures multiplicatives (cf. [7]).

0. Généralités sur les catégories abéliennes

Dans ce numéro nous rappelons quelques lemmes dont la plupart se trouvent dans
[11].

ProposITION 0.1. Soit 2 une catégorie abélienne possédant un générateur. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) La catégorie A vérifie 'axiome AB5) : Les petites sommes directes sont représen-
tables et si(X;), i € I, est une petite famille filtrante croissante de sous-objets d’un
objet X de* et Y est un sous-objet de X, on a

(sup X;))NY =sup (X;NY).
i i

ii) Les petites limites inductives pseudo-filtrantes (1.2.7) sont représentables et com-
mutent aux limites projectives finies.
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2 V. COHOMOLOGIE DANS LES TOPOS

De plus, si les conditions ci-dessus sont remplies, les petites limites inductives filtrantes
sont universelles (I 2.6).

PrReUVE. Il est clair que (ii) = (i). Pour montrer que (i) = (ii), et pour prouver ’as-
sertion supplémentaire, il suffit d’utiliser que 2 est une sous-catégorie pleine d’une
catégorie de modules M sur un anneau convenable, telle que le foncteur d’inclusion
u : A — M admette un adjoint a gauche v exact [5]. La vérification est alors triviale.

0.1.1.  On sait [11] qu'une catégorie abélienne 2 possédant un générateur et véri-
fiant Paxiome A B 5) possede suffisamment d’injectifs i.e. tout objet se plonge dans un
objet injectif. De plus, d’apres le résultat déja cité [5], les petits produits sont représen-
tables dans [ (axiome AB 3) *).

v
PROPOSITION 0.2. Soient 2l et ‘B deux catégories abéliennes et A =—="*5 deux fonc-
u

teurs adjoints (u est adjoint a gauche de v). Considérons les deux propriétés :

i) Le foncteur u est exact.
ii) Le foncteur v transforme les objets injectifs de B en objets injectifs de 2.
1) On a toujours U'implication (i) = (ii).
Si, de plus, tout objet non nul de *B est source d’'un morphisme non nul dans
un objet injectif, alors (ii) & (i).
2) Supposons que :
a) la catégorie*B possede suffisamment d’injectifs.
b) lune des deux conditions équivalentes (i) et (ii) ci-dessus soit remplie.
c) le foncteur u soit fidéle.

Alors, la catégorie A possede suffisamment d’injectifs.
PREUVE. La preuve est laissée au lecteur.

REMARQUE 0.2.1. La catégorie des groupes commutatifs possede suffisamment d’in-
jectifs. Appliquant la proposition 0.2 on en déduit que toute catégorie de modules uni-
taires sur un anneau a élément unité posséde suffisamment d’injectifs. Appliquant alors
le résultat de [5] (utilisé dans la preuve de 0.1) et 0.2, on en déduit que toute catégo-
rie abélienne possédant un générateur et des petites limites inductives filtrantes exactes
posséde suffisamment d’injectifs ; ce qui fournit une nouvelle démonstration de ce fait.

PROPOSITION 0.3. Soient%l, B, € trois catégories abéliennesetu : A — B,v : B - €
deux foncteurs additifs exacts a gauche. Supposons que 2 et *B possédent suffisamment
d’objets injectifs. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Il existe un foncteur spectral dont le terme E5? est :
RPvRu

et qui aboutit @ RP*9vu (convenablement filtré).
ii) Le foncteur u transforme les objets injectifs de 2l en objets acycliques pour le fonc-
teur v.

PREUVE. (i) = (ii) est trivial car il suffit d’appliquer le foncteur spectral a un objet
injectif. L’implication (ii) = (i) est démontrée dans [11].

PROPOSITION 0.4. Soient 2l et *B deux catégories abéliennes et u : A — ‘B un foncteur
additif exact a gauche. Soit M un sous-ensemble de [’ensemble des objets de 2 possédant les
propriétés suivantes :

1) Tout objet de 2 se plonge dans un élément de M.
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2) Si X @ Y appartient a M, objet X appartient a M.
3) Si
00— X —X—X"—0
est une suite exacte et si X' et X appartiennent a M, alors X" appartient a M et
la suite
00— uX')— uX) —uX")—0
est exacte. Les objets nuls appartiennent a M.

Alors tout injectif appartient a M, et les objets de M sont acycliques pour u, i.e. pour
tout g # 0 et tout objet X de M, on a Riu(X) = 0. (En particulier les résolutions par des
objets de M permettent de calculer les foncteurs dérivés de u.)

Pour la preuve, voir [11] 3.3.1.

PROPOSITION 0.5. Soient % C 7" deux univers, 2 (resp. *B) une %-catégorie (resp. 7-
catégorie) abélienne vérifient I’axiome AB 5) relativement a U (resp. a 7') et possédant
une famille génératrice U-petite (resp. 7-petite). Soit € : A — B un foncteur exact et
pleinement fidéle. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1) Il existe une famille génératrice (X;);cy de A telle que la famille (e(X;));c soit
génératrice dans 5.

1) Tout objet de‘B est isomorphe a un quotient d’un objet du type @e(Ya) ouAE.

aEA
Sous ces conditions, on a la propriété suivante :

2) € transforme les produits %-petits en produits (donc commute aux limites projec-
tives U-petites).
De plus, sous les conditions équivalentes 1) ou 1°), les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

a) Pour tout objet Y de 2, tout sous-objet de e(Y') est isomorphe a I'image par € d’un
sous-objet de Y.

a’) Il existe une famille génératrice (X;);c; de 2 telle que la famille (e(X,));cs soit
génératrice dans *B et telle que pour tout i € I, tout sous-objet de e(X;) soit iso-
morphe a I'image par € d’un sous-objet de X ;.

b) Tout objet de *B est isomorphe a un sous-objet d’un objet du type HaeA e(Y,) ou
AEY7.

c) € commute aux sommes directes %-petites (donc commute aux limites inductives
U-petites.
De plus, sous les conditions 1) et a’) on a :
d) e transforme les objets injectifs en objets injectifs.

REMARQUE 0.5.1. Lorsque dans 0.5 ona % = 7 les conditions 1) et a’) entrainent que
€ est une équivalence de catégories (car on a alors b), 2) et a)).

0.5.2. Nous nous bornerons a donner des indications sur la démonstration. Les im-
plications 1) < 1’), 1) = 2), sont laissées au lecteur. Il est clair que a) = a’). Montrons
que a’) entraine d). Soit M un injectif dans 2(. Pour tout i € I et tout sous-objet Y < X;
de X;, ’homomorphisme Hom(X;, M) — Hom(Y, M) est surjectif. Donc, en vertu de
a’) et de la pleine fidélité de e, pour tout sous-objet U < e(X;), 'homomorphisme
Hom(e(X;),e(M)) - Hom(U, e(M)) est surjectif. Comme les e(X;) forment une famille
génératrice de *B, e(M) est injectif [11].

Montrons que a’) = b). Quitte a augmenter la famille des X;, on peut supposer que
pour tout i € I, tout quotient de X; est isomorphe a un X; pour un j convenable. Soit
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alors, pour touti € I, X; < M, un monomorphisme dans un objet injectif. La famille
(e(X;));er est stable par quotient et pour i € I, le morphisme e(X;) & e(M,) est, d’apres
d), un monomorphisme dans un objet injectif. On vérifie alors immédiatement que, la
famille e(X;) étant génératrice, la famille (e(M,)),c est cogénératrice, d’ou b).
Montrons que b) = c). Soit (Z,),ec4 une famille %-petite d’objets de 2l et montrons

que le morphisme canonique
Pez) — @@z

aEA a€EA

est un isomorphisme. Comme la famille des objets e(Y') est cogénératrice, il suffit montrer
que pour tout objet Y de 2, 'homomorphisme

Hom(e(P Z,), () — Hom(ED e(Z,), (1))

est un isomorphisme ce qui résulte de la pleine fidélité de e.

Il reste a montrer que ¢) = a). Soit Z un sous-objet de ¢(Y). Il existe, en vertu de 1),
une famille %-petite Y, d’objets de 2{ et un épimorphisme de @a €(Y,) sur Z. Comme
€ commute aux sommes directes %-petites, il existe donc un épimorphisme e(Y') - Z.
Notons u : €(Y') > Z — e(Y) le morphisme composé. On a Z = Im(u). Comme ¢ est
pleinement fidéle, on a u = €(v) et par suite Z = Im(e(v)) = e(Im(v)).

EXERCICE 0.5.2. Soit Sexy(%l) la catégorie des foncteurs contravariants de 2 dans la
catégorie des Z-groupes commutatifs qui commutent aux limites inductives %-petites.
Montrer que sous les conditions 1) et a’) le foncteur canonique de ‘B dans Sexy(%2l) est
une équivalence.

1. Modules plats

DEFINITION 1.1. Soit (E, A) un topos annelé (IV 11.1.1). Un A-Module a droite (resp. a
gauche) M est dit plat si le foncteur M @ 4 - (resp. - @ 4 M) de la catégorie des A-Modules
a gauche (resp. a droite) dans la catégorie des faisceaux abéliens de E est exact.

ProPOSITION 1.2. Soit M un B-A bi-Module.

1) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Le module M est A-plat a gauche.
ii) Pour tout B-Module injectif I, le A-Module a gauche Hom g(M, I) est injectif.
2) Un Module M, limite inductive pseudo-filtrante (1 2.7.1) de Modules plats, est plat.
3) Enfin, siM, = -+ - M;,; > M; — --- est un complexe acyclique de Modules
plats (M; = 0 pouri < iy), alors pour tout Module F, le complexe :

M @uF=—My1 Q@ F— M@y F— -
est acyclique.
PREUVE. D’apres (IV 12.12) on a un isomorphisme d’adjonction :
Homg(M ®4 -, ) 5 Hom (-, Homg(M, -)).

Il suffit alors d’appliquer 0.2 pour obtenir 1'équivalence (i) < (ii). Cet isomorphisme
d’adjonction montre par ailleurs que le produit tensoriel commute aux limites induc-
tives. Le fait que les limites inductives pseudo-filtrantes soient exactes (0.1) entraine la
deuxiéme assertion. Pour montrer que le complexe M, ® 4 F est acyclique, il suffit de
montrer que pour tout faisceau abélien injectif I le complexe Homz(M, ® 4 F,I) est
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acyclique. Ce complexe est isomorphe, en vertu des formules d’adjonction, au complexe
Hom’(F,Homyz(M,, I)). Or d’apres I’équivalence (i) < (ii), le complexe de faisceaux

Hom;(M,, I)
est un complexe acyclique dont les objets sont injectifs, d’ou la conclusion.

ProPOSITION 1.3.1. Soient (E, A) un topos annelé, H un objet de E, M un A,;-Module
plat. Alors jg M est un A-Module plat. En particulier Ay est plat a droite et a gauche.

Supposons, pour fixer les idées, que M soit un A,;y-Module a droite. Pour tout A-Module
a gauche P, on a un isomorphisme canonique (IV 12)

P®4juM =~ jyi(P @y, M).

Les foncteurs jy et jj sont exacts (IV 11.3.1 et 11.12.2) et par hypotheése, le foncteur
— ®4,,, M est exact. Par suite le foncteur P—> P ® 4 ji1 M est exact et ji M est plat.

ProposITION 1.3.2. (Formule de projection pour les immersions fermées) :

Soient (E, A) un topos annelé, i . F — E un sous-topos fermé de E. Posons i*A = A,p.
Pour tout A;p-Module (a droite) M et tout A-Module (a gauche) P, on a un isomorphisme
fonctoriel

Soient U l'ouvert complémentaire de Fet j : U — E le morphisme canonique
d’immersion. On a j*(i,M ®4 P) ~ 0 ®y4,, j*(P) (IV 12); par suite i,M ®4 P a son
support dans F. Donc le morphisme d’adjonction i,M @ 4 P — i,i*(i, M 4P) est un
isomorphisme (IV 14). Ona i*(i, M ® 4 P) ~ i*i, M ®y,.i* P(IV 12) et comme i : F — E
est une immersion fermée, i*i, M ~ M (IV 14) ; d’ou I'isomorphisme annoncé.

COROLLAIRE 1.3.3. Pour tout A,-Module plat M, i, M est plat.

Il résulte de 1.3.2, et de (IV 14) que le foncteur P — (i,M) ® 4 P est un foncteur
exact.

1.4. Soient (E, A) un topos annelé, x : P — E un point de E (IV 6.1), Vois(x) la
catégorie des voisinages de x (IV 6.8). A tout objet V' de Vois(x) correspond un objet de
E, encore noté V, et un point xy, : P— E/Vde E/V. De plus, a tout morphisme u : V' —
W de Vois(x), correspond un diagramme essentiellement commutatif de morphisme de
topos (IV 6.7)

Xy

P E/V

(1.4.1) Ju

E/W

Soit N un A,-module (resp. un ensemble). Du diagramme (1.4.1), on déduit un dia-
gramme de A,-modules (resp. d’ensembles) :

adW

XX N
(1.4.2) b(u)

%
xXpyxy N
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ou ady, et ady sont les morphismes d’adjonction. De plus, on vérifie immédiatement
que ¢p(uv) = P(v)p(u). On a donc un foncteur de la catégorie filtrante Vois(x)* dans la
catégorie des A,-modules (resp. ensembles) et un homomorphisme :
(1.4.3) A(N) : 11_11)1 xyxy« N — N.

V eVois(x)°

PROPOSITION 1.5. Pour tout A,-module (resp. ensemble) N, A(N) est un isomorphisme.

Cette proposition est un cas particulier d'une proposition due a Deligne (8.2.6). Donnons-

en une démonstration directe. En passant aux ensembles sous-jacents, il suffit de démon-
trer la proposition lorsque N est un ensemble (I 2.8). La catégorie cofiltrante Fl(Vois(x))
des fleches de Vois(x) est fibrée sur la catégorie Vois(x) par le foncteur p : Fl(Vois(x)) —
Vois(x) qui, a une fleche, associe son but. Soit D une catégorie et F : Fl(Vois(x)) - D
un pro-objet (I 8.10). Pour tout objet V' de Vois(x), notons Fy le pro-objet obtenu en re-
streignant le foncteur F a la catégorie fibre Vois(x)/V. A tout morphisme m : U — Vde
Vois(x), le foncteur changement de base par m associe un morphisme du pro-objet Fy;
dans le pro-objet Fy et les morphismes canoniques de pro-objets F — F, déterminent
un morphisme de pro-objets :

(1.5.1) F— lim Fy
(—
V eVois(x)°
dont on vérifie immédiatement que c’est un isomorphisme. Appliquons cette remarque
au pro-objet d’ensembles pointés :

(1.5.2) U, V,m)— xj{m) = F(U,V,m),

on obtient un isomorphisme de pro-objets :

(1.5.3) F— l(ln l(in xy(m);
Vois(x) Vois(x)/V

d’ou, pour tout ensemble N, une bijection

. % T : "
(1.5.4) h_r)n Hom(xj(m), N) ~ h_r)n h_n} Hom(xp(m), N).
Fl(Vois(x))° Vois(x)°® (Vois(—x)/V')°
Mais, pour V fixé, lim Hom(xj(m), (N)) s’identifie a xjxy, N. En effet, on a
—> (Vois(x)/V')°
xyxy« N =~ lim Hompg (W, xy,N) d’aprés IV 6.8.1 donc, par adjonction, on
—>Vois(xy)°
a xpxy, N =~ lim Hom(xj(w), N) et de plus la catégorie Vois(xy) est équiva-
—>Vois(xy)°
lente a la catégorie Vois(x)/V (IV 6.7.2). Enfin, les applications canoniques de transition
lim Hom(x{;(m), N) — lim Hom(xj(n), N) dans (1.5.4) s’identifient
—>(Vois(x)/U)° —> (Vois(x)/V')°

aux applications canoniques x;;xy.N — Xpxy,N (1.4.3) ainsi que le lecteur voudra
bien le vérifier. On a donc une bijection

(1.5.5) 11_1’)1’1 Hom(xj(m), N) =~ h_r)n xXpxy« N
Fl(Vois(x))° Vois(x)°

et ’application A(N) : lim xyxy« N — N (1.4.3) composée avec la bijection (1.5.5)
—>Vois(x)°

provient des applications Hom(xj{m), N) — N qui a une application r : xj{m) - N
associe I'image par r du point marqué de xj(m). Pour démontrer la proposition, il suffit
alors de remarquer que tout objet (U, V', m) de F1(Vois(x)) est minoré par (U, U, idy) et
que x7;(idy) est réduit a un élément ou, en d’autres termes, que le morphisme canonique
de pro-objet constant réduit a un élément dans F est un isomorphisme de pro-objets.

10
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PROPOSITION 1.6. Soient (E, A) un topos annelé, M un A-Module.

1) Lorsque M est plat, pour tout point x : P— E de E, le A,-module M, est plat.
2) Soit (x;);ey une famille conservatrice de points de E telle que pour touti € I, M.
soit un A, -module plat.

Alors M est plat.
LEMME 1.6.1. Soient M un Module plat et V un objet de E. Le A/V-Module jj;;M est plat.

Il faut montrer que le foncteur P = P ® 4,1 jyM est exact. Comme le foncteur pro-
longement par zéro jy est exact et fidele (IV 11.3.1), il suffit de montrer que le foncteur
P — jy (P @4y jyM) est exact. On a un isomorphisme fonctoriel jy (P ® 4y jyM) =~
Jyi(P) ®4 M (IV 12.11) et par suite le foncteur P — ji(P) ® 4 M est exact (IV 11.3.1).

1.6.2. Démontrons 1). Supposons pour fixer les idées que M soit un A-Module a
gauche plat et soit x : P— Eun point de E. Montrons que le foncteur N —» N ®4 M,
de la catégorie des A,-modules a droite dans la catégorie des groupes commutatifs est
exact. Il suffit pour cela de montrer que ce foncteur est exact a gauche. Avec les notations
de 1.4, soient V' un voisinage de x et j, : E/V — E le morphisme de localisation. On a,
pour tout A,-module N, xyxy, N®y M, ~ xpxy, . N®y xyjyM =~ xp(xy, NQ,_jyM)
(IV 12.11). Donc le foncteur N = xyxy, N ®4 M, est exact a gauche. Par suite, le
foncteur N » N ® 4, My, limite inductive filtrante de foncteurs exacts a gauche (1.5),
est exact a gauche. Démontrons 2). Soit 0 - P’ - P — P” — 0 une suite exacte de
A-Modules et montrons que la suite0 > PP @, M > PR, M - P" @4 M — 0 est
exacte. Il suffit pour cela de montrer que pour tout i € I, la suite obtenue en passant
aux fibres en x; est exacte (IV 6). Or la suite des fibres en x; est la suite (IV 13.5) 0 —
PL®4 M, — P.® Ay, M, - P{® Ay, M, — 0etcomme M, estplat, cette suite est
exacte.

PROPOSITION 1.7. Soient (E, A) un topos annelé,u : E' — E un morphisme de topos et
posons A" = u* A. Soit M un A’-Module a droite (resp. a gauche). Les conditions suivantes
sont équivalentes :

i) Le foncteur N = M ®4r u*N (resp. N = u*N ®4 M) de la catégorie des
A-Modules a gauche (resp. a droite) dans la catégorie des faisceaux abéliens de E’
est exact.

ii) M est un A’-Module plat.

Il est clair que ii) = i).

Montrons que i) = ii). Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ol E’ posséde
une famille conservatrice de points (x;);c;. Le cas général est traité en (8.2.7). Dans ce
cas particulier, qui couvre la plupart des applications, on est ramené au cas ou E’ est
le topos ponctuel et ou, par suite, le morphisme u, qu'on notera x, est un point de E
(1.6 et IV 11.3.1). Nous nous bornerons au cas ou M est un A’-Module a droite. Le cas
ou M est un A’-Module a gauche s’y rameéne en passant aux anneaux opposés. Soient
V un voisinage de x et V, sa fibre en x. On a, avec les notations de 1.4, un diagramme
essentiellement commutatif de morphismes de topos :

J Jvy

P PIV, P

x/V X

E/V

12

13
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ou x/V est le morphisme déduit de x par localisation sur V' (IV 5.10) et j est le morphisme
déduit du point marqué de V. Montrons que le foncteur N’ = M ® 4/ x;N' est exact.
Ona xj, — j*(x/V)* etid = j*jy et par suite, on a un isomorphisme canonique M ® 4
xyN' =~ j*(ji’}xM®Ar/Vx (x/V)*N'). Comme le foncteur j* est exact et comme le foncteur
Jv,1 est exact et fidéle (IV 11.3.1), il suffit de montrer que le foncteur N’ iy, ( jI"}xM ®
(x/V)*N'") est exact, et par suite (IV 12.11), il suffit de montrer que le foncteur N’
M ® 4 x*jy N’ est exact. Mais il résulte de la définition de I'image inverse d’un topos
induit (IV 5.10.2) que jy(x/V)* N’ est égal a x*ji;)N' et comme le foncteur jj, est
exact (IV 11.3.1), le foncteur N’ = M ® jy, (x/V)* N’ est exact par hypothése. Pour
tout A’-module Q, on a un isomorphisme fonctoriel (1.5) :
Q ~ li)’l’l XT/XV* Q
Vois(x)°

D’apres ce qui précede, le foncteur Q » M ® 4/ O est limite inductive filtrante de
foncteurs exacts a gauche. Il est donc exact a gauche et par suite M est plat.

CoROLLAIRE 1.7.1. Soientu : (E', A") — (E, A) un morphisme de topos annelés, et M
un A-Module plat. Alors u™ M est un A’ -Module plat.

Résulte du critére donné dans 1.7 et de la formule (IV 13.4.5).

COROLLAIRE 1.7.2. Soitu : (E',A’) — (E, A) un morphisme de topos annelés. Les
conditions suivantes sont équivalentes :
i) leu~'(A)-Module a droite (resp. a gauche) A’ est plat.
ii) le foncteur u™ de la catégorie des A-Modules a gauche (resp. a droite) dans la caté-
gorie des A'-Modules a gauche (resp. a droite) est exact.

L’équivalence résulte de 1.7 et de la définition de u™ (IV 13.2.1).

DEFINITION 1.8. Un morphisme de topos annelés qui posséde les propriétés équivalentes
de 1.7.2 est appelé un morphisme de topos plat a gauche (resp. a droite).

PROPOSITION 1.9. Soient % C 7 deux univers, C un %-site, Cy, et C; les catégories
des % et 7-faisceaux d’ensembles respectivement, € . Cy, — Cg le foncteur d’inclusion
canonique, A un ?%-faisceau d’anneaux sur C.

1) Le foncteur e commute aux limites inductives et projectives % -petites de Modules.
Le foncteur € est conservatif et pleinement fidéle sur les catégories de Modules.

2) Pour tout objet H de Cg,, il existe un isomorphisme canonique e(Ag) =~ €(A)¢mr)-

3) Tout A-Module injectif a gauche ou a droite est transformé par € en e(A)-Module
injectif.

4) Tout A-Module plat a droite ou a gauche est transformé par € en e(A)-Module plat.

5) Le foncteur € commute a la formation du produit tensoriel et du faisceau des ho-
momorphismes.

La formation du faisceau associé ne dépend pas de 'univers (I 3.6). Il résulte alors
de la construction des limites inductives et projectives dans les catégories de faisceaux
(IT 4.1 et 6.4) que le foncteur € commute aux %-petites limites projectives d’ensembles
ou de Modules, d’ou 1). Démontrons 2). En prenant une %-petite sous-catégorie géné-
ratrice de C3,, on peut se ramener au cas ou C est %-petite (Il 4.1). I résulte alors de
(IT 6.5) que le A-Module libre engendré par H s’obtient en formant le préfaisceau de
A-modules libres engendré par H, formation qui commute a I’agrandissement des uni-
vers, puis en formant le faisceau associé, opération qui elle aussi commute a ’agran-
dissement des univers (II 3.6). Pour démontrer 3) il suffit de montrer, en vertu de 0.5,
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que tout sous Z-faisceau d’'un #-faisceau est un %-faisceau ce qui est bien clair. Dé-
montrons 4). Soit M un A-Module plat. Il suffit de montrer que pour tout €(A)-Module
injectif J, le faisceau abélien Hom, 4 (e(M), J) est injectif (1.2). En vertu de 0.5, J
est sous-objet, donc facteur direct d’'un objet du type Ha €(1,), ou les I, sont injec-
tifs. On peut donc supposer que J = €(I) ou I est un objet injectif. Si 'homomor-
phisme e(Hom (M, I)) — Hom,4)(e(M), e(I)) est un isomorphisme on en déduit
que Hom,4)(e(M), e(I)) est injectif d’apres 3). Il reste donc a démontrer 5). Le fait que
la formation du produit tensoriel commute au foncteur e résulte de IV 12.6 et du fait que
la formation du faisceau associé commute a ’agrandissement de 'univers (II 3.6). Pour
tout objet X de Cy; et tout couple de A-Modules M et N de Cy; on a donc

Homcy (e(X), e(Hom 4 (M, N))) ~ Homc (X, Hom 4 (M, N)) ~ Homy(Zx ®z M, N)
en vertu de la pleine fidélité de e, puis
HOIIIA(ZX ®Z M, N) ad Home(A)(e(ZA ®Z M), €(N)) ad Home(A)(e‘ZA ®Z €(M), €(N))

en vertu de la pleine fidélité de € et de ce qui précede. Utilisant alors 2) et IV 12.14, on
obtient en définitive un isomorphisme

Homcq; (e(X),e(Hom,(M, N))) ~ Homc;j(e(X), Hom,4)(e(M), e(N)));

3 A 5. . 7
d’ou I'isomorphisme annoncé.

1.10. Soient E un topos, U = (U; — X);cs une petite famille de morphismes de

méme but. Pour tout ensemble fini 4, = {0, ..., n}, posons
S,(U) = H UrayXx = Xx Upmy,
fid—I

la somme étant prise sur I'ensemble des applications de 4, dans I. Soient m et n deux
entiers, g : 4,, = 4, une application. On définit un morphisme

(1.10.1) s(g) : S,U) — S,

de la maniére suivante : pour tout f : 4, — I,larestrictionde s(g)aU sy Xx =+ Xx U

est le morphisme composé de I'inclusion canonique

Upry Xx = Xx Ugsgmy) @ Snll),

et de 'unique morphisme

$7(8) » Upay Xx == Xx Upiny = Upgy) Xx =+ Xx U p(g(my)
tel que pour touti € 4,,

P (g(iy $1(8) = PTf(qqiy

(pr, désigne la a-iéme projection). On obtient ainsi un foncteur contravariant 4, = S,
de la catégorie des ensembles finis dans E; autrement dit un complexe semi-simplicial
S.(U) d’objets de E. Notons que ce complexe est canoniquement augmenté vers X. Tout
foncteur de E dans une catégorie C transforme .S,(i/) en un objet simplicial de C. En
particulier si A est un Anneau de E, le foncteur « A-Module libre engendré » transforme
S.(U) en un complexe simplicial de A-biModules augmenté vers Ay et noté A,(X). On
a

(1.10.2) A,U) = @ AUy XxU
fia,—~1

16
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Ce complexe sera souvent noté
S0
7 S0
—_—
(1.10.3) T @ AU,~><XU, St @ Ay, —  Ax
—  ij i

ou les fleches de (1.10.3) (sauf la derniére qui est 'augmentation) représentent les opé-

rateurs faces du complexe simplicial A,(U), c’est-a-dire les morphismes correspondant
aux applications injectives croissantes de 4, dans 4,,,; (s; évite I'entier i). Au complexe
A,(U), on associe un complexe différentiel augmenté vers Ay :

d d
(1104) cee —> @AUiXXUj i @AUI‘ — AX,
ij i
en posant
(1.10.5) d= ) (~1)s;.

ProposITION 1.11. Lorsque la famillell = (U; — X),cy est épimorphique, le complexe
différentiel (1.10.4) est acyclique et fournit une résolution de A .

Notons Z le faisceau constant de valeurs Z. Par définition du foncteur « A-Module
libre engendré », on a, pour tout objet H de E,

Ag~Zy Q7 A,
d’ou
AU ~Z,U) @7 A.
Comme les composantes de Z,(U/) sont des Z-Module plats (1.3.1), il suffit de montrer la
proposition lorsque A = Z.
Supposons tout d’abord que E soit le topos des ensembles. Alors le complexe aug-

menté S,(U) est somme directe de complexes augmentés du type

CTZSXSXS = SXS =S5 — {e} ({e} ensemble a un élément).

Chacun de ces complexes augmentés est homotopiquement trivial. Donc S,(X) est un
complexe augmenté homotopiquement trivial et par suite son homologie est triviale d’ou
la proposition dans ce cas.

Soit maintenant p : Ens — E un point de E. Comme la formation du complexe
Z.(U) commute aux foncteurs image inverse par les morphismes de topos, p*(Z,(U)) =~
Z.(p*(U)) est une résolution de Z <y =~ p*(Zx); d’ou la proposition lorsque E possede
suffisamment de foncteurs fibres (IV 4.6). Ceci est le cas en particulier lorsque E est un
topos de préfaisceaux C” car pour tout objet X de C, I'(X, —) est un foncteur fibre. Dans
le cas général, E est équivalent a un topos de faisceaux sur un petit site C (IV 1) et la
famille épimorphique &/ = (U; — X);cs est image, par le foncteur « faisceau associé »,
d’une famille épimorphique ¥/’ = (U/ — X'),cr- Par suite Z,(U) ~ aZ,(U") est une
résolution de aZ yr ~ Zy.

2. Cohomologie de Cech. Notation cohomologique

2.1. Notation générale.



2. COHOMOLOGIE DE CECH. NOTATION COHOMOLOGIQUE 11

2.1.1. Soient (E, A) un topos annelé, M, N deux A-Modules (a gauche pour fixer
les idées). On note Exti(E ; M, N) la valeur en N du g-iéme foncteur dérivé droit du
foncteur Hom 4 (M, -) [11]. Les foncteurs Eth(E M, N), g €N, forment un é-foncteur
en la variable N. C’est aussi un é-foncteur contravariant en la variable M. On a, par
définition, Ext(E; M, N) = Hom4(M, N).

2.1.2. Soit X un objet de E. Lorsque M = Ay, le A-Module libre engendré par X
(IV 12), on pose Extz‘(E ; Ay, N) = HY(X, N). On remarquera que dans cette nouvelle
notation, ’'anneau A ne figure plus. Ceci ne peut préter a confusion car nous montrerons
(3.5) que la formation des H4(X,-) commute a la restriction des scalaires. Le foncteur
HY(X,-) est le g-ieme foncteur dérivé droit du foncteur Hom4(Ay, ) = Hompg(X,-)
encore noté I'(X,-). Lorsque M = A, on pose Extf{l(E ;A,N)= HY(E,N).

2.2. Localisation. Soient X un objetde E, j : E,;x — E le morphisme de localisa-
tion (IV 8). Le foncteur jy pour les Modules est exact (4.11) et admet un foncteur adjoint
a gauche jy, exact (4.11). Par suite il transforme les Modules injectifs en Modules injec-
tifs. On a donc, pour un A-Module variable N de E et un A|X-Module M variable de
E,x, des isomorphismes fonctoriels

(2.2.1) Ext)y x(Ex; M, jxN) ~ Ext}(E; jx M, N).
En particulier, on a des isomorphismes canoniques
HYEx, jyN) ~ H(X, N).
Pour tout objet X de E et tout couple M et N de A-Modules, on pose :
(2.2.2) Ext)y(X; M, N) = Ext}y y(E;x; M|X, N|X).

D’apres ce qui précéde, les foncteurs Ext’ (X ; M, -) sont les foncteurs dérivés des fonc-
teurs N — Homy x(M|X, N|X). Les foncteurs (M, N) Eth(X;M, N), q > 0,
forment un é-foncteur par rapport a chacune des variables.

2.3. Cas des topos de préfaisceaux. Cohomologie d’un recouvrement.

2.3.1. Soient C une petite catégorie munie d’un préfaisceau d’anneaux A, C" le
topos des préfaisceaux sur C, X un objet représentable sur C”. Le foncteur qui associe
aun A-Module M le groupe I'(X, M) = M(X) est exact (I 3). Par suite HI(X, M) =0
pour tout g > 0 et tout A-Module M ou encore que Ay est un A-Module projectif.

2.3.2.  Soit S un préfaisceau sur C. On a un isomorphisme canonique pour tout
A-Module M (I2) :

I'S,M)~1limM|S
—
C/S

De plus, pour tout A-Module injectif M, le A|S-Module M |S est injectif (2.2). Par suite,
les groupes H4(S, M) sont les valeurs en M |.S des foncteurs dérivés a droite du foncteur
lim . Ennotantlim? ces foncteurs dérivés, on a des isomorphismes canoniques :
«—C/S «—C/S

HI(S, M) ~1limM|S.
€
C/S
En particulier, on a des isomorphismes canoniques

HYCN, M) ~ lim M.
%
C/S

19
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2.3.3. Soient X un objetde Cet U = (U; - X), i € I, une famille de morphismes
de C telle que pour tout i € I, U; — X soit quarrable (I 10). Notons A, le complexe
simplicial étudié en 1.10 :

- .
Ac= —= H AUiXxUj — H Ay,
. )HeIX] iel

Pour tout A-Module M, on pose C*(U/, M) = Hom4(A., M) :

_

2.33.1) cam : [[Mmwy = [ MWixxUy) — -
iel (i,))elxI

On pose HY(U, M) = HI(C*(U, M)).
ProrosITION 2.3.4.

1) Avec les notations de 2.3.3, soit R < X le crible engendré par la famille (U; — X),
i € I. On a un isomorphisme canonique

HYU, M) ~ HY(R, M).
2) Les foncteurs HI(U, -) commutent aux restrictions des scalaires.

Comme R est un sous-objet de X dans C*, les produits fibrés U; Xg U;, Xg - XgU;
et U;, Xx U;, Xy -+ Xy U; sont canoniquement isomorphes. Il résulte de 1.11 que le
complexe Ag/, est une résolution de Ay et de 2.3.1 que les composants de Ag/, sont des
Modules projectifs. Les groupes de cohomologie de C*(U/, M) sont donc canoniquement
isomorphes a Eth(C A Ag, M), d’ou I'isomorphisme. L’assertion 2) résulte immédiate-
ment de la description de C*(U, M) (2.3.3.1).

COROLLAIRE 2.3.5. Soient U = (U; — X,i € I etU' = (U; —» X,j € J) deux
familles de morphismes de but X ; Soientp = (¢ : I - J,m; : U; — Ué)(i)) et ¢’ =
(¢" : I - J,m : U — Hyq) deux morphismes (au-dessus de X) de U dansU'. Les
morphismes ¢ et ¢’ induisent les morphismes ¢9 et ¢'? : HIYU, M) — HIU', M). Les
morphismes ¢? et ¢'? sont égaux. En particulier si les familles U est U’ sont équivalentes

(i.e. s’il existe un morphisme de U dans U’ et un morphisme de U’ dans U ) les A-Modules
HY(U, M) et HI(U', M) sont canoniquement isomorphes.

PReUVE. En effet, soient R et R’ les cribles de X engendrés par les familles U et U’.
Les morphismes ¢ et ¢p’ définissent un méme morphisme de R dans R’ et induisent donc
deux morphismes homotopes entre les résolutions projectives Ay, et Ay,.

EXERCICE 2.3.6. (Résolution standard)

a) Soit C une petite catégorie. Pour tout entier n > 0, on note F1"(C) I'ensemble
des suites de morphismes de C : (uy,...,u,) telles que pour tout i, 0 < 1 < n,
le but de u; soit égal a la source de u;,; de sorte que les morphismes u; et u;
sont composables. Définir un ensemble semi-simplicial
-

ES(C)=o0b ¢ =— Al (C) =— F)(C) — F(C) -,

—
dont les opérateurs faces s; : FI'(C) - Fln_l(C) sont les suivants :
so(uyy ..., u,) = Uy, ..., u,),
Siuy, oo uy) = Wy, oo Ui U, . Uy,), 0 <0 <n,

Sp(Uy, ..o uy) = WUy, .o Upy_q)-
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b) Montrer que lorsque C posseéde un objet initial ou un objet final, le complexe
ES(C) est homotopiquement trivial.

c) Pour tout objet X de C, on note y\C la catégorie des fleches de source X. Définir
un préfaisceau semi-simplicial E.S(C) dont la valeurs en tout objet X de C soit
ES(x\C). On note Zgg(c) le préfaisceau semi-simplicial abélien libre engendré
par ES(C). Il est muni d’'une augmentation canonique Zg gy — Z dans le pré-
faisceau constant de valeur Z. Montrer que, en passant au complexe différentiel
associé, le complexe Z g g(c) est une résolution de Z et que les composants de ce
complexe sont des préfaisceaux abéliens projectifs.

d) Pour tout préfaisceau abélien M, on pose ST*(M) = Hom(Z g g(c), M). Explici-
ter les composants de ST*(M ). Montrer que pour tout entier g > 0, HI(ST*(M)) =
HY(CM M).

e) Montrer que pour tout faisceau S sur C les foncteurs H9(SS, -) commutent aux
restrictions des scalaires.

f) Remarquer que lorsque C est un groupe, Zgg(c) est la résolution standard du
module trivial Z, [3].

g) Montrer que pour tout préfaisceau abélien M sur C, Zg gy ® M est une réso-
lution (a gauche) de M. Définir le foncteur l(iiqc sur les préfaisceaux. Montrer

qu’il est exact a droite. Noter H,(C, M) ses foncteurs dérivés a gauche. Mon-
trer que les composants du complexe Z g g(c)y® M sont acycliques pour l(an .En
déduire, en notant ST,(M) le complexe l(iiqc(Z Esc) ® M), des isomorphismes
H,(ST.(M) ~ H,(C, M)).

h) Soitu : C* — Ens 'unique morphisme du topos C” dans le topos ponctuel. On

note U, : C; — Ab l'adjoint a gauche du foncteur u* : Ab — C}. Montrer que
pour tout préfaisceau abélien M, uyM = h_r)n M.

i) On note dorénavant ST*(C, M) et ST,(C, ]\g) les complexes notés ST*(M) et
ST,(M).Un préfaisceau M sur C est dit localement constant s’il transforme tous
les morphismes de C en isomorphismes. Associer a tout préfaisceau localement
constant M un préfaisceau localement constant M sur la catégorie C° (catégo-
rie opposée a C) tel que pour tout morphisme u de C, M (u) = M (u)~". Trouver
un isomorphisme canonique entre les complexes ST*(C, M) et ST*(C°, M) (re-
sp. ST.(C, M) et ST.(C°, M))

j) Soit C une petite catégorie possédant un objet initial (resp. une petite catégorie
filtrante). Montrer que pour tout préfaisceau constant M, H4(C", M) = 0 pour
q > 0 (resp. H,(C, M) = 0 pour g > 0).

2.4. Cas des petits sites, Cohomologie de Cech.

2.4.1. Soient (C, A) un %-site annelé, C" le topos des faisceaux sur C, ¢ : C —
C" le foncteur canonique qui associe a un objet de C le faisceau associé au préfaisceau
représenté par cet objet. Par abus de notation, pour tout objet X de C et tout faisceau de
A-modules M nous poserons HY(X, M) = HY(X, M) (cf. 2.3.1). Rappelons que lorsque
la topologie de C est moins fine que la topologie canonique, ce qui est toujours le cas
dans la pratique, le foncteur € est pleinement fidele et permet d’identifier C avec son
image par e.

2.4.2. Onnote % : C; — C} lefoncteur d’inclusion des faisceaux de A-modules
dans la catégorie des préfaisceaux de A-modules. Pour tout faisceau de A-modules M
on a donc par définition :

(2.4.2.1) HOM)X)= HOX, M) = M(X),

22
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pour tout objet X de C. Le foncteur 7 est exact a gauche. Ses foncteurs dérivés a droite
sont notés J(4. Comme pour tout objet X de C, le foncteur « section sur X » est exact
dans la catégorie des préfaisceaux, on a

(2.4.2.2) FHIMYX) = HI(X, M),

pour tout objet X de C et tout faisceau de A-modules M, de sorte que le préfaisceau
H (M) n’est autre que le préfaisceau X —» HY(X, M).

2.4.3. On suppose que (C, A) est un petit site annelé de sorte que C”" est un topos
auquel on peut appliquer les résultats de 2.3. Soit X un objet de C et R < X un crible
couvrant. Pour tout préfaisceau de A-modules G, les groupes H4(R, G) (qui sont donc
calculés dans le topos C*) sont appelés les groupes de cohomologie de Cech du préfaisceau
G relatifs au crible couvrant R. Lorsque R < X est le crible engendré par une famille
couvrante & = (U; — X),¢; de morphismes quarrables ces groupes peuvent se calculer
a l'aide du complexe C*(U, G) (2.3.3) appelé complexe de Cech de G relatifs a la famille
couvrante U. (ou du recouvrement U/). Les groupes HY(U/,G) = HI(R,G) (2.3.4) sont
alors appelés groupes de cohomologie de Cech de G relatifs a la famille couvrante U .

2.4.4. Soit M un faisceau de A-modules sur C. Le groupes H9(U, FHO(M)) sont le
plus souvent notés, abusivement, H4(1[, M) et appelés groupes de cohomologie de Cech
du faisceau M relatifs a la famille couvrante /.

2.45. Onnote K : C) — C/ I'extension naturelle aux préfaisceaux de A-modules,
du foncteur L décrit en II. On a donc, par définition, pour un préfaisceau G et un objet
XdeC:

(2.4.5.1) HUGYHX) = lim G(R),
RSX

la limite inductive étant prise suivant les cribles couvrant X. Il résulte de (2.4.5.1) que
le foncteur ¥ est exact & gauche. Les foncteurs dérivés a droite de A sont notés 9.
Comme les foncteurs « section sur X » et «limite inductive filtrante » sont exacts, il
résulte de (2.4.5.1) qu'on a
(2.4.5.2) HIG)(X) = lim HY(R,G),

RSX
la limite étant prise suivant les cribles couvrant X.

Les préfaisceaux 7 sont appelés les préfaisceaux de cohomologie de Cech. Pour tout
objet X de C, on pose

(2.4.5.3) HYX,G) = HIUG)(X).

Les groupes HY9(X, G) sont appelés les groupes de cohomologie de Cech. Lorsque la to-
pologie de C est définie par une prétopologie, ce qui est le plus souvent le cas dans la
pratique, on a, compte tenu de 2.3.4,

(2.4.5.4) HYX,G) ~ lim HY(U, G),
u
la limite inductive étant prise suivant les familles couvrantes quarrables préordonnées

par la relation d’ordre naturelle sur les cribles qui leur correspondent (2.3.5).
2.4.6. Soit M un faisceau de A-modules. On pose, abusivement

(2.4.6.1) HYX,M) = HUX,HOM)), HIM)) = HIUH'(M)),

et les groupes HY(X, M) sont appelés groupes de cohomologie de Cech du faisceau
M. Signalons que si les foncteurs H? sont des foncteurs dérivés sur la catégorie des
préfaisceaux, ils ne forment pas, en général, un é-foncteur sur la catégorie des faisceaux.
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2.5. Changement d’univers. Cohomologie de Cech dans le cas des %-sites.

2.5.1. Soient (C, A) un %-site annelé et 7 un univers contenant %. Le site (C, A)
est alors un 7-site et on a un %-topos Cy,, un V-topos Cg; et un foncteur canonique d’in-
clusion € : Cy < Cg. Le foncteur € est exact et pleinement fidele sur les catégories de
Modules et transforme les Modules injectifs en Modules injectifs (1.9). Pour tout couple
de U-faisceaux de A-modules on a donc des isomorphismes canoniques

(25.1.1) Ext%(C5; M, N) ~ Ext! ,(C5;eM,eN), ¢q>0.

En particulier, pour tout %-faisceau d’ensembles R sur C, on a des isomorphismes ca-
noniques (2.1.1)

(2.5.1.2) HYR,M)~ H%eR,eM), q2=0,

et plus particuliéerement encore, pour tout objet X de C, on a des isomorphismes cano-
niques (2.4.1)

(2.5.1.3) HYX, M)~ Hi(X,eM).

En termes vagues, on peut donc dire que la cohomologie des faisceaux ne dépend pas du
choix des univers et on peut toujours, pour la nécessité d’'une démonstration ou d’une
construction, augmenter 'univers pour calculer la cohomologie d’un faisceau.

2.5.2. Soient (C, A) un %-site annelé et 7 un univers contenant %. Notons C} la
catégorie des #-faisceaux € : CQ,% - CQ’% le foncteur d’inclusion des %-préfaisceaux
dans les 7-préfaisceaux de A-modules. Le foncteur € est exact et par suite les fonc-
teurs dérivés du foncteur éHO : cy - C 27( ) sont les foncteurs éH4, g >
0. Par abus de notation, nous noterons encore %% : C; — Cﬁﬁ/, qg > 0, les fonc-
teurs €J(9. Cet agrandissement de I'univers présente lorsque C est 7-petit ’avantage
suivant : La catégorie Cj n’est pas en général un %-topos et les %-préfaisceaux de
A-modules ne sont pas nécessairement des sous-modules de %-préfaisceaux injectifs,
alors que la catégorie des 7-préfaisceaux est un topos (un Z-topos) et que par suite tout
7-préfaisceau de A-modules est un sous-objet d’'un 7-préfaisceau injectif (0.1.1). Ainsi
pour tout 7Z-préfaisceau d’ensembles R (et en particulier lorsque R est un #-préfaisceau)
et pour tout #-faisceau de A-modules M, les groupes H9(R, 7 9(M)) sont définis par
2.1.1 et il résulte de (2.5.1.2) que ces groupes ne dépendent pas de 'univers 7 considéré.
De méme, pour tout couple d’entiers > 0 p et g, les préfaisceaux H P(HI(M)) sont dé-
finis par 2.4.5 et il résulte de (2.5.1.2)) et de ((2.4.5.4) que ces préfaisceaux ne dépendent
pas de I'univers 7" utilisé pour les définir.

3. La suite spectrale de Cartan-Leray relative a un recouvrement

PrRoPOSITION 3.1. Soient (C, A) un %-site annelé, 7" univers contenant %. Le foncteur
HO:Cy - Cﬁ,% (2.5.2) transforme les A-Modules injectifs en préfaisceaux injectifs. Pour
tout entier ¢ > 0, et tout A-Module M, le faisceau associé au préfaisceau J{I(M) est nul.

Notons a,, le foncteur «faisceau associé » pour les 7-préfaisceaux et € : C; <

C} o le foncteur d’inclusion des %-faisceaux dans les 7-faisceaux. On a a.,JH 0= ¢

(I 3.6) et comme les foncteurs a., et € sont exacts, on a a., {7 = 0 pour tout entier
q > 0. Pour tout %-faisceau M et tout 7-préfaisceau N on a un isomorphisme fonctoriel
Hom¢ 4 A,W(N L HOM)) ~ HomC;’W(g%N ,eM). Lorsque M est injectif, e M est injectif
(1.9) et comme le foncteur a.,est exact, le foncteur N — Homc¢, . (N, H O(M)) est exact.
Par suite 7°(M) est injectif.

25
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THEOREME 3.2. Soient (C, A) un %-site annelé, R un %-préfaisceau d’ensembles sur C,
M un faisceau de A-Modules. Il existe une suite spectrale, fonctorielle en R et en M :

(3.2.1) H"(aR, M) < E}? = HP(R, H(1(M)).

(Lorsque C n’est pas U-petit, le terme HP(R, ' 1(M))) doit étre interprété comme la coho-
mologie du préfaisceau J{9(M) dans le topos C}y ou V est un univers contenant % tel que
C soit 7-petit (2.5.2)).

Par définition du foncteur « faisceau associe » (cf. II) on a un isomorphisme de fonc-
teur H(aR, M) ~ HO(R, HO(M)). Le foncteur F° transforme les objets injectifs en
objets injectifs. La suite spectrale des foncteurs composés (0.3) est la suite spectrale cher-
chée.

CoROLLAIRE 3.3. Soient X un objetde C et = (U; — X), i € I, une famille couvrante
telle que pour touti € I, le morphisme U; — X soit quarrable. On a alors une suite spectrale
(dite de Cartan-Leray) :

(3.3.1) HPM(X, M) < EY? = HP(U, HI(M)).

Soit R < X le crible engendré par Z/. Comme ce crible est couvrant, le faisceau
associé a R est le faisceau associé a X (II 5.2). Compte tenu de 2.4.1,ona H’*9(aR, M) =
HP*(X, M). Le corollaire résulte alors de 2.3.4.

COROLLAIRE 3.4. Il existe une suite spectrale fonctorielle en le faisceau M et I'objet X
de C

(3.4.1) HPY(X, M) <= E¥! = HP(X, HI(M)).

Cette suite spectrale fournit, lorsque X varie dans C, la suite spectrale de préfaisceaux :
(3.4.2) FPHU(M) <= EN = FP(FCUM)).

Ces suites spectrales fournissent des morphismes fonctoriels (morphismes de coin) :
(3.4.3) DIM) : HIM) — FHIM),

(3.4.4) % (M) : HI(X,M) — HYX,M).

Les morphismes @1 et ®@% sont des isomorphismes lorsque q égale 0 ot. 1. Les morphismes
@? et @% sont des monomorphismes. Plus généralement, lorsque les préfaisceaux H'(M)
sont nuls pour 0 < i < n, les morphismes @Y(M) et @4 (M) sont des isomorphismes pour
0 < g < n et des monomorphismes pourq = n + 1.

La premiere suite spectrale s’obtient en passant a la limite inductive dans la suite
spectrale (3.2.1) sur les cribles R & X couvrant X (2.4.5.2). La deuxiéme suite spectrale
s’en déduit aussitot (2.4.5.3). Les faisceaux associés aux préfaisceaux H9(M) sont nuls
lorsque ¢ > 0 (3.1). On a donc HOHOHIM) = 0 pour tout ¢ > 0 (IL.3.4). Par suite
HOFH M) = 0 pour g > 0 (I 3.2). Les assertions sur les morphismes @9 et @% sen
déduisent aussitot.

COROLLAIRE 3.5. Soient (E, A) un topos annelé et M un A-module (a gauche pour fixer
les idées). Notons M le Groupe abélien sous-jacent a M. Le foncteur M +— M est exact et
par suite, pour tout objet X de E, 'isomorphisme canonique

HOX, M) HOYX, )

se prolonge en des morphismes
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HYX,M)— HYX, /) q>0.
Ces morphismes sont des isomorphismes.
Pour tout objet Yde E, on a (2.4.5.4) :

HP(Y, M) =lim H?U, M) , HP(Y,MH)=1lim H?U, )
o o
la limite inductive étant prise sur les familles épimorphiques &/ = (Y; - Y),i € L.

Par suite, ’homomorphisme canonique HP(Y,M) —» HP(Y, ) est un isomor-
phisme (2.3.4). Donc (2.4.5.3), ’homomorphisme canonique HP(M) — HP(M) est un
isomorphisme. Si M est un A-Module injectif, on a H?(#) = 0 pour p > 0; d’olt
FN (M) = 0 et par récurrence sur p, HP(M) =0, p > 0 (3.4). Donc H?(X, /) = 0 pour
p > 0(2.4.2.2) et 2.5. Par suite, le foncteur M +— . transforme les objets injectifs en
objets acycliques pour le foncteur H%(X, ), d’oti 'isomorphisme annoncé.

EXERCICE 3.6. Soient G un groupe topologique et Bg son topos classifiant (IV 2.5).
Notons Eg l'objet de B constitué par 'espace topologique sous-jacent a G muni de
Popération de translation a gauche par les éléments de G. Le morphisme canonique de
E; dans 'objet final e; de B est un épimorphisme ; d’ou un recouvrement ¢/ = (Eg —
eg) et, pour tout faisceau abélien F de Bg, une suite spectrale

(3.6.1) EY" = HP(U, HU(F)) = HP*(Bg, F),
qu’on se propose d’étudier.
1) Montrer que pour tout entier 7, le topos

BG/E xEox--xE; (n facteurs)

est canoniquement équivalent su topos (IV 2.5)
TOP(GXGXGX--XG) (n—1 facteurs)

Pour tout entier n, notons F), le faisceau sur I'espace topologique G X -+ X G (n
facteurs) induit par F.

2) En déduire que le terme E5*? de (3.6.1) est canoniquement isomorphe au p-éme
groupe de cohomologie d’'un complexe du type

HY(e, Fy) — HYG, F|) — HYG X G, F)) —> -,

qu’on explicitera (e désigne I’espace topologique réduit a un point).

3) En déduire que la cohomologie du topos classifiant B a valeur dans les fais-
ceaux localement constants est isomorphe a la cohomologie singuliére corres-
pondante des type G X G X --- X G, la cohomologie des faisceaux localement
constants coincide avec la cohomologie singuliére correspondante (Ce qui est le
cas lorsque, par exemple, G est localement contractile) ; (Pour les espaces clas-
sifiants, on pourra consulter [15]).

4. Faisceaux acycliques

DEFINITION 4.1. Soient (E, A) un topos annelé, F un A-Module, .S une famille to-
pologiquement génératrice de E. On dit que F est S-acyclique si pour tout objet X de
S, et tout entier ¢ > 0, on a HI(X, F) = 0. Lorsque S est égal a ob E, les faisceaux
S-acycliques sont appelés les faisceaux flasques.

29
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4.2. Soient (C, A) un %-site annelé, F un faisceau de A-modules sur C. On dit que
Fest C-acyclique si Fest S-acyclique ou S est la famille des faisceaux associés aux objets
de C.

PROPOSITION 4.3. Soient (C, A) un %-site annelé, F un faisceau de A-modules. Notons
HO . €y — C} le foncteur d’inclusion des A-Modules dans la catégorie des préfaisceaux
de A-modules (il s’agit ici des 7-préfaisceaux ou 7" est un univers tel que C soit 7-petit).
Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) F est C-acyclique.
ii) Pour tout objet X de C et tout crible couvrant R < X, ona:

HYR, HOUF) =0 pour tout g > 0.
iii) Pour tout objet X de C, on a :
HYX,F)= 0 pour tout g > 0;

i=ii) : Comme F est C-acyclique, les préfaisceaux J(9(F) sont nuls pour g > 0. La
suite spectrale (3.2.1) fournit alors un isomorphisme H4(R, O(F)) ~ HY(X, F)
pour tout g. Par suite H9(R, HOF) =0 pour g > 0.
ii = iii) : clair par passage a la limite inductive.
iii = i) :on démontre par récurrence sur g que les préfaisceaux J4(F) sont nuls pour
q > 0. Pour cela, on utilise (3.4.2).

4.4. 1l résulte du critére 4.3 ii) et de 3.5 que la propriété de S-acyclicité ne dépend
que du faisceau abélien sous-jacent. En particulier, un faisceau de A-modules est flasque
si et seulement si le faisceau abélien sous-jacent est flasque.

COROLLAIRE 4.5. Soient (E, A) un topos annelé et F un A-Module. Les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :
i) Fest flasque;
ii) Pour toute famille épimorphique XX = (X; = X)ier,

HYZ, F) =0 pour tout g > 0.

Dans 4.2, on prend pour C le topos E lui-méme. Le corollaire résulte alors de I’équi-
valence i) < ii) de 4.2.

4.6. Les faisceaux injectifs sont flasques. Les faisceaux flasques sont S-acycliques
pour tout famille topologiquement génératrice .S. Les faisceaux flasques ne sont pas
nécessairement injectifs (prendre pour topos E le topos des ensembles). Les faisceaux
S-acycliques ne sont pas nécessairement flasques (exercice 4.1.3).

ProOPOSITION 4.7. Soient (E, A) un topos, F un A-Module flasque, X un objet de E. Pour
tout sous-objet Y de X I’homomorphisme canonique HOX,F) > HY, F) est surjectif.

Soit Y un sous-objet de X tel que le morphisme H%(X, F) - H'(Y, F) ne soit pas
surjectif. Soit Z l'objet obtenu en recollant deux copies X; et X, de X le long de Y.
L’objet Z est recouvert par les deux sous-objets X; et X, on a X; Xz X, = Y. Notons
X = (X4, X,) le recouvrement ainsi obtenu. On constate aussitét que H W, F) # 0.
Contradiction.
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4.8. Lapropriété décrite dans 4.7 ne caractérise pas, dans le cas des topos généraux,
les faisceaux flasques (exer. 4.15). Elle la caractérise cependant dans le cas des topos
engendrés par leurs ouverts et en particulier dans le cas des topos associés aux espaces
topologiques (exer. 4.16). La terminologie de flasque adoptée ici coincide dans le cas des
espaces topologiques avec la terminologie de [7] (exer. 4.16).

PROPOSITION 4.9. Soientu : (E,A) — (E’, A") un morphisme de topos annelés.

1) Le foncteur u,, transforme les A-Modules flasques en A'-Modules flasques.

2) Soient Set.S’ des familles topologiquement génératrices de E et E' respectivement
telles que u*(S") C S. Le foncteur u,, transforme les A-Modules S-acycliques en
A'-Modules S’ -acycliques.

3) Lorsque u est un morphisme plat (1.8) le foncteur u,, transforme les A-Modules
injectifs en A’ -Modules injectifs.

Soient X un objetde E’', 2 = (X; = X);c;une famille épimorphique, Fun A-Module
flasque, C*(Z,u, F) le complexe de Cech du recouvrement 2. On a un isomorphisme
canonique C*(Z,u,F) ~ C*'(u*(X), F) en utilisant I’adjonction de u, et de u* et le
fait que u* commute aux produits fibrés. De plus u* commute aux limites inductives
et par suite u*(X) = W'X; — u*X);es est une famille épimorphique. Comme F est
flasque, on a H9(u*(X'), F) pour g > 0 et par suite HY(Z ,u, F) = HY(C'(Z,u,F)) =
HYC*w* (X, F)) = HIu" (), F)) = 0 pour g > 0. Donc u, F est flasque.

Démontrons 2). Lorsque .S’ est stable par produits fibrés une démonstration analogue
a celle qui précéde permet de démontrer 2). Dans le cas général, nous utiliserons la suite
spectrale du morphisme u (5.3.2)). L’assertion 2 ne sera pas utilisée avant (5.3.2). Soit Fun
faisceau S-acyclique. Les faisceaux RYu, F sont les faisceaux associés aux préfaisceaux
X — HYu*X, F). Comme S’ est une famille topologiquement génératrice et comme F
est S-acyclique, on a R, F = 0 pour tout g > 0. La suite spectrale (5.3.2) fournit alors
un isomorphisme, pour tout objet X de E' : HY(X,u,F) ~ Hiu*X, F) et par suite,
pour tout X dans S, H/(X,u,F) = 0.

Démontrons 3). Lorsque le morphisme u est plat, le foncteur u* pour les Modules est
exact (1.8). Par suite le foncteur u, adjoint a droite de u™ transforme les objets injectifs
en objets injectifs (0.2).

ProPOSITION 4.10. Soient F un A-Modules du topos annelé (E, A), G un A-Modules
injectif.

1) Le foncteur F — Hom 4(F, G) est exact.
2) Le groupe abélien Hom 4(F, G) est flasque.

PreEUVE. Montrons
1) Soit :

0—F —wF—F —0
une suite exacte, Il nous faut montrer que la suite :
0 — Hom,(F"”,G) — Hom 4(F,G) — Homy(F',G) — 0
est exact et pour cela il suffit de montrer que pour tout objet H de E, la suite :
0 — Homg(H,Hom 4(F",G)) — Homg(H,Hom,(F, G))
—> Homg(H,Hom ,(F',G)) — 0
est exacte. Or (IV 6.12) cette derniere suite est isomorphe a la suite

0 — Homy (A ®4 F",G) — Hom (Ag ®4 F,G) — Hom (Ay®4 F',G) — 0
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et le A-Module Ap est plat (1.3.1).
2) Montrons que Hom 4(F, G) est flasque. Soit :

=X — X),iel,

une famille épimorphique de E, et
@)t = zxsn, == Lz«
ij i

le complexe défini en 1.5. Ce complexe est une résolution plate de 'objet Z y qui
est lui-méme plat (1.4 et 1.3).
Calculons alors les groupes :

HY(Z ,Hom 4(F,G)) 5 H9(Homz(C,(X), Hom 4 (F, G)) 5 Hi(Hom/4(C,(2)®zF,G)).

Le complexe

C(X)®z F
est acyclique en degré # 0, car C,() est une résolution plate d’'un module plat.
Par suite Hom(C,(Z') ®z F, G) est acyclique en degré # 0.

PROPOSITION 4.11. Soient (E, A) un topos annelé, F un faisceau flasque (resp. injectif)
de A-modules.

1) Pour tout objet X de E le A|X-Module j% F est flasque (resp. injectif)
2) Pour tout fermé Z de E, le faisceau des sections de F a supports dans Z (IV 14) est

flasque (resp. injectif).

L’assertion 1) résulte de 4.5 lorsque F est flasque. Le foncteur j} admet un adjoint
a gauche exact jy, (IV 11). Par suite, lorsque F est injectif, j F est injectif (0.2). Dé-
montrons 2). Notons i : Z — E le morphisme d’inclusion. Le faisceau des sections de
F a support dans Z est alors le morphisme d’inclusion. Le faisceau des section de F a
support dans Z est alors le faisceau i,i' F (IV 14). Le foncteur i,i' est adjoint & droite au
foncteur i,i* qui est exact (IV 14). Par suite il transforme faisceau injectif en faisceau
injectif. Soient U 'ouvert complémentaire de Z, j : U — E le morphisme d’inclusion et
F un faisceau flasque. On a une suite exacte (IV 14) :

(4.11.1) 0 — i,i'F— F— j,j*F.

Pour tout objet X de E,ona j,j*F(X) = F(X XU) et le morphisme F(X) — j,.j*F(X)
induit par la derniere fleche de (4.11.1) provient de l'injection canonique X X U < X.
Comme F est flasque, ce morphisme est surjectif (4.7) et par suite, la derniere fleche de
(4.11.1) est un épimorphisme de préfaisceaux. Pour tout objet X de E, la suite exacte de
cohomologie déduite de (4.11.1) fournit HY(X,i,i'F) = 0 pour ¢ > 0 et par suite i,i'F
est flasque.

4.12. Lapropriété pour un faisceau d’étre flasque (resp. injectif) se localise (4.11.1).
Mais ce n’est pas, en général, une propriété de caractere local (exer. 4.15). Cependant,
c’est une propriété de caractere local dans le cas des topos engendrés par leurs ouverts
et en particulier dans le cas des topos associés aux espaces topologiques (exer. 4.16).

EXERCICE 4.13. Soient X un espace localement compact et F un faisceau c-mou [7].
En utilisant le caractere local de la mollesse (loc. cit.), montrer que la restriction de F a
tout ouvert paracompact de X est un faisceau mou. Montrer que les ouverts paracom-
pacts forment une base de la topologie de X. En déduire que, en notant .S la famille des
ouverts paracompacts de X, le faisceau F est S-acyclique. Montrer que le faisceau des
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fonctions continues sur X est S-acyclique mais n’est pas flasque lorsque X n’est pas
discret.

PROBLEME 4.14. Etudier les topos totalement acycliques, i.e. les topos tels que H4(X, F) =

0 pour tout g > 0, tout objet X, tout faisceau abélien F.

EXERCICE 4.15. Soient G un groupe discret, B son topos classifiant (IV 2.4). Montrer
que pour tout faisceau abélien F et tout monomorphisme X < Y, 'homomorphisme
F(Y) — F(X) est surjectif. Soit E(G) le groupe G considéré comme espace homogene
sous lui-méme. C’est un objet de Bg. Le topos Bg/g () est équivalent au topos ponctuel
(IV 8). Le morphisme E(G) — e (e objet final de Bg) est un épimorphisme. Pour tout
faisceau abélien F de Bg, le faisceau F|E(G) est flasque. En déduire que la propriété
d’étre flasque ou injectif n’est pas de caractere local.

EXERCICE 4.16. On dit qu’un topos E est engendré par ses ouverts si les ouverts de
E (i.e. les sous-objets de I'objet final e de E) forment une famille génératrice (I 7). Un tel
topos possede la propriété suivante :
(P) Toute famille épimorphique X; — X,i € I, est majorée par une famille épimorphique
Uj— X,j€J, ou les U; - X sont des monomorphismes.

a) Existe-t-il des topos qui possedent la propriété (P) et qui ne sont pas engendrés
par leurs ouverts ? Les topos associés aux espaces topologiques sont engendrés
par leurs ouverts. Si E est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)), pour
tout objet X de E, E,x est engendré par ses ouverts (resp. jouit de (P)). Tout
sous topos d’un topos engendré par ses ouverts est engendré par ses ouverts. La
propriété (P) n’est pas une propriété de caracteére local

b) Soient E en topos, Ouv(E) la catégorie des ouverts de E munie de la topologie
induite. Le foncteur d’inclusion Ouv(E) — E est un morphisme de sites, d’ou
un morphisme de topos IT : E — Ouv(E)™. Le foncteur IT* est pleinement
fidele. Le morphisme IT possede vis a vis de la 2-catégorie des topos engendrés
par leurs ouverts une propriété universelle que le lecteur explicitera.

c) Soient E un topos engendré par ses ouverts et Point(E) ’ensemble des points
a isomorphismes pres de E. Montrer que Point(FE) est petit. Mettre une topo-
logie sur Point(E) et définir un morphisme Top(Point(E)) — Ouv(E)~ fai-
sant de Top(Point(E)) un sous-topos de Ouv(E)~. Pour tout espace topologique
X, montrer que tout morphisme de Top(X) dans E fournit un morphisme de
Top(X) dans Top(Point(E)). Montrer qu'un topos engendré par ses ouverts est
équivalent a un topos Top(X) (X espace topologique) si et seulement s’il pos-
séde suffisamment de points. Montrer qu’il existe des topos engendrés par leurs
ouverts qui ne sont pas équivalents a des topos Top(X) ou X est un espace to-
pologique.

d) Soit E un topos possédant la propriété (P). Pour qu’un faisceau abélien Fsur E
soit flasque, il faut et il suffit que pour tout monomorphisme X < Y, I’homo-
morphisme F(Y) — F(X) soit surjectif.

e) Soit E un topos possédant la propriété (P). Montrer que la propriété pour un
faisceau F d’étre flasque est une propriété de nature locale.

f) Soient E un topos engendré par ses ouverts, e 'objet final de E. Pour qu'un
faisceau abélien F soit flasque il faut et il suffit que pour tout ouvert U de e, le
morphisme canonique F(e) — F(U) soit surjectif.

EXERCICE 4.17. (Faisceaux flasques et changement d’univers)

35

36



37

22 V. COHOMOLOGIE DANS LES TOPOS

Soient C un %-site (par exemple un %-topos) et 7 un univers contenant %. Notons
€ . Cy — Cg les catégories de faisceaux correspondantes et 'injection canonique. Soit
Fun % -faisceau abélien flasque sur C. On se propose de montrer que € F est flasque. On
remarque tout d’abord que pour tout objet X de Cy on a H(eX,eF) = 0 pour g > 0.
Tout objet Y 'de C5 admet une famille épimorphique e X; — Y, i € I oules eX; — Ysont

q
des monomorphismes. On en conclut que HY(Y,eF) = 1(21 F(X). Pour montrer que

eXsY
ces l(ian sont nuls pour g # 0, on peut se ramener au topos Ouv(Cq/y)”~ et utiliser le fait

que pour ce topos, un faisceau est flasque s’il 'est localement.

5. Les RYu, et la suite spectrale de Cartan-Leray relative a un morphisme de
topos

5.0. Soientu : (E,A) — (E’, A”) un morphisme de topos annelés, u, = E - E
le foncteur image directe. La notation u, désignera encore I'extension aux Modules du
foncteur image directe. Le foncteur u,, pour les Modules (a gauche pour fixer les idées)
est exact a gauche. Ses foncteurs dérivés droits sont notés Riu,, g > 0.

PROPOSITION 5.1. 1) Pour tout A-Module M, le faisceau Riu, M est le faisceau
associé au préfaisceau X' —» Hiw* X', M) (X' € ob E').

2) La formation des foncteurs Riu, commute aux restrictions des scalaires.

3) La formation des foncteurs Rlu, commute aux localisations. De maniére précise,
pour tout objet X' de E’, si on désigne parwx . Ejxx1 — E/y, le morphisme
déduit de u par localisation (IV 8), on a, pour tout A-Module M, un isomorphisme
canonique

(5.1.1) Riux))o(M|u*X') ~ Rlu (M)| X' ¢ >0.

Désignons par u} : E" — E'" le foncteur image directe pour les %-préfaisceaux
(uy M = M o u*). Comme u* et u, sont adjoints, on a un isomorphisme

u, = aul’,

ou a est le foncteur faisceau associé pour E’. Comme les foncteurs a et u} sont exacts,
on a

Ry, ~ aul FH1,
ce qui est une autre maniére d’énoncer 1). L’assertion 2) résulte alors de 1) et de 3.5. Par
définition du morphisme u,ys on a isomorphisme canonique (5.1.1) pour ¢ = 0. Le cas
général s’en déduit en remarquant que les foncteurs de localisation (IV 8) sont exacts et
transforment les objets injectifs en objets injectifs (4.11).

PROPOSITION 5.2. Soientu : E — E' un morphisme de topos et S’ une famille géné-
ratrice de E'. Les faisceaux M acycliques pour les foncteurs HOu*X',-), X' € S’, sont
acycliques pour le foncteur u,,. En particulier, les faisceaux flasques sont acycliques pouru,,.

Résulte de 5.1. 1).

PROPOSITION 5.3. Soientu : E — E' un morphisme de topos et M un Groupe abélien
de E. On a une suite spectrale :

(5.3.1) EY? = HP(E', Rlu,M) = H"Y9(E, M).
Plus généralement, pour tout objet X' de E’, on a une suite spectrale :
(5.3.2) EY? = HP(X', Rlu,M) = HP u*X', M).
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Par définition des foncteurs images directe et réciproque, on a un isomorphisme
HYX",u.M) ~ Hou*X', M). Le foncteur u, transforme les objets injectifs en fais-
ceaux flasques (4.6 et 4.9). Les suites spectrales proposées sont donc des suites spectrales
de foncteurs composés (0.3).

PROPOSITION 5.4. Soientu : E — E' etv : E' - E” deux morphismes de topos. On
a une suite spectrale

RPv, R, => RPY(vou),.

On a v,u, =~ (vu), et le foncteur u, transforme les objets injectifs en faisceaux
flasques (4.9) donc acycliques pour v, (5.2). On a donc une suite spectrale des foncteurs
composés (0.3).

6. Ext locaux et cohomologie a supports

6.0. Soient (E, A) un topos annelé, M un A-Module, a gauche pour fixer les idées.
Le foncteur N —» Hom 4(M, N), sur la catégorie des A-Modules a gauches et a valeurs
dans la catégorie des Groupes abéliens est exact a gauche (IV 12). Ses foncteurs dérivés
droits sont notés :

(6.0.1) Ext! (M, N).

En particulier, on a

(6.0.2) Ext}(M, N) = Hom,(M, N).

Par définition, on a des isomorphismes canoniques (2.1 et IV 12).

(6.0.3) HO(E,Ext%(M, N)) = Ext}(E; M, N) = Hom (M, N).

Plus généralement, pour tout objet X de E, on a (2.2)

(6.0.4) HOX,Exty(M, N)) = Ext}(X; M, N) = Homy x(M|X, N|X).
PROPOSITION 6.1. 1) La formation des foncteurs Ext’, commute aux localisations.

De maniére précise, pour tout objet X de E, on a des isomorphismes fonctoriels :

(6.1.1) Ext}(M, N)|X =~ Ext) y(M|X, N|X).

2) Le faisceau Ext,(M, N) est isomorphe au faisceau associé au préfaisceau X +~
Ext (X ; M, N).
3) Il existe une suite spectrale

(6.1.2) Ext’, (E; M, N) <= E}Y = HP(E,Ext)(F,G)).

Plus généralement, pour tout objet X de E, on a une suite spectrale fonctorielle en X et
en les arguments M et N

(6.1.3) Ext’,(X; M, N) <= E5}? = H?(X,Ext,(M, N)).
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Par définition, on a un isomorphisme (6.1.1) lorsque g = 0 (IV 12). Le cas général s’en
déduit compte tenu de fait que les foncteurs de localisation sont exacts et transforment
les Modules injectifs en Modules injectifs (2.2). Le foncteur N — Hom/(M,N) =
Ext}(M, N) transforme les Modules injectifs en faisceaux flasques donc en faisceaux
acycliques pour H%(X, -) (4.10). Les suites spectrales (6.1.2) et (6.1.3) sont des suites spec-
trales de foncteurs composés compte tenu de (6.0.3) et (6.0.4). Lorsque X varie dans E,
la suite spectrale (6.1.3) fournit une suite spectrale de préfaisceaux, d’otl en passant aux
faisceaux associés, une suite spectrale de faisceaux. Comme les faisceaux associés aux
préfaisceaux X — HP(X,-) sont nuls lorsque p # 0 (3.1), cette suite spectrale dégénére
et fournit 'isomorphisme annoncé dans 2).

PROPOSITION 6.2. Les foncteurs(M, N) — Exti(M, N), q > 0, forment un 6-foncteur
en la variable M et la variable N. De maniére explicite, pour toute suite exacte) —» N’ —
N-> N" >0 (resp.0 > M' > M - M" — 0) on a des longues suites exactes :

(6.2.1)

]
 — Ext{(M, N') — Ext{(M, N) — Ext{(M,N") 5 Ext’"'(M,N") — ...

(resp.
(6.2.2)

.. q " q q ' 8 q+1 "
— Exty(M",N) — Ext;(M,N) — Ext,(M',N) - Ext, (M",N)— --).

Il résulte des propriétés générales des foncteurs Ext? que pour tout objet X de E,
les foncteurs (M, N) — Extf{l(X i M,N), g > 0, forment un §-foncteur en chacun des
arguments, d’ou I’assertion, en faisant varier X et en prenant le faisceau associé (6.1).

6.3. Soient (E, A) un topos annelé, M un A-Module, Z un fermé de E (IV 9), U
I'ouvert complémentaire. On note H2(E, M) le groupe des sections de M dont le support
est contenu dans Z (IV 14) et %’g(M ) le sous-faisceau de M défini par les sections de
M «a supports dans Z » (IV 14). Les foncteurs H %(E et I g(-) sont exacts a gauche
(IV 14). Les foncteurs dérivés sont notés H%(E, -) et H(-) respectivement et appelés les
groupes (resp. faisceaux) de cohomologie de M a supports dans Z..

On a des isomorphismes canoniques (IV 14)

(6.3.1) HY%E, M) ~Homy(Az, M) ~ Ext)(E; Az, M),
(6.3.2) (M) ~ Hom (A, M) ~Ext(A,, M),
d’ou des isomorphismes pour tout g > 0

(6.3.3) H%(E,M) ~ Ext}(E; Az, M),

(6.3.4) HH(M) ~ Extl(Az, M).

On remarquera que A étant un biModule, les faisceaux Extg(A 7, M) ~ (M) sont
munis canoniquement de structures de A-Module.

Pour tout objet X de E, notons Z,x le sous-topos fermé de E,x déduit de Z par
localisation (c’est le complémentaire de U X X). Par définition, on a des isomorphismes
canoniques

(6.3.5) HOX, 5 (M)) = X3 (Ejx, M|X).

i. Comparer avec SGA 2 I pour le cas des espaces topologiques ordinaires, ainsi que ’exposé de
HARTSHORNE cité p-80 plus bas.
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On pose
(6.3.6) HL(X, M) ~ H%/X(E,X, M|X).
Compte-tenu de (6.3.2), on a des isomorphismes canoniques
(6.3.7) HY(X, M) ~ Ext)(X; Az, M).
PROPOSITION 6.4. 1) La formation des foncteurs 2 commute a la localisation.

De maniére précise, pour tout objet X de E, et tout A-Module M, on a des isomor-
phismes canoniques

(6.4.1) HYM)|X ~ X5 (M|X).

2) Le faisceau (M) est le faisceau associé au préfaisceau X — HZ(X, M).
3) Il existe une suite spectrale :

(6.4.2) HY(E, M) <= HP(E, #4(M)).
Plus généralement, pour tout objet X de E, il existe une suite spectrale
(6.4.3) H(X, M) <= HP(X, Z3(M)).

On ne fait que traduire la proposition 6.1 a I’aide du dictionnaire 6.3.

PROPOSITION 6.5. Avec les notations de 6.3, notons j : U — E le morphisme canonique.
Pour tout A-Module M, il existe une suite exacte de faisceaux :

(6.5.1) 0— HIM)— M — j (M|U) — ZLM)— 0,
et des isomorphismes pourq > 2 :
(6.5.2) HYM) ~ Exty (Ay, M) ~ R\ j (M|U).

On a de plus, une longue suite exacte
653) - — HY(E,M) — HYE,M) — HYU,M) — H ' (E,M) — -1
V4 z

et plus généralement, pour tout objet X de E, on a une longue suite exacte
(6.5.4)
w — HY(X, M) — HY(X, M) — HY(X xU, M) — H'(X, M) — ---.

Par définition de A, on a une suite exacte (IV 14)
(6.5.5) 0—Ay—A— A, — 0.

Les foncteurs Extz‘ (A, ) sont nuls pour ¢ > 0. Ona Hom 4 (A, M) ~ j (M|U) (IV 14)
et par suite (2.2) Exti(AU, M) ~ Rij (M|U). Enfin Exti(AZ, M) ~ Z’g(M) (6.3.4).
La longue suite exacte (6.2.2) fournit dans ce cas (6.5.1) et (6.5.2). Les suites exactes

(6.5.3) et (6.5.4) résultent du dictionnaire 6.3 et de la longue suite exacte du é-foncteur
Ext% (X;-, M), q > 0, associée a (6.5.5).

PROPOSITION 6.6. 1) Les faisceaux flasques sont acycliques pour les foncteurs 7
et HY(X, ).

ii. cette suite exacte précise le role des invariants cohomologiques globaux H%(E, N) comme des
« groupes de cohomologie de E modulo I'ouvert U, a coeflicient dans M ».
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2) Les foncteurs %g et H%(X, -) commutent aux restrictions des scalaires.

Soit M un faisceau flasque. La suite exacte (6.5.4) fournit des égalités HZ(X, M) =0
pour tout X et tout g > 2 et une suite exacte

0— HYX,M)— HX,M)— H%XxU,M)— HL(X,M)— 0.

Mais le faisceau M étant flasque, le morphisme H(X, M) — H°(XxU, M) est surjectif
4. Par suite H 1Z(X , M) = 0et M estacyclique pour H %(X ; M). En passant aux faisceaux
associés, on en déduit que M est acyclique pour le foncteur # g (6.4). 1l est clair que
les foncteurs # g et H%(X ,-) commutent aux restrictions des scalaires et comme les
faisceaux flasques sont acycliques pour ces deux foncteurs, la propriété 2) en résulte.

PROPOSITION 6.7. Soient (E, A) un topos annelé, Z un fermé de E, U l'ouvert com-
plémentaire, M et N deux A-Modules. Il existe des isomorphismes fonctoriels en M et N
compatibles avec les changements de fermés :

HY(Hom (M, N)) ~ Hom (M, Z%(N)) ~ Hom,(M ®, A, N).
Résulte de (IV 14) compte-tenu de (6.3.2).

6.8. On pose
(6.8.1) Hom, ,(M,N) = #%(Hom (M, N)).

Le foncteur N = Hom, (M, N) est exact a gauche. Ses foncteurs dérivés sont notés
Ext% (M, N) : ce sont les faisceaux Ext d supports dans Z. On a donc

(6.8.2) Ext} ,(M,N)=Hom, ,(M,N).

Posons M, = M ® 4 A,. Il résulte de IV 14 que M , est 'image directe sur E de I'image
réciproque sur Z de M. On a donc, compte tenu de 6.7 des isomorphismes

(6.8.3) Exti’ ~(M,N) ~Ext{ (M, N).
Passons maintenant aux invariants globaux. On pose
(6.8.4) Homy (M, N) = Ext} ,(E; M, N) = H}(E,Hom (M, N)).

Le groupe Hom, (M, N) est le sous-groupe du groupe des morphismes de M dans N
dont le support est dans Z (IV 14) i.e. qui sont nuls sur U. Plus généralement, pour tout
objet X de E, on pose

(6.8.5) Extg’Z(X;M,N) = H%(X,Hom (M, N)).
Les foncteurs N — Extg’ ~(X; M, N) sont exacts a gauche. Les foncteurs dérivés sont

notés Ext (X, M, N). Ce sont les groupes Ext a supports dans Z. Les définitions (6.3.6),
(6.8.1) et (6.8.5) et les isomorphismes 6.7 fournissant des isomorphismes

HY%X,Hom, »(M,N)),
(6.8.6) Ext)) ,(X; M, N) ~ {Ext’(X; M, /2(N)),
Ext’(X; M, N).
Le dernier isomorphisme de (6.8.6) fournit des isomorphismes

(6.8.7) Ext) ,(X; M, N) =~ Ext(X; Mz N).
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PROPOSITION 6.9. 1) Il existe deux suites spectrales fonctorielles en M et N com-
patibles avec les changements de fermés

EDY = 7 D(Exty, (M, N)),

(6.9.1) Ext) 2(M,N) <
’ 'EY? = Exth (M, ZL(N)).
2) 1l existe trois suites spectrales fonctorielles en X, M et N compatibles avec les
changements de fermés

EYY = HY(X,Ext) (M, N)),
(6.9.2) Exti'9(M,N) < ' E%" = H?(X,Ext}, ,(M, N)),
“EDY = Exth(X; M, ZL(N)).

. q . . .
3) Les faisceaux Exty ,(M, N) sont canoniquement isomorphes aux faisceaux asso-
ciés aux préfaisceaux X — Exti (X M,N).

Lorsque N est injectif, le faisceau Hom 4 (M, N) est flasque 4.10 donc acyclique pour
H g (6.6). La premiére suite spectrale de (6.9.1) est une suite spectrale de foncteurs com-
posés (6.8.1). De méme, lorsque N est injectif, %g(N) est injectif (4.11) et la deuxieme
suite spectrale de (6.9.1) est une suite spectrale de foncteurs composés déduite de 6.7.
Les suites spectrales de (6.9.2) sont des suites spectrales de foncteurs composés déduites
de la définition (6.8.5) et les deux premiers isomorphismes de (6.8.6). Enfin, en faisant
varier X dans la deuxiéme suite spectrale de (6.9.2) et un prenant les faisceaux associés,
on obtient une suite spectrale de faisceaux qui dégénere grace a 3.1 et qui fournit les
isomorphismes de 3).

PROPOSITION 6.10. Les foncteurs (M, N) ~ Ext} ,(M,N), q > 0, et (M,N)
Ext’j"Z(X ; M, N), q >0, sont des 6-foncteurs en chacune des variables M et N. En notant

My, le faisceau M @ 4 Ay (cf. IV 11), on a une longue suite exacte
(6.10.1)

6 6
. 3 Ext’, ,(M, N) — Ext},(M, N) — Ext},(My, N) > Ext{ ,(M,N) — ...
et une suite exacte analogue par les groupes Ext.

Les foncteurs Extj(-, et Exti (X;.,-) forment des 6-foncteurs par rapport a chacune
des variables (6.2) et le foncteur M — M , est exact car A, est plat (1.3.3). La premiére
assertion résulte donc des isomorphismes (6.8.3) et (6.8.7). La suite exacte (6.10.1) et la
suite exacte analogue pour les groupes Ext est la longue suite exacte du 6-foncteur

Extg(-, N), q > O(resp. Extg(X; +N),g>0)
relative a la suite exacte 0 - My; - M — M, — 0, compte tenu de (6.8.3) et (6.8.7).

6.11. Indiquons briévement comment on peut étendre ces résultats au cas des fa-
milles de supports. Soit E un topos. Pour tout objet X de E désignons par Fer(X) I'en-
semble des fermés du topos E,y. Cet ensemble est en correspondance biunivoque, par
passage au complémentaire, avec 'ensemble des ouverts du topos E,y, i.e. avec 'en-
semble des sous-objets de X (IV 8). Le préfaisceau Fer : X — Fer(X) est en fait un
% -faisceau ainsi qu’on le vérifie immédiatement, il est donc représentable. En d’autres
termes, il existe un objet de E noté encore Fer et un fermé Zy,.. de E g, tel que pour
tout X, tout élément de Fer(X) se déduise de Zy.,. par un changement de base par un
morphisme u, : X — Fer uniquement déterminé par Z.
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DEFINITION 6.12. On appelle famille de supports de E un sous-ensemble @ de I’ensemble
des fermés de E qui posséde les propriétés suivantes :

(S1) La réunion d’une famille finie d’éléments de @ appartient a @
(S2) Tout fermé de E contenu dans un élément de @ est un élément de ®@.

6.12.1. Soient E un topos, @ une famille de supports de E, X un objet de E. On
désigne par @(X) la plus petite famille de supports de E,y qui contient les fermés de
E,x déduits de fermés de @ par le changement de base X — e (e objet final de E). Le
foncteur X — @(X) est un sous-préfaisceau du faisceau Fer. Il est donc séparé.

6.12.2. Ondit qu’une famille @ de supports de E est de caractére local si elle possede
la propriété suivante :

(CL) Pour toute famille épimorphique (X; — e), i € I (ou e est 'objet final de E) la suite
d’ensembles

> — HcD(Xi) = HcD(X,. X X))
i i,j

est exacte.

Soit a® le faisceau associé au préfaisceau X — @(X) (6.12.1). La condition (CL) est
équivalente a la condition que le morphisme canonique @ — a®(e) soit une bijection.
(cf. la construction du faisceau associé dans II dans le cas d’un préfaisceau séparé). Pour
vérifier (CL) on peut donc se limiter a une famille finale de familles épimorphiques (X; —
e),i€l

EXEMPLE 6.12.3. 1) Soit Z un fermé de E. L’ensemble des fermés de E contenus
dans Z est une famille de supports de E. Elle est de caracteére local.

2) Soit T un espace topologique et @ une famille de supports paracompactifiants
de T [7]. La famille @ n’est pas, en général, de caractere local.

3) Soient T un espace topologique et p un entier. La famille de @, des fermés de
T de codimension de Krull > p, est une famille de supports de T. Elle est de
caractere local.

4) Soit E un topos possédant la propriété suivante : toute famille épimorphique
(X; = e), i € I, est majorée par une famille épimorphique finie. Alors toute
famille de supports de E est de caractere local. En effet, en utilisant I'exemple 1),
il suffit de montrer qu’une limite inductive filtrante @, de familles de caractere
local est une famille de caractere local, ce qui résulte immédiatement du passage
a la limite inductive sur la suite d’ensembles

o, — [[@:x) 3 [[ X x X)),
i i,j

ou (X; — e), i € I, est une famille épimorphique finie. En effet d’apres 6.12.2 et
I’hypothese sur E, on peut se limiter a des familles épimorphiques finies pour
vérifier les conditions (CL) et comme les limites inductives filtrantes commutent
aux limites projectives finies (I 2), 'exactitude de ces suites d’ensembles est
conservée par passage a la limite inductive.

5) Soit E un topos cohérent (VI 2.3). Alors d’apres ce qui préceéde toute famille de
support de E est de caractere local.
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6.13. Soient (E, A) un topos annelé, @ une famille de supports de E, N un A-Module
(a gauche pour fixer les idées), X un objet de E. On pose

0 —1; 0
(6.13.1) H(N) = lim ZH(N),
VAS
0 . B 0
(6.13.2) HQ(E,N) = lim H)(E, N).
YA}
Soit M un A-Modules a gauche, on pose : 47
(6.13.3) Ext) (M, N) = Hom, o(M, N) = lim Ext} (M, N),
Zed
(6.13.4)  Ext) 4(X; M, N) = Hom x ox)(M|X, N|X) = lim Ext) ,(X; M, N).
zZed
On a des isomorphismes canoniques :
(6.13.5) Ext)) (M, N) ~ ZJ(Ext) (M, N)),
(6.13.6) Ext) o(X; M, N) ~ HO((X,Ext{ (M, N)).

Lorsque @ est la famille des fermés contenus dans un fermé Z, on a des isomor-
phismes :
H(IO) o~ %g
HY ~ HY
Extg’d,(g D)~ Extg’Z(~, 2
ExtQ (X, ) = Exty (X, ).

(6.13.7)

Les limites inductives qui définissent les foncteurs précédents sont filtrantes. Par suite
ces foncteurs sont exacts a gauche. Leurs foncteurs dérivés droites sont notés :

(6.13.8) H g Hap EXty 4 (-, ), Ext}) 5(X;.,0).

IIs se calculent eux aussi par limites inductives des foncteurs # 4 H%, etc. pour Z
parcourant @.
Des isomorphismes (6.13.5) et (6.13.6), on tire deux suites spectrales par passage a la
limite inductive sur la premieére suite spectrale de (6.9.1) et la premieére suite spectrale de
(6.9.2) :

(6.13.9) Ext'J(M,N) < E}" = Z}(Ext| (M, N)),

(6.13.10) Extl{2(X; M, N) « E}? = Hj(X,Ext),(M, N)).

48
6.14. Avec les notations de 6.13, on a, sans hypothése sur @, un morphisme fonc-

toriel
(6.14.1) 0 : HY(N) — HO(E,%3(N)).

Ce morphisme est toujours injectif mais n’est pas en général un isomorphisme. Cepen-
dant, si @ est de caracteére local, le morphisme 6 est un isomorphisme ainsi qu’on le vérifie
immédiatement. De méme si @ est de caractére local, on a un isomorphisme

(6.14.2) 0" : Ext 5(E; M, N) = H(E,Ext} ,(M, N)).
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PROPOSITION 6.15. Soient (E, A) un topos annelé, tel que E soit cohérent (VI) @ une
famille de supports de E, M et N deux A-Modules. Il existe deux suites spectrales :

(6.15.1) HLM(E,N) « E}Y = HY(E, Z4(N)),
(6.15.2) Exp/d(E; M, N) & E} = HP(E,Ext}) ;(M, N)).

Ces suites spectrales se déduisent de la suite spectrale (6.4.2) et de la deuxiéme suite
spectrale (6.9.2) par passage a la limite inductive sur les fermés Z de @, compte tenu de
ce que la cohomologie d’un topos cohérent commute aux limites inductives de faisceaux

(IV 5).

6.16. Signalons, sans démonstration, qu’on peut étendre au cas des famille de sup-
ports la deuxiéme suite spectrale de (6.9.1) et la troisiéme suite spectrale de (6.9.2) (avec
X= objet final de E) en supposant que le topos E est cohérent et que le Module M est
parfait [13].

Enfin on peut aussi généraliser la notion de familles de supports en introduisant les
préfaisceaux de familles de supports, les faisceaux de familles de supports et les groupes

et faisceaux de cohomologie correspondants™.

7. Appendice : Cohomologie de Cech

En développant une idée due a P. Cartier, on montre dans ce paragraphe comment
on peut dans un topos quelconque, calculer la cohomologie d’un faisceau a I’aide de
recouvrements. Pour la théorie classique des espaces paracompacts, on renvoie a [7];
pour une autre méthode qui s’applique a certains topos, et en particulier au topos étale,
voir [14].

7.1. Squelette et cosquelette.

7.1.0. Soit A la catégorie des simplexes types (les objets de A sont les ensembles
ordonnés 4, = [0, ..., n], les morphismes sont les applications croissantes). Soient E un
%-topos et A(E) de catégorie des préfaisceaux sur A a valeurs dans E, autrement dit la
catégorie des objets semi-simpliciaux de E. Désignons par A[n] la sous-catégorie pleine
de A définie par les objets 4,, p < n, par i, : A[n] — A le foncteur d’inclusion et par
A E[n]la catégorie des préfaisceaux sur A[n] a valeurs dans E, autrement dit, la catégorie
des objets semi-simpliciaux tronqués a l'ordre n de E. D’aprés 15.1, on a une suite de trois
foncteurs adjoints (I 5.3)

in!

AE[n] i AE

i

nk

ou le foncteur i} est le foncteur restriction a la catégorie A[n], et ou les foncteurs i, et
i,; sont respectivement ses adjoints a droite et a gauche. On notera que AE et AE[n]
sont des %-topos (IV 1.2) et que (i}, i,,) est un morphisme de topos (IV 3.1) qui est un

plongement de AE[n] dans AE (I5.6. et IV 9.1.1).

DEFINITION 7.1.1. On note sk, (resp. cosk, ) et on appelle foncteur squelette d’ordre n
(resp. foncteur cosquelette d’ordre n) le foncteur i, i) (resp. i,.i,) de Ap dans Ag.

Les foncteurs squelette et cosquelette sont d’'un usage constant en théorie des en-
sembles semi-simpliciaux [3].

iii. cf. [12] chap.IV, §1 (Lecture Notes 20, Springer) pour le développement de ces notions sous
forme de fugue avec variations.
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PROPOSITION 7.1.2. 1) Le morphisme d’adjonction sk, — id est un monomor-
phisme. Les morphismes canoniques sk, sk,, — sk, (resp. cosk, — cosk, cosk,,)
sont des isomorphismes lorsque n < m (resp. n > m).

2) Soitu : E — E’ un morphisme de topos. Le foncteur u*, prolongé aux objets

semi-simpliciaux et semi-simpliciaux tronqués, commute aux foncteursi,, i, sk,
cosk,,.

La premiére assertion résulte immédiatement des définitions. Pour démontrer 2), il
suffit de constater que, d’apres I 5.1, les foncteurs i, ..., cosk, se calculent a I'aide de
limites inductives et de limites projectives finies.

7.2. Un lemme d’acyclicité.

7.2.0. Soit M un groupe abélien de E. L’homologie d’'un objet semi-simplicial K de
k, a coefficients dans M, se définit de la maniére usuelle : On considére d’abord A(K), le
groupe semi-simplicial abélien libre engendré par K, puis on forme le produit tensoriel
M ® 7 A(K) ; on obtient ainsi un groupe semi-simplicial abélien de E. On considére alors
le complexe de groupes abéliens associé (en formant le somme alternée des opérateurs
bord) et on en prend I’homologie. Les objets d’homologie sont notés H;(K, M). Ce sont
des groupes abéliens de E. Lorsque M est le groupe Z (groupe abélien libre engendré
par 'objet final de E), on note plus simplement H;(K). Les groupes H;(K) sont appelés
les groupes d’homologie de K. On dit qu’un objet semi-simplicial K est acyclique si pour
tout groupe abélien M de E, les groupes H;(K, M) sont nuls (i > 0) ou, ce qui est
équivalent, si les groupes H;(K, M) sont nuls (i > 0).

La formation de I’homologie commute aux images réciproques par les morphismes
de topos.

Le but de ce numéro est de prouver le lemme suivant :

LEMME 7.2.1. Soient E un topos, K, et L, deux objets semi-simpliciaux de E, v, : K, —

L, un morphisme d’objets semi-simpliciaux, n un entier > 0. On suppose que le morphisme
v posséde les propriétés :

1) Pour tout entier p < n (p = 0) le morphisme v, : K, — L, est un isomorphisme.

Uﬂ
2) Le morphisme K,, — L,, est un épimorphisme.
3) Les morphismes canoniques K, — cosk,(K,), L, — cosk,(L,) sont des isomor-
phismes.

Alors, pour tout entier p, le morphisme v, est un épimorphisme et le morphisme v, induit
un isomorphisme sur les objets d’homologie.

REMARQUE. La démonstration montre en fait, qu’en adoptant une définition conve-
nable de I'homotopie dans les topos, le morphisme v, est une équivalence d’homotopie.

PREUVE. On peut supposer que E est le topos des faisceaux sur un petit site C (IV
1) et que par suite E est un sous-topos d’un topos E’ ayant suffisamment de foncteurs
fibres (par exemple le topos C"). Notons a* : E’ — E le foncteur image inverse par le
morphisme de plongement E < E’. Soit

v,[n] : K.[n] — L,[n]

le morphisme d’objets semi-simpliciaux tronqués obtenu en tronquant v, a 'ordre n.
Notons L,[n]’ 'image (dans E’) de K,n par v,[n], v,[n]" : K,[n] — L,[n]" le morphisme
induit par v,[n]. Posons L! =i, L,[n]", K! =i,K,[n],v! =i,0,.[n]" (le foncteur i,,
est ici relatif a E’). D’aprés 1), le morphisme v! : K! — L! posséde les propriétés
1), 2), 3) du lemme. De plus, d’aprés 2), 3) et 7.1.2, le morphisme a*v ! n’est autre que
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v,. Il suffit donc de démontrer le lemme pour v! et par suite on peut supposer que E
possede suffisamment de foncteurs fibres ; donc, en utilisant ces foncteurs fibres, on peut
se ramener au cas ou E est la catégorie des ensembles.

On constate tout d’abord que les hypothese du lemme sur le morphisme v, sont
stables par tout changement de bases M, — L, ou M, est un cosquelette d’ordre n. Par
suite la fibre P, de v, en un point base quelconque de L, est du type i, P,[n] ou P,[n] est
un complexe non vide tronqué a 'ordre n de la forme

(7.2.2) P—e—e—e— - —e

Notons, pour tout entier i, 64; 'ensemble semi-simplicial bord du simplexe 4;. Tout
morphisme de 64; dans P. se prolonge en un morphisme de 4; dans P,. En effet, la pro-
priété est évidente si i > n car P, est un cosquelette d’ordre n et elle est claire pour
i < n d’apres la description (7.2.2). Comme P, est un complexe de Kan, P, est homoto-
piquement trivial [6]. Notons que le morphisme v, est une fibration au sens de Kan [6].
Comme les fibres de cette fibration sont homotopiquement triviales, v, induit un isomor-
phisme sur les groupes d’homotopie de K, et L, en tous les points bases de K,. D’apreés le
théoreme d’Hurwitz, ceci implique que v, induit un isomorphisme sur I’homologie [6].
Ceci démontre la deuxieme assertion de lemme. Pour démontrer la premiere assertion,
on remarque que tout morphisme d’'un complexe tronqué a I'ordre n dans L,[n] se reléve
en un morphisme dans K, [n]. Par suite, d’apres 3), tout morphisme d’un complexe dans
L, se reléve en un morphisme dans L,. Donc v, est surjectif.

7.3. Hyper-recouvrements.

7.3.0. Soit C un site, appartenant a I'univers U, ou les produits fibrés et les produits
de deux objets soient représentables. Désignons par C” le topos des U-préfaisceaux sur
C et par C"~ le topos des U-faisceaux sur C. Un objet K de C* est dit semi-représentable
s’il est isomorphe a une somme directe de préfaisceaux représentables.

Soit S R(C) la sous-catégorie pleine de C” définie par les objets semi-représentables.
Dans la catégorie S R(C) les limites projectives pour des catégories d’indices finies non
vides sont représentables, et le foncteur d’inclusion S R(C) & C” commute a ces limites
projectives finies. D’apres une remarque déja faite, on en déduit que si K, est un objet
semi-simplicial tronqué a 'ordre n de C” dont tous les objets sont semi-représentables, le
prolongement i}} (K,) posséde la méme propriété. Donc si K, est un objet semi-simplicial
de C" dont tout objets sont semi-représentables, alors pour tout n, I'objet cosk,(K,)
possede la méme propriété.

7.3.1. Définitions et notation.

.Soit p > 0 un entier. Un objet semi-simplicial K, de C" est appelé un hyper-

recouvrement de type p de C, ou lorsqu’aucune confusion n’en résulte, un hyper-recouvrement

de type p, s’il possede les propriétés suivantes :

HR1) Pour tout entier n > 0, K, est semi-représentable.

HR?2) Le morphisme canonique K, — cosk,(K,) est un isomorphisme.

HR3) Pour tout entier n > 0 le morphisme canonique de préfaisceaux: K, ; —
(cosk,(K,)),41 est un isomorphisme couvrant de préfaisceaux (II 6.2). Le mor-
phisme canonique de préfaisceaux K, — e, ou e est 'objet final de C*, est un
morphisme couvrant de préfaisceaux.

. Un hyper-recouvrement de type p est un hyper-recouvrement de type g pour tout
q > p. Un objet semi-simplicial K, sera appelé un hyper-recouvrement (de C) s’il posséde
les propriétés HR 1) et HR 3).
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. On désignera par H R, (resp. H R) et on appellera catégorie des hyperrecouvre-
ments de type p (resp. catégorie des hyper-recouvrements) la catégorie suivante :

a) Les objets de H R, (resp. H R) sont les hyper-recouvrements de type p (resp. les
hyper-recouvrements).

b) Soient K, et L, deux objets de H R, (resp. H R). Un morphisme de H R, (re-
sp. HR) de source K, et de but L, est un morphisme v. : K, — L, d’objets
semi-simpliciaux de C".

. Soient C un site ou les produits fibrés soient représentables et X un objet de C. Un
hyper-recouvrement de X (resp. un hyper-recouvrement de type p de X) sera un hyper-
recouvrement du site C/X (resp. un hyper-recouvrement de type p de C/X). On définit
de méme la catégorie des hyper-recouvrements de X (resp. du hyper-recouvrement de
type p de X). On a une suite de foncteurs d’inclusion :

+HR, > HR, | < - < HR.

Ces foncteurs sont pleinement fideles. Nous noterons H R la limite inductive des ca-
tégories HR,,.

. Désignons, pour tout entier n > 0, par 45, 'objet semi-simplicial type de dimen-
sion n a valeur dans la catégorie des ensembles, i.e. le foncteur sur A représenté par
I'ensemble ordonné [0, n]. On désigne par Af, le préfaisceau sur C (a valeur dans la caté-
gorie des ensembles semi-simpliciaux constant de valeur 4,. Le préfaisceau 4¢, est donc
un préfaisceau d’ensemble semi-simplicial. Les deux injection canoniques de 4, dans 4,
définissent deux morphismes de préfaisceaux semi-simpliciaux :

et définissent, par suite, pour tout préfaisceau semi-simplicial K,, deux injections cano-
niques :
€0

K

K, X 4].

€1

g

Deux morphismes K, ——= L, depréfaisceaux semi-simpliciaux sont dits morphismes

U

homotopes s’il existe un morphisme
v:K xAl— L,

tel que les diagrammes :

K, x Af

¢
Kl
\ f i=0,1
L.

soient commutatifs. Le morphisme v est appelé une homotopie reliantuy au;. La relation :
uo et u; sont deux morphismes homotopes de K, dans L,, n’est pas, en général, une
relation d’équivalence. Cependant la relation d’équivalence engendrée par cette relation
est compatible avec la composition des morphismes. Cela nous permet donc de définir
la catégorie des préfaisceaux semi-simpliciaux a homotopie pres, en passant au quotient
par la relation d’équivalence engendrée par la relation d’homotopie.
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. On définit ainsi les catégories H' R ), H R ,, H R, catégories des hyper recouvrements
a homotopie pres.

THEOREME 7.3.2. Soit C un site satisfaisant aux conditions 7.3.0.

1) La catégorie 7{732 (resp. }[ﬁo) est filtrante (1 2.7).
2) Soient K, un objet de H R, (resp. de H R), n un entier tel que0 < n < p (resp. 0 <
n), et
u: X—K,

un morphisme couvrant de préfaisceaux. Il existe un objet L, de H R, (resp. de
H R) et un morphisme f : L, - K., tels que le morphisme

fn:Ln_)Kl’l

se factorise par u.

3) Les faisceaux semi-simpliciaux associés (I 3.5) aux hyper-recouvrements sont acy-
cliques (7.2.0) en degrés strictement positifs. Le 0-éme faisceau d’homologie est iso-
morphe au faisceau associé au faisceau constant Z.

PREUVE. Démontrons 3). Soit K[~ le faisceau semi-simplicial associé a K,. Le foncteur
« faisceau associé » commute au foncteur cosk, (7.1.2. 2)). Par suite le faisceau semi-
simplicial K.” possede les propriétés suivantes :
a) Le morphisme canonique K, — e est un épimorphisme de faisceaux.
b) Pour tout entier n > 0, le morphisme canonique K, ; — (cosk,(K,)),, est un
épimorphisme de faisceaux.

morphismes de faisceaux semi-simpliciaux :

Posons alors, pour n > 0, L,I1 = cosk, K;". On a alors, pour tout n, une suite de

Vo

o U Un
K~5 L, 5L, o —Lg—e,
n n—1 0

56 et pour tout j, 0 < j < n, v; posseéde les propriétés de 7.2.1. De plus, le morphisme u,
induit un isomorphisme sur les composants de degré < n. On déduit alors de 2.1 par
récurrence sur 1, que K- est acyclique.

Pour démontrer 1) et 2) nous introduirons une terminologie.

DEFINITION 7.3.3. Soit f : X, — Y, un morphisme de préfaisceaux semi-simpliciaux.
On dit que f est spécial de type p (resp. spécial) si :
1) Les objets X, et Y, sont canoniquement isomorphes a leurs cosquelettes d’ordre p et
cosk,(f) = f (resp. pas de conditions sur f, X, et Y,).
2) Pour tout entier n tel que 0 < n < p (resp. 0 < n), le morphisme @, figurant
dans le diagramme ci-apres est couvrant :

fn+1
Xn+1 Yn+1
cz5n+l
Pn+l
(cosk, X.),41 (cosk, Y,),41-

(cosk,, fuy1
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(Les fleches verticales sont définies par les morphismes canoniques X, — cosk, X,
etY, — cosk, Y,. L'objet P, est le produit fibré et @, | est 'unique fléche ren-
dant le diagramme commutatif).
3) Le morphisme f : X, — Y, est couvrant.
Un préfaisceau semi-simplicial K, est dit spécial de type p (resp. spécial) si le morphisme
canonique :
K, — e, (e, estl’objet semi-simplicial final)

est spécial de type p (resp. spécial) i.e. si K, satisfait les conditions HR 2) et HR 3) (resp. HR
3)) de 7.3.1.1.

LEMME 7.3.4. 1) Le composé de deux morphismes spéciaux (resp. spéciaux de type
p) est un morphisme spécial (resp. spécial de type p).

f
2) Soient K, un préfaisceau semi-simplicial spécial (resp. spécial de type p), X, — Y,
un morphisme spécial (resp. spécial de type p) etu : K, — Y, un morphisme de
complexes. Alors le produit fibré P, = K, Xy X, est spécial (resp. spécial de type
p).

La preuve de ce lemme est laissée au lecteur.

7.3.5. Démonstration de I'assertion 2) de 7.3.2. : On peut tout d’abord supposer que X
est semi-représentable. Pour tout objet semi-simplicial L,, désignons par Hom (L., K.,)
I’ensemble des morphismes d’objets semi-simpliciaux munis d’une factorisation L, —
XS K,. Le foncteur Homy (-, K,) est représentable. En effet ce foncteur transforme
les limites inductives en limites projectives, et la catégorie A(C") est un topos. On dé-
signera par P un objet qui représenta ce foncteur. Pour un objet Z de C*, dédaignons
de méme par j;F(Z) I'objet qui représente le foncteur. L, = Hom(L,,, Z) sur AC*, dont
la construction par 1(21 est explicitée dans III 1.1. On constate ici que cette construc-
tion ne fait intervenir que des l(in finies, d’ou on conclut aussitdt que j;' transforme
préfaisceaux semi-représentables en préfaisceaux semi-simpliciaux a composantes semi-
représentables, et morphismes couvrants Z' — Z en morphismes spéciaux (7.3.3).

Par définition de P,, on a un carré cartésien :

P, Jr(X)
(W)
K, Jr(K,)

D’aprés ce qu'on vient de signaler, les objets semi-simpliciaux j(X) et j(K,) sont
semi-représentables et le morphisme j,F (1) est un morphisme spécial de type n. 1l suffit
alors pour conclure d’appliquer 3.4. et le sorite 7.3.0.

. Soient M, et N, deux préfaisceaux semi-simpliciaux. Le foncteur :

L, —» Hom(L, Xx M,,N,)
est représentable. Le préfaisceau semi-simplicial qui le représente sera noté
Hom,(M,, N,).

Le préfaisceau composant de degré n de cet objet sera noté Hom,(M,, N,). On a un
isomorphisme canonique

Hom, (M., N,) = Homy(M, X A, N).
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LEMME 7.3.6. Soit

M.( N.
sk, 45,41 A (u I'injection canonique)

un diagramme co-cartésien de préfaisceaux semi-simpliciaux.
Pour tout hyper-recouvrement L,, le morphisme :

Hom(N,, L,) — Hom,(M,, L,)
est couvrant.

PREUVE. On a un diagramme cartésien :

HomO(Na’Lo) HOmO(M., Ln)

l |

Homy(4¢, . L)~ Homy(sk, (4, . L.).

Il suffit donc de montrer que le morphisme (%) est couvrant. Or le morphisme () est
isomorphe au morphisme :
Ln+1 - (COSkn L-)n+1

qui est couvrant par hypotheése, C.QFD.

7.3.7. Démonstration de I’assertion 1) de 7.3.2. : Le produit de deux objets HRp
(resp. de H R) est encore un objet de H R, (resp. de H R) (7.3.4). Pour démontrer que
la catégorie J 7{?2 (resp. H ®°) est filtrante, il suffit de montrer qu’étant donnés deux
morphismes de H R, (resp. H R)

Uo

K

L

uj
il existe un morphisme v : M, — K, de H R, (resp. de H R) tel que les morphismes :

ugv

M.

L

uv

soient homotopes, i.e. tel qu’il existe w : M, X A{ — L, rendant commutatifs les dia-
grammes

e

M, —— M, x A
(X) v w
Ui
K, L, i=0,1.

Soit alors, pour tout objet semi-simplicial M, de C* (non nécessairement un hyper-
recouvrement), F'(M,) I'ensemble des couples (v,w) : v : M, - K,,w : M XA{ - L,
tels que les diagrammes (x) soient commutatifs. Le foncteur M, — F(M,) est un foncteur
contra cariant en M, qui transforme les limites inductives en limites projectives, et qui
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par suite est représentable par un objet semi-simplicial F,. L’objet F, est évidemment le
sommet d'un diagramme cartésien :

F,

Hom, (47, L.)

K

* Up>Uj

L,xXL,,

ou 7 est défini par les deux inclusions de 4;; dans 4f. Il suffit donc, pour démontrer
I'assertion, de montrer que F. est un objet de H R, (resp. de HR) et pour cela, d’apres
7.3.4 2) et le sorite 7.3.0, il suffit de montrer que

a) Hom, (49, L,) est semi-représentable,
b) le morphisme 7 est spécial de type p (resp. spécial).

On vérifie tout d’abord immédiatement que Hom, (4], L,) est un objet semi-simplicial
semi-représentable. En effet les composantes de cet objet se calculent par limites projec-
tives finies a partir des L,, et par suite sont semi-représentables. Vérifions maintenant
b). Tout d’abord on montre que, lorsque L, est spécial de type p, le morphisme

Hom,(45,L,) — coskp Hom, (45, L,)

est un isomorphisme ; ce qui permet de vérifier la propriété 1) de 7.3.3. Ensuite, le mor-
phisme :

o . HomO(Ai, L.) — LO X LO
est isomorphe au morphisme canonique :

(do.dy)
Ll E— L() X LO

qui est couvrant par hypothése (L, est hyper-recouvrement).
Il reste donc a vérifier la propriété 2) de 7.3.3, i.e. a vérifier que Vn, dans le diagramme

Tpt1

Hom 'n+1(A(1:’ L) Ln+l X Ln+l
R
Pn+1
(cosk, 7)1 1
(cosk, Hom, (41, L.,)), 11 (cosk, L,),+1 X (cosk, L,),,1

(P,,; est le produit fibré), le morphisme @, est couvrant. Or un « adjoint foncteurs
chasing » simple montre que :

P,.| = Homy(sk,, (4, | x £), L,),
Hom,, (47, L) — Hom(4; | X 4, L,).
et que le morphisme @, ;| est isomorphe au morphisme

Hom(4;,, X 47, L,) — Homy(sk, (4, X 47), L.)
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provenant de I'injection

sk, (45, X A7) & A7 | X Af.

Or il existe une suite de sous-objets de A7 | X A{ :

sk (A8 X AD =My > M| S - S M, =A

c
n+1 X Al’

c
n+1
telle que pour tout 0 < i < k, le morphisme

M; < My,
s’insére dans un diagramme cocartésien :

S s M.
Ml Ml+1

Skn+1 A;cq+2 > Afz+2 .
(On ajoute I'un apres I'autre les simplexes non dégénérés de dimension n+2 de 4, 1 X4,).
D’apres 7.3.6 le morphisme @, | est un composé de morphismes couvrants et par suite
est lui-méme couvrant, ce qui achéve la démonstration de 7.3.2.

7.4. Le théoréme d’isomorphisme.
7.4.0. Soit Fun préfaisceau en groupes abéliens sur un site C satisfaisant a la condi-
tion 7.3.0. Pour tout hyper-recouvrement K,, on posera :

HY(K,, F) = HYHomgn(K,, F)).

Les HY(K,, F) forment un é-foncteur sur la catégorie des préfaisceaux abéliens sur C,
mais ils ne sont pas, en général, les foncteurs dérivés du foncteur H O(K., F).
Posons alors :

(7.4.0.1) \I/-Iq (C,F) = h_r)n H(-, F) (r peut étre infini),
HR,
et
%
(7.4.0.2) HY (C, F) = lim H(, F).
HR

P
v v
Les HY (C, F) (resp. HY (C, F)) forment encore un 6-foncteur car la catégorie A 732

(resp. H 330) est filtrante (7.3.2). Comme les catégories /(X , ne sont par nécessairement
des U-catégories, ces 6-foncteurs sont a valeurs dans la catégorie des V-groupes abéliens,
pour un univers V convenable.

Supposons maintenant que le préfaisceau Fsoit un faisceau, Comme le faisceau semi-
simplicial associé a un hyper-recouvrement est acyclique (7.3.2), on a une suite spectrale
fonctorielle en Feten K, :

(7.4.0.3) HP(K,, FHI(F)) = HPYY(C™~, F).
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D’ou, en passant a la limite, des suites spectrales :

(7.4.0.4) HP (C.909(F)) > HP(C™, F),

HP (C.H(F)) = HM(C~, F).

THEOREME 7.4.1. Soient C un site satisfaisant la condition 7.3.0, F un faisceau abélien
sur C.

1) Les suites spectrales (7.4.0.4) définissent des isomorphismes

.
HY (C,F) > HYC™,F), q<r+1

et un monomorphisme

"
H'*? (C,F) — H'**(C"~,F).

2) On a un isomorphisme de 6-foncteurs : 63

o0 - v o
}/1‘1 (C,F)— HY (C,F)— HY(C™,F) (pourtoutq).

3) Soient G un préfaisceau de groupes abéliens et F le faisceau associé. Il existe des
isomorphismes de foncteurs :

HY (C,6) S HUC™, F), q<r—1,

et un monomorphisme

H™ (C.G) > HY(C™,F).

Lorsque G est un préfaisceau séparé, ce dernier morphisme est un isomorphisme et
il existe un monomorphisme :

¥
H'™*! (C,G) — H'™(C™, F).

4) On a des isomorphismes :

H? (C.G) > HY (G.G)>> HYUC™,F) (toutq).

PreuvE. Il suffit de montrer que si N est un préfaisceau abélien dont le faisceau
r
v v
associé estnul,ona H? (C, N) = 0 pour g < r (resp. H4 (C, N) =0 pour tout g) ; ce
qui se fait immédiatement en utilisant 3.2.

REMARQUE 7.4.2. 1) On notera que pour les sites satisfaisants a la condition de
7.3.0, les hyperrecouvrements de type 0 sont les recouvrements ordinaires et les

(o]

\ \
foncteurs HY ne sont autres que les foncteurs HY introduits en (2.4.5.1).
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2) Soit C un site a limites projectives finies représentables tel que pour tout objet
X de C et tout famille couvrante (X; — X), i € [, il existe un iy € [ tel que
X;, — X soit couvrant. On peut montrer alors que les hyper-recouvrements
de type p dont les composants sont représentables sont cofinaux dans # X ,. De
méme, les hyper-recouvrements K, tels qu’il existe un entier p tel que K, soit de
type p et tels que les composants de K, soient représentables, sont cofinaux dans
64 H K. (On peut le démontrer en s’inspirant de 3.5). Ces hyper-recouvrements a
composants représentables suffisent donc, dans le cas envisagé, pour calculer la
cohomologie des faisceaux associés aux préfaisceaux.

8. Appendice. Limites inductives locales (par P. Deligne)

Le rédacteur recommande au lecteur d’éviter, en principe, de lire cet appendice. Il
expose une technique qui permet parfois d’étendre a des topos n’ayant pas assez de
points des assertions que l'existence de points rend triviales. Cette technique permet
d’obtenir une variante faisceautique de théoréme de D. Lazard affirmant que les modules
plats sur un anneau sont les limites inductives de modules libres de type fini.

8.1. Catégories localement filtrantes.
8.1.0. Si B est une catégorie et si p : A — B est une catégorie sur B, on utilisera
les notations suivantes

e Pour U € Ob, Ay est la catégorie fibre p~L(U)
e Pour f : U — Vdans B et A, u € Ob A tels que p(4) = U et p(u) = V, on pose

Hom ((4, u) = p~'(f), ot p : Hom(4, u) — Hom(U, V).

DEFINITION 8.1.1. Soit § un site. On appelle catégorie localement co-filtrante (ou lo-
calement filtrante a gauche) sur § une catégoriep : £ — & sur S telle que :

(£0) Quels que soient f : U — Vdans S et y € Ob Ly, il existe A € Ob Ly, tel que
Hom (A, ) # @,

(£1) Quels que soient U € ObS et la famille finie (S;) d’objets de Ly, il existe un
recouvrement f; : U; — U de U et des objets y; € Ob £Uj tels que pour tout i et
Jj, on ait Homfj(yj, A) # O,

65 (£2) Quelles que soient f : U — V dans § et la double fléche (¢py, ;) : & 3 pu au-

dessus de f, il existes un recouvrement f; 1 V; — V'de Vet des fléches y; de but A
telles que p(w;) # f; et que poy; = Py, v,

. Cette définition se simplifie lorsque £ est fibrée sur §* : 'axiome

(£,0) est alors satisfait, et (£), (£,), peuvent s’énoncer :

(£'1) Quels que soient U € Ob S et la famille finie 4; d’objets de £y;, localement sur
U, il existe y s’envoyant dans tous les 4;.

(£'2) Quel que soit U € Ob S, toute double fleche (¢, p;) : 4 3 u dans £y peut,
localement sur U, étre égalisée par une fleche de but A.

8.1.2. Soient § un site, £ une catégorie sur S et e un champ sur §. On désigne par
I'ela catégorie des sections globales Hom&" (8, C) de e. Si § a un objet final S, I'e « n’est
autre » que eg.

DEFINITION 8.1.2.1. La catégorie dans systémes projectifs locaux d’objets de C, in-
dexés par £ est la catégorie Homg (L, e).
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Désignons par c (« systéme projectif local constant associé ») le foncteur composé

I'C = Hom%™(8, C) & Hom(S, C) —— Homg(<£, C)
Lorsqu’on devra expliciter la dépendance en £, on écrira plutét c ..

DEFINITION 8.1.3. Le foncteur limite projective locale, noté l(gl , est le foncteur par-
A€l
tiellement défini adjoint a droite au foncteur c.

Le foncteur
lim : Homg(<L,C) — Ie
—
vérifie donc
Hom(X, 1(&11 X ;) ~ Hom(c(X),(X),e0)-
reL
DEFINITION 8.1.4. Un S-foncteur F : £ — M entre catégories localement cofiltrantes
sur & est dit cofinal s’il vérifie les deux conditions suivantes :
(CS1) Quels que soientU € Ob S et uy € Ob My, il existe un recouvrement f; : U; > U 66
de U et des objets A; € Ob £Uj tels que Homfj(F(/lj), u) #* Q.
(CF2) Quels que soient f : U — Vdans S et la double fleche (¢py, ;) : f(A) 3 u
au-dessus de f, il existe un recouvrement f; : U; =3 U de U et des fléches y; de
but A dans £ telles que p(y;) = f; et que o F(y;) = ¢, F(y)).
Le composé de deux foncteurs cofinaux est un foncteur cofinal ; les équivalences de
catégories localement filtrantes sont cofinales (la démonstration est laissée au lecteur).

ProrosITION 8.1.5. Soient F : £ — M un foncteur cofinal de catégories localement
cofiltrantes sur &, e un champ sur S et (X)) ,epr un systéme projectif local indexé par M.
Alors, le morphisme de foncteurs en X de I'C dans (ens) :

F‘>I< . HOIII(CM(X), (X”)”GM) e Hom(6£(X), XF(A))AE,C)
est un isomorphisme, de sorte que
F* o lim X, — lim X g
M £
est un isomorphisme, les deux membres étant simultanément définis ou non définis.

La démonstration utilise le lemme suivant, laissé au lecteur :

LEMME 8.1.6. Si F : £ — M est cofinal, alors, quels que soient f : U — Vdans S et
les fléches au-dessus de f ¢; : F(A]) = u (i = 1,2) il existe un recouvrement fi:U;->U
de U, des objets A; € Ob £Uj est des diagrammes commutatifs

F(4)
7
P &
//
7
F(2) H
\\\
AN o
F(4y)
uS>u—v

de projection (f;, f) dans S. 67
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Quels que soient U € Ob S et u € My, il existe par (C§1) un recouvrement f; :
U; » Ude U et des fleches ¢; : F(4;) — pau-dessus des f; . Si

v = (y;) € Hom(c X, (Xp)iee) * v @ XI|p(A) — Xpoy
est image de

¢ = (¢,) € Hom(cp X, (X )yeo) + &, 2 XIp(w) — Xp(),
les diagrammes

Xra,)

XU, 50, XulU;

sont commutatifs, de sorte que les ¢, sont déterminés, localement, par y; puisque e est
un champ, on conclut que F* est injectif. Pour prouver F* surjectif, partons de y et
construisons ¢ tel que w = F*¢. La construction précédente fournit les fleches compo-
sées :

buj s bjowyy s XIU; — X, |U;.

Vérifions que ces fleches se recollent, de sorte qu’il existe ¢, : X|U — X, tel que
¢,|U; = ¢, ;. Soit un diagramme commutatif dans

Pour vérifier que ¢, ,|U;; = ¢, ;|U,;, il suffit de le faire localement sur U, ;, ce qui permet,
d’apres 8.1.6 et (£0), de se limiter au cas ou il existe un diagramme commutatif

F(4;))

F(a;)) F(a;)

F(4;) F(4;)
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au-dessus du précédent. Le diagramme

XFra)

XFa) X|U;; XFray

Xy

est alors commutatif, et il existe (¢ ) tel que, quel que soit ¢ : F(A) — p au-dessus de
f 1 V- U,le diagramme

XF
75} ¢

b 1% X

bulV ulV

soit commutatif. Sic : u — u’ est une fleche de M, on aura (¢|V)(¢,|V) = (c|V)¢ -
v, =(p|V)- -y, = ¢, |Vetdeslors, ¢ = (¢,) est un morphisme de foncteur tel que
v = F* comme requis.

Si E est un ensemble ordonné, on désignera encore par E la catégorie, ayant E pour
ensemble d’objets, telle que Hom(i, j) est réduit a 1 élément ou vide selon que i < j ou
non.

PROPOSITION 8.1.7. Soit £ une catégorie localement cofiltrante sur un site 5. Il existe
un ensemble ordonné E et un foncteur F de E dans £ tel que

(i) E, regardé comme catégorie sur S a Uaide de p¥ : E — 8, est localement cofil-
trante.
(ii) Le foncteur F est cofinal.

Soit £’ la catégorie localement cofiltrante produit de £ est de la catégorie définie
par 'ensemble ordonné Z. La projection de £’ dans £ est cofinale, de sorte qu’il suffit
de prouver (8.1.7) pour £’

Si X est un ensemble fini de fleches dans £’, on désignera par X° I'ensemble des
extrémités des fleches dans X. Soit E 'ensemble des parties finies non vides de FI(£"),
telles qu’il existe §y € Ob £’ vérifiant

a) aucune fleche de X, sauf 1 Ay n’aboutit a Ay,

b) si u € X9, alors 1, € X etHom(Sy, )N X # @,
c¢) Tout diagramme du type

U

MII

Ay ———

69
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de fleches de X est commutatif.

On ordonne E par la relation opposée a la relation d’inclusion. Si X € E, etsi y €
XY, il existe une et une seule fleche de Ay dans y qui se trouve dans X. Si X,Y € E
et X D Y, soit Ay y I'unique fleche dans X de Ay vers 4y. Les fonctions X — Ay et
(X DY) = Ay yforment un foncteur de E dans £’.

LEMME 8.1.8. La catégorie E est localement cofiltrante sur S et le foncteur A : E - £’
est cofinal.

Il faut vérifier successivement les axiomes :

(i) axiome (£0) Soit f : V' — Uet X € Ey. ll existe A € Ob Ly, et ¢ € Hom 4(4, Ax). De plus,

on peut choisir A tel que 4 ¢ X (icisert £’ = £xZ).Soit X’ = XU{1,}UYou

¢
Y est 'ensemble des fleches composées 4 — Ay K> u (y € X). Alors, X' € E,
Ayr = AetHom(X', X) # @.

(ii) axiome (£1) Soit X; une famille finie d’objets de Ey;. Il existe un recouvrement f; : U; — U,

j

des objets 4; € Ob L’Uj et des fleches ¢;; € Homfj(/lj, Ax). Six € X%n x9,
il existe pour chaque j un recouvrement g;;, : U — U; et des fleches yj; :
Ajx — A;telles que p(y ;i) = g et qui égalisent la double fleche 4; = x, o une
fleche appartient a X, I'autre a X,. On peut s’arranger pour que les 4, n’appar-
tien,ne’nt aaucun des X?. Rf.:mpla(;ons les (f}, 4, ®;;) par l.es (fjgjk., Ajks DjiWjk)s
et répétons cette construction pour tous les x dans une intersection de X;. On
obtient un nouveau systéme (fjs Ajs®j;); posons

Xj=n,-X,-u{1,1j}qu
ou Y; est 'ensemble des fleches composées

;i v
Aj— Ax, = x (v € X)).

Alors, Xj € EVj, et ces Xj vérifient (£1).

(iii) axiome (£3) Trivial, faute de doubles fleches non triviales !
(iv) axiome (CF1) Trivial, car le foncteur A est surjectif.
((v) axiome (C§2) Soient f : U — Vet une double fleche (¢, ;) : Ay =3 4 au-dessus de f. 11

71

existe un recouvrement f; : U; — U de U et des fleches y; : 4; — Ay telles
que p(y;) = fj, ¢o. W; = 1y et A; & X0, Soit X; = X U {1/1]} UY; ouY,est
I’ensemble des fleches composées

L] v
/lj—>/1X—>,u (v € X).
Alors, X; € EVj, et F(ﬁxj,X) = y; égalise (¢g, P;)

. Supposons que & soit (le site des ouverts non vides de) I'’espace topologique réduit
a un point. Une catégorie localement cofiltrante sur & n’est alors autre qu’une catégorie
filtrante a gauche (i.e. telle que 8 soit filtrante au sens de I 2.7), les foncteurs cofinaux
correspondant aux foncteurs cofinaux de catégories filtrantes a gauche (I 8). La proposi-
tion 8.1.7 se reformule

ProOPOSITION 8.1.9. Pour toute catégorie cofiltrante £ il existe un ensemble ordonné
cofiltrant E et un foncteur cofinal de E dans £.

Dans ce cas particulier, la démonstration de 8.1.7 se réduit essentiellement a la dé-
monstration de (8.1.9) donnée dans I 8.
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8.1.10. SoientJ — & unmorphisme desitesetp : £ — & une catégorie localement
cofiltrante sur &. Désignons par £* la catégorie suivante :

(i) un objet de £* est un quadruple (V,U,p,A) telquV € ObT, U € ObS,
¢ € Hom(V,q*U) et 1 € Ob £y,.

(ii) une fleche f @ (V,U,p,4) — (V',¢",U’, 1) est un triple (f}, f>, f3) avec
f1 € Hom(V, V'), f, € Hom(U,U’), f3 € Hom(A, A" ) et g* fr o p = @' o f,
p(f3) = f2.

Le foncteur f +— f; fait de £* une catégorie sur T .
LEMME 8.1.11. La catégorie £* est localement cofiltrante sur T .

L’axiome (£0) est trivial. Vérifions (£1) :
Soit une famille finie L; = (V, U, ¢;, 4;). Les ¢; définissent un morphisme de V' dans
le faisceau ¢*a [J U; = a[] ¢*U;,, de sorte qu’il existe des diagrammes commutatifs

i
Vj Vv
v i
* * R
U 1Y

tels que les f; recouvrent V.
Soit 4;; vérifiant Hom p;;(4;;, 4;) # @. D’aprés (£1), quitte a raffiner U; (et V), on
peut prendre 4;; = 4; indépendant de i, et les L; = (V}, U}, y;, 4;) vérifient (£1).
Vérifions (£2). Soit (fy, f») : L' = L?, avec L' = (VI,U', ¢/, A et f = (f, g h;).
Les ¢; définissent un morphisme de V'dans le faisceau ¢* a Ker(U '3 U?) =aKer(g*Ul =
q*U,), de sorte qu’il existe des diagrammes commutatifs

f

v V! V2
l[/J ¢] ¢2
¢V, —— U —=U? (81p; = 820))-

tels que les f; recouvrent V. Soit y; : 4; — Al tel que p(xj) = p;. D’apres (£2) appliquée
aux (4 x;j, hy x;), quitte a raffiner U; (et V;), on peut se débrouiller pour que A, y; = hy x;,
et les L= (Vj, Uj,wj, /lj) vérifient (£,).

PROPOSITION 8.1.12. Soit t* : 8% — & une catégorie localement cofiltrante sur S, et
munissons §* de la topologie induite par celle de S a I’aide det*. Alors, t* est une équivalence
de sitest : § — §*.

Par construction, t, : F — F ot* transforme faisceaux sur & en faisceaux sur
S*. D’apres L0, et £1 appliqué a la famille vide, tout objet « assez petit » de § est dans
I'image de t* (i.e. I'image de #* est un crible couvrant dans §). donc par le «lemme de
comparaison » (II 4) I'inclusion dans § de sa sous-catégorie pleine définie par t*(Ob §*)
est une équivalence de sites, ce qui permet de supposer t* surjectif sur les objets.

Soit 7 un faisceau sur §*.

72
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(i) Soient f; : U; — U un recouvrement dans &, 8! et 8% dans $*U et f} S
Homfj(yj,ﬁi) pour i = 1,2. Alors, F(SY) et F(S?) ont méme image dans
[T7w.

J
73 Soit en effet x = (x;) dans I'image de F(SY. Pour que x soit dans celle de

F(42), il suffit que pour tout diagramme commutatif

H H;

Hi 2

x; et x; aient méme image dans F (u). Puisque 7 est un faisceau, il suffit de
vérifier cela apres avoir remplacé u par les différents objets d’un de ses recou-
vrements ; d’apres (£2), ceci permet de supposer les diagrammes analogues au
précédent, avec 82 remplacé par 8!, également commutatifs, auquel cas I'asser-
tion est évidente.

(i) Soient f : U — Vdans §*, 1 € Ob S}, et u € Ob 57, 1l existe alors un recou-
vrement f; : U; — U, un objet u’ € Ob f; et des fleches

S

/
Aj u
H

sur
vy f
U, >uU>v.
D’apreés (i), il existe une et une seule fleche f rendant commutatif le diagramme
suivant :
f
F(u) F(A)
4 ?;

F(u') F(S)

Le fleche f ne change pas quand on remplace (f ;) par un recouvrement plus
fin donné par f; @ Uy — Ujq), quon remplace 4; par S, muni de ¢ €
74 Hom (4, 4;(), et qu'on remplace ¢ ;(y;) par d)l(k) o P (Wik) © Pr)-
On laisse qu lecteur le soin d’en déduire que f ne dépend que de f.
(iii) Prouvons que f est fonctoriel en f. Soient donc

wiviu
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dans 8 et A%, 4%, V0 dans Ob §;;, Ob &}, et Ob &), respectivement. 1l existe un
diagramme commutatif

L0 40 20
/ /
&, v! = '
5 v2 —
f,Q fjl
%
Vik Hj

tel que
a) t*(V'), t*(u"), t*(e;.k), 1*(f}) ne dépendent pas de i,
b) i étant fixé, les e§. , recouvrent Wet les f J’ recouvrent V.

On construit tout d’abord u!, v! et v? par (£0), et les p; comme en (ii).
Soit I/VJ’k un recouvrement de Ws’envoyant dans le recouvrement V; = *(u;)
comme requis par le diagramme. Raffinant W', et appliquant (£0) et (£1), on
obtient un diagramme non nécessairement commutatif, du type requis, vérifiant
a) et b).

Raffinant encore et appliquant (£2), on le rend commutatif.

Reste alors a contempler le diagramme commutatif suivant :

h

F(A0) ——~ F(u°) F(O)
FohH

F(uh) I17 )

F(2) 70

(iv) Il est clair que g est fonctoriel en J : tout faisceau F sur §* est donc image
directe par t d’'un préfaisceau J ; (uniquement déterminé) sur 8, et tout mor-
phisme de faisceau f : F — g est image d’un et d’'un seul morphisme de
préfaisceau f, : Fy = go.

Il en résulte déja que ¢, est pleinement fidéle ; il reste a prouver que 7, est un fais-

ceau. Si f i U i~ U est un recouvrement, ce recouvrement est image d’un recou-

vrement dans &%, de sorte que F 5(U) s’injecte dans Hj ?O(UJ-). Si des X; € ?O(Uj)

se recollent, alors, a fortiori, ils se recollent dans §* donc proviennent d’un élément de
Fo(U). Ceci achéve la démonstration de (8.1.12).
.Soientq : T — &,p : £ — S et £* comme en (8.1.10) et e un champ sur 7. Le
champ g,e sur § est le champ « défini » par (g.e)y = e;xy-
Si(X;),ec est un systeme projectif local indexé par £ et a valeur danse : (X;);¢x
par la formule
X; =¢* X, pour L=V, ,U,¢,4A).

On laisse au lecteur le soin de vérifier que :
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ProrosITION 8.1.13.1. Avec les notations précédentes, on a

lim X, lim X,
— —
€L Le L

les deux membres étant simultanément définis ou non.

Soient & un site et p* : §* — & une catégorie localement filtrante sur . Si e est un
champ sur &, alors p,e est un champ sur §* (8.1.13.0) ; de plus, le foncteur identique :
8* — 8% est une catégorie localement filtrante sur §*, muni de la topologie induite, et
tout systeme inductif local (X ;) indexé par 1* définit un systeme inductif local, indexé
par &%, sur §*.

On vérifie aisément :

PROPOSITION 8.1.14. Avec les notation précédentes, on a

— —
AES*IS AES*IS*

les deux membres étant simultanément définis ou non..

8.2. Limites inductives locales dans les catégories de faisceaux.
8.2.0. Soitp : T — & un morphisme de sites. Soit e le champ sur & suivant

(i) Un objet de e est un couple (U, F) d’'un objet de & et d’un faisceau F sur p*U.
(ii) Une fleche f : (U,F) — (V, g) est un couple formé d’une fleche f, : U = V
et d’'un morphisme de JF/U-faisceaux :

fi:r(fp)'e—F

(iii) Le foncteur de e dans & est donné par f — f,.

On prendra garde que e est la catégorie opposée de la catégorie des faisceaux sur
p*U.
Soit £ une catégorie localement cofiltrante (a gauche) sur s.

DEFINITION 8.2.1. Avec les notations précédentes, la catégorie des systémes inductifs
locaux, indexés par £, de faisceaux sur T, est la catégorie Homg (L, e)°.

Le foncteur «limite projective » de 8.1.3 s’appelle ici foncteur «limite inductive lo-
cale ». C’est un foncteur de Homg (£, e)* dans (Ie)° = (7)".

THEOREME 8.2.2. Le foncteur «limite inductive locale » de la catégorie des systémes
inductifs de faisceaux sur T, indexés par £, dans la catégorie des faisceaux sur T, est
partout défini, commute aux limites projectives finies et commute aux limites inductives
quelconques.

Les propositions 8.1.13, 8.1.14 et 8.1.12 permettent de se ramener aucasou & = J =
L. Un systéme inductif local est alors la donnée, pour chaque U € Ob &, d’un faisceau
Fy sur s/U et, pour chaque fleche f : V' — U dans § d’une fleche, fonctorielle en f, de
f*Fy dans Ty

Pour de tels systémes inductifs, les h_r)n se calculent comme suit :

LEMME 8.2.3. Soit U — J; une section de la catégorie des préfaisceaux sur les objets
deS.0Ona

a(Ul—»F(U,.?U))zl(iUilaff"U.
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Par définition, le second membre représente le foncteur qui, a chaque faisceau J
sur 8, associe I'ensemble des systémes cohérents de fleches ¢, : Fy; = F|U. A son
tour, une fleche ¢ est un systéme cohérent de fleches d)g, une pour chaque g : V- U,
¢y * Fy(V) > F(V). Appliquons 8.1.11 au foncteur identique de &, obtenant ainsi 5™
localement filtrante sur §. On a vu que

li_r)n FyVy)™ = li_r)na?"U,
gES* U
ou V, est la source de g et ™ le foncteur «faisceau constant engendré ». Le foncteur
U — 1y de & dans &* est cofinal, d’ou encore par 8.1.5
lim 7y (U)™ = lim a7 .
U U
Revenant aux définitions, on trouve enfin

li_n}?U(U)N =alU - I'(U,Jy)).
U

Ceci montre que dans le cas auquel on s’est réduit, le foncteur h_n)q est partout défini,
et qu’il se calcule comme composé du foncteur « faisceau engendré par un préfaisceau »
et du foncteur (5 ) =» (U — I'(U,J y)). Ces deux foncteurs commutent aux limites
projectives finies, et le foncteur h_r)n commute de plus aux limites inductives quelconques
de par sa définition comme foncteur adjoint.

Le lemme 8.2.3 fournit un procédé systématique pour démontrer des propriétés du
foncteur limite inductive locale a partir des propriétés analogues du foncteur « faisceau
associé a un préfaisceau ». On trouve ainsi :

PROPOSITION 8.2.4. Soit T, § et £ comme précédemment, A ; un systéeme inductif local
de faisceaux d’anneaux sur T, £, (resp. M ;) un systeme inductif local de faisceaux de
modules a droite (resp. a gauche) sur A ;, tous trois indexés par L.

Ona

hm(/CA’@A M/l)=].lm£/1 ® hmMi
- A - hm A,

(Se ramener au cas T = & = £, et noter que les deux membres coincident avec le

faisceau engendré par le préfaisceau de

LylU) @ My)).
AyU)

PROPOSITION 8.2.5. Soit T ; N T 5 — & deux morphismes de sites, et (F;) un systéme
inductif local de faisceau sur T 5 indexé par une catégorie localement cofiltrante £ sur §.
Ona

q* lim F; ~ li_n)qq*Fll.
reL €L

Ceci résulte aussitdt de ce que ¢* admet un adjoint a droite g,.

Soient § et T deux sites dans lesquels les 1im finies sont représentables, soitp : T —
S un morphisme de sites tel que p* : § — T commute aux hm finies, et £ la catégorie
localement cofiltrante sur J ayant pour objets les triples (V U,p)ouV € ObT,U €
Ob S et ¢ € Hom(V, p*U). On I'obtient en appliquant 8.1.11a 1lg : § — 8.

PROPOSITION 8.2.6. Pour tout faisceau J sur T, on a

T = lim ¢*¢.7

rel
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ot, par abus de notation, ¢ désigne le morphisme induit par p de T |V dans s/V.

Soit ¢’ le foncteur image réciproque au sens des préfaisceaux ; de 8.2.3, on tire
. 1A _ . ’ _ . ~ _ 1z ~ _
lim ¢'* ¢, 7 = lim a¢y’ $, 7 = lim F (V)™ = lim F (V)" =
rel reL A€l 14

PROPOSITION 8.2.7. Soient p : T — .S un morphisme de topos, O ¢ un faisceau d’an-
neaux sur S et O son image réciproque sur T. Pour qu’un Op-Modules a droite M soit plat
sur Or, il faut et il suffit que le foncteur

(8.2.7.1) N —MQp*N
Or
de la catégorie des O g-Modules a gauche dans celle des faisceaux abéliens sur T soit exact.
L’assertion « il faut » est triviale ; supposons donc le foncteur (8.2.7.1) exact, et prou-
vons que M est plat.
On peut supposer p défini par un morphisme de sites p : 7 — & vérifiant les hypo-

theéses faites en 2.6. Soit V € ObT,U € ObS et ¢ : V' — p*U. On désigne encore par ¢
le morphisme de sites induit : ¢ : T/V — S/U.

LEMME 8.2.8. Le foncteur N' — ]V[|V® ¢*N, de la catégorie des O g|U-Modules sur
s/U dans celle des Op|V-Modules sur T/V, est exact.

On se ramene a prendre V' = p*U. Soient j et j' les « morphismes d’inclusion » :
j:8IU—Setj :TlpU—->T.Ona:

MV * N) =M ® p*ji N,

d’ou 8.2.8 puisque j, et j sont exacts et fideles.
Soit alors Q un O7-Modules. On a (8.2.6)

0= lm ¢°¢,0lV
¢ V>P*U
de sorte que (8.2.4)

MOO= lm MV & ¢ 4.0lV.
Or ¢:V-p*U OSV
D’apres 8.2.8, les foncteurs Q — M |V® ¢* ¢, 0|V sont exacts a gauche, de sorte que

M ® Q est exact a gauche en Q, donc exact
Or

CoROLLAIRE 8.2.9. Soit f : (T,Or) = (S,0g) un morphisme de topos annelés. Alors,
Iimage réciproque par f d’un faisceau de modules (a droite) plats est un faisceau de modules

plats.

Factorisant f par (T, f*Ug), on se rameéne au cas Oy = f*Og. Soit alors M un
faisceau de modules plats sur S. D’apres 8.2.7, pour vérifier que f*M est plat, il suffit
de vérifier I'exactitude du foncteur

N ffMQ f*N = fY(MQN)
Or Og

d’ou 'assertion, puisque f* est exact.
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LEMME 8.2.10. Soit (S, Og) un topos annelé, & un faisceau de modules a gauche loca-
lement de présentation finis, G un faisceau de bimodules et J{ un faisceau plat de modules
a gauche. Alors, la fleche canonique

Hom(7,9) ® H — Hom(F,5 ® H)
est un isomorphisme.

La question est locale sur .S, ce qui permet de supposer que F admet une présentation
finie
F,—Fy— F —0.
La premiére ligne du diagramme suivant est exacte, cas /( est plat :

0 - Hom(75,9 Q@ H — Hom(5{,9) @ H — Hom(F,,9) @ H

| |5 |s
0 - Hom(5,§Q® H) —Hom(5{,9 Q@ H) — Hom(F,,5 Q H)

d’ou ’assertion. Faisant G = A, on déduit de 8.2.10 :

LEMME 8.2.11. Tout morphisme d’un faisceau de modules localement de présentation
finie dans un faisceau de modules plat se factorise, localement sur S, par un faisceau libre
n
's(n € N).

THEOREME 8.2.12. (D. Lazard). Pour qu’un faisceau de modules M sur un site annelé
(S, Og) soit plat, il faut et il suffit qu’il soit limite inductive locale de modules libres de type
fini.

Le «il suffit » résulte de 8.2.2, 8.2.4.

Quel que soit U € Ob S, soit Ly(U) (resp. £{(U)) la catégorie des faisceaux de
modules libres de type fini (resp. de présentation finie) sur U, munis d'une application
linéaire dans M |U. Pour toute fleche f : V' — U dans 8, soit f* le foncteur de restriction
de £,(U) dans £;(V'). Les foncteurs définissent une catégorie £;, fibrée sur &, dont les
fibres sont les catégories opposées des catégories £;(U).

Le lecteur vérifiera que la catégorie £, est localement filtrante sur § et que

M= Ilm M
—
(M,f)eL,

Si M est plat, I'inclusion de £0 dans £1 est pleinement fidele et, d’apres 8.2.11,
vérifie (C§1) de 8.1.4. Elle vérifie dés lors automatiquement (e§2), et £0 est localement
filtrante. D’apreés 8.1.5, on a

M= lim M,
—
(M,f)eL,
d’ou I'assertion 8.2.12.
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EXPOSE Vbis

Techniques de descente cohomologique

B. Saint-Donat

Introduction

1. Soit X un espace topologique et I/ = (U;);c; un recouvrement de X, que 'on

suppose soit ouvert, soit fermé et localement fini. Si §§ est un faisceau abélien
sur X, la suite spectrale de Leray :

HP (U, 79F) = H*(X,5)

définie par U [[5] IT (5.2.4) et (5.4.1)] peut se décrire de la fagon suivante :

Le recouvrement X/ définit une résolution « Céchiste » C* (U, §), fonctorielle
en § (ibid (5.2.1)). D’autre part, on dispose, pour tout i§ d'une résolution « flasque
canonique », C*(§), fonctorielle en § (ibid (4.3)). Avec ces notations, la suite
spectrale (1.1) s’obtient, dans le cas ou U est ouvert, a partir du complexe double

Ir'x,c*U,c*®).
Dans le cas ou U est fermé et localement fini, on considere le complexe double

I'(X,C*(C*U, ).

. Cherchons une description unifiée de ces doubles complexes. Désignons par X,

I’ espace topologique somme disjointe des U; et par X, (n > 0) le produit fibré
itéré (n + 1)i€me de X, avec lui-méme au-dessus de X

n
X,= [[ v,n=nu, = I (Vo

ig...i,€l oc€Hom([n],I) 0O

Les X, forment un systéme simplicial d’espaces topologiques, et si j, désigne
la projection de X, sur X, ona

Notons que la formation des résolutions flasques canoniques commute a la
restriction a un ouvert et a I'image directe par une immersion fermée. Dés lors :
(a) si U est ouvert

CIU, C"(3)) = Jgui i CP@) = jgu CP(T)

(b) si U est fermé et localement fini

CP(CIU,T)) = CP(jgudq®) = JjgCP (g B)-
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(3.1)

(3.2)

(3.3)

(4.1)

VBIS. TECHNIQUES DE DESCENTE COHOMOLOGIQUE

Ainsi, pour obtenir une description unifiée de (1.2) et (1.3), on voit qu’il suffit
de prendre la résolution « flasque canonique » de j; () sur X, pour tout g, puis
d’appliquer le foncteur j,, a cette résolution.

. La description précédente garde un sens pour tout systeme simplicial d’espaces

topologiques au-dessus de X :

A% — Top/X

[n] — X,

non nécessairement de la forme (2.1). Toutefois le double complexe, coaugmenté

par §
§ — (g CPUg BNy 4

ne définira pas en général une résolution de 3§.

Ce travail est consacré a la recherche de conditions suffisantes pour que (3.2)
définisse une résolution de §. Dans ce cas, la suite spectrale (1.1) se généralise
en une suite spectrale

H? (HY(X,, j3(®) — H™M(X.§)

dite « suite spectrale de descente ».

Dans le cas de « coefficients constant », des suites spectrales analogues ont
été obtenues par Segal (cf. [8]), par d’autres méthodes et pour d’autres « théo-
ries cohomologiques », telles que la K-théorie. Segal se place dans la catégorie
des CW-complexes : il utilise un foncteur « réalisation géométrique » qui, a un
complexe semi-simplicial d’espaces topologiques, associe un nouvel espace to-
pologique ; ce nouvel espace doit se comparer au topos associé a un topos sim-
plicial [cf. (1.2.12)].

. Au paragraphe 5, nous illustrons les critéres obtenus en construisant pour tout

espace analytique X sur C, via la résolution des singularités, un systéme sim-
plicial d’espaces analytiques non singuliers au-dessus de X,

[n] — X,

tel que (3.2) définisse une résolution de §. Si on prend pour § le faisceau
constant C, on obtient en particulier une suite spectrale

HY(X,,C) — H"I(X,C)

qui exprime la cohomologie complexe de X en terme de la cohomologie com-

plexe d’espaces analytiques non singuliers. De plus, si X est projectif, on peut
supposer que tous les X, sont projectifs : c’est 1a I'ingrédient essentiel qui per-
met d’obtenir une espece de « théorie de Hodge » pour X (cf. [2]).

. Les constructions qui précédent s’étendent telles quelles lorsqu’on remplace le

faisceau § par un complexe borné inférieurement de faisceaux. Elles conduisent
a des techniques de «localisation » dans les catégories dérivées :
On sait que pour X, donné par (2.1), la fleche

Jj& @ DP(X) — Db(X,)

n’est pas fideéle en général ; on montrera qu'une donnée plus précise que celle
de jj(K") (pour K" € D* (X)), faisant intervenir les X,,, permet parfois de re-
constituer le complexe K.
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Les énoncés obtenus seront utilisés dans I'appendice de ’exposé XVII pour
étendre la définition du foncteur Rf, (f morphisme séparé de type fini entre
schémas) au cas ou f n’est pas supposé compactifiable.

Dans cette application, il n’est pas possible de ne considérer que des espaces
topologiques remplacés ici par des sites étales de schémas. D’autre part, pour
mener a bien les démonstrations, il sera nécessaire de considérer aussi bien des
systémes simpliciaux d’espaces que des systéemes multi-simpliciaux. Ceci ex-
plique, justifie ou excuse le degré d’hypergénéralité dont on partira.

1. Préliminaires

1.1. Notations.

1.1.1. Dans tout ce qui suit, ¢/ est univers tel que Z € U : tous les topos considérés
seront des U -topos.

Soient T'et T’ deux topos : un morphisme ¢ : T — T’ consiste en la donnée d’'un
couple de foncteurs ¢, : T — T' et ¢* : T' - T, muni d’une adjonction

Homy/ (., @,.) = Hom(¢p*.,.),

tel que @* soit exact a gauche (i.e. préserve les limites projectives finies).

Soient (T, Op) et (T', O7) deux topos annelés : un morphisme de (T', O7) dans (T”, O7)

est un couple (@,0) ou ¢ : T — T’ est un morphisme de topos et 6 : O — ¢,(Or)
est un morphisme d’anneaux.

1.1.2. Nous ferons un usage constant du langage des catégories fibrées tel qu’il est
exposé dans [SGA 1 VI]; le lecteur pourra aussi se reporter a [4]. Fixons simplement
quelques notations : si E — B est un foncteur fibrant (resp. cofibrant), pour un mor-
phisme m : i — j dans B, nous noterons m* : E; — E; (resp.m, : E; > E))le
foncteur « image réciproque » (resp. «image directe ») qui lui est associé ; chacun de
ces foncteurs est défini a un unique isomorphisme fonctoriel prés. Sig : E - E’ estun
B-foncteur, pour tout objet i de B, nous noterons ¢; : E; — E/ le foncteur restriction
depak,.

1.1.3. Enfin, nous désignerons par 4 la catégorie suivante : les objets de A sont les
ensembles ordonnés [n] = {0, 1,...,n} et les morphismes de A sont toutes les appli-
cations croissantes (au sens large). AT (resp. A7) désignera la catégorie dont les objets
sont ceux de A et dont les fleches sont les monomorphismes (resp. les épimorphismes) de
A. Nous utiliserons librement et au fur et a mesure des besoins les notations classiques
introduites a propos de 4 [cf. [3] 1T 2].

1.2. D-topos.

DEFINITION 1.2.1. Soient D une catégorie et E — D un foncteur fibrant et cofibrant.
Nous dirons que E est bifibrée en topos au-dessus de D ou que E est un D-topos si les
conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D la catégorie fibre E; est un topos.
(b) Pour tout morphismem : i — j dans D, il existe un morphisme de topos f : E; —
E; tel que f, = m* et f* =m,.

REMARQUE. La condition (b) peut encore s’exprimer, compte tenu de (a), en disant
que le foncteur m, est exact a gauche’.

1.N.D.E. : Il faut prendre garde que dans une catégorie fibrée, m,_ est adjoint & gauche de m* et donc
est exact a droite tautologiquement, cf. [SGA 1 V1.10], ce qui explique les formules f, = m* et f* = m,.
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Lorsque D = A (resp. A X A) on parlera de topos simplicial (resp. simplicial double)
pour désigner un A-topos (resp. un 4 X A-topos).

Dans la pratique, nous rencontrerons des D-topos grace aux considérations sui-
vantes :

DEFINITION 1.2.2. Soit £ une catégorie fibrée et cofibrée au-dessus de D. Nous dirons
que & est bifibrée en duaux de topos au-dessus de D si £° est un D°-topos.

REMARQUE 1.2.3. Explicitement, & est bifibrée en duaux de topos au-dessus de D si
et seulement si les conditions suivantes sont réalisées :

(a) Pour tout objet i de D, la catégorie duale &;° de la catégorie fibre &; est un topos.
(b) Pour tout morphisme m : i — j dans D, le foncteur m* est exact a gauche*

1.2.4. Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de catégories bifibrées en
duaux de topos.

1.2.5. Soient & — B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B et
X : D° — Bun foncteur. Alors on laisse au lecteur le soin de vérifier que (D° X &) est
un D-topos que nous noterons X.

1.2.6. Nous dirons souvent qu’un foncteur X : D° — B est un D-objet de B et
nous désignerons par X; 'image par ce foncteur d’'un objet i de D; les D-objets de B
forment une catégorie notée D°B. Si S est un objet de B, un D-objet de B/S s’appellera
un D-objet de B augmenté vers S. La donnée d’'un D-objet de B augmenté vers .S est
trivialement équivalente a la donnée d’un morphisme fonctoriel X - C2 ou X est un
D-objet de B et Cbp le D-objet de B constant de valeur .

Lorsque D = A, on parlera d’objet simplicial (resp. objet simplicial augmenté).

Nous utiliserons aussi des objets simpliciaux doubles (en faisant D = A X A).

1.2.7. Supposons maintenant que la catégorie B possede des produits fibrés finis.

Soit f : R — S une fléche dans B : le bifoncteur

([n], X) ~ Homg,([n], Homg(X, R))
de 4° X (B/S)° dans Ens définit un foncteur :
[n] w Xp, = X,
en prenant pour X, un représentant du foncteur

Z v Homg, ([n], Homg(Z, R))

n+1 fois

(X, zngS XR X -+ Xg 12)

Nous désignerons par [R| ;S] ou [R|S]'objet semi-simplicial augmenté vers .S ainsi
construit.

Enfin, si X et X’ sont deux objets semi-simpliciaux de B (ou de B/S) et

u: X — X'
un morphisme fonctoriel nous introduirons pour des raisons techniques 1'objet

[X],X']

2. N.D.E. : Cf. note précédente. Autrement dit, la famille de foncteurs ((m,)°, (m*)°) définit un sys-
téme compatible de morphismes de topos &; — &5



1. PRELIMINAIRES 59

calculé dans la catégorie A° B. Celui-1a s’interpréte comme un objet simplicial double® de
B que nous noterons alors [[ X |, X"]] : On dispose en effet d’un isomorphisme canonique
de catégories :
A(AB) S (AX AYB.

Nous allons revenir maintenant a la notion générale de D-topos.

1.2.8. Soient E un D-topos : nous désignerons par I'(E) la catégorie Homp (D, E).
Soit f : D’ — D un foncteur : la catégorie D’ X, E est un D’-topos et, par composition
avec f, on obtient un foncteur

f*: I'(E)y — (D' Xp, E).

Dans le cas ou D’ est réduite a un objet i de D (avec pour seul morphisme I'identité
de i) et pour fl'inclusion canonique notée e;, on peut prendre pour D’ X, E la catégorie
fibre E; et e} s’identifie alors au foncteur « évaluation en i ».

PROPOSITION 1.2.9. Si D' est une U -petite catégorie, le foncteur f* posséde un adjoint
a droite et a gauche (notés respectivement f, et f)).

Cela résulte d’'une légére généralisation du lemme de Kan [III 1.1], dont nous ferons
un usage constant.

LEMME 1.2.10. Soient I, J et A trois catégories au-dessus d une méme catégorie B : on
suppose que I est U -petite et que A est fibrée et cofibrée au-dessus de B. On se donne un
B-foncteur f : I — J et 'on désigne par f* le foncteur

Hompg(J,A) — Hompg(I, A)
défini par composition avec f. Alors si dans chaque fibre de A au-dessus de B, les U -limites
inductives (resp. projectives) existent, f* posséde un adjoint a gauche (resp. a droite).

PREUVE. Nous n’indiquerons que la démonstration de I'existence du foncteur adjoint
a gauche, la partie resp. du lemme s’en déduisant par dualité. Nous utiliserons le fait
suivant, dont la vérification est laissée au lecteur :

LEMME 1.2.10.1. Soient A une catégorie bifibrée au-dessus d’une catégorie B, b un objet
de B et (F;),;c, un foncteur d’une catégorie A dans la fibre A, ; quels que soient G dans
Ay, etu: b — b(resp.u : b— b')dans B, on a une bijection :

Hom, (G, l(ln F) > l(iLnHomu(G, F))
(resp. Homu(li_r)n F,,G) > l(iLnHomu(FA, G))
chaque fois que le premier membre est défini.

Ceci étant, soit I LI J la catégorie sur B définie par :

ob(IU ;J)) = ob(I) LI ob(J)

Hom/(x, y) si x,y, € ob(1)

Hom(x. y) = Hom j(x, y) si x,y, € ob(J)
Hom (f(x),y) six € ob(l)ety & ob(J)
%) six € ob(J) et y € ob(1).

3.N.D.E. : En clair, avec 'ordre habituel sur les indices, on a

n+1 fois
A\

s N
[[XluX,]](n,m) = Xm XX,’n Xm Xoeee XX,’V, Xm

avec les fonctorialités déduites de celles sur les facteurs.
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La catégorie Homp([ LI J, A) est équivalente a la catégorie des triples formés d'un
B-foncteur F de I dans A, d’'une B-foncteur G de J dans A et d’'un morphisme ¢ de
B-foncteur de Fdans G o f = f(G).

Pour tout objet j de J, on désigne par I/j la catégorie des objets de I « placés par
f au-dessus de j » : les objets de I/j sont les couples (i,a) ou i est un objet de I et
a : i — june fleche dans I LI J/j, les morphismes de I/j étant ceux de I LI J/j. Si p,
et py sont les projections de I et J sur B, et si (i, a) est un objet de I/, on désignera par
a, A, = Ay le foncteur pj(a),.

Se donner un B-foncteur de I11 o dans A revient encore a se donner F € Hompg(I, A),
G € Hompg(J, A) et un morphisme fonctoriel en j

w; o lim o a, (F() — GO).
(i,a)ellj
(La fonctorialité en j du membre de gauche résulte de (1.2.10.1)). L’adjoint a gauche de
f* est donc donné par la formule :

HF)(G) = h_I)n a, (F(i)).
(el

COROLLAIRE 1.2.11. Soient E un D-topos et i un objet de D ; le foncteur ej admet un
adjoint a gauche (resp. a droite défini par) :

ean@iN= [] «@ <resp. en@ =[] a*(a)>

a€Hom(i,j) a€Hom(j,i)

ou a est un objet de E au-dessus de i.

PROPOSITION 1.2.12. Soient D une U -petite catégorie et E un D-topos : alors la catégorie
I'(E) est un U -topos.

On vérifie « fibre par fibre », a I'aide de (1.2.10.1), que la catégorie I'(E) possede les
propriétés suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables.

b) Les sommes directes indexées par un élément de U sont représentables. Elles
sont disjointes et universelles.

c) Les relations d’équivalence sont effectives universelles.

Il reste a montrer que I'(E) posséde un systéme de générateurs indexé par un élément
de U : or, si pour tout objet i de D, (G;;) ¢, est un systeme de générateurs de E; (ou A,
est un ensemble U/ -petit), la famille (e;|(G;,)); ; est un systéme de générateurs de I'(E).

1.2.13. Nous allons introduire maintenant la notion de morphisme entre D-topos.
Précisons tout d’abord que si Fet F' sont deux catégories au-dessus d’'une méme caté-
gorie BetsiT : F — F' estun B-foncteur, un B-adjoint a gauche a T sera un foncteur
S : F’' — F adjoint a gauche a T tel que les morphismes canoniques 1 — T°S et
S o T — 1 soient des B-morphismes de foncteurs. Sous ces conditions, on vérifie trivia-
lement que T est cartésien et que .S est cocartésien.

DEFINITION 1.2.14. Soient E et E' deux D-topos : un morphisme de E dans E' est
un couple de D-foncteurs @, : E — E' et ®* : E' — E, muni d’'une D-adjonction
¢

Hom(®*.,.) = (., D,"), tel que pour tout objet i de D, le couple (cD*i, @7), muni de I'ad-
jonction induite par &, soit un morphisme de topos de E; dans E/.
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ProprosITION 1.2.15. Soient E et E' deux D-topos et (@,,®*) : E — E’ un mor-
phisme. On suppose que D est une U -petite catégorie, alors le couple (I'(®,,), I'(®*)) :
I'(E) — I'(E") est un morphisme de topos.

Découle trivialement de la définition précédente.
Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, permet de construire
des morphismes de D-topos.

LEMME 1.2.16. Soient E et E' deux catégories bifibrées au-dessus d une méme catégorie
D, et @ un D-foncteur cartésien de E dans E’ tel que, pour tout objet i de D, ®; : E; —
E] posséde un adjoint a gauche. Alors, le choix pour tout i, d’une adjoint a gauche a ¢,
détermine canoniquement un D-foncteurV : E' — E, D-adjoint a gauche a ®.

ScHOLIE 1.2.17. Sous les conditions de (1.2.16), supposons que E et E’ soient deux
D-topos et que pour tout i objet de D, tout adjoint a gauche du foncteur @; soit exact a
gauche : alors,siy : E’ — E estun D-adjoint a gauche a @, le couple (@, y) : E —» E’
est un morphisme de D-topos.

Soient maintenant & — B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B,
X et X' deux D-objetde Beta : X — X' un morphisme fonctoriel. Alors le choix
de clivages normalisés pour & et £° détermine canoniquement un morphisme (a,,, @) :
X - X de D-topos tel que, pour tout objet i de D(a, ,a;) : X, - )_(; soit égal a
(@, a ), ouq; : X; — X/ estla fleche de B donnée par a. Pour deux choix différents
de clivages pour &€ et £°, il existe un unique D-isomorphisme entre les morphismes ainsi
obtenus. (Pour la vérification de ces faits, le lecteur pourra se reporter a ([4] - (1.17)).

1.3. D-topos annelé.

DE£FINITION 1.3.1. Un D-topos annelé est un couple (E, A) ot E est un D-topos et A un
anneau de I'(E).

On vérifie alors que pour tout objet i de D, A; est un anneau du topos E; et que pour
tout morphisme m : i — j la fleche canonique A; — m*(A;) est un homomorphisme
d’anneaux.

DEFINITION 1.3.2. Soient (E, A) et (E', A") deux D-topos annelés : un morphisme de
(E, A) dans (E', A") est un couple (®,60) ou® : E — E’' est un morphisme de D-topos et
0 : A" - I'(®D,)(A) est un homomorphisme d’anneaux.

REMARQUE 1.3.3. Un morphisme @ : (E, A) —» (E’, A”) de D-topos annelés induit
un morphisme (I'(®),0) : (I'(E),A) - (I'(E), A") de U-topos annelés lorsque D est
une U -petite catégorie (cf. 1.2.15).

1.3.4. Soit & — B une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de B et O un
anneau de I'(&°) = Hompg.(B°,£°). Si X © D° — B est un D-objet de B, le D-topos
X (cf. (1.2.5)) est naturellement annelé par (0.X°) : D — & et I'on désignera par
(X,0) le D-topos annelé ainsi construit. Si @ : X — X’ est un morphisme foncto-
riel, le morphisme (a,, a*) : X — X' (cf. 1.2.17) induit canoniquement un morphisme
(X,0) - ()_(/, 0) de D-topos annelés encore noté a.

1.3.5. Un D-topos annelé (E, A) définit canoniquement une catégorie Mod(E, A)
bifibrée en catégorie abéliennes au-dessus de D dont la fibre en un objet i de D est
la catégorie Mod(E;, A;) des modules sur le topos annelé (E;, A;). Avec ces notations,
la catégorie des modules de I'(E) sur A, notée Mod(I'(E), A) s’identifie a la catégorie
Homp (D, Mod(E, A)).
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1.3.6. Soit ¢ = (@,0) : (E,A) - (E’, A’) un morphisme de D-topos annelés.
I définit deux foncteurs ¢, : Mod(E, A) — Mod(E’, A’) et ¢* : Mod(E’,A’) —
Mod(E, A) entre les catégories de modules correspondantes :

e Soit M un objet de Mod(E, A) au-dessus d’'un objet i de D : @,(M) est un mo-
dule sur @, (A;) et, grace au morphisme 0; : A] — @, (A;), on en déduit un
module sur A/ noté ¢, (M). Ce foncteur @, sera appelé le foncteur image directe
par le morphisme .

e Soit M’ un objet de Mod(E’, A’) au-dessus d’un objet i de D : ®@*(M’) est
un module sur @*(4;) et ¢*(M') = ®@*(M') Qg+(47) A; est canoniquement
muni d’une structure de module sur A;. Au moyen de (1.2.16), on définit ainsi
un foncteur ¢*, adjoint a gauche a ¢,, et appelé foncteur image réciproque par
le morphisme @.

. Nous dirons que @ est plat si le foncteur I'(¢™) est exact.

PROPOSITION 1.3.7. Soient f : D' — D un foncteur et (E, A) un D-topos annelé. Alors
le foncteur canonique

f* : Mod(I'(E), A) — Mod(I'(E Xpp, D'), A« f)

posséde un adjoint a droite et a gauche si D' est une U -petite catégorie. En particulier, il est
exact.

Cela résulte immédiatement de (1.2.10) et de I'identification Hom (D, Mod(E, A)) =~
Mod(I'(E), A).

Conformément aux notations générales, nous noterons f, (resp. f,)l’adjoint a gauche
(resp. a droite) de f*.

1.3.8. Les considérations qui suivent nous fournissent un procédé de calcul com-
mode pour les foncteurs dérivés du type

RI(p,) : D*(I'(E),A) — D™ (I'(E"), A"),

oug : (E,A) - (E’, A") est un morphisme de D-topos annelé (cf. (1.3.6)). [Si (S,Oy)
est un topos annelé, nous notons D (.S, O ¢) la catégorie dérivée bornée inférieurement*
de la catégorie des O g-modules de 1.

1.3.9. Ce calcul formel pourra d’ailleurs s’appliquer a d’autres contextes tels que la
« descente en cohomologie ¢-adique » (cf. SGA 5).

ProPOSITION 1.3.10. Soit D une U -petite catégorie. Si (E, A) est un D-topos annelé, on
désigne par I 4y l'ensemble des objets de Mod(I'(E), A) isomorphe a un objet de la forme

Hieob(D) e..(0,), otl, pour tout objet i de D, Q; est totalement acyclique (cf. V 4.1)* ; I g
vérifie les propriétés suivantes :
(i) Pour tout objet F de Mod(I'(E), A) et tout objet i de D, e} (F) est totalement acy-
clique.
(ii) Tout objet de Mod(I'(E), A) s’injecte dans un objet de I g 4.
(iii) I g 4) est stable par sommes directes finies.

4.NDE.: Sif :(S,05) = (T,Op) est un morphisme plat de topos annelés, on note simplement
f* (et non L*(f*)) le foncteur dérivé

f*: D¥(S,045) - DY(T,0p)

comme dans la version initiale.
4. «Flasque » dans la terminologie de V.
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(iv) Pour tout morphisme : (E, A) — (E', A") de D-topos annelés, le foncteur I'(¢,,.)
transforme tout complexe acyclique de C*(I'(E), A), formé d’objets de I f; ), en
un complexe acyclique formé d’objets de I g1 41y

Démonstration

(i) Compte tenu de I'expression explicite de e;« (cf. (1.2.1.1)), il suffit de montrer
lemme suivant :

LEMME 1.3.10.1. Soient (S, Og) un topos annelé et (F,),c7 une famille de O g-moduless
totalement acycliques indexée par un ensemble T U -petit. Alors HteT F; est tota-

lement acyclique.

Soit X un objet de S : il existe une suite spectrale

@
(1.3.10.2) v [ F) — [ H* X F)
teT teT

ou que)T désigne le g-ieme dérivé du foncteur « produit indexé par T ». Comme

(@) . y f
HteT F, est le faisceau associé au préfaisceau U — HteT HYU, F,), (1.3.10.2)
dégénere et on obtient des isomorphismes

(1.3.10.3) ' J[F = [[H"x.F)
teT teT
d’ou finalement H"(X, [ _. F}) = 0 pour tout n > 0.
(ii) Soit F un objet de Mod(I'(E), A); on choisit pour tout i un monomorphisme
F;, = Q;, ou Q; est totalement acyclique dans Mod(E;, A;) : e;.(F;) = €;.(Q;)
est alors un monomorphisme (puisque e;, possede un adjoint a gauche), et la
fleche canonique :

(1.3.10.4) F— ] entFd— [ en@
i€eOb(D) ieOb(D)
est encore un monomorphisme, comme on le vérifie trivialement.
(iii) Démonstration laissée au lecteur.
(iv) On laisse aussi au lecteur le soin de vérifier que I'(¢,) transforme un objet de
I g 4y en un objet de I 4/y. Ce point établi, il suffit, compte tenu de (i), de
vérifier le lemme suivant :

LEMME 1.3.10.5. Si0 - F - G — H — 0 est une suite exacte courte dansMod(I'(E), A), 99
avec F € I g 4y et G € I y), la suite

0 — I'(@p)(F)) — I'(¢)(G) — (g, )(H)) — 0
est exacte dans Mod(I'(E"), A").

Il suffit de remarquer que e (H) est acyclique pour tout objet i de D et que le calcul
de I'(@,) se fait fibre par fibre, ce qui achéve la démonstration de (1.3.10).

COROLLAIRE 1.3.11. Soitg : (E, A) - (E’, A’) un morphisme de D-topos annelés. On
peut calculer le foncteur RI'(¢,) au moyen de résolutions formées d'objets de I 4.

Soit L € K*(I'(E), A) la sous-catégorie pleine des complexes fermés d’objets de
I g 4y : L est une sous-catégorie triangulée en vertu de ((1.3.10), (ii)) et on peut lui ap-
pliquer le théoreme (5.1) de [[7] - Chap.1].
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COROLLAIRE 1.3.12. Soit ¢ : (E,A) — (E’, A") un morphisme de D-topos annelés;
pour tout objet i de D on désigne par ¢; : (E;, A;) — (E/, A}) le morphisme de D-topos
annelé induit par ¢ au-dessus de i. Alors le diagramme

%

€j
D*(I'(E), A) D*(E;, A))
RI(p,) Ry,
DY (I'(E"),A") - D*(E!, A))

Ky

est essentiellement commutatif.

On dispose d’'un morphisme

e;'k ° RF((p*) B R(pz* ° e>'k

1

dont on vérifie que i est un isomorphisme, grace a (1.3.10).

REMARQUE 1.3.13. Désignons par A g 4) I'ensemble des objets F de Mod(I'(E), A)
tels que e} (F) soit totalement acyclique pour tout objet i de D. Il résulte de la démonstra-
tion de (1.3.10) que 'on peut calculer RI'(¢, ) au moyen de résolutions formés d’objets de
A(g.a) ;1 est ce que l'on fait en particulier dans I'introduction en utilisant la « résolution
flasque canonique »*. D’aprés [(1.3.10)(1)], on a I 4y C Ak 4), mais nous utiliserons
explicitement I 4y dans le paragraphe 2.

2. La méthode de la descente cohomologique

Dans ce numéro, D est une catégorie U -petite.

2.1. Généralités. Notations.

2.1.1.  Soit (S, O¢) un topos annelé. La catégorie .S X D, muni de la projection ca-
nonique S X D — D, est un D-topos; de plus la section de valeur constante ) ¢ définit
un D-topos annelé (S X D, Og) appelé D-topos annelé constant de valeur (S, Og). Avec
ces notations, la catégorie Mod(I'(S X D), Oy) s’identifie a la catégorie des foncteurs
covariants de D dans Mod(SS, Oy).

On définit un foncteur exact :

€* 1 Mod(S,0g) — Mod(I'(S X D),0y)

en associant a tout module F sur S le foncteur constant de valeur F. Le foncteur ¢*
posséde un adjoint a droite €, qui associe a tout foncteur H : D — Mod(Uy) sa limite
projective, le morphisme d’adjonction F — €,e*(F) étant celui qui envoie F dans la
limite projective du foncteur constant de valeur F; ainsi €* est pleinement fidele si et
seulement si D est connexe.

DEFINITION 2.1.2. Soit (E, A) un D-topos annelé; une augmentation de (E, A) est un
morphisme (de D-topos annelés) de (E, A) dans un D-topos annelé constant. Un D-topos
annelé muni d’une augmentation sera appelé un D-topos annelé augmenté.

4. cf. exposé XVII pour la généralisation de cette notion.
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2.1.3. Soit & — B une catégorie bifibrée en duaux de topos et O un anneau de
I'(&°) = Hompg.(B°, £°). Soit S un objet de B; un foncteur D° — B/S, c’est-a-dire un

6
morphisme fonctoriel X — C 5@ , ou X est un foncteur D° — B (cf. (1.2.6)), induit une
augmentation :
0 :(X,0) — (&5 %X D,0y) (cf. (1.3.4)).

désignerons par la méme lettre que le morphisme fonctoriel qui lui donne naissance.

2.2. La descente cohomologique.
2.21. Soit@ : (E,A) = (S X D,0g) un D-topos annelé augmenté, on pose, avec
les notations de (1.3.6) et (2.1.1),

6" =TI (6%) 0" : Mod(S,Og) — Mod(I'(E), A)
etf, =€, o I'(H,) : Mod(I'(E), A) — Mod(S, Oy).
L’image de 0" se trouve dans la sous-catégorie pleine de Mod(I'(E), A) formée des

sections cocartésiennes de I'(D, Mod(E, A)) : nous noterons I"°°“®(D, Mod(E, A)) cette
derniére catégorie®

DEFINITION 2.2.2. On dit que 0 est une augmentation de descente effective si
0 =T (6% 0€e* : Mod(S,Og) — I t(D Mod(E, A))
est une équivalence de catégories.

2.2.3. Avec les notations de (2.2.1), supposons que @ soit plat, de sorte que 0" est

exact et passe trivialement aux catégories dérivées : on note encore 6 le foncteur ainsi
obtenu. Avec ces notations :

LEMME 2.2.3.1. Il existe deux morphismes fonctoriels
a idD+(S,OS) — Rg* 05* etf . 5* ° Ra* — idD+(F(E),A)
mettant ces deux foncteurs en adjonction.

(cf. [9] (3.3)).
DEFINITION 2.2.4. On dit que 0 est une augmentation de 1-descente cohomologique
si
1°) O est plat
2°) 9" : DY(S, Og) —» DY(I'(E), A) est pleinement fidéle.

REMARQUE 2.2.5. La condition 2°) la définition précédente peut aussi s’exprimer en
disant que le morphisme a : idp+(g 0, = RO, ° 0" dans (2.2.3.1) est un isomorphisme.
C’est en pratique ce que I'on démontre et ce qui est utile.

5. N.D.E. : Traduisons : un D-topos annelé augmenté est la donnée d’'un systéme compatible de

morphismes de S-topos

(m*,m,) : E;, - E,
oum € Homp(i, j). La catégorie des sections cocartésiennes est la catégorie des données de descente dont
les objets sont les familles F; € Ob(E;) munis de cocycles d’isomorphismes
Le foncteur qui a tout objet F sur S associe le foncteur constant de valeur F est 'image inverse d’un
morphisme de topos

€. I'(SxD)—> S
induisant le morphisme de topos annelé de 2.1.3. Le couple (5*,5*) est alors simplement induit par la
composition de morphismes de topos 8 = € o I'(f) : TI'(E) — S (cf. 1.2.15).
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DEFINITION 2.2.6. On dit que 0 est une augmentation de 2-descente cohomologique
(ou de descente cohomologique effective) si 6 est d la fois une augmentation de descente
effective et une augmentation de 1-descente cohomologique.

La terminologie précédente est justifiée par le résultat suivant :

PROPOSITION 2.2.7. Soit 6 une augmentation de descente cohomologique effective. Alors,

Iimage essentielle de 0 est la sous-catégorie pleine de DY (I'(E), A) formée des complexes
F" tels que pour tout i, H'(F") soit une section cocartésienne de Mod(E, A).

Nous dirons, pour abréger, qu'un complexe F" vérifiant les conditions précédentes
est une donnée de descente cohomologique.

DEMONSTRATION. Il est clair que si K* € D*(S, Oy), alors 5*(1(') est une donnée de
descente cohomologique : il suffit donc de montrer que pour toute donnée de descente
cohomologique F’, le morphisme canonique

B(F):0 RO, (F)— F
est un isomorphisme dans D (I'(E), A).

a) Cas ou F" est borné : on raisonne par récurrence sur la longueur ¢ de l'intervalle
des entiers i ou H/(F') #0:
e pour ¢ < 1 I’assertion est vraie parce que 0 est de descente effective.
e supposons ¢ > 1 et soit n le plus grand entier tel que H"(F") # 0: on
dispose d’un triangle distingué’

H"(F")[—n]

N\,

tel que ’hypothése de récurrence s’appliquea F'"; B(H"(F ")[—n]) et B(F'")
étant des isomorphismes, il en est de méme de f(F").
b) Cas général : désignons par 7_(F") le complexe

LFl— Frl S Kerd" — 00— 0.,

(cf. [7] (7.1)), de sorte que I'on dispose pour tout #n d’'un diagramme commutatif :

~

6" o RO, (1, (F"))

7, (F7)

0 - RO(F) F°

et il suffit de voir que le morphisme
RO, (r,(F")) — RO,(F")

induit un isomorphisme sur les H' pour i < n. Or, on dispose d’un triangle :

5. pour tout complexe K°, K '[—n] désigne le complexe T"(K "), ou T est le foncteur translation.



2. LA METHODE DE LA DESCENTE COHOMOLOGIQUE 67

PN

TSn(F') F

avec H'(F”") = 0 pour i < n. On en déduit alors que H'(RO,(F"")) = 0 pour
i < n, puis que Hi(RQ*(TSn(F'))) — H'(RO,(F")) est un isomorphisme pour
i < n, ce qui achéve la démonstration.

C.QFD.
Nous allons maintenant exposer une méthode de calcul explicite de
RO, = Re, o RI(H),

fort utile dans la démonstration de certains criteres de descente cohomologique, ainsi
que dans 'exploitation de la dite notion.

2.3. Un procédé de calcul pour Re,. Nous commencerons par deux sorites.
2.3.1. Soient D une U -petite catégorie et Ab la catégorie des groupes abéliens ap-
partenant a /. On désigne par rp le foncteur D — (Hom(D, Ab))® défini par la relation

rp(i)(j) = ZHom D)

pour tout couple (i, j) d’objets de D. On construit alors, pour tout couple (i, X) formé
d’un objet de D et d’un objet de Hom(D, Ab) un isomorphisme canonique et fonctoriel :

Hom(r (i), X) — X (i)

. Soient A une catégorie additive (cf. Tohoku) et F un foncteur D — A; on définit
un foncteur F : (Hom(D, Ab))* - Hom(A’, Ens) par la relation

F(X)(a) = Homyy o p.ap) (X, Hom 4(a, F(.)))

de sorte que le diagramme suivant, ou /4 désigne le foncteur canonique :

D L . (Hom(D, Ab)y’
F F
A Hom(A’, Ens)
hy

soit essentiellement commutatif.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que F transforme les sommes directes finies
de Hom(D, Ab) en produits et que, si 'on désigne par Z le foncteur constant D — Ab
de valeur Z, on a F(Z) = l(in F.

Enfin la correspondance F -~ F définit un foncteur covariant
Hom(D, A) — Hom((Hom(D, Ab))°, Hom(A°, Ens)).

. On désigne par Add(D) la sous-catégorie pleine de (Hom(D, Ab))° définie par les
objets de la forme r (i), ou i est un objet de D, et leurs sommes directes finies. La catégo-
rie Add(D) est additive et le foncteur rp : D — Add(D) vérifie la propriété universelle
suivante :
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. Pour tout catégorie additive A, le foncteur G — G o rp induit une équivalence de la
sous-catégorie pleine de Hom(Add(D), A) formée par les foncteurs additifs sur la catégorie
Hom(D, A).

La catégorie Add(D), définie a équivalence pres par (2.3.1.3) s’appellera la catégorie
additive engendrée par D.

2.3.2. Soient A une catégorie abélienne et k** un complexe double que nous consi-
dérons comme un objet de C*(C*(A)), le premier indice correspondant au premier
signe C* : on désigne par (K "), le complexe simples associé (cf. Toéhoku (2.4), dont nous
conserverons les notations). On définit ainsi un foncteur

(2.3.2.1) (), : CHCT(A) — CH(A)
et on laisse au lecteur le soin de vérifier le lemme suivant :

LEMME 2.3.2.2. Le foncteur (), définit un foncteur triangulé :
KT (C*(A)) — K*(4)
qui préserve les quasi-isomorphismes ; il définit donc un foncteur triangulé :
D*(C*(A)) — D*(A),
encore noté ().

REMARQUE. On a le méme résultat pour le foncteur (), : C(C?(A)) — C(A) carla
suite spectrale que I'on envisage est biréguliere par (EGA III (11.3.3)).

2.3.3.  Ceci étant, soient (.5, U) un topos annelé et D une U/ -petite catégorie. Soit
Z' € C*(Add(D)) un complexe de cochaines tel que Z" = 0 pour n < 0.

Tout objet F'de Mod(I'(S X D), Og) (qui s’identifie a un foncteur D — Mod(S, Og)
d’apreés (2.1.1)) définit, par la propriété universelle de Add(D) (2.3.1.3) un foncteur additif

F : Add(D) — Mod(S,0y).
Le complexe image
€z(F) 1= F(Z")
estun objet de C* (.S, O ) qui varie fonctoriellement avec F. On a ainsi défini un foncteur
additif
€z ¢ Mod(I'(S X D),05) — C*(S,0y),

qui est visiblement exact.
On définit ainsi un foncteur triangulé® :

(2.3.3.1) K*(e,-,) : KY(I'(S X D),05) — KT(C*(S,0y)).
qui préserve les quasi-isomorphismes. De plus, il résulte de (2.3.2.2) que le foncteur
composé :
( )y o K*(em) 1 KH(I(S X D),05) — K*(S,0y)

transforme les objets acycliques en objets acycliques. Il définit donc un foncteur trian-
gulé :
(2.3.3.2) Rey-, : DT(I'(S x D),05) — D*(S,0y)

vérifiant la relation’ Qo ( ), K¥(e,-,) = Re,-, Q"

6. N.D.E. : K* désigne la catégorie des complexes bornés inférieurement a homotopie prés.

7.N.D.E. : Autrement dit, € ,-, se dérive trivialement en F* w £,- (F").
7. Pour toute catégorie abélienne A, la lettre O désigne le foncteur canonique K*(4) —» D*(A).
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2.3.4. Les données précédentes sont conservées et posons A = C*(S,0y). Tout

d’abord, F et F sont compatibles au sens de la commutativité du diagramme de type

Yoneda :

A h

S

Add(D)

Sl
Hom(D, Ab)

ou h, rp sont respectivement les fleche type Yoneda définies par

Hom(A’, Ens)

D

h(a) = (a = Hom (e, a) et rp(d) = (6 = Homp(d, 6)),
Cest-a-dire ho F = Fo ¥p- On en déduit la formule
he 7, (F) = FFp(2)).
Par définition d’une limite projective, on a h(e, F) = l(&nF et, comme on 'a déja

remarqué, on a tautologiquement F(Z) = 1(21 F de sorte qu'on a

F(Z) = h(e.(F)).

On considére Z° comme un complexe de chaines dans Hom(D, Ab), c’est-a-dire un
complexe de la catégorie abélienne Hom(D, Ab)° grace au foncteur 7. On peut donc
parler de notion de suite exacte, de résolution. Explicitement, une suite de Add(D)

Z - Zl N Zn
est exacte si pour tout objet j de D, la suite

Homygqpy(Z", [j]) = Homygqpy(Z’, [j]) = Hompggp)(Z, [i])

est exacte dans Ab. Soitt : Z° — Z un morphisme de Z° dans le foncteur constant de
valeur Z tel que le morphisme composé

(2.3.4.1) 7'\ 7047

soit nul.
Par fonctorialité (cf. (2.3.1.1)), on en déduit un morphisme €,(F) — €,-.(F)° tel que
le morphisme composé

(2.3.4.2) £,(F) — €5, (F) — £,-.(F)!

soit nul.
Il existe alors un morphisme canonique de foncteurs triangulés :

(2.3.4.3) Q- K*(¢e,) X Qo( )oK (ez)=Rey, 20

PrROPOSITION 2.3.5. Les conditions et notations de (2.3.3) et (2.3.4) sont conservées ; on
suppose en outre que le complexe augmenté

Lz gzl ozl 70 7

définit une résolution de Z.
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Alors, pour tout complexe F" formé d’objets de I sy p o) (cf- 1.3.10),
J(F) 1 GoK¥(e)(F) — (Rez-, o O)(F)
est un isomorphisme.

Soit i un objet de D et Q; un module sur (S, Og) : montrons que j(e;,(Q;)) est un
isomorphisme. Il s’agit de voir que la suite :

(2.3.5.1) 0 — Q; — £-,(¢;,(0)) — €4, (e; (O —> ...

est exacte.
Pour cela il suffit de montrer que, pour tout objet X de Mod(sS, Oy), la suite :
(2.3.5.2)
0 — Hom(X, Q;) — Hom(X, € z-,(e;,(0;))’) — Hom(X, ez-*(ei*(Qi))l) —

est exacte. Or un calcul immédiat montre que (2.3.5.2) se réduit a :
(2.3.5.3) 0 — Hom(Z,Hom(X, Q,)) — Hom(Homyyqp)(Z°, [i]), Hom(X, Q;)) —
Hom(HomAdd(D)(Zl, [i]),Hom(X,Q;)) — ....
Par hypothese, la suite
0 < Z « Homypgyp)(Z°, [i]) < Hompgqpy(Z', [i]) < ...

est une suite exacte de modules libres, donc est homotope a zéro. On déduit que (2.3.5.3)
est exacte.
Si pour tout objet i de D, Q; est un module totalement acyclique, on voit, en appli-

quant le foncteur Hie Ob(D) AUX complexes (2.3.5.1), que 'on obtient encore un complexe

acyclique d'aprés (1.3.10.1). Ainsi j([T,cp )

On laisse au lecteur le soin de déduire de ceci que j(F ) est un isomorphisme lorsque
F" € I(5xp o) pour tout n (par suites spectrales, par exemple).

(e;+(0;))) est un isomorphisme.

COROLLAIRE 2.3.6. Sous les conditions de (2.3.5), le morphisme j définit Re ., comme
le foncteur dérivé de €.

La sous-catégorie de K+ (I'(S X D), O ) définie par les complexes formés d’objets de
Iisxpoy vérifie les conditions du théoréme (5.1) de [[7], I], pour le foncteur K™ (g,,), en
vertu de (1.3.10) et (2.3.5) : le corollaire résulte immédiatement de cette remarque.

COROLLAIRE 2.3.7. Sous les conditions de (2.3.5), soient (E, A) un D-topos annelé et
0 : (E,A) — (S X D,0Og) une augmentation ; il existe un isomorphisme canonique

RO, = RI'(H,)°Re ,-,.
Cela résulte de [[7] -1 - 5.4].

REMARQUE 2.3.8. On savait a priori que Re, existe et que 'on a un isomorphisme
RO, 5 RI (0,) ° Re,, vu que I'(0,) et €, sont induits par des morphismes de topos
annelés (cf. (1.3.6) et (2.1.1)). Cependant le calcul précédent s’avérera fort utile et appli-
cable a d’autres contextes, car, dans la pratique, les conditions de (2.3.5) seront toujours
vérifiées.

Nous allons maintenant donner les exemples fondamentaux ou ’on pourra appliquer
(2.3.5).
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2.3.9. Dans Add(4), on pose Z" = [n] et on définitd" : Z" — zntl par la formule

n+1
(2.3.9.1) d"= Y (-1)o’
i=0
ou 0 : [n] — [n+ 1] est la i-éme face [cf. [3] II 2]. On prend pour ¢t : Z° — Z
'augmentation naturelle évidente®.
La condition de (2.3.4) est trivialement vérifiée. La condition de (2.3.5) résulte de ([5]
I(3.7.4)).
2.3.10. Dans Add(4 X A4), on considere le complexe simple associé au complexe

double :

sn,m+1
([n), [m + 11) ——— ([n+ 11, [m + 1)
(23101) S",m Sn+l,m
2 2
(11, 1) L ([n+ 11, [m])
avec
n+1 o
Sp =Y (=10, idg)
i=0
(2.3.10.2) - | |
Sy =) (~1)(idy,. 09).
i=0

On laisse au lecteur le soin de vérifier (en utilisant (2.3.9)) que le complexe ainsi
défini, muni de 'augmentation naturelle évidente, vérifie les conditions de (2.3.5).
2.3.11. On traite de maniere analogue le cas multi-simplicial (avec 4 X 4 X -+ X A).

p-fois

2.4. La descente cohomologique relative.

2.4.0. Soient & — B une catégorie bifibrée en duaux de topos et @ un anneau de
reé).

Ces données définissent canoniquement une catégorie fibrée et cofibrée en catégories
abéliennes, notée Mod(&°, O), au-dessus de B° (cf. (1.3.3) et (1.3.4)) : dans tout ce qui
suit, les foncteurs « images directes » et « image réciproques » seront toujours pris par
rapport au foncteur fibrant et cofibrant : Mod(&°,0) — B°.

DEFINITION 2.4.0.1. Nous dirons qu’un morphisme f : T — S dans B est plat (relati-
vement a (£,0)) si f, © Mod(&E%, Og) = Mod(E7, Op) est un foncteur exact’.

8. N.D.E. : De facon explicite, si F est un complexe simplicial de différentielle dj, €,-.(F) est le
complexe simple associé au complexe double F/(i) de différentielle horizontale simpliciale d' et verticale
d.

9.N.D.E. : Cette notation peut préter a confusion : on devrait sans doute écrire (f°), qui coincide
formellement avec (f*)° ot f* est le foncteur fibrant associé & £ — B. Par exemple, dans le cas de la
catégorie des faisceaux sur les espaces topologiques fibrée sur la catégorie des espaces topologiques (cf.
4.1),ona (f),(S,F)=(T,f'F)=(f*)°(S,F)ou f : T — S est une application continue d’espaces
topologiques, F un faisceau sur S et f~! est 'image inverse usuelle. On reconnait alors les conditions
usuelles de platitude.
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2.4.1.  Soit G une sous-catégorie fibrée et cofibrée de Mod(&°, O) telle que, pour tout
objet S de B, G soit une sous-catégorie épaisse (cf. Téhoku (1.11)) de (Mod(&°, 0))g -
Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de telles situations.

Si S est un objet de B, nous désignerons par D*(.5), la catégorie dérivée de Mod(&%, O) :
on introduit, suivant [[7] (I§ 4)], la catégorie DES(S), qui s’identifie a la sous-catégorie
pleine de DT (.S) formée par les objets X " tels que H"(X ") € G4 pour tout n.

Nous supposerons que la condition suivante est toujours vérifiée.

. Pour tout morphisme h : T — S dans B, le foncteur Rh* : D*(T) - D (S) est tel
que Rh*(F) € D, (S) si F € Gr".

D’apres [[7] (L (7.3). (ii))], cette condition entraine que Rh*(DET(T)) C DES(S ).

2.4.2.  Soit D une U -petite catégorie : nous supposerons dans tout ce qui suit que l’on
s’est donné un complexe Z* de Add(D) vérifiant les conditions de (2.3.5) (dans les applica-
tions, on aura en fait D = Aou D = 4 X A).

Si X : D° — Bestun D-objet de B, on désigne par Mod(I'(X), ©) la sous-catégorie
pleine de Mod(I'(X), ) formée par les objets Ftels que e}(F) € G, (= G x,) pour tout
objetide D : ModG(F()_(), () est une sous-catégorie épaisse de Mod(I"(X), (9). Nous dé-
signerons par K} (I'(X), O) (resp. DE(I'(X), 0)) la sous-catégorie pleine de Kt (I'(X), )
(resp. DY(I'(X), ¥)) formée des objets X tels que H"(X ") € ModG(F()_(), O) pour tout
n.

2.4.3. Soient X et X’ deux D-objetsde Beta : X — X’ un morphisme fonctoriel.

Rappelons (cf. (1.3.4)) que nous notons encore a : (X,0) — X', 0) le morphisme de
D-topos annelés correspondant.

DEFINITION 2.4.3.1. Nous dirons que a : X — X' est plat si le morphisme de D-topos
annelés correspondant est plat au sens de (1.3.6.1).

On a alors le lemme évident :

LEMME 2.4.3.2. Pour que « : X — X' soit plat, il faut et il suffit que, pour tout objet i
de D, a; : X; — X/ soit un morphisme plat (cf. (2.4.0.1)).

24.4. Soita : X - X' un morphisme, il définit un foncteur

(2.4.4.1) K+*(I'(a,) : K*(I'X),0) — K*(I'(X)),0).

LEMME 2.4.4.2. Le foncteur
KT (@)oo * K&TX),0) — KHT(X),0)
posséde un foncteur dérivé a droite, noté R I (a,,), et le morphisme canonique
RgI(a,) — RI(@)|ptrx)0)

est un morphisme.
De plus Rg(DE(I(X), ) € (DE(T(X), 0)).

La premiére partie résulte de (1.3.10) et de [[7] - (I.(5.2))]. Pour vérifier la derniere as-
sertion, il suffit de montrer, en vertu de [[7] -(I. (7.3). (ii))], que RI (a, )(F) € DE(F()_(’ ), 0),

10. N.D.E. : Comme précédemment, il serait plus correct de noter R(h°)* = R(h,)" plutA’t que
Rh*, ce qui rendrait les notations plus conformes a l'intuition géométrique usuelle. On aurait aussi pu
bien prendre les foncteurs fibrants et cofibrants par rapport a Mod(&,0) — B et non aux catégories
opposées. Mais les fibres auraient été seulement des duaux de topos.
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lorsque F € Modg(I'(X),0) ce qui résulte du calcul explicite de RI'(a,) donné par
(1.3.1.1) et de ’hypotheése (2.4.1.1).

2.4.5. Soit S un objet de B: le D-topos annelé (C_é), O) (cf. (1.2.6)) s’identifie au
D-topos annelé constant (£ X D, Ug) et on a le lemme suivant qui résulte de [[7] (L

(7.3). (ii))] :

LEMME 2.4.5.1. Le foncteur Re ;- | noté Rge -, est d valeurs dans DES(S)

DE(I(CD)0y
et s’identifie un foncteur dérivé a droite du foncteur
K* (el

N . + “~D "
K& (ko) - K;(I'(Cg),0) — KT(S).

PROPOSITION 2.4.6. S0it0 : X — CL un D-objet de B augmenté :lefoncteurKJ”(é*)lK&r(r)(y),g,

posséde un foncteur dérivé a droite, noté R0, qui prend ses valeurs dans DES(S). De plus,
il existe un isomorphisme canonique

RGO, = Rgez-, o RGI(0,).

Démonstration laissée au lecteur a partir de ce qui précede.

Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions relatives a la descente
cohomologique.

24.7. Soitf : X — Cg un D-objet de B augmenté. Supposons que 6 soit plat, de

sorte que la restriction a DES(S) du foncteur 8 prend ses valeurs dans DJGF(F (X),0) :

nous noterons E*G cette restriction. Avec ces notations :

LEMME 2.4.7.1. Il existe deux morphismes fonctoriels a : idDES(S) - Rg0, ° E*G et
p: 52 o R0, — id DE(r(X),0) Mettant ces deux foncteurs en adjonction.

Cela résulte immédiatement de (2.2.3.1) et (2.4.6).

DEFINITION 2.4.8. On dit que 0 est une augmentation de 1-descente cohomologique
relativement a G si

1°) O est plat.
2°) Le foncteur 52 pleinement fidéle.

REMARQUE 2.4.9. La condition 2°) de la définition précédente peut encore s’exprimer en
disant que le morphisme a dans (2.4.7.1) est un isomorphisme.

DEFINITION 2.4.10. Soit 6 : X — CE un D-objet de B augmenté. On dit que 0 est une
augmentation de descente effective relativement a G si le foncteur

L@ ee* : Gg— (D, G)
est une équivalence de catégories.

DEFINITION 2.4.11. On dit que 0 est une augmentation de 2-descente cohomologique
(ou de descente cohomologique effective) relativement a G si 0 est a la fois une augmen-
tation de 1-descente cohomologique et de descente effective relativement a G.

On déduit alors de la démonstration de (2.2.7) le résultat suivant :

THEOREME 2.4.12. Soit 6 : X — Cé) une augmentation de 2-descente cohomologique

relativement a G. Alors 'image essentielle de é*G est la sous-catégorie pleine de DE(I (X), )
formée des complexes F" tels que pour tout n, H"(F") soit une section cocartésienne de G.
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La proposition suivante, dont la vérification est laissée au lecteur, permet de trans-
crire la définition (2.4.10) dans le langage de ([4]. 6) :

PROPOSITION 2.4.13. Pour que® : X — CE soit une augmentation de descente effective
relativement a G, il faut et il suffit que le foncteur D° — B/S au-dessus de B, défini par 6,
induise une équivalence entre la catégorie des sections cartésiennes de G° au-dessus de B/.S
et la catégorie des sections cartésiennes de G° au-dessus de D°.

COROLLAIRE 2.4.14. Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans
B et soit f : R — S un morphisme : pour que l'objet semi-simplicial augmenté [R| ;5]
(cf. (1.2.7)) soit de descente effective relativement a G, il faut et il suffit que f soit un mor-
phisme de descente effective pour la catégorie fibrée G° au-dessus de B.

Cela résulte de (2.4.13) et de ([4]-9).

DEFINITION 2.4.15. Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans
B et soit f : R — S un morphisme. Nous dirons que f est un morphisme de i-descente
cohomologique relativement a G (i = 1,2) si lobjet semi-simplicial augmenté [R| ;S] est
de i-descente cohomologique relativement a G.

DEFINITION 2.4.16. Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans
Betsoitd : X — C:? une augmentation : nous dirons que 6 est une augmentation de
i-descente cohomologique universelle (i = 1, 2) relativement a G si, pour tout morphisme

Or
T — S, Paugmentation X — CP obtenue par changement de base est une augmentation
de i-descente cohomologique relativement a G.

La notion de morphisme de i-descente cohomologique universelle relativement a G se
déduit immédiatement des deux définitions précédentes.

Nous emploierons souvent la terminologie « augmentation de G-i-descente cohomo-
logique » a la place de « augmentation de i-descente cohomologique relativement a G
».

2.5. La suite spectrale de descente.

2.5.1. Soit A une catégorie abélienne. On désigne par F(A) la catégorie dont les
objets sont les objets de A, munis d’une filtration discrete et codiscréte, et dont les mor-
phismes sont les morphismes filtrés de A : la catégorie F(A) est une catégorie additive
(mais non abélienne).

La catégorie K(F(A)) des complexes filtrés de A, de filtration discréte et codiscréte
degré par degré, est une catégorie triangulée et les foncteurs canoniques

(2.5.1.1) Gr, : K(F(A)) — K(A)

sont triangulés. L’ensemble X des morphismes f de K(F(A)) tels que Gr,(f) soit un
quasi-isomorphisme pour tout # est donc un systéme multiplicatif saturé [cf. [9].§ 2. n°

1].
En inversant les fleches de ce systéme, on obtient une nouvelle catégorie triangulée
notée DF(A) et les foncteur Gr,, se prolongent en des foncteurs

(2.5.1.2) Gr, : DF(A) — D(A).

Nous ne considérerons, par la suite, que des complexes bornés inférieurement : on
introduit naturellement les notations K™ (F(A)) et DY F(A).
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2.5.2.  Soit B une sous-catégorie épaisse de A et désignons par K3 (F(A)) la sous-
catégorie pleine de K (F(A)) dont les objets sont les complexe X * tels que H'(Gr (X)) €
B pour tout couple d’entiers (i, j) : KE(F (A)) est une sous-catégorie triangulée loca-
lisante de K(F(A)) [cf. [7]. (I. § 5)]. Nous désignerons par D}SF(A) la sous-catégorie
pleine de DF(A) dont les objets sont les complexes bornés inférieurement X * tels que
Hj(Grj(X')) € B pour tout couple (i, j) : d’apres (loc. cit.), D} F(A) s’identifie  la caté-
gorie de fractions K% (F(A)) s K5(F(A))"

Le foncteur « oubli des filtrations » :

1 KY(F(A) — KT(A)

est triangulé. De plus, il résulte de [[5]. L. (4.7)] que 1(f) est un quasi-isomorphisme si
f € Xetque Z(KE(F (A) C KE (A). Le foncteur 1 s’étend ainsi en un foncteur triangulé

(2.5.2.1) 1 : DY F(A) — D*(A)

tel que (DL F(A)) C DE(A).

Notons enfin qu’il existe un foncteur spectral canonique D5 F(A) — B, aboutissant
a H" o1, et dont le terme E; est donné par HP*9 o Gr, [cf. [5] L (4.2)].

Nous revenons maintenant aux notations de (2.3) en supposant D = A : Z" désignera
le complexe de Add(4) défini par (2.3.9.1).

PROPOSITION 2.5.3. Soit (S, Og) un topos annelé. Le foncteur
Re 4., : DT(I'(S x D),05) — D*(S,0y)
posséde une factorisation canonique
DH(I'(S x D), 05) T2 D*E(S,04) > D*(S,0y).

De plus, pour tout entier i, le diagramme suivant est commutatif :

Re?
DT (I'(S x D),0y) : D*(S,04)
iz Gr;
DT F(S,0y)

C s
Considérons le foncteur C*(C*(S,05)) —— C*(S,0g) : si X~ est un objet de
C*(C*(S,0y)), on muni (X), de sa deuxiéme filtration canonique [cf. [5]. 1.4.8]; on
obtient ainsi une factorisation :

(2.5.3.1) (), : CT(CH(S,04) — CHF(S,04) = C*(S,04)
qui passe aux catégories K+ :
(2.5.3.2) (), KHCH(S,04) — KT(F(S,0y)) 5 K*(S, Os)

car une homotopie de C*(C* (S, Oy)) induit une homotopie filtrée.
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On a alors un diagramme :

RGZ'*

DH(I'(S x 4),0) D*(S,0y)
7)+F(S, Oy)

(2.5.3.3) T

K*(F(S,05))

T

KT (I'(S % 4),0y) K*(S,0y)

()oK (ez+*)
et on vérifie qu’il existe un foncteur

119 et un seul rendant commutatif (2.5.3.3).
Le reste de la proposition est évident.

PROPOSITION 2.5.4. Soient (E, A) un topos semi-simplicial annelé et
0:(E,A)— (§%x4,0y)
une augmentation : pour tout entier i, on désigne par
0, : (E;,A;) — (5,0g)

le morphisme de topos annelé induit par 6 au-dessus de i.
Le foncteur RO, : DY(I'(E), A) — D*(S,Og) posséde une factorisation canonique

RO,
DH(I'(E), A) —> D*F(S,04) - D*(S,0y)

telle que pour tout entier i, le diagramme canonique

+ Re} +
D™(I'(E), A) D™ (E;, A)
FRg* Roi*
DY F(S,0y) = D*(S,0y)

soit essentiellement commutatif.
Résulte de ce qui précede et de (1.3.1.2).
PROPOSITION 2.5.5. Soient (E, A) un topos semi-simplicial annelé et
0:(E,A)— (SX%xA4,04)
une augmentation de 1-descente cohomologique. Soit
H : (S,05) — (R,0f)

un morphisme de topos annelés. Alors il existe un foncteur spectral de D*(S,0g) dans
Mod(R, Op) :
Efq = Rq(H o HP)* o 0;: —_ 1{1""‘]1{4<
120  appelé foncteur spectral de descente.
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Soit He 6 : (E,A) - (R X 4,0f) 'augmentation déduite canoniquement de 6 par
composition avec H; on a
(2.5.5.1) (H-0),=H,-0,

de sorte que le diagramme

D¥(S,05) D (I'(E), A)

RH,

D*(R,0g)
est essentiellement commutatif car
R(H ° 0)* ; RH* o RE* et idD"’(S,(?S) :) Rg* 05*.

Gréace a (2.5.4), on dispose pour tout i, d'un diagramme essentiellement commutatif :

—k

D*(S,0y) DY (I'(E), A) kel D*(E;, A))

FR(H-0), R(H0)),

(2.5.5.3) D*F(R,0p)

D F(R,Og)

D*(R,0p)

Le foncteur spectral annoncé, s’obtient en considérant le foncteur spectral canonique
sur DT F(R,Og) que 'on compose avec pR(H © ), ° 9.
On laisse au lecteur le soin de vérifier la proposition suivante :

PROPOSITION 2.5.6. Avec les notations précédentes, le terme E5? du foncteur spectral
précédant s’écrit :
HP o RIT(H 20),)0 0
ot H? : Mod(I'(R X 4), Or) = Mod(R, Oy) est le foncteur qui associe a tout foncteur
a5 Mod(R, Op) l'objet d’homologie en degré p du complexe associé (noté € ,-,(F)" dans
(2.3.3)).

Nous revenons maintenant a la terminologie introduite dans (2.4) : grace au sorite
(2.5.2), toutes les considérations précédentes vont se transcrire mot pour mot en plagant
la lettre G en indice partant ou cela a un sens. Les détails sont laissés au soin du lecteur ;
on obtient en particulier :

PROPOSITION 2.5.7. Soient O : X — C& une augmentation de 1-descente cohomolo-
gique relativement a G et soit h : S — R un morphisme de B il existe un foncteur spectral
de DES(S) dans Gy :

EY = RG(ho0), 05, — R A,

121
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P4 _ 13 q %
avec E5" = H? o R I'((he0),) 6.

3. Critéres de descente

3.0. Notations. Dans tout ce qui suit, nous conserverons les notations de (2.4).
Nous supposerons toujours que les produits fibrés finis sont représentables dans B.

Nous supposerons de plus que B vérifie la condition suivante

3.0.0. Les sommes directes existent dans B, sont disjointes, universelles et sont des fa-
milles de £-descente effective et G°-descente effective [ct. [4] (9.23) (9.25) et (9.27)].

3.0.1. Rappelons maintenant quelques notations classiques sur les objets semi-simpliciaux
d’une catégorie [cf. ([3] Chap II) et (V. appendice)].

Soit E une catégorie possédant des limites projectives finies A’ E désigne la catégorie
des objets semi-simpliciaux de E (cf. (1.2.6)).

Soit n un entier : on désigne par A (resp. A*, A7) la sous-catégorie pleine de 4 (re-

n n n

sp. AT, A7) formés par les objets [p] tels que p < n.
Le foncteur restriction

(3.0.1.1) i* 1 'E — A°E
n

posséde un adjoint a droite i,,, puisque les limites projectives finies existent dans E
(cf. (1.2.10)). On note cosq, et on appelle foncteur cosquelette d’ordre n le foncteur i, o i} ;
par abus de notations, nous utiliserons aussi la notation cosq, pour le foncteur i, .

Pour tout entier p, désignons par A (resp. A *) la sous-catégorie pleine A, (re-
n[p] n[p]
sp. AE;]) des objets de 4 (resp. A) au-dessus de [p], définie par les objets [q] au-dessus

de [p] tels que ¢ < n; on laisse au lecteur le soin de vérifier que I'on a :

(3.0.1.2) (cosqn(X))p = l(in X, — l(in X,
Anlp) A

3.0.2. Soient X et X’ deux objets de A°E et f, g : X 33 X' deux morphismes.
Une homotopie de f vers g consiste en la donnée pour tout n d’'une application A, :
Homy([n],[1]) » Homg(X,, X,) vérifiant les deux conditions suivantes :

(3.0.2.1) hn(él) = f, et h,(0°) = g, pour tout n.

. pour toute fleche [n] — [p] dans 4, on a un diagramme commutatif :

Homy ([p], [1])

Hompg(X,, X})

\

Hompg(X, X})

/

Homy ([n],[1]) Homp(X,, X)

N.B. : La relation ainsi introduite sur I’ensemble des morphismes de X dans X’ n’est pas
une relation d’équivalence ; on peut palier a cet inconvénient en introduisant la notion
d’homotopie composée [cf. [3] chap III] : nous n’utiliserons pas cette derniére notion.

LEMME 3.0.2.3. Soient X et X' deux objetsde A°E, f, g : X = X' deux morphismes et
F : E — C un foncteur ou C est une catégorie abélienne. Une homotopie simpliciale de f
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vers g induit une homotopie sur les morphismes de complexes de cochaines canoniquement
associés a F(f) et F(g).

On est ramené au cas ou C est la catégorie des modules sur un anneau et on applique

[[5] L (3.7.1)].

LEMME 3.0.2.4. Soient n un entier, X et X' deux objets de A° E. Soient f et g deux mor-
phismes de X dans X' tels que f, = g, pour p < n : alors il existe une homotopie simpliciale

de cosqn(f) vers cosqn(g).

On définit
h, : Homy([p], [1]) — Hom(X,, X" )
par I'application constante de valeur f, = g, pour p < n, puis h, : Homy([n],[1]) —
Hom(X,, X)) en envoyant tous les éléments de Hom([n], [1]), sauf 0°, sur f,, et 0° sur
g,- On remarque ensuite que

Homy([k], [1]) = lim Hom([q], [1])

[q]—[k]
q=n

pour k > n, ce qui permet de définir canoniquement A;,.

3.1. Comparaison de deux augmentations du point de vue de la 1-descente

cohomologique. Soit.Sunobjetde B : on désigne par Homy,, (D°, B/.S) la sous-catégorie
pleine de Hom(D°, B/.S) dont les objets sont les augmentations plates [cf. (1.2.6) et (2.4.3.1)].

PROPOSITION 3.1.1. Soient X — CL et x' LN CL deux objets de Hom,,, (D, B/S).
Soit f : X — X' un morphisme au-dessus de S (i.e. un morphisme de Hom(D*, B/S)); il
lui correspond de facon naturelle un morphisme fonctoriel

nG * Rl o' G —> Rell, ° i
tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Rgi, o'

; f

RGﬁ* ° EE.
De plus, si D = A, né ne dépend que de la classe d’homotopie (cf. (3.0.2)) de f dans
Hom(4°, B/S).
Il est clair que nous pouvons supposer que G = Mod(&°, O) pour la construction de
NG
Soit I la catégorie définie par le graphe
(3.1.1.1) 0— 1.

On désigne par ry : D — I X D (resp. rq) le foncteur pleinement fidele défini par
ro(@) = (0,1i) (resp. r;(i) = (1,1)).

125
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En vertu de I'isomorphisme canonique
(3.1.1.2) Hom((I X D), B/.S) = Hom(I°, Hom(D°, B/.S))
les données de (3.1.1) définissent une augmentation plate'!

!
(3.1.1.3) xrx' e, clxp,

Soit Fun objet de Mod(&', U g), le morphisme canonique
(3.1.1.4) Erxp(F) — T(wfu'),) o I'((ufu' Y Ny p(F)).
peut s’interpréter comme un triangle commutatif dans Mod(I” (C_g), 0):
/F(u;)c’T(U’*)(é’E(F))

(3.1.1.5) &% (F)

I'(u,) o I'(u*)(Ep(F))
5 N . s 1) ¥ % — —% :
126 d’ou un morphisme fonctoriel u;, e u’'~ — u, o u* tel que le diagramme
@, ou'*
(3.1.1.6) idMod(é’fg,OS) &y

ot

™~

soit commutatif.

11. N.D.E. : Explicitement, on a (X fX")q; = X,, (XfX'); = X] etaa € Homp(i,j) =
Hom((0, i), (0, j)) est associée a o f; : (XfX’)(OJ) - (XfX’)(l’j), les endomorphismes de (¢,i), € =0, 1
agissant de facon évidente.
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On obtient par suite un morphisme fonctoriel tel que le diagramme

K*(@,)o K*@'")

(3.11.7) ldK+(£3"aOS) K+(af)

K*(u,) K*(@")

soit commutatif.
(Remarquons que K™ (a ) peut aussi s’obtenir formellement par adjonction en utilisant
I'isomorphisme K+(I'(f*)) K*@'") = K*@")).

Soient F*un complexede K*(S)eté : K*(ufu'*)(F') — J un quasi-isomorphisme
tel que, pour tout entier n, J" soit totalement acyclique objet par objet (cf. (1.3.13)).
D’apres (loc. cit.) les fleches canoniques

K*@)(F") — ri(J") et KX @) (F) —> ri(J")

sont des quasi-isomorphismes (cf. (1.2.8) pour les notations). On obtient par suite un
morphisme
— — % . I’]f(F.) — —% .
Ru,ou (F')—— Ru,ou (F")

tel que le diagramme suivant soit commutatif dans D*(S) :

QK+ (@ )(ry(J ") Rt oQ(ri(J *))
QoK+ (@l )oK+ ™)(F") R ,ou’ (F")
|
|
|
(3.1.1.8) :”,(F)
QK™ (ap)(F") :
QoK*@,)(ri(J ") —— : —— R,*0(r}(J )
|
|
Y
QoK™ (@, )oK @")(F") R o (F ")

1 est clair que #/(F") ne dépend pas de la résolution choisie et on vérifie qu’il est
fonctoriel en F* variant dans DT (.S).
Pour achever la démonstration de (3.11), il suffit de montrer le lemme suivant :

/
LEMME 3.1.1.9. Soient X — CletX' N C4 deux objets de Homy,, (4%, B/S). Soient f,
g : X - X' deux morphismes dans Hom(4°, B/S)) : s’il existe une homotopie simpliciale
de f vers g, on an’ = ns.
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Soit h, = Homy([n],[1]) - Hompg,¢(X,, X’,) une homotopie simpliciale de f vers
g. Soit I X D la catégorie obtenue a partir de I X D en ajoutant les fleches (1, n) — (0, n)
correspondant bijectivement a h,(Hom([n],[1])) et les relations imposées par la com-
patibilité des A, pour n variable. Les données du lemme définissent une augmentation
plate X f X’ 4 C§XD. Soit F* un complexe de C*(.S) et J " une résolution de C*(t*)(F ")
telle que pour tout entier n, J” soit totalement acyclique objet par objet : il existe une
homotopie simpliciale entre

CHI W)(rg(J ) = CT I ) (I )

d’ou une homotopie lorsqu’on passe aux complexes « condensés ». (cf. (3.0.2.3)).

DEFINITION 3.1.2. Avec les notations de (3.1.1), nous dirons que f est une équivalence
pour la G-1-descente cohomologique si né est un isomorphisme.

3.1.3. Nous noterons dans ce qui suitpar L; : 4 - AX A (resp. C; : A > AX A)le
foncteur canonique défini par [n] — [n] X [i] (resp. [n] — [i] X [n]).

PROPOSITION 3.1.4. Soient X — CH4 et X' 5 C2%4 deux objets de Homyj,((4 X
4y, B/S). Soit f : X — X' un morphisme au-dessus de S : on suppose que f, idy
XoL;—> X'oL;(resp. f,ide, : X o C; = X' o C;) est une équivalence pour de la G-1-
descente cohomologique pour tout entieri. Alors f est une équivalence pour a G-1-descente
cohomologique.

D’aprés la description de #/ (cf. démonstration de (3.1.1)) il s’agit de montrer qu’un
certain morphisme de complexes triples induit un isomorphisme sur la cohomologie des
complexes condensés : un raisonnement standard par suite spectrales permet alors de
conclure.

PROPOSITION 3.1.5. Soient X et X' deux objets de Hom,,((4°, B/S). Soit
f:X— X

un morphisme fonctoriel tel que f, : X, — X, soit un morphisme de G-1-descente coho-
mologique. Alors le morphisme canonique

(XX — (X ] X"
(cf. (1.2.7) est une équivalence pour la G-1-descente cohomologique.

Résulte de (3.1.4) et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :

LEMME 3.1.5.1. Soient f : R — S un morphisme plat Y 5 Clety 5 C4 deux
augmentations plates telles que le diagramme suivant soit commutatif dans Hom(4°, B) :

v
Y CA

Cs

Si v est une augmentation de G-1-descente cohomologique, c’est une équivalence pour la
G-1-descente cohomologique.

Dans les applications, nous combinerons (3.1.4) et (3.1.5) avec le résultat suivant :
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PROPOSITION 3.1.6. Soit X — Cfg‘x“ une augmentation plate. Pour que u soit une aug-
mentation de G-1-descente cohomologique, il suffit que

M*idLi u*idci
X oL, —— C4(resp. XoC; —— C%)

le soit pour tout entier i.

Cela résulte de la construction explicite de Rsu, (cf. (2.3.10)).

COROLLAIRE 3.1.7. Soit X — Cé une augmentation pour que u soit de G-1-descente
cohomologique, il faut et il suffit que [[ X |3 X 1] = CéxA le soit.

3.2. Criteres de localisation.
PROPOSITION 3.2.1. Soit Y — Cé une augmentation de G-1-descente cohomologique.
Pour qu’une augmentation plate X 5 C4 soit de G-1-descente cohomologique, il suffit

qu’elle le devienne apres tous les changements de base Y, — S.

Au moyen des changements de base Y, — S, on construit un objet semi-simplicial
double X X ¢ Yaugmenté vers .S. D’apres (3.1.4) et (3.1.5.1) le morphisme canonique

X XS Y—) [[XlldX]]

est une équivalence pour la G-1-descente cohomologique : en vertu de (3.1.7), il suffit de
montrer que 'augmentation de X X Y vers .S est de G-1-descente cohomologique. Or
ceci résulte du fait que le morphisme canonique

X XgY— [[Y|qY]1]

est une équivalence pour la G-1-descente cohomologique : on utilise encore (3.1.4), (3.1.5.1)

et (3.1.7).
322, Soit
Y’ g Y
(3.2.2.1) f 7
X' X
g

un diagramme commutatif dans B et soit F un objet de Mod(&Y, (Oy) : il existe un mor-
phisme et un seul

(F) @ g, (f*(F)) — [ (8.(F))

130
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tel que le diagramme suivant (dans Mod(&?, (?9)), soit commutatif®? :

£ —L F
g“ lo
8
(3.2.2.2) g.(f*(F)) gL(F)
Id fre

J(gi(F)).

Si 'on suppose maintenant que toutes les fleches de (3.2.2.1) sont plates, on définit
de la méme maniere un morphisme, dit de changement de base'

(3223) fG . gG*oRGf* _)RGf/*og,G*'

DEFINITION 3.2.2.4. On dit que le diagramme (3.2.2.1) vérifie le théoréme du chan-
gement de base relativement a G si f, g, f', g’ sont des morphismes plats et si & est un
isomorphisme.

!
3.2.3. Soient & : § — S’ un morphisme plat dans B, X 5 Chet X’ 5 Cg‘,, deux
augmentations plates. Soit f : X — X' un morphisme fonctoriel tel que le diagramme
(dans Hom(4°, B))

X ! X'
(3.2.3.1) u "
h,
c4 ‘ Cg

soit commutatif. (2, désigne le morphisme fonctoriel constant défini par h).
Soit K" un complexe de D£(S’) : le morphisme

nE(K) @ R, oW (K") — R(hg o u), o (he o w)*(K")
induit, compte tenu des identités :

R(hc ° u)* ~ th o Rﬁ* et (hc o u)* ~ (ﬁ*) o hc*

12. N.D.E. : Comme plus haut, il faut regarder le diagramme commutatif dans B° et utiliser la struc-
ture fibrée et cofibrée de Mod(&E°, 9) — B° ce qui explique Iallure inhabituelle du morphisme de change-
ment de base. On a écrit sous les fleches (d’adjonction) du diagramme suivant leurs images dans B°

13. N.D.E. : La encore, il serait plus correct de noter f°, g°, f'°, g’ au lieu de f, g, f’, g’. En
regardant la structure fibrante de cofibrante non opposée, &, devient

1A

gc° Rg /. _’Rcf’*°g G
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un morphisme ché’h(K "), fonctoriel en K, tel que le diagramme suivant soit commuta-
tifl4 :

chl" (k")
Lo RU, ou (K" Ru,ou*oh, (K"
(3.2.3.2)
c*(a(K )
h..(K")

LEMME 3.2.3.3. Supposons que, pour tout entier i, le diagramme

X, Ji X!
U; Mi,
kY h Y

vérifie le théoréme du changement de base relativement a G. Alors Ché’h est un isomor-

phisme.

On peut calculer ché’h(K ") de la maniére suivante : on considére 'augmentation
(heou) fu'

XfX —— Cg’ (cf. (3.1.1.2)) et 'on choisit une résolution J “ de K*((h, o u)fu’*)(K')

telle que, pour tout entier n, J" soit totalement acyclique objet par objet.
On obtient un quasi-isomorphisme

0 KX (f*Hrd ) — ri(J)
et un morphisme
t 1 KT (I(hy)) o KT (I (ug)(rg(J ) — KL, ))(r{(J ")

qui admet la factorisation :

' e KNy s T K*(I'(u,))(0)
KT (I (h?)) o KT (I w))(ro(J ) — KL (w,) e KNI (N0 ) ———

— KT (T )(ri(J)
et ch/"(K") s’obtient en prenant 'image de ¢ par le foncteur Re, ..

Or, la factorisation précédente montre que, ¢ s’identifie « objet par objet » aux mor-
phismes de changement de base relatifs aux diagrammes :

fi

X, X!
u; ui’
kY h Y

14. N.D.E. : On a supprimé dans les foncteurs dérivés la mention a la catégorie épaisse G pour des
raisons de lisibilité. On retrouve les mémes dérivations inhabituelles 4., dues au choix de la structure
cofibrée.

132

133



134

135

86 VBIS. TECHNIQUES DE DESCENTE COHOMOLOGIQUE

on en déduit, par suites spectrales, que ché (K") est un isomorphisme, ce qui achéve la
démonstration.
Ceci nous conduit a un second critere de localisation :

PROPOSITION 3.2.4. Soit X — C4 un objet de Hom,,,,(4°, B/S). Pour que u soit une
augmentation de G-1-descente cohomologique, il suffit qu’elle le devienne apreés « suffisam-
ment pour G » '* de changements de base plats h : S’ — S tels que les diagrammes
cartésiens

. ¢ X;

1 1

Y h Ry

vérifient le théoréme du changement de base relativement a G.

La proposition (3.2.4) est évidente a partir de (3.2.3.3), compte tenu du diagramme
(3.2.3.2).

3.3. Propriétés des morphismes de descente cohomologique. Dans ce numéro,
nous supposons que I’ensemble des morphismes plats dans B est stable par changement de
base.

ProposiTION 3.3.1. i =1, 2.

a) Tout morphisme plat qui posséde une section est un morphisme de G-2-descente
cohomologique universelle.

b) Soient f : X — S un morphisme plat, g : S’ — S un morphisme de G-i-
descente cohomologique, X' = X X S, f' = f(g1y : X' — S'. Pour que f soit
de G-i-descente cohomologique universelle, il faut et il suffit que f' le soit.

c) Si le composé de deux morphismes f : X — Y, g : Y = Z est de G-i-descente
cohomologique universelle, g est de G-i-descente cohomologique universelle.

d) Le composé de deux morphismes de G-i-descente cohomologique universelle est un
morphisme de G-i-descente cohomologique universelle.

e) Sif : X > X'etg:Y—Y' sontdeux S-morphismes de G-i-descente cohomo-
logique universelle, f X g g est de G-i-descente cohomologique universelle.

f) Soit (u, : X, = Y,)4ca une famille de morphismes de G-i-descente cohomolo-
gique. Alors Hu,, : U, c4X, = U,cY, est un morphisme de G-i-descente coho-
mologique.

Démonstration. En ce qui concerne la descente effective relativement a G nous renvoyons
a [4].
a) Au moyen d’une section s de f on compare les objets semi-simpliciaux aug-

mentés vers S © [X| fS ] et [S];45]; grace a (3.0.2.4) on obtient une équivalence

pour la G-1-descente cohomologique®

b) Résulte de (3.2.1).

14. L’expression « suffisamment pour G » signifie qu’il existe une famille (.S, E» 8)4es de mor-
phismes plats vérifiant les conditions précédentes et tels que la famille de foncteurs (h,, : Gg = G )sea
soit conservative.

15. N.D.E. : On remarque pour cela que [X| .S] et [S];4.S] sont simplement les cosquelettes d’ordre
0 de fetid respectivement de sorte que s et f induisent des isomorphismes inverses en cohomologie grace
a3.1.1.
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c) Résulte de a) et b).
d) Soient f : X — Yetg : Y — S deux morphismes de G-1-descente cohomolo-
gique universelle. Posons & = g o f et considérons le produit fibré :

I3
Y h R
g g'
kY X
h

g’ possede une section s : X — Rtel que h’ o s = f. D’aprés c) h’ est de
G-1-descente universelle et il en est de méme de h d’apres b).

e) Résulte formellement de b) et d).

f) Soit (Z,) ;e une famille d’objets de B. Il résulte des hypotheses (3.0.0) que 'on
dispose d’un équivalence canonique

0 ~ °
Mod (&) .0y, 7,) = [ Mod(€3,.07)
A

induisant une équivalence
GH)L Zl - H GZ/l ’
A

De plus, si(Q)); € [] , Mod(& 9 ,»0z,) est totalement acyclique, Q ; est totalement acy-
clique pour tout 4.

Soit maintenant (u; : X; — Y,),c, une famille de morphismes de G-1-descente
cohomologique : puisque les sommes directes dans B sont disjointes et universelles, on
a pour tout n, une identification

[HXAIHMHYA] ~ [ xul,, Y,
A " y)

qui est fonctorielle en n. On déduit alors des remarques précédentes et du calcul explicite
de Rs0, (cf. (2.3)) que [] , U, est un morphisme de G-1-descente cohomologique : les
détails sont laissés au lecteur. On laisse aussi a ce dernier le soin de vérifier que [ LU
reste de G-1-descente cohomologique apreés tout changement de base s’il en est de méme de
u, pour tout A.

3.3.2. Sil'on associe a chaque objet X de B ’ensemble des familles de morphismes
(Xy = X)geq telles que [T X, — X soit un morphisme de G-i-descente cohomolo-
gique universelle on définit, en vertu de (3.3.1), une prétopologie sur B.

La topologie engendrée par cette prétopologie s’appelle la topologie de la G-i-descente
cohomologique. Il résulte de [(3.3.1)-c)] que les morphismes couvrants pour cette topolo-
gie sont exactement les morphismes de G-i-descente cohomologique universelle. Notons
enfin que la topologie de la G-2-descente cohomologique est moins fine que la topologie
de la G°-descente [cf. [4] (6.23)].

THEOREME 3.3.3. On suppose que toutes les fleches de B sont plates. Soit .S un objet
de B; tout hyperrecouvrement de S, pour la topologie de la G-1-descente cohomologique,
dont tous les objets sont représentables (ct. V appendice) définit une augmentation de G-1-
descente cohomologique universelle.

La démonstration se fait en deux étapes : précisons que tous les cosquelettes seront
calculés dans la catégorie B/S.

136



137

88 VBIS. TECHNIQUES DE DESCENTE COHOMOLOGIQUE

LEMME 3.3.3.1. Soit X un objet de Hom(4°, B/S) pour que X soit de 1-descente coho-
mologique (resp. universelle), il suffit que cosq (X) le soit pour tout n assez grand.

Soit en effet @, : X — cosq (X) le morphisme canonique : on vérifie alors que
si K est un complexe de DES(S) tel que H/(K") = 0 pour j < N, Hi(ng”) est un
isomorphisme pour i < N + n, d’ou I’assertion.

LEMME 3.3.3.2. Soient n un entier > 0, X et X' deux objets simpliciaux de B/S. Soit
[ X > X' un morphisme. On suppose que :
(i X - cosq, ., (X) est un isomorphisme.
(i) X' — cosan(X’) est un isomorphisme.
(iii) f; : X/ — X, est un isomorphisme pouri < n.
(iv) f,41 est un morphisme de G-1-descente cohomologique universelle.

Alors si X est de G-1-descente cohomologique universelle, il en est de méme de X'.
Il est clair que (3.3.3.1) et (3.3.3.2) démontrent le théoréme (3.3.3) par récurrence.

LEMME 3.3.3.3. Sous les hypothéses de (3.3.3.2), les morphismes f, sont tous de G-1-
descente cohomologique universelle.

Cest trivial pour p < n+ 1. Pour p > n+ 1, X, (resp. X}) peut s’écrire comme
4+ X (resp. 1(£1 o XY

n+1[p] n+1[p]

On peut supposer p > n + 1. On écrit alors

lim
—

Cosqn+1(X)P= l(in X,

[q]—[p]
g<n+l1

comme le noyau de la double fléche

[q]—[p]
qg<n+l1 [1]\7/[/]
[p]
j<n+1

ou la composante ay d’'indice a € Hom[p]([i], [j]) de la double fleche est la double fleche
formée d’une part du morphisme

nx — X;
de projection d’indice [i] — [p] et, d’autre part, du morphisme
nx - X; - X,

composé de la projection d’indice [j] — [p] etde @ € Hom(Xj, X;).
On observe alors que le diagramme

cosq (X)p — 11X

n+1

l

cosan(f)p — 11X

est cartésien.
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En effet, d’aprés la description précédente, on doit prouver que pour toute injection
croissante a € Hom[p]([i], [/]), le diagramme

Ker(ay : IIX 3 X;))—= 11X

| |

Ker(ay : nx = )’Zi)—>ﬂ)’z

est cartésien. Mais sii = n+ 1, alors a : [i] & [j] est 'identité de [n + 1] : les doubles
fleches n’imposent alors pas de condition. Les noyaux respectifs sont IT X et IT X, ce qui
traite ce cas. Sinon,onai < n+ 1let X; — X ; est un isomorphisme, de sorte que le
diagramme est cartésien aussi dans ce cas (tester une égalité dans X; ou X ; revient au
méme)© .

Utilisant alors (3.3.1) on voit que @, est un morphisme de G-1-descente cohomolo-
gique universelle.Soit [ X'/X]? le produit fibré itéré (p + 1)-uple de X’ au-dessus de X.
Gréce a (3.3.3.3), il suffit de vérifier (3.3.3.2) aprés un changement de base [X'/X]? — X.
Apres un tel changement de base, les hypothéses de (3.3.3.2) sont encore vérifiées, et de
plus f,.; admet une section. On peut alors appliquer (3.0.2.4) pour achever la démons-
tration.

En ce qui concerne la descente effective, on a :

PROPOSITION 3.3.4. Soit X : A® — B/S un foncteur. On suppose que X, — S est un
morphisme de G°-2-descente universelle ainsi que les morphismes X, | — (cosq, (X))t
pour n = 0,1. Alors le foncteur X est GO-2-fidéle et le reste aprés tout changement de

base (autrement dit X définit une augmentation de descente effective universelle au sens de
(2.4.11)).

D’apres [4] (7.12), il suffit de voir que i5(X) est GV-2-fidéle et on utilise pour ce faire
les lemmes suivants :

LEMME 3.3.4.1. Soient X et X' deux foncteurs A° — BIS et un diagramme commu-

tatif : ?
X, X] X, S
k
X X X S

tel que k soit un morphisme de G°-0-descente. Alors si X est G°-2-fidéle, il en est de méme
de X'.

Evident.

16. N.D.E. : La preuve du lemme 3.3.3.3 a été légérement réécrite
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LEMME 3.3.4.2. Soient X et X' deux foncteurs A — BIS et un diagramme commu-
2
tatif

L 0
T U
X — X —% X S
0% o'
P 1
X, X, X, S

tel que f, soit de G°-1-descente et f, de G°-O-descente. On suppose de plus que X, 5
(cosq);(X")),. Alors si X est G°-2-fidéle, il en est de méme de X'.

Soient X|' = X| Xy Xi,0p 1 X{ — Xjetd; : X{ - X| les deux projections.
Grace a la définition d’un cosquelette, on définit une fleche ¢ : X — X} telle que :

dp°p =0,
dp°@ =0
62 o = 605100 = 600101.

Soit maintenant une donnée de descente sur X' ; d’oll un objet sur X, deux objets
sur X, un isomorphisme entre eux sur X{. Grace a @, on voit que les deux images
réciproques de ces isomorphismes sur X{ sont égales. Puisque f est de 1-descente, on
attrape un isomorphisme entre les deux objet sur X ; cet isomorphisme est une donnée
de descente (grace au fait que X, — X, est de 0-descente), et on a gagné.

CoROLLAIRE 3.3.5. On suppose que toutes les fleches de B sont plates : tout hyperre-
couvrement de S, pour la topologie de la G-2-descente cohomologique, dont les objets sont
représentables, définit une augmentation de G-2-descente cohomologique universelle.

4. Exemples

4.1. Faisceaux de groupes abéliens sur les espaces topologiques.

4.1.0. Dans ce numéro Top désigne la catégorie des espaces topologiques [éléments
de 'univers fixé U] : on définit une catégorie & bifibrée en duaux de topos au-dessus de
Top en prenant pour objets les couples (X, F), ou X est un espace topologique et F un
faisceau d’ensembles sur X, et pour morphismes les couples (f, @) : (X, F) - (Y, H)
ou f : X — Y est une application continue et ¢ : H — f,(F) un morphisme de
faisceaux. On prend pour O la section de 0 au-dessus de Top® qui associe 4 chaque
espace topologique le faisceau constant Zy : on posera G = Mod(&£%, (9) de sorte que,
pour tout espace topologique X, Gy s’identifie a la catégorie des faisceaux de groupes
abéliens sur X.

Rappelons qu'un morphisme f : X — Yest séparé si la diagonale de X Xy X est fer-
mée. Un morphisme propre est un morphisme séparé et universellement fermé (prendre
garde que cette définition est plus restrictive que celle de Bourbaki).

La démonstration du « théoréme de changement de base » ci-dessous est inspirée de
([5] I1(4.11.1)).
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THEOREME 4.1.1. Soient f : X — Y un morphisme propre, F un faisceau abélien sur
X et un diagramme cartésien

X' g X
& f
Y’ g Y.

Alors, Uapplication canonique (XII 4.2) ou (3.2.2.3)
§Rf,F— R flg""F

est un isomorphisme'’.

Ce théoréme équivaut au corollaire suivant (le corollaire s’obtient en faisant Y’ =
(Point) ; le théoréme s’obtient en appliquant le corollaire a f et f”).

COROLLAIRE 4.1.2. Soient f : X — Y un morphisme propre, F un faisceau abélien sur
X ety € Y. L’application canonique

(R f,F), — H'(f7'(y), F)
est bijective.

Par définition, pour U parcourant les voisinages de Y, on a
i — 1 i -1
(R f.F), = lim H'(f~\U), F).

Puisque f est fermé, les f ~!(U) forment un systéme fondamental de voisinages de f~!(y)
et (4.1.3) résulte du lemme suivant.

LEMME 4.1.3. Soient X un espace topologique, K C X et F un faisceau abélien sur X.
On suppose que K est compact et que deux points distincts quelconques de K ont, dans X,
des voisinages disjoints. Alors, pour U parcourant les voisinages de K, on a

. i ~ i
(4.1.3.1) h_r)nH (U,F)— H' (K, F).

Nous traiterons d’abord le cas i = 0. Dans ce cas, il est clair que (4.1.3.1) est injectif.
Pour la surjectivité, nous utiliserons

LEMME 4.1.4. Sous les hypothéses de (4.1.3), si A et B sont deux fermés de K et W
un voisinage de A N B dans X, il existe des voisinages U et V de A et B dans X tels que
unv cw.

Nous traiterons d’abord le cas o A est réduit a un point a. L’assertion est triviale si
a € B(prendre U = W). Si a ¢ B il existe pour chaque b € B des voisinages ouverts
disjoints U, et V}, de a et b dans X. On prend pour V une réunion finie de ¥} qui comme
B, et pour U l'intersection des U, correspondants.

Dans le cas général, pour chaque a € A, il existe des voisinages ouverts U, et V,, de
a et Bdans X avec U, NV, C W.On prend pour U une réunion finie des U, qui couvre
A, et pour Vl'intersection correspondante des V.

Revenons a (4.1.3). Si s € H°(K, F), il existe un recouvrement ouvert U; de K dans
X etdess; € H°(U,, F) tels que s; = s sur U; N K. On peut supposer les U; en nombre

17. N.D.E. : Contrairement a ce qui précede, il s’agit ici des dérivés des foncteurs usuels et non pas
ceux de la structure de catégorie fibrée G° — Top".
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fini. Soit (K;) un recouvrement fermé de K, avec K; C KNU,. Soit W), l'ouvert de U;NU;
ous; =s;;onakK;NnK; CW,. Appliquons (4.1.4) a tous les couples (K;, K;) et aux

W;; : on trouve des ouverts V;; avec K; C V;; C U; et V;; nV;; C W;;. Soit U/ = rJ\VlJ :

ona K; CU/ Cc U ets; =s;sur U/ NnUj. Les s; se recollent donc sur le voisinage de

K réunion des U/, et (4.1.3.1) est surjectif (donc bijectif) pour i = 0%,
LEMME 4.1.5. Si F est flasque, le faisceau F|K sur K est mou.

Soit A C K un fermé dans K. Toute section de F sur A se prolonge a un voisinage,
d’aprés ce qui précéde. Puisque F est flasque, elle se prolonge a X, et a fortiori a K.
Prouvons (4.1.3). Soit F* une résolution flasque de F. On a
19 20

lim H'(U,F) = limH'(I'U, F*) = H'lim I'(U, F*) = H'T(K, F*)
(4.1.5) .
=" H!(K,F).

COROLLAIRE 4.1.6. Soit f : X — Y un morphisme propre et surjectif d’espaces topolo-
giques. Alors, f est de G-1-descente cohomologique.

Résulte de (4.1.2) et (3.2.4).

COROLLAIRE 4.1.7. SoitU = (U,);cy un recouvrement fermé localement fini d’un espace
topologique X. Alors le morphisme canonique f Hiel U, = X est un morphisme de G-1-
descente cohomologique.

En effet f est propre et surjectif. En appliquant (2.5.6), on retrouve la suite spectrale
de [[5]. II (5.2.4)] (cf. I'introduction).

ProposITION 4.1.8. Soit f : X — Y un homomorphisme local surjectif d’espace topo-
logique. Alors f est un morphisme de G-1-descente cohomologique universelle.

Par localisation sur Y (cf. (3.2.4)), on est ramené au cas ou f posséde une section.

CoOROLLAIRE 4.1.9. Soit Ul = (U,);e; un recouvrement ouvert d’un espace topologique
X. Alors le morphisme canonique f : Hie[ U, — X est un morphisme de G-1-descente

cohomologique universelle.
La suite spectrale de descente donne alors [[5] II (5.4.1)] (cf. 'Introduction).

REMARQUE 4.1.10. Les démonstrations de (VIII 9) montrent que 'on peut remplacer
« 1-descente cohomologique » par « 2-descente cohomologique » dans tous les énoncés
qui précedent.

4.2. Modules quasi-cohérents sur les schémas.

4.2.0. Soit (Sch), la catégorie dont les objets sont les schémas éléments de U/ et
les fléches les morphismes quasi-compacts et quasi-séparés : on définit une catégorie
& bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch), en prenant pour objets les couples
(X, F) ou X est un schéma et Fun faisceau sur X (pour la topologie de Zariski), et pour
morphismes les couples (f, @) : (X,F) —» (Y,G),ou f : X — Y est une application
continue et ¢ : G — f,(F) un morphisme de faisceaux. On prend pour O la section de

18. N.D.E. : On ne confondra pas les deux sens du symbole i.
19.N.D.E.: H'(I'(U, F*)) désigne ici le i-iéme groupe de cohomologie du complexe I'(U, F*).
20. N.D.E. : D’aprés (4.1.3) appliqué a I' = H°
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&0 au-dessus de (Sch)? qui associe a tout schéma son faisceaux structural ; on prend pour
G la sous-catégorie de Mod(&?, O) telle que pour tout schéma X, Gy soit la catégorie
des modules quasi-cohérents sur X.

ProrosITION 4.2.1. Tout morphisme f : X — Y fidélement plat quasi-compact et
quasi-séparé est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle.

D’aprés [SGA I (VIIL5.2)], f est un morphisme de G°-descente effective. En vertu de
[EGAIV (1.7.21)], on peut appliquer (3.2.4) au carré cartésien :

X Xy X X

!

X Y
f

4.3. Faisceaux étales sur les schémas.

4.3.0. Soit (Sch) la catégorie de tous les schémas appartenant a & : on définit donc
une catégorie & bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch) en prenant pour objets les
couples (X, 7), ou X est un schéma et J un faisceau étale sur X, et pour morphismes
les couples (f, @) : (X,F) = (Y,9),ou f : X — Y est un morphisme de schémas et
@ : G — f.(F) estun morphisme de faisceaux.

Soit n un entier > 0 : on désigne par ), la section de £ au-dessus de (Sch)” qui asso-
cie a tout schéma X le faisceau constant (Z/nZ) y. On posera F, = Mod(£Y, (9,)) de sorte
que, pour tout schéma X, F, s’identifie a la catégorie des faisceaux de Z/nZ-modules
sur X.

4.3.1. Soit maintenant (Sch), la sous-catégorie de (Sch) dont les objet sont les sché-
mas éléments de U et dont les fleches sont les morphismes quasi-compacts et quasi-
séparés. On désigne par & la catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch);
déduite de & par le changement de base (Sch), — (Sch); on désigne encore par ¢, la
restriction de ¢y a (Sch),. Soit G C Mod(f?, 0y) la sous-catégorie fibrée et cofibrée de
Mod(&Y, 9,) telle que pour tout schéma X, Gy soit la catégorie des faisceaux abéliens
de torsion sur X : le lecteur notera que la condition (2.4.1.1) est vérifiée.

ProrosITION 4.3.2. Soit f : X — Y un morphisme propre surjectif. Alors f est un
morphisme de F,-2-descente cohomologique universelle pourn > 1. Considéré comme mor-
phisme de (Sch),, f est un morphisme de G-2-descente cohomologique universelle.

D’aprés (VIII 9.4) f est un morphisme de F?-descente effective et d’apres (XIL(5.1)),
on peut appliquer (3.2.4) au diagramme cartésien :

X Xy X X

X Y.
f

ProposITION 4.3.3. Soit f : X — Y un morphisme surjectif de schémas. On suppose
que I'une des hypotheses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.
b) Y est localement noethérien, f est universellement ouvert et localement de présen-
tation finie.
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c) f est plat et localement de présentation finie.

Alors f est un morphisme de F,-2-descente cohomologique, pour tout n > 0.

a) On recopie la démonstration de (4.3.2) en remplacant (XII. (5.1)) par ((VIII 5.6)).

b) La question étant locale sur Y, on peut supposer que Y est noethérien. On ap-
plique (EGA IV (14.5.10)). Par (3.3.1) et a) on se raméne au cas ou tout point y de
Y posséde un voisinage U tel que f~!(U) — U posséde une section et on gagne
par (3.2.4).

c¢) Il s’agit de montrer que f est un morphisme de F-1-descente cohomologique (on
sait par ((VIII 9.4)) que f est un morphisme de F°-descente effective).

Par localisation sur Y (cf. (3.2.4)), on peut supposer que Y est affine d’anneau A. On
peut alors écrire Spec A = l(in Spec A;, ou I est un ensemble ordonné filtrant et A; un
iel
anneau noethérien pour tout i, avec X = l(lnX ;» ou, pour tout i, X; est un schéma plat
et localement de présentation finie sur Spec A; tel que f; : X; — Spec A; soit surjectif;
de plus, les diagrammes :
X X;

1

f i

Y ' Spec A;

sont cartésiens.
Soit § un faisceau abélien sur Y:ona § = @.ufui*(g) de sorte que, par un passage
1

a la limite standard, on est ramené au cas ou § provient d’un faisceau sur Spec A; pour
un certain i, et b) permet de conclure.

REMARQUE 4.3.4. Si f : X — Yest entier,on a R?f, = 0 pour g > 0. On en conclut
facilement qu’il n’est pas nécessaire de se limiter aux complexes bornés inférieurement
pour faire de la descente au moyen de f.

ua
COROLLAIRE 4.3.5. Soit (X, — X),c4 une famille couvrante pour la topologie étale.
Alor(s)HaeA X, — X est un morphisme F,-2-descente cohomologique universelle pour tout
n 2> 0.

En effet, il existe une factorisation

L1 x.

acA

X X

ou & est un morphisme étale surjectif.

5. Applications

5.1. Construction d’objets simpliciaux.
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5.1.0. Jusqu’au numéro (5.1.3) compris, H est une catégorie ou les limites projec-
tives finis non vides existent et ou les sommes finies existent, sont disjointes et univer-
selles. Si X : A° — H est un objet simplicial de H, nous noterons d* : X, — X,_,
(resp. s¥ : X, — X, ;) pouri € [k]etO < kles fleches correspondantes aux opérateurs
«faces » 02 . [k—1] — [k] (resp. aux opérateurs de dégénérescence 0}; D k] - [k+1))

(cf. [3] II 2).

DEFINITION 5.1.1. Un objet simplicial X : A’ — H de H est o-scindé s’il existe une
famille de sous-objets N X ; des X ; (j > 0) telle que les morphismes

e I Nx,— X
Hom 4~ ([i1.[j]
J<i
soient des isomorphismes.

De méme, un objet simplicial k-tronqué X : Ag — H est o-scindé s’il existe des
NX; (0 <j < k) vérifiant la condition précédente pour i < k.

Les N X sont uniquement déterminés par X. En effet, si X est o-scindé, les opéra-
teurs de dégénérescence slg_l : Xy_; = X sont des isomorphismes de X, _; avec des
facteurs directs de X, et

NX, = Q (complément de s’lf(Xk_l)).

Pour k =0, NX; = X|,.
5.1.2. Pour X un objet simplicial (n + 1)-tronqué o-scindé de H, nous désignerons
par a,(X) le triple consistant en
a) la restriction i¥(X) de X a 4%.
b) NX, 1,
c) l'application évidente de NX, | dans (cosq, (X)),

Ce triple (Y, N, f) vérifie la condition suivante
() Y est un objet simplicial n-tronqué o-scindé de H, et f est une application de N dans

(cosqY),4q-

ProposITION 5.1.3. Soit (Y, N, ) un triple vérifiant (x) ci-dessus.

(i) A isomorphisme unique pres, il existe un et un seul X : A2+1 — H o-scindé, avec
@, (X) = (Y, N, B),
(ii) Il revient au méme de se donner un morphisme f de X dans un objet simplicial
tronqué Z : A2+1 — H, ou de se donner
a) un morphisme f' Y — i7(Z);
b) un morphisme f" : N — Z, ., tel que le diagramme

N (Cosqn Y)n+1
f// f/
Zn+1 (Cosqn Z)n+1

soit commutatif.

Construisons X.
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On pose : Y, = (cosq, Y),, et on note

i+l o, /
d i : Yn+1

— Y, (resp.s'} 1 Y, — Y, )

les opérateurs de face (resp. de dégénérescence) obtenu par fonctorialité.

OnposeY,,; = N [I(I}, . (e VYo etsoita 1Y,y — Y, lafleche dont les
Ao<n ’

composantes sont f et les fleches NY, — Y, — Y, | pour tout épimorphisme [n+ 1] —
[¢] avec ¢ < n.

Soit s : NYy; = X, lafleche induite par o, de sorte que

L | )
2 <n
0 aost =5s'].
On pose
) dart' =d'" o

Pour montrer que 'on définit ainsi un objet de Hom(Ag +1- H), il suffit, d’apres [[3]. II

(2.4)] de vérifier les formules.

a)df -ditt =dr_ artt i<
b) s - sj = sty st i
ShTLedl i<
c) dit! .51 =4id i=joui=j+1

sthedl, P>+ L

Les formules a) et c) sont évidentes en vertu de (I) et (II), car on sait que a) et c) sont
vérifiées si 'on remplace d"*! par d’?“ et s par s’}

La formule b) est vérifiée par construction.

On laisse au lecteur le soin de vérifier que 'objet X obtenu vérifie 5.1.3.

On prendra garde que le foncteur construit dans la démonstration de 5.1.3, de la catégorie
des triples vérifiant (5.1.2) (*) dans les objets simpliciaux n + 1-tronqués, est fidele mais
non pleinement fidele.

La proposition 5.1.3 fournit un procédé trées commode pour construire par induction
des objets simpliciaux de H. Dans la fin de ce numéro, nous formalisons cette remarque
sous la forme qui sera utilisée en 5.2 et 5.3.

5.1.4. Soient E 5 B un foncteur tel que pour tout objet b de B, la catégorie fibre
E, soit non vide et vérifie les conditions de (5.1.0).

Soit Q une propriété d'un objet de E, stable par isomorphisme : on suppose que les
conditions suivantes sont réalisées :

a) Pour tout objet b de B il existe un objet x de E, vérifiant Q.
b) Pour tout objet b de B et tout couple (x, y) dobjets de E, vérifiant Q, il existe un
objet z de E, vérifiant Q et des morphismes z — x, z — y dans E,.

c) Pour tout morphisme b’ L b de B et tout objet x de E, vérifiant Q, il existe un
objet x' de E,, vérifiant Q et un morphisme x' — x au-dessus de .

Soit d’autre part Pune propriété d’une fleche de E au-dessus d’une identité
stable par isomorphisme : on suppose que les conditions suivantes sont réali-
sées :

d) Pour tout objet b de B et tout objet x de E, il existe une fleche y — x dans E,
vérifiant P.
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e) Pour tout objet G de B, tout diagramme dans E,, de la forme

f

v Z y
ou f et g vérifient P, peut se compléter en un diagramme commutatif dans E,

f

ou h vérifie P.
t f
f) Pour tout morphisme b’ — b de B et tout morphisme x — y de E, vérifiant P, il
!
existe un morphisme x’ — y' de E,, vérifiant P et un diagramme commutatif

’ a

=
=

f! f

B
ot « et ff sont des morphismes au-dessus det.

DEFINITION 5.1.5. Avec les notations de (5.1.4), nous dirons qu’un objet X deHom(4A, E)
vérifie la condition (APQ) si les conditions suivantes sont remplies :

(i) L’image de w » X est l'objet simplicial constant défini par un objet G de B.
(ii) En tant qu’objet de Hom(4°, E,), X est c-scindé.
(iii) X, vérifie la condition Q.
(iv) Pour tout entier n, la flécche N X, | — (cosq, X), vérifie la condition P.

5.1.6.  On désigne par E 4 p() la sous-catégorie de Hom(4°, E) dont les objets sont

les objets simpliciaux vérifiant (A PQ) et dont les morphismes sont les morphismes X 5
Y de Hom(4°, E) tels que z(a,) : #(X,) = =n(Y,) soit le méme morphisme de B pour
tout n. Il existe alors un foncteur canonique 7 : E 4pgo) = B.

PROPOSITION 5.1.7. Le foncteur 7 est surjectif. De plus, pour tout objet b de B et tout
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couple (X, Y) d'objets de E 4 pg) ., il existe un diagramme

Z

dans E(APQ),b'

La démonstration est triviale a partir de (5.1.3), en vertu des hypothéses faites en
(5.1.4).

PROPOSITION 5.1.8. Soient C une catégorie et F un foncteur E 4poy — C; on introduit
les conditions suivantes pour F :
(i) Pour tout objet b de B, la restriction de F a E 4 pg) j, se factorise a travers la caté-
gorie grossiére 2° définie par les objets de E 4p0o)p-
(ii) Pour tout morphismet : b’ — b de B et tout couple (X' - X,Y' - Y) de
morphismes au-dessus de t, le diagramme suivant est commutatif :

F(X") F(X)
FY") F()

ou a et a’ sont les fléches déterminées par la condition (i).

Alors, le foncteur G — G o 7 induit une équivalence entre la catégorie Hom(B, C) et la
sous-catégorie pleine de Hom(E 4 p), C) définie par les foncteurs vérifiant les conditions

(i) et (id).

153 Les détails de la démonstration sont laissés au lecteur. Indiquons simplement la ma-
niéere dont on procede pour montrer que le foncteur précédent est essentiellement sur-
jectif.

Soit F : E4po) — C un foncteur vérifiant les conditions (i) et (ii) : pour tout objet
b de B, on choisit un objet X de E 4pp), €t on pose F(b) = F(X); on vérifie alors que
F(b) varie fonctoriellement avec b.

5.2. Cohomologie singuliére d’un schéma de type fini sur un corps de carac-
téristique nulle. Dans ce numéro, k désignera un corps de caractéristique nulle.

5.2.0. Nous désignerons par Sch ;/k (resp. Ann) la catégorie des schémas localement
de type fini sur k (resp. des espaces analytiques complexes). Tous les objets simpliciaux de
Sch s /k (resp. Ann) seront considérés comme objets simpliciaux de Top grace au foncteur
canonique Sch;/k — Top (resp. Ann — Top). Nous conservons les données de (4.1.0)
relatives a la descente cohomologique.

Suivant les notations usuelles, nous noterons .S — $?" le foncteur canonique Sch 7 /C -
Ann défini dans G.A.G.A.

20. Une catégorie est dite grossiére si pour tout couple (x, y) d’objets, Hom(x, y) est réduit a un
élément et un seul.
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5.2.1.  Soit X un objet simplicial de Sch/k (resp. Ann) : les compatibilités usuelles
pour la construction du complexe de De Rham d’un morphisme de schéma (resp. d’espaces

analytiques) permettent de construire un complexe Qi‘}i (resp. 2y,c) de DY (I'(X,Z))

tel que pour tout entier i, Re} (£2531-) (resp. Re} (2},c)) soit le complexe De Rham Q% -
(resp. .Q}(i/c).

Soit X = C4 un objet simplicial de Sch 71k (resp. Ann) muni d’une augmentation.
On définit H lz)alﬁ'(u) (resp. Hpgr(u)) et H'(u, C)) comme étant les groupes d’hypercoho-
mologie du complexe Ru +(.Q§j}§€') (resp. Ru,(2%,c) et Ru(C)).

522. SiX > C4 est un objet semi simplicial de Sch;/C, on dispose de trois mor-
phismes canoniques :

HE @) = Hpp(™)
p
H ', C) - Hpr@™)
H'(S™,C) 5 H'u™,C).

PROPOSITION 5.2.3. Supposons, avec les notations de (5.2.2) que X,, soit lisse pour tout

n : alors a et ff sont des isomorphismes. Si de plus X" LN C4.. est un hyperrecouvrement
de S*" pour la topologie de la 1-descente cohomologique universelle, y est un isomorphisme.

Le fait que a soit un isomorphisme résulte de [[6], Th, 1’]. Il résulte du lemme de Poin-
caré que f est un isomorphisme. La derniére partie de la proposition résulte de (3.3.3).

5.2.4. Nous allons maintenant appliquer (5.1.4) au cas ou B = Sch;/k et ou E est
la catégorie au-dessus de B telle que pour tout schéma .S, la catégorie fibre Eg soit la
catégorie des schémas de Sch 1 /k au-dessus de S, les fleches au-dessus d’une fléche de
B étant évidentes. Nous dirons qu'un morphisme A : X — Y au-dessus de .S vérifie
la propriété Psi X est lisse sur k et si i est composé d’un nombre fini de morphismes
vérifiant 'une des conditions suivantes :

(i) étre somme d’une famille de morphismes étales et surjectifs
(ii) étre somme d’une famille de morphismes propres et surjectifs.

Nous dirons qu'un schéma X de Eg vérifie la propriété Q si le morphisme structural
X — § vérifie la propriété P.

On laisse au lecteur le soin de vérifier, via la résolution des singularités, que toutes
les conditions de (5.1.4) sont vérifiées.

La donnée des groupes H%%-(u) définit un foncteur contravariant de la catégorie
E 4po) dans la catégorie des groupes abéliens gradués, noté HEY-.

PROPOSITION 5.2.5. Le foncteur H5% - vérifie les conditions de (5.1.8).

Par le principe de Lefschetz, on est ramené au cas ou k = C. Dans ce cas, pour tout

t
morphisme S’ — S et tout couple (v’ — u, v’ — v) de morphismes au-dessus de t, on
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dispose d’un diagramme commutatif :

HEE ) HEE
y L e y Ll
H'(S'™,C) H (1*",C) H'(S™,C)
y L vyl
HER () HEg ()

ce qui acheve la démonstration.

DEFINITION 5.2.6. Le foncteur contravariant défini par (5.1.8) a partir de H5%- sera
noté H '(x, k). Pour tout schéma S localement de type fini sur k, le groupe abélien gradué
H (S, k) s’appellera la cohomologie singuliere de S.

5.2.7. Nous allons terminer ce numéro par une illustration des principes généraux
qui y ont été introduits. Rappelons tout d’abord que si .S est un espace analytique com-
plexe, la cohomologie de De Rham de S, notée H}, »(.S) est par définition ’hypercohomo-
logie du complexe de De Rham Q5.

156 ProrosITION 5.2.8. (Blum-Herrera). Soit S un schéma localement de type fini sur C,
la fleche canonique

H'(S™,C) — Hj)o(S™)

posséde une rétraction (dans la catégorie des groupes abéliens gradués) fonctorielle en S.

En vertu de (5.1.8) il suffit de considérer le morphisme H (4, C)e7 — H}z o7 obtenu
a partir du précédent par composition avec 7.

En utilisant, pour toute augmentation X 5 i le morphisme canonique Lu* (25, —
2%/, on définit un morphisme fonctoriel Hy,z ¢ 7 — Hp)p, de sorte que le diagramme
suivant soit commutatif :

Hpr Hpgrem

Ber [ s

H (+,C),x
ce qui fournit la rétraction cherchée.

REMARQUE 5.2.9. L’énoncé (5.2.8) reste valable pour tout espace analytique, dés que
I'on dispose de la résolution des singularités dans le cadre analytique.

5.3. Théories de Hodge mixtes. Nous donnons ici un résultat de nature technique
qui joue un role clef dans [2].
k est un corps de caractéristique nulle.
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5.3.1.  Soit Schg, /k la catégorie des schémas séparés et de type fini sur k ; on désigne
par E 5 Schy, /k la catégorie au-dessus de Schy, /k définie de la fagon suivante :

Si S est un objet de Schg, /k, un objet de Eg est un triple (X, X, i) ou X est un schéma
réduit projectif au-dessus de k, X un schéma propre au-dessus de Seti : X — X une
immersion ouverte au-dessus de k telle que i(X) soit dense dans X.

Sit : S’ — S est un morphisme de schémas, (X, X, i) un objet au-dessus de S et
()_(,, X',i") un objet au-dessus de S’, un morphisme de (X, X, i) dans ()_(’, X',i’) au-
dessus de t est un couple (A, h) ou A : X' - Xestun morphisme au-dessus de k, et h :
X’ — X un morphisme au-dessus de S, tel que le diagramme suivant soit commutatif.

!

X' !

X ! X.

N.B. : on remarque qu’il résulte des hypotheses de propreté que 7 (i(X)) =i(X").

LEMME 5.3.2. Pour tout objet S de Schg, /k, la catégorie Eg est non vide, posséde des
limites projectives non vides et des sommes directes finies qui sont disjointes et universelles.

Le fait que la catégorie Eg soit non vide résulte du lemme de Chow.

Nous n’indiquerons que la construction du produit direct de deux objets (X, X, i) et
(X', X',i") de Eq.

La fleche canonique j : X Xg X' — X X, X' est une immersion et on désigne par T’
le sous-schéma réduit de X X, X' ayant pour espace sous-jacent I’adhérence de I'image
dej : (T, X Xg X4, jreq) Vérifie la propriété universelle voulue.

5.3.3.  Soit .S un objet de Schy, /k : nous dirons qu’un objet (X, X, i) de Eg vérifie la
propriété Q si X est lisse sur k et si i(X) est le complémentaire d’un diviseur a croise-
ments normaux. Nous dirons qu'un morphisme (h,h) : ()_(,, X', i") = (X, X,i) vérifie
la propriété Psi h est surjectif et si (X, X”, i) vérifie la propriété Q.

PROPOSITION 5.3.4. Avec les notations de (5.3.3), toutes les conditions de (5.1.4) sont
vérifiées.

Les conditions a) b) d) et c¢) se vérifient facilement en utilisant la résolution des sin-
gularités. De plus c) est conséquence de f) : il reste donc a vérifier f).
Il s’agit de voir que tout diagramme commutatif :

A VA
h 7
X X X

S/
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ou (X, X, iy)et (Z,Z, i 7) sont des objets de E¢ avec h surjectif, peut se compléter en
un diagramme commutatif :

A A4
lz
o k?’ l\i
h

X’ l i X B
ix\*)—(/ ‘ X)—(

’ ‘ ! l

S l S
\k \k

159 ou ()_(,, X' iyr)et (7’, Z',is) sont des objets de Eg/ avec h surjectif.
On consideére un diagramme

T S’ S

ir

T k
%

ou @ est propre et y projectif : par changements de base on en déduit un diagramme :

Z Xg Treg Z
S \_
Z X, Toed 4
X Xg Tog X
x_ l_ \_
X X, Tho X
T S’ S\

T k

160  ou p et g sont des immersions ; il suffit alors de remplacer Z X, T..4 et X X T,.q pour les

images fermées de p et g pour avoir le diagramme voulu, ce qui achéve la démonstration
de (5.3.4).
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EXPOSE VI

Conditions de finitude. Topos et sites fibrés. Applications aux
questions de passage a la limite.

A. Grothendieck et J.-L. Verdier

0. Introduction

Dans le présent exposé, nous étudions deux genres de questions intimement liées.

Tout d’abord, nous faisons une étude systématique des conditions de finitude pour les
topos, en étudiant successivement la notion de quasi-compacité, de quasi-séparation et de
cohérence (= quasi-compacité + quasi-séparation), inspirée des notions analogues bien
connues en théorie des schémas, dans le cas d’un objet X d’un topos et celui d’une fleche
u : X = Yduntopos (§ 1), puis pour le topos E lui-méme (§ 2), enfin pour un morphisme
de topos f : E — E' (§3). Le §4 étudie ces notions dans le cas particulier d’un topos
obtenu par le procédé de recollement de deux topos (IV 9). Pour les paragraphes suivants,
ce qu’il suffit essentiellement de retenir de ces développements un peu techniques, c’est
la définition d’un topos cohérent comme un topos équivalent a un topos de la forme C~,
ou C est un petit site dans lequel les limites projectives finies sont représentables et ou
toute famille couvrante admet une sous-famille couvrante finie ; et celle d’'un morphisme
cohérent f : E — E’ de topos cohérents comme étant un morphisme qui peut se décrire
(a équivalence prés) comme un morphisme associé a un morphisme de sites f : C — C’,
ou Cet C' sont comme ci-dessus, et ou le foncteur correspondant f* : C’ — Cest exact
a gauche.

Il est sans doute utile de noter qu’avec les notions de finitude utilisés ici, et notam-
ment celle de topos cohérent, nous nous éloignons résolument (et pour la premiére fois)
des espaces topologiques familiers aux analystes et aux « topologues » %. Ainsi le topos
associé (IV 2.1) a un espace topologique séparé X n’est cohérent que si X est un en-
semble fini! C’est dire que le présent exposé est entierement orienté vers les types de
topos provenant de la géométrie algébrique et I’algebre. En fait, tous les topos utilisés
jusqu’a présent dans ces disciplines (sauf bien siir pour la géométrie algébrique par voie
transcendante sur le corps des complexes!) se trouvent étre localement cohérents.

En deuxiéme lieu ; nous développons deux théorémes de passage a la limite inductive
pour la cohomologie des topos. L'un (5.2) nous dit que les foncteurs H'(E,—) sur un
topos cohérent commutent aux limites inductives de faisceaux abéliens. L’autre (8.7) dit
essentiellement que si un topos X est représenté comme une limite projective filtrante de
topos cohérents X;, avec des morphismes de transition f;; : X; = X; cohérents, alors la
cohomologie de X (a coefficients dans un faisceau abélien quelconque) se calcule comme
limite inductive des cohomologies des X;. Pour donner un sens précis a cet énoncé, il
convient surtout de préciser la notion de «limite projective de topos », ce qui est fait
dans les §§7.8. C’est la une notion géométrique fort utile, y compris sans doute dans
d’autres contextes que celui des limites projectives de schémas (qui avait servi de modeéle

20. Les guillemets indiquent qu’il s’agit d’un «... » qui ignore la notion de topos (cf. IV 0.4 pour le
sens du mot « topologie »).
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a M.ARTIN dans sa définition initiale de cette notion). Nous montrons par exemple (8.4)
comment on peut unifier les diverses notions de «localisé en un point » (d’un espace
noethérien, d’'un schéma pour sa topologie habituelle, voire pour sa topologie étale),
en le définissant comme la limite projectives des « voisinages » de ce point, -en parfait
accord avec I'idée intuitive de la notion de localisation en un point.

Les deux théorémes de passage a la limite seront réexplicités dans '’exposé suivant
dans le cadre particulier de la cohomologie étale des schémas (VII 3.3 et 5.7); dans ce
cas, ils seront d’ailleurs constamment utilisés dans toute la suite de ce Séminaire, et pra-
tiquement partout ou on a travaillé jusqu’a présent avec la cohomologie étale. Le lecteur
disposé a admettre ces deux théorémes, dans le cas particulier ou ils sont énoncés dans
I'exposé VII, et intéressé exclusivement par les applications de la cohomologie étale, peut
donc omettre la lecture du présent exposé. Il est vrai que la notion d’objet constructible
d’un topos (i.e. dont le morphisme structural X — e dans l'objet final e est cohérent)
jouera également un role important dans toute la suite du séminaire (alors qu’elle ne
joue qu’un rdle tres secondaire dans le présent exposé, ne serait-ce que parce que dans
le cas d’un topos cohérent, elle coincide avec la notion d’objet cohérent, qui a ici la
vedette). Mais cette notion est développée dans I'exposé IX, dans le cas particulier des
faisceaux étales sur les schémas, d’une facon indépendante de I’étude générale faite dans
le présent exposé, et elle présente d’ailleurs dans ce des phénomeénes spéciaux fort utiles,
qui ont servi de base a 'exposé qui en est fait dans IX (2 commencer par la définition

167  IX 2.3). La rédaction de IX étant antérieure de cinq années a la présente rédaction de
I'exposé VI, et néanmoins fort utilisable pour 'usager, nous nous sommes bornés a la fin
de Pexposé IX de prouver ’équivalence de la notion de constructibilité utilisée dans IX
avec celle introduite ici.

1. Conditions de finitude pour les objets et fleches d’un topos

DEFINITION 1.1. Soit C un site. Un objet X de C est dit quasi-compact si pour toute
famille couvrante (X; — X);c;, il existe une partie finie J de 'ensemble d’indices I telle
que la sous-famille (X; — X),c soit encore couvrante.

Comme un %-topos E est toujours considéré comme un site (IV 1.1.1), la définition
précédente s’applique en particulier a un objet de E. On se raméne d’ailleurs a ce cas,
grace ala

PrROPOSITION 1.2. Soient C un %-site, ¢ : C — C~ le foncteur canonique, X un objet
de C. Alors X est un objet quasi-compact du site C si et seulement si e(X) est un objet
quasi-compact du topos C~.

Supposons que X soit quasi-compact, prouvons que €(X) I'est. Soit (F; — e(X));cr
une famille épimorphique. Prenons pour tout i € I une famille épimorphique e(X;;) —
F;, j € J;. Le composé e(X;;) — e(X) s’identifie & un élément a;; de e(X)(X;;); on ne
peut affirmer en général qu’il provient d’'un morphisme X;; — X, mais par construc-
tion du faisceau associé €(X), on sait que 'on peut trouver (pour i, j fixés) une famille
couvrante Y, — X;; telle que les éléments images de a;; dans les e(X)(Y) proviennent
d’éléments de X (Y}), i.e. de morphismes Y, — X. Donc quitte a raffiner la famille épi-
morphique e(X;;) — F;, on peut supposer que les composés e(X;;) — €(X) proviennent

168 de morphismes X;j —» X.Pouri, j variables, la famille des e(X; ;) — €(X) est épi-
morphique, donc (I 4.4) la famille des X;; — X est couvrante. Par hypothése sur X,
elle admet une sous-famille couvrante finie, et il résulte de nouveau une famille épi-
morphismes correspondants e(X;;) — ¢(X) forment une famille épimorphique. Comme
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ceux-ci se factorisent par un nombre fini des morphismes F; — e(X), cette famille finie
est déja épimorphique. Cela prouve que €(X) est quasi-compact.

Le fait que e(X) quasi-compact implique X quasi-compact est d’autre part trivial,
grace a loc. cit.

Le résultat précédent montre donc que la notion de quasi-compacité dans les sites de

ramene a la notion en question dans les topos.

ProposITION 1.3. Soient C un site, (X; — X),c; une famille couvrante finie, avec les
X, quasi-compacts. Alors X est quasi-compact.

Pour le voir, on peut supposer grace a 1.2 que C est un topos. Soit (X; — X) une
famille couvrante i.e. épimorphique dans C, alors pour tout i € I la famille déduite par
le changement de base X; — X est épimorphique, donc (puisque X; est quasi-compact)
admet une sous-famille épimorphique finie, correspondant a une partie finie J; C J de
I’ensemble d’indices J. Posant J' = Uie ;Ji»J' estune partie finie de J puisque I est fini,

etla famille (X} — X);c, est déja épimorphique puisqu’elle I'est localement, C.Q.F.D.

COROLLAIRE 1.4. Soit (X;);c; une famille d’objets d'un topos E, et soit X la somme.
Pour que X soit quasi-compact, il faut et il suffit que tous les X; soient quasi-compacts, et
que tous les X; sauf un nombre fini soient isomorphes a « l'objet vide » @ de E.

La suffisance résulte en effet aussitot de 1.3 (car la somme ne change pas quand on
laisse tomber les commandes vides). Pour la nécessité on note qu’une sous-famille finie
(X;)jes doit couvrir X, ce qui implique que pouri € I —Jona X; = X; Xy lI,_;X; =
I,_;X; Xy X; =@ (I 45.1); d’autre part, pour montrer que tout X; est quasi-compact,
on note que X =~ X; LI X';, et que toute famille couvrante ¥; — X; de X; définit une
famille couvrante ¥, II X'; — X; II X’; = X de X, qui admet une sous-famille finie
couvrante, ce qui implique évidemment que la famille finie correspondante des Y; — X;
est aussi couvrante, ce qui montre que X; est quasi-compact.

REMARQUE 1.5.1. Le fait pour un objet X d’un topos E d’étre quasi-compact ne dé-
pend que du topos induit E, y/ et signifie que 'objet final de ce dernier est quasi-compact.
De méme, un objet X d’un site C est quasi-compact si et seulement si ’objet final du site
induit C, (I 5.1) est quasi-compact.

1.5.2.  Soit X un objet d'un topos E. Pour que X soit quasi-compact, il faut et il suffit
que toute famille filtrante croissante (X;);c; de sous-objet de X couvrant X contienne un
X, égal a X. Cette condition ne dépend donc que de 'ensemble ordonné des sous-objets
de I'objet X (i.e. des ouverts du topos induit E,y).

1.5.3. Considérons une famille génératrice (X;);c; de E. Il résulte alors des défini-
tions et de 1.3 que : pour qu’un objet X de E soit quasi-compact, il faut qu’il admette
une famille couvrante par un nombre fini des X, i.e. que X soit isomorphe a un objet
quotient d’'une somme finie d’objets de E, et cette condition est suffisante si les X; sont
quasi-compacts. Notons d’autre part qu’avec hypothése faite sur E, on peut évidem-
ment, quitte a remplacer la famille génératrice envisagée par une sous-famille, supposer
que I € %. Utilisant le fait que 'ensemble des quotients d'un objet de E est petit (I 7.5),
on trouve alors que la sous-catégorie pleine E . de E formée des objets quasi-compacts
de E est équivalente a une catégorie € %, i.e. que le cardinale de I’ensemble des classes
d’isomorphie d’objets de E . est € .

ExEMPLE 1.6.1. Soit X un espace topologique. Un ouvert U de X est un objet quasi-
compact du site Ouv(X) des ouverts de X si et seulement si U est un espace quasi-
compact pour la topologie induite par X. Plus généralement, un faisceau F sur X est un
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objet quasi-compact du topos Top(X) si et seulement si I’espace étalé X’ sur X associé a
Fest quasi-compact. (Cela résulte de I’assertion précédente, de 1.5 et du fait que Top(X), g
est équivalent a Top(X') (IV 5.7)).

171 1.6.2. Considérons sur la catégorie (Sch) des schémas (éléments de %) une des to-
pologies T; de [6] 6.3 (par exemple la topologie de Zariski, ou la topologie étale, ou la
topologie fppf, ou la topologie fpqc). Pour qu'un schéma soit quasi-compact au sens de
cette topologie, il faut et il suffit que ce soit un schéma quasi-compact au sens habituel.
(Avec les notations de loc. cit., on utilise seulement le fait que toute famille € P’ est

finie.)

DErINITION 1.7. Soient E un topos, f : X — Y une fleche de E. On dit que f est
un morphisme quasi-compact si pour toute fleche Y' — Y, avec Y' quasi-compact, l'objet
X' = X XyY' est également quasi-compact. On dit que f est quasi-séparé si le morphisme
diagonal X — X Xy X est quasi-compact. On dit que f est cohérent si f est quasi-compact
et quasi-séparé.

1.7.1. Explicitant la définition d’'un morphisme f : X — Y quasi-séparé on voit
qu’elle signifie aussi que pour toute double fleche g;,g, : X' 3 X «au-dessus de Y'»
i.e. telle que fg; = fgp, X' quasi-compact implique Ker(g, g,) quasi-compact.

ProposITION 1.8. Soit E un topos.

(i) Tout isomorphisme dans E est un morphisme cohérent, i.e. est quasi-compact et
quasi-séparé. Le composé de deux morphismes quasi-compacts (resp. quasi-sépareés,
resp. cohérents) est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent).

172 (i) Soient f : X — Yetg : Y' — Y des morphismes dans E, et f' : X' =
X Xy Y' — déduit de f par le changement de base g. Si f est quasi-compact
(resp. quasi-séparé, resp. cohérent), il en est de méme de f'.
(iii) Soient f : X — Yetg : Y — Z etY — Z des morphismes dans E. Si g f est
quasi-séparé, f est quasi-séparé.
(iv) Soient f : X — Yetg : Y — Z des morphismes dans E, avec g quasi-séparé. Si
g f est quasi-compact (resp. cohérent), alors f est quasi-compact (resp. cohérent).

Les démonstrations sont bien connues (Cf. EGAIV 1 ou EGA I 2éme édition). Les
énoncés (i) et (ii) dans le cas « quasi-compact » résultent trivialement des définitions;
dans le cas « quasi-séparé », la stabilité par changement de base (ii) résulte aussitot de
la définition et du cas précédent, de méme que le fait que tout isomorphisme soit quasi-
séparé. La stabilité par composition X — Y — Z se voit a l'aide du diagramme

X
Axry
() Ax/7 X Xy X Y
u Ayiz
XX, X Y X, Y
173 a carré cartésien. Par hypothese 4y,, est quasi-compact, donc aussi u# qui s’en déduit

par changement de base, et Ay,, est quasi-compact, donc aussi le composé udy,y =
Ay, 7. Cela établit (i) et (ii), le cas « cohérent » résultant de la conjonction des deux cas
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précédents. Pour prouver le premier cas envisagé dans (iv), on considere le diagramme
suivant a carrés cartésiens

X 8/ z
pr, g
) X TD ey Y
\‘/
f fxzidy

Ady)z

Y XY

Par ’hypothese g est quasi-séparé, Ay, est quasi-compact, donc I’y est quasi-compact
par changement de base ; de méme par hypothese g f est quasi-compact, donc pr, I'est
aussi par changement de base ; par suite f = pr, I'; est quasi-compact comme composé
de deux morphismes quasi-compacts. Le cas respé de (iv) résulte aussitdt du cas précé-
dent et de (iii), qu’il reste a prouver maintenant. Pour ceci on reprend le diagramme (),
en notant que 'hypothése g f quasi-séparé signifie que 4y,, = udyy est quasi-compact,
et que la conclusion f quasi-séparé signifie que 4y,y est quasi-compact, et que la conclu-
sion f quasi-séparé signifie que 4y,y est quasi-compact, ce qui résulte de (iv) une fois
qu’on a prouvé que u est quasi-séparé. Or u est manifestement un monomorphisme, et
on a en effet le résultat trivial :

CoROLLAIRE 1.8.1. Tout monomorphisme est quasi-séparé.

En effet, siu : X — Y est un monomorphisme, 4y,y est un isomorphisme donc est
quasi-compact, C.QFD.

COROLLAIRE 1.8.2. Soient f : X —» Y, f' : X' - Y’ deux S-morphismes dans
E. Si f, f' sont quasi-compacts (resp. quasi-séparés, resp. cohérents), il en est de méme de
fXgf 1 XXgX' > Y XgY'.

Cela résulte de facon bien connue de la conjonction de (i) et (ii).

REMARQUE 1.9.1. Soient E une catégorie quelconque, Q une partie de ob stable par iso-
morphisme (la donnée de Q revient donc a celle d’une sous-catégorie strictement pleine de
E), jouant les role d’objets « quasi-compacts ». Supposons que dans E les produits fibrés
soient représentables. Alors on peut paraphraser la définition 1.7 pour définir la notion de
morphismes Q-quasi-compacts, Q-quasi-séparés, et Q-cohérents. Alors 1.8 et 1.8.1. sont va-
lables, et 1.8.2 également lorsque dans E les produits de deux objets sont représentables.

1.9.2. Soient Sunobjetde E,et f : X — Yunmorphisme de Eg. Il résulte aussitot
de la remarque 1.5 que pour que f soit quasi-compact (resp. quai-séparé, resp. cohérent)
il faut et il suffit que le morphisme correspondant dans E (déduit de f par le foncteur
«oubli de S ») le soit. En particulier, si f : X — Y est un morphisme dans E, prenant
ci-dessus §' = Y, on voit que f est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) si
et seulement si le morphisme structural de I'objet (X, f) du topos induit Ey, de but I'ob-
jet final dudit topos, est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent). On dit aussi
que (moyennant le morphisme structural f) X est quasi-compact (resp. quasi-séparé, re-
sp. cohérent) au-dessus de Y, locution qu’on peut interpréter indifféremment comme se

rapportant au topos E, ou au topos induit E;y (dont Y est considéré comme un objet
final).
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1.9.3. Un objet X d’un topos ob E sera dit constructible s’il est cohérent au-dessus
de I'objet final. Tout morphisme d’un objet constructible dans un autre est cohérent (1.8
(iv)). La sous-catégorie pleine E, de E formée des objets constructibles de E est stable
par l(&n finies, comme il résulte aussitot de 1.8.2 et 1.8 (ii).

1.9.4. Les notions 1.7 n’ont guére d’intérét que dans les topos E qui admettent une
famille génératrice formée d’objets quasi-compacts. Dans ce cas, ces notions sont « de
nature locale en bas » (IV 8.5.4), comme on va voir maintenant.

176 ProPOSITION 1.10. Supposons que le topos E admette une sous-catégorie génératrice C
formée d’objets quasi-compacts, et soit f : X — Y un morphisme dans E.

(i) Pour que f soit quasi-compact, il faut et il suffit que pour tout morphisme S — Y,
avec S € Ob C, X Xy S soit quasi-compact.
(ii) SoitY; — Y, i € I, une famille couvrante. Pour que f soit quasi-compact (resp.

quasi-séparé, resp. cohérent) il faut et il suffit que pour touti € I, f; : X; =
X Xy Y; = Y, le soit.

Prouvons (i). La nécessité est triviale par définition. Pour la suffisance, il faut prouver
que pour tout objet quasi-compact Y’ et tout morphisme Y’ — Y, X' = X Xy Y’ est
quasi-compact. Or il existe une famille couvrante S; — Y’, les S; dans Ob C, et comme
Y’ est quasi-compact, on peut prendre la famille couvrante en question finie. Alors par
hypothése les X', = X Xy S; =~ X' Xy, S; sont quasi-compacts, et comme ils couvrent
X' (les S; couvrant Y'), X' est quasi-compact en vertu de 1.3.

Prouvons (ii). Il suffit de traiter le cas « quasi-compact », car le cas « quasi-séparé »
s’en déduit par la définition 1.7, et le cas « cohérent » également, par conjonction des
deux cas précédents. Le «il faut » a déja été vu dans 1.8 (ii), il reste a voir que si les f;
sont quasi-compacts, alors f I'est, i.e. que pour tout Y’ quasi-compact et tout morphisme

177 Y’ — Y, lobjet X’ = X Xy Y’ est quasi-compact. Or comme (Y; — Y) est couvrante,
il existe des S, au-dessus de Y couvrant Y, tels que les morphismes composés S, —
Y’ — Y se factorisent chacun par un Y;. Comme C est génératrice, on peut prendre les
S, dans Ob C, et comme Y’ est quasi-compact, on peut prendre la famille couvrante
finie. Alors les X' Xy S, forment une famille couvrante finie de X', et on est réduit par
1.3 a prouver que chaque X' Xy S, = X Xy S, est quasi compact. Or, choisissant une
factorisation de S, — Y par un Y}, I'objet envisagé est aussi isomorphe a X; Xy .S, qui
est bien quasi-compact puisque X; est quasi-compact sur Y; et .S, est quasi-compact.

COROLLAIRE 1.11. Soient g : Y — Z un morphisme dans le topos E, (f; : X; = Y);cr
une famille couvrante de morphismes de but Y. Alors :

(i) Supposons I finie. Si les g f; sont quasi-compacts, il en est de méme de g.
(ii) Supposons les f; quasi-compacts. Si les g f; sont quasi-séparés, il en est de méme
de g. Si I est fini, et si les g f; sont cohérents, g est cohérent.

Le cas (i) résulte aussitot des définitions et de 1.3, (sans hypothése sur E). Pour prou-

ver (ii), il suffit en vertu de (i) de traiter le cas non respé. Considérons le diagramme 1.8

(x) avec X remplacé par un X;. Comme la famille des f; est couvrante, il en est de méme

178  de la famille des f; X, idy qui s’en déduit par changement de base, donc en vertu de
1.10 (ii), pour prouver que Ay, est quasi-compacte, il suffit de prouver que les I';. le

sont. Or g f; étant quasi-séparé par hypotheése, il en est de méme de pr, : X; Xz Y —> Y

qui s’en déduit par changement de base, d’autre part pr, I'; = f; est quasi-compact par
hypothese. 1l en est donc de méme de I';, en vertu de 1.8 (iv) appliqué au morphisme
composé de pr, et de I', C.QFD.
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COROLLAIRE 1.12. Soient (X;);c; une famille finie d’objets de E, X la somme des X;,
fi © X; = Y des morphismes dans E, et f : X — Y le morphisme correspondant. Pour
que f soit quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) il faut et il suffit que les f; le
soient ; dans le cas « quasi-séparé », ’hypothése «I finie » peut-étre omise.

La suffisance de la condition est un cas particulier de 1.11, compte tenu que les mor-
phismes canoniques f; : X; — X forment une famille couvrante finie, et que ce sont
des morphismes quasi-compacts, comme il résulte aussitot de la définition et de 1.4. La
nécessité résulte de la transitivité 1.8 (i), compte tenu que les f; sont méme cohérents
(car ils sont quasi-séparés en vertu de 1.8.1).

DEFINITION 1.13. Soit X un objet d'un topos E. On dit que X est un objet quasi-séparé
du topos E si pour tout objet S quasi-compact de E, tout morphisme de S dans X est quasi-
compact, i.e. (1.7) si pour deux objets quasicompacts S, T de E et des morphismes S — X,
T — X, le produit fibré S Xy T est toujours quasi-compact. On dit que X est un objet
cohérent du topos E si X est quasi-compact et quasi-séparé.

ProposITION 1.14. Soit f : X — Y un morphisme dans un topos E.

(i) SiY est quasi-compact, alors f quasi-compact implique X quasi-compact. Si Y est
quasi-séparé, alors X quasi-compact implique f quasi-compact. Si Y est cohérent,
S quasi-compact équivaut a X quasi-compact.

(ii) SiYestquasi-compact (resp. quasi-séparé,resp. cohérent)et si f est quasi-compact
(resp. quasi-séparé, resp. cohérent)alors X est quasi-compact (resp. quasi-séparé,
resp. cohérent).

Les premieres deux assertions de (i) sont contenues trivialement dans les définitions
de morphisme quasi-compact (1.7) resp. d’objet quasi-séparé (1.13), la troisiéme résulte
de la conjonction des deux premieres. Le premier cas de (ii) n’est qu'une redite, le troi-
sieme résulte encore de la conjonction des deux premiers, reste a traiter le cas quasi-
séparé. Soit donc .S un objet quasi-compact de Eet g : S — X un morphisme, prouvons
que f est quasi-compact. Comme Y est quasi-séparé, f g est quasi-compact, et comme f
est quasi-séparé, il en résulte (1.8 (iii)) que g est quasi-compact, C.QFD.

CoRroLLAIRE 1.15. Tout sous-objet d’un objet quasi-séparé de E est quasi-séparé. Soit
(X))ier une famille d’objets de E, avec I € U; alors X = 1, X; est quasi-séparé (resp.
cohérent) si et seulement si les X; le sont.

La premiére assertion résulte de 1.14 (ii) et de 1.8.1, mais est également triviale sur la
définition. Pour la deuxiéme non respée, comme les X; — X sont des monomorphismes,
il reste a prouver le «il suffit », qui résulte facilement des définitions et de 1.3; le cas
respé résulte du cas traité et de 1.4.

COROLLAIRE 1.16. Sous les conditions de 1.10 (ii), si les Y; sont cohérents, alors f est
quasi-compact si et seulement si les X; = X Xy Y; sont des objets quasi-compacts de E.

En effet, en vertu du critére 1.10 (ii), il faut exprimer que les f; : X; — Y; sont
quasi-compacts, ce qui équivaut a X; quasi-compacts en vertu de 1.14 (i).

CoOROLLAIRE 1.17. Soient E un topos admettant une famille génératrice formée d objets
quasi-compacts, et (g; . Y; = Y),cr une famille couvrante (resp. couvrante finie) dans E,
avec les Y; cohérents. Pour que Y soit quasi-séparé (resp. cohérent), il faut et il suffit que
pour tout i € I, g; soit quasi-compact, ou encore que pour tout couple d’indices i, j € I,
Y; Xy Y; soit un objet quasi-compact de E.
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Le cas respé résulte aussitot du cas non respé et de 1.3. La nécessité de la premiere
condition est triviale par définition, prouvons qu’elle est suffisante. Soitdonc f : X - Y
181 un morphisme, avec X quasi-compact, prouvons que f est quasi-compact. Or comme les
g; sont quasi-compacts, il s’ensuit que les X; = X Xy Y; sont quasi-compacts, ce qui
implique que f 'est en vertu de 1.16. Exprimant enfin la quasi-compacité des g; a I'aide

du méme critere 1.16, on trouve le deuxiéme critére de 1.17. En particulier :

COROLLAIRE 1.17.1. Soient E comme dans 1.17, X un objet cohérent de E, X = X une
relation d’équivalence dans X, Y = X/XR. Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Y est cohérent,
(ii) f : X — Y est quasi-compact,
(iii) R est quasi-compact.

CoOROLLAIRE 1.18. Soient E un topos admettant une sous-catégorie génératrice C formée
d’objets quasi-compacts, Y un objet de E. Pour que Y soit quasi-séparé, il faut et il suffit que
tout morphisme X — Y, avec X € ob C, soit quasi-compact.

La nécessité est triviale par définition, les Y € ob C étant quasi-compacts par hypo-
thése. Pour prouver la suffisance, soit Z un objet quasi-compact de E, prouvons que tout
morphisme Z’ — Y est quasi-compact. Pour ceci, il suffit en vertu de 1.10 (i) de vérifier
que pour tout X — Y, avec X € obC, Z Xy X est quasi-compact, ce qui résulte en effet
du fait que les X — Y sont quasi-compacts par hypothése, et que Z est quasi-compact.

182 COROLLAIRE 1.19. Soient E un topos admettant une sous-catégorie génératrice formée
d’objets quasi-compacts, (g; . Y; = Y ), une famille couvrante dans E, avec les Y; quasi-
séparés et les g; quasi-compacts. Alors Y est quasi-séparé.

En effet, soit X un objet quasi-compact de E, montrons que tout morphisme f :
X — Yest quasi-compact. En vertu de 1.10(ii) il suffit de prouver que les morphismes
induits f; : X; = X Xy Y; = Y, sont quasi-compacts. Or comme g; est quasi-compact,
X est quasi-compact (X I'étant), et comme Y; est quasi-séparé, il s’ensuit bien que f; est
quasi-compact.

REMARQUE 1.20.1. Le lecteur habitué al’'usage des termes « quasi-compact » et « quasi-
séparé » en géométrie algébrique s’attendra a certaines autres relations entre les notions
« absolues »(concernant les objets du topos E) et les notions «relatives » (concernant
des fleches de E) envisagées, par exemple : si f : X — Y est un morphisme dans E tel
que X soit quasi-compact-séparé, alors f est quasi-séparé. De telles propriétés ne sont
valables que moyennant des conditions de finitude restrictive sur le topos E, plus fortes
que celles envisagées dans 1.10, conditions que nous étudierons au numéro suivant.

1.20.2. 1I résulte encore de 1.5 que le fait que pour un objet X du topos E d’étre
quasi-séparé ne dépend que du topos induit E,y, et signifie que ’objet final dudit topos
est quasi-séparé, i.e. que dans E,y, le produit de deux objets quasi-compacts est quasi-

compact.
183

1.21. Cas des sites. Soient C un %-site, E le topos des %-faisceaux sur C, f une
fleche de C, X un objet de C. On dit que f est un morphisme quasi-compact (resp. quasi-
séparé) du site C si e(f) est un morphisme quasi-compact (resp. quasi-séparé) du topos
E; et de méme que X est un objet quasi-séparé du site C si €(X) est un objet quasi-séparé
du topos E (comparer 1.2). Lorsque C est un %-topos muni de sa topologie canonique,
alors le foncteur canonique € : C — E est une équivalence de catégories, et par suite la
définition précédente est compatible avec les définitions antérieures 1.7 et 1.13. Notons
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également que la définition envisagée ne change pas quand on remplace ['univers % par
un autre univers 7 tel que C soit aussi un 7~site, du moins lorsque C admet une famille
topologiquement génératrice formée d’objets quasi-compacts. Pour le voir, on est rame-
né aussitot au cas ou % C 7, donc E est une 7-site, et a prouver que pour toute fleche
f du %-topos E, f est quasi-compacte (resp. quasi-séparé) si et seulement si elle définit
une fleche quasi-compacts dans le topos E’ des Z-faisceaux sur E, et de méme que pour
tout objet X de E, X est quasi-séparé si et seulement si 'objet correspondant de E’ est
quasi-séparé. Notons que nous connaissons déja (sans hypothése sur E) I’énoncé ana-
logue pour le cas d’'un objet quasi-compact (1.2). Le cas « f quasi-compact » s’en déduit,
grace au critére 1.10 (i) appliqué successivement dans E et dans E’, pour la méme fa-
mille génératrice (X;);c; de E formée d’objets quasi-compacts ; d’ou également le cas « f
quasi-séparé », qui signifie que le morphisme diagonal correspondant est quasi-compact.
Enfin pour le cas « X quasi-séparé », on est encore ramené au cas « X quasi-compact »,
grace au critere 1.18.

1.22. Exemples. Reprenons 'exemple 1.6.2 de la catégorie (Sch) avec une topo-
logie T;, qui est un 7-site pour 7" convenable, admettant la sous-catégorie des sché-
mas affines comme catégorie génératrice topologique formée d’objets quasi-compacts.
On laisse au lecteur le soin de vérifier qu'une fleche f : X — Y de ce site est quasi-
compacte (resp. quasi-séparé) si et seulement si c’est un morphisme quasi-compact (re-
sp. quasi-séparé) de schémas au sens habituel ([3] ou [4]) ; de méme un objet du site est
quasi-compact (resp. quasi-séparé) si et seulement si c’est un schéma quasi-compact (re-
sp. quasi-séparé) au sens habituel de loc.cit. Il y a lieu de dire d’ailleurs, comme ici, mor-
phisme cohérent de schémas, schémas cohérent, au lieu de « morphisme quasi-compact et
quasi-séparé de schémas », « schéma quasi-compact et quasi-séparé », comme on le fait
d’ailleurs dans EGA 1 2°™¢ édition.

1.22.1. Pour unschémadonné X € %, on peut aussi regarder le topos Top(.X) asso-
cié a l'espace topologique sous-jacent, ou le topos Top(X) (resp. Top(Xg, ), associé au
site des X-schémas étales (resp. localement de présentation finie) éléments de %, avec la
topologie étale (resp. fppf). C’est un %-topos qui admet une famille génératrice formée
d’objets cohérents, correspondants aux objets affines du site de définition ;

Ceci dit, I'objet final de ce topos est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent)
si et seulement si le schéma X est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent). De
méme, un morphisme du site des espaces étalés sur X (resp. du site X, des schémas
étales sur X, resp. du site X, ¢ des schémas localement de présentation finie sur X) est
quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) si et seulement si c’est un morphisme
de schémas qui est (au sens habituel de loc. cit.) quasi-compact (resp. quasi-séparé, re-
sp. cohérent).

THEOREME 1.23. Soient E un %-topos, X un objet de E.
(i) Pour que X soit quasi-compact, il faut et il suffit que pour tout systéme inductif
filtrant (Y;);c; de E, avec I € U, I'application naturelle
(1.23.1) li_r)nHom(X,Y[) — Hom(X,l'i)nY,-)

soit injective.

(ii) Supposons que E admette une sous-catégorie génératrice C formée d’objets quasi-
compacts. Pour que X soit cohérent, il faut que pour toute donnée comme dans (i),
Papplication (1.23.1) soit bijective.

(i) Nécessité. Supposons X quasi-compact, il faut prouver que sii € Iet f}, g; :
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1

égaux, alors il existe j > i tel que les composés f;, g; avec ¥; — Y, sont déja
égaux. Or comme dans F les limites inductives filtrantes commutent aux limites

projectives finies, et en particulier aux noyaux, on a
Ker(f, g) = limKer(f}, ).
izl

Par hypothése Ker(f, g) = X, donc X est la limite de la famille filtrante crois-
sante de ses sous-objets Ker(f, g;), donc comme X est quasi-compact, il est égal
a un de ces sous-objets, donc il existe j > i tel que f; = g;.

Suffisance. Pour prouver que X est quasi-compact, il revient au méme (1.5.2)
de prouver que pour toute famille filtrante croissante (X;);c; de sous-objets de
X dont la lim est X, il existe i € I tel que X; = X. Or comme dans E tout

—)
monomorphisme est effectif (Il 4.0), il s’ensuit que
X; =Ker(f;,g + X 3 X Ly X).

Soit Y; = X Ly X, et considérons le systéme inductif formé par les ¥;. Si Y en
est la limite inductive, ona ¥ ~ X Ly, x X = X LUy X = X. Par suite, pour un

X 33 Y, sont tels que les composés f, g de f;, g; avec Y; — Y = h_r}nYJ sont

i € Ifixé, f;, g; donnent le méme élément de Hom(X, Y), donc par hypothese
il existe j > i tel que f; = g;ie. X; = X, C.QFD.
187 (ii) Il reste a prouver que sous les conditions indiquées, tout morphisme X — Y
provient d'un morphisme X — Y; pour un i € I convenable. Comme C en-
gendre E et que les Y; couvrent Y, nous pouvons couvrir X par des objets X, de
C, de telle facon que chacun des composés X, — X — Y se factorise par un des
Y;. Comme X est quasi-compact, on peut supposer la famille des X, finie, donc
que les morphismes X, — Y se factorisent par un Y; fixe endes g,; : X, = Y;.
Comme X est quasi-séparé, les X, Xy X sont quasi-compacts. D’ailleurs pour

tout (a, §), les composés de pr, et pr, sur X, Xy X avec X,, Xy — Y; sont
XoXx Xp

N

Xo Y;
| Y/

tels que leurs composés avec Y; — Y sont égaux. En vertu de(i), il existe donc un

Jj = i tel que les composés avec ¥; — Y soient déja égaux. Comme 'ensemble
des couples (a, f) est fini, on peut prendre j indépendant de ce couple. Par suite
les morphismes g, ; proviennent par composition d'un morphisme g; : X — Y,
dont le composé avec Y; — Yestd ailleurs le morphisme X — Y donné, puisqu’il

en est ainsi aprés composition avec les Y; = X. Cela achéve la démonstration.

REMARQUEs 1.23.2. L’hypothése sur E dans (ii) peut étre remplacée par une hypo-
thése supplémentaire sur X, savoir que X admet un systeme fondamental de familles
couvrantes par des objets quasi-compacts.

188 COROLLAIRE 1.24. Soient E un topos, et soit C une sous-catégorie strictement pleine
de E formée d’objets cohérents. Utilisant le fait que dans E les %-limites inductives sont
représentables, on trouve (I 8.6.1) un foncteur canonique.

(1.24.1) Ind(C) — E.
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Ce foncteur est pleinement fidéle. Si E admet une sous-catégorie génératrice formée d objets
cohérents, et si C est stable par facteurs directs, alors les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) Le foncteur (1.24.1) est essentiellement surjectif, i.e. c’est une équivalence de caté-
gories.
(ii) C est une sous-catégorie génératrice de E, stable par limites inductives finies.
(iii) La catégorie C est égale a la sous-catégorie pleine E. , de E formée de tous les
objets cohérents de E, et la condition nécessaire 1.23 (ii) de cohérence pour un objet
de E est aussi suffisante.

Soit Epp la sous-catégorie pleine de E définie dans I 8.7.6. En vertu de I 8.7.5 a),
I’énoncé 1.23 (ii) équivaut a la deuxieme inclusion de

CcC Ecoh - EPF’

et I'inclusion composée C D Epf signifie que (1.24.1) est pleinement fidéle. Comme par
hypothese la sous-catégorie E_;, de E est génératrice, il en est a fortiori de méme de
Epp; d’autre part dans E les limites projectives finies sont représentables, de sorte que
nous pouvons appliquer I 8.7.7. La condition (iii) de 1.24 s’écrit aussi C = E_;, = Epp
et équivaut a la condition C = Epp, qui n’est autre que la condition (ii bis) de loc. cit.
(compte tenu que par hypothese, E_;, donc Epf est une sous-catégorie génératrice de
E). De méme la condition (ii) de 1.24 n’est autre que la condition (iii bis) de loc. cit.. Donc
I’équivalence des conditions (i), (ii bis) et (iii bis) dans loc. cit. donne I’équivalence des
conditions (i), (ii) et (iii) de 1.24, C.Q.FD.

La démonstration (ou plus précisément, 'invocation de I 8.7.7 (ii bis)) fournit égale-
ment la partie a) du

COROLLAIRE 1.24.2. Soit E un topos admettant une sous-famille génératrice formée
d’objets cohérents, et soit Ep . la sous-catégorie strictement pleine des objets X de E tels que
le foncteur covariant Hom(X , —) qu’il représente commute aux limites inductives filtrantes.
Alors :

a) Le foncteur naturel
Ind(Epp) — E

est une équivalence de catégories.

b) Pour qu’un objet X de E appartienne a Epp, il faut et il suffit qu’il soit isomorphe
a un facteur direct (= image d’un projecteur (I, 10.6)) du conoyau d’une double
fleche X| = X, avec X et Xy cohérents.

c¢) Lasous-catégorie Epp de E est stable par limites inductives finies, et est équivalente
a une petite catégorie.

Il reste a prouver b) et c). La premiére assertion de c) est triviale grace a I 2.8, et
implique le «il suffit» de b) grace a 1.23 (ii). Pour le «il faut », on utilise 1.23 (i) qui
montre que X est quasi-compact, d’ou 'existence d'un épimorphisme X, — X, avec X,
cohérent, compte tenu du fait que E_,, engendre E et est stable par sommes finies. Soit
R = Xy Xy X, de sorte que X s’identifie au conoyau de R =3 X|,. En vertu de a), on a
R = lim R;, limite inductive filtrante des coker (R; = X;) = X;. D’apres 'hypothese
X € Ob Epp, pour i assez grand le morphisme u; : X/ — X admet une sectionv : X —
X!. Soit w = vu; : X! - X/, de sorte que w? = wet X ~ Coker(w,idys © X{ = Xj).
Comme R; est a nouveau quasi-compact, on le couvre par X; — R; avec X; cohérent,
d’ou X; ~ Coker(X; =3 X)), ce qui prouve b).

Enfin, comme Epp C E, o> la derniére assertion de c) résulte de 1.5.3.
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CoROLLAIRE 1.25. Soit E un topos tel que la sous-catégorie pleine C de E formée des
objets cohérents soit génératrice. Considérons le foncteur canonique

@ : Ind(c) — E.
191  Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur ¢ est essentiellement surjectif, i.e. tout objet de E est limite inductive
filtrante d’objets cohérents.
(ibis) Le foncteur @ est une équivalence de catégories.
(ii) Toute limite inductive finie dans E d’objets cohérents est un objet cohérent.
(ii bis) Le conoyau dans E d’une double fleche d’objets cohérents est un objet cohérent.
(iii) La réciproque de 1.23 (ii) est valable.

C’est un cas particulier de 1.24, compte tenu que C est stable par sommes finies (1.4),
ce qui implique I’équivalence de (ii) et de (ii bis), et compte tenu du

LEMME 1.25.1. Soit E un topos. Tout facteur direct X' d’un objet cohérent X de E est
cohérent.

En effet, X' est quasi-compact comme quotient de X (1.3), et quasi-séparé comme
sous-objet de X (1.15).

COROLLAIRE 1.26. Soit E un topos satisfaisant aux conditions équivalentes 1.25. Alors,
il en est de méme de tout topos induit.

Cela résulte aussitot du critére (ii), compte tenu de 1.20.2 et du fait que I'existence
d’une sous-catégorie génératrice de E formée d’objets cohérents implique manifeste-
ment la méme propriété pour un topos induit.

192 REMARQUE 1.27. Parmi les exemples importants de topos satisfaisant les conditions
de 1.25, signalons les topos noethériens (2.14), et le topos zariskien ou étale (VII 1) d’'un
schéma X (cf. IX, note p.42). Mais méme lorsque le topos E est cohérent(2.3) (i.e. la sous-
catégorie pleine C des objet cohérents est génératrice et stable par limites projectives
finies), il n’est par toujours vrai que C soit parfait (2.9.1) i.e. satisfasse aux conditions
équivalentes de 1.25; cf. 1.28 ci-dessous.

EXERCICE 1.28. Soient E un topos, p;, p» : X; 3 X, une double fleche dans E.
Définir une suite croissante de sous-objets R, (n > 0) de X, X X, par la condition
Ry = Sup(Im(py, p,), Im(p,, p;)), et R, = pr13(pr1_21 (R,_1), pr;31 (R,_1)) pour toutn > 1,
ou prl.j(l <i < j £ 3) désignent les projections qu’on devine du produit triple de X,
vers le produit double.

a) Montrer qu’on obtient ainsi une suite croissante de sous-objets de X, X X, que
R = li)n R,, est un graphe d’équivalence (I 10.4) dans X, et que le morphisme
canonique

X = Coker(p;, py) — Xy/R

est un isomorphisme.

b) En conclure que si X, est quasi-compact et X = Coker(p;, p,) est quasi-séparé

193 (donc cohérent), alors la suite des R,, est stationnaire. Inversement, si cette suite

est stationnaire, et si on suppose X, cohérent et X; quasi-compact alors X est
cohérent. (Pour ce dernier point, écrire R, ~ (R,_y,pr,) Xy, (R,_;,pr|) et en
conclure que R, est quasi-compact sur X, pour tout n, puis utiliser 1.19.)

c) Construire un exemple de deux applications d’ensembles p;, p, @ X; 3 X,
telles que la suite des (R,,) ne soit pas stationnaire.
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d) Soit C une petite catégorie ou les limites inductives finies et les limites projec-
tives finies sont représentables, et ou tout morphisme se factorise en un épi-
morphisme effectif suivi d'un monomorphisme. Répéter pour une double fleche
(p1,py) de C la construction des R,. Munissant C de la topologie canonique,
montrer que le foncteur canonique € : C — C~ est exact, et commute par suite
a la formation des R,,.

e) Prendre pour C une petite sous-catégorie pleine de (Ens), stable a isomorphisme
pres par limites projectives finies et limites inductives finies, et contenant les
ensembles X, X de c). En conclure que le topos C~ (qui est un topos cohé-
rent (2.3), i.e. engendré par la sous-catégorie de ses objets cohérents, laquelle
est stable par limites projectives finies) ne satisfait pas aux conditions équiva-
lentes de 1.25.

f) Soient k un corps, C le site fppf des schémas localement de présentation finie sur
k (SGA 31V 6.3). Montrer qu’il existe un schéma affine réduit X sur k qui admit
un automorphisme f qui n’est pas d’ordre fini (prendre par exemple I’espace
affine E? muni de Pautomorphisme f(x) = x, f(y) = x + y). Montrer que
sip;, pp @ X; 3 X, est une double fleche dans C, telle que la double fleche
correspondant dans (Ens)pl(E) : pZ(E) X I(E) = XO(E) donne une suite (R,)
non stationnaire, alors il en est de méme de la double fleche de C~ définie par
D1, P, donc, si Xy est de type fini sur k, alors le conoyau dans C~ de (p;, p,)
n’est pas cohérent. En conclure que le conoyau dans C~ du couple (f,idy) n’est
pas cohérent, donc que le topos C™ ne satisfait par aux conditions équivalentes
de 1.25. En conclure plus généralement que si .S est un schéma non vide, C le
site fppf des schémas localement de présentation finie sur .S, alors le topos C~
ne satisfait pas aux conditions de 1.25. (On fera attention que, contrairement a
I'apparence, C~ n’est donc noethérien (2.11) que si S est vide, comme il résulte
de ce qui précede et de 2.14.

DEFINITION 1.30. Soit E un topos. Un objet X de E est dit un objet prénoethérien®” du
topos E s’il satisfait aux deux conditions équivalentes suivantes :

(i) Tout sous-objet de X est quasi-compact.
(ii) Toute suite croissante de sous-objets de X est stationnaire.

1.30.1. L’équivalence des conditions (i) et (ii) est claire. On notera que ces conditions
ne dépendent encore que du topos induit E,y, et méme seulement de I’ensemble ordonné
des ouverts de E,y, isomorphe a 'ensemble ordonné des sous-objets de X. Elles sont
stables par passage a un sous-objet de X.

1.31. On prouve comme pour 1.3 et 1.4 les faits suivantes : si (X; — X) est une
famille couvrante finie, avec les X; prénoethériens, alors X est prénoethérien; en par-
ticulier un quotient d’un objet prénoethérien de E est prénoethérien. Si (X;);c; est une
famille d’objets de E, alors leur somme X est un objet prénoethérien de E si et seulement
si tous les X; sauf un nombre fini sont isomorphes a @, et tous les X; sont prénoethé-
riens.

1.32. Evidemment un objet prénoethérien d’un topos E est quasi-compact ; lorsque
E admet une famille génératrice formée d’objets prénoethériens, la réciproque est vraie
(comme il résulte aussitot de 1.31) : les objets prénoethériens de E sont alors ses objets
quasi-compacts.

20. Par la notion plus forte d’objet noethérien, cf. 2.11 ci-dessous.
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Supposons que E admette une famille génératrice (X;);c; formée d’objets quasi-
compacts, alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Les X; sont prénoethériens.
(ii) Tout objet quasi-compact de E est prénoethérien.
(iii) Tout monomorphisme dans E est quasi-compact.

(On vient de voir I’équivalence de (i) et (ii), (ii) = (iii) est trivial a partir des définitions,
et (iii) = (ii) sur la définition 1.30 (i).)

196 On notera que (iii) a comme conséquence que tout morphisme de E est quasi-séparé;
donc (1.14 (ii)) tout objet X de E au-dessus d’un objet quasi-séparé X de E est lui-méme
quasi-séparé.

ExEMPLE 1.33. (Topos classifiant d’un groupe). Soient G un groupe € %, B son topos
classifiant (IV 2.4) i.e. la catégorie des ensemble € % ou G opére a gauche. Les objets
connexes-non vides de B (IV 4.3.5) sont les ensembles a opérateurs qui sont non vides et
sur lesquels G opére transitivement, et tout objet E de B est somme de ses composantes
connexes, qui sont les sous-objets non vides minimaux de E (savoir les orbites de G dans
E). Par suite E est un objet quasi-compact de Bg; si et seulement si 'ensemble 7, (E) des
orbites de G dans E est fini, et alors E est méme un objet prénoethérien de Bg. Ces
objets (et méme le seul objet G, qui est connexe non-vide) forment une sous-catégorie
génératrice de Bj. Pour que I'objet final e de B; soit quasi-séparé, i.e. pour que le produit
de deux objets quasi-compacts de B soit quasi-compact, il faut et il suffit que le produit
G, X G, soit quasi-compact, ce qui équivaut manifestement au fait que G est fini. On
en conclut, plus généralement, qu'un objet E de B est quasi-séparé si et seulement si
les stabilisateurs de ses points sont des sous-groupes finis de G; i.e. s’il est isomorphe a
une somme d’espaces homogenes G/H, avec H fini.) En effet, en vertu de 1.15 on peut
supposer dans ce critéere E connexe, mais si x € E a comme groupe de stabilité G,,

197 on sait (IV 5.8) que Bg/E est équivalent au topos Bg , donc son objet final est quasi-
séparé si et seulement si G, est fini. On conclut de ce critére que tout objet de B qui se
trouve au-dessus d’un objet quasi-séparé est quasi-séparé, a fortiori, le produit de deux
objets quasi-séparés de B est quasi-séparé. On conclut aussi que les objets cohérents
de B sont les objets isomorphes a des sommes finies d’espaces homogeénes G/H, avec
H fini. Comme G| est cohérent, on voit que les objets cohérents de B forment déja une
sous-catégorie génératrice de Bg. De plus, cette sous-catégorie est stable par produits
fibrés (comme il résulte de fait que tout objet au-dessus d’un objet quasi-séparé est quasi-
séparé). (Dans la terminologie 2.11 plus bas B est un topos localement noethérien, mais
il n’est quasi-séparé que si G est fini, et alors B est méme noethérien.)

On voit tout de suite qu'un morphisme f : E’ — E est quasi-compact si et seule-
ment si Papplication induit zy(f) : 7y(E") — 7no(E) pour les ensembles d’orbites est
propre i.e. a fibres finies ; on retrouve qu un monomorphisme est quasi-compact (1.32),
donc tout morphisme est quasi-séparé. Par suite les morphismes cohérents dans B sont
simplement les morphismes quasi-compacts, qu’on vient de caractériser.

Soit E un objet du topos Bg. On vérifie facilement que E est une limite inductive
filtrante d’objets cohérents de By si et seulement si les stabilisateurs des points de E

198  sont des groupes ind-finis (i.e. limites inductives filtrantes de leurs sous-groupes finis).
En particulier, si G n’est pas ind-fini (par exemple si G = Z), I'objet final du topos B,
n’est pas limite inductive d’objets cohérents; plus précisément, pour que le topos Bg
satisfasse aux conditions équivalentes de 1.25, il faut et il suffit que son objet final soit
limite inductive filtrante d’objets cohérents, ou encore que le groupe G soit ind-fini.
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2. Conditions de finitude pour un topos

PrROPOSITION 2.1. Soit E un %-topos. Les conditions suivantes sont équivalentes

(i) Ilexiste une sous-catégorie pleine génératrice C de E, formée d’objets quasi-compacts,
et stable par produits fibrés.

(ii) II existe un U-site C, tel que tout objet de C soit quasi-compact, que dans C les
produits fibrés soient représentables, et que E soit équivalent a la catégorie des
faisceaux C~.

Supposons que ces conditions sont satisfaites. Alors on peut méme choisir dans (i) (re-
sp. (ii)) la catégorie C %-petite. D’autre part, pour tout X € ob C, I'objet X (resp. (X))
du topos E est cohérent.

L’implication (i) = (ii) résulte de IV 1.2.1., et le fait que dans (i) (resp. (ii)) on peut
prendre C ?-petite se voit aussitdt par 'argument de IV 1.2.3 appliqué a une petite sous-
catégorie pleine génératrice au sens topologique (I 3.0.1) de C. Il reste a prouver (ii) =
(i) et la derniére assertion de 2.1, ce qui résulte aussitot du

CoROLLAIRE 2.1.1. Soit C un %-site ou les produits fibrés soient représentables et dont
tout objet soit quasi-compact, et soient E : C~, e : C — E le foncteur canonique. Alors
pour tout X € ob C, e(X) est un objet cohérent de E. La sous-catégorie pleine de E formée
des objets cohérents de E qui se trouvent au-dessus de quelque €(X) est stable par produits
fibrés (et est évidemment génératrice dans E).

On sait déja que €(X) est quasi-compact (1.2), prouvons qu’il est quasi-séparé. Soient
donc F, G deux objets quasi-compacts de E et F — £(X), G — €(X) deux morphismes,
prouvons que le produit fibré F X,y G est quasi-compact. Recouvrant F et G par un
nombre fini d’objets de la forme e(Y;) resp. €(Z)), et procédant comme dans 1.2 pour
nous ramener au cas ou les composés e(Y;) = e(X), e(Z ;) — €(X) proviennent de
morphismes ¥; — X resp. Z; — Y, on est ramené grace a 1.3 au cas ou les morphismes
F — e(X) et G — €(X) sont les transformés par € de morphismes Y — X, Z — X. Mais
comme les produits fibrés sont représentables dans C et que € y commute, on est réduit
a prouver que €(Y Xy Z) est quasi-compact, ce qui a été déja noté plus haut pour tout
objet de la forme e(U).

Soient maintenant G — F, H — F des morphismes d’objets cohérents de E, tels
qu’il existe un morphisme F — e(X), pour quelque X € ob C, prouvons que G Xp H
est cohérent. Comme G et H sont quasi-compacts et F quasi-séparé, il résulte déja des
définitions que le produit fibré est quasi-compact. Reste a voir qu’il est quasi-séparé, ou
ce qui revient au méme (1.15) que G X,y H est quasi-séparé. Cela résulte du fait plus
général :

COROLLAIRE 2.1.2. Sous les conditions de 2.1.1, pour tout objet quasi-séparé G de E, tout
morphisme G — e(X) est quasi-séparé. Si H — e(X) est un deuxiéme morphisme, avec H
quasi-séparé, alors G X xy H est quasi-séparé.

La premiere assertion implique la deuxiéme, car elle implique par changement de
base que G X,(x) H est quasi-séparé, donc, puisque H est quasi-séparé, G Xy H l'est
aussi (1.14 (ii)). Pour prouver que G — e(X) est quasi-séparé, nous allons utiliser le

LEMME 2.1.3. Soient E un topos, f : X — Y un morphisme dans E. Supposons que
E admette une famille génératrice d’objets quasi-compacts, et qu’il existe une famille cou-
vrante (g; @ X; = X);cy de X telle que les X; soient quasi-compacts, et que pour tout
couple d’indices i, j € I, X; Xy X soit quasi-séparé. Alors, si X est un objet quasi-séparé
de E, f est un morphisme quasi-séparé.
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En effet, la famille (g; Xy g; : X; Xy X; &> X Xy X); jerxs €st couvrante, donc pour
voir que le morphisme Ay, : X — X Xy X est quasi-compact, il suffit de voir que pour
201 tout (i, j) € I X I, le morphisme qui s’en déduit par changement de base g; Xy g; l'est
(1.10 (ii)). Or ce dernier n’est autre que le morphisme canonique X; Xy X; = X; Xy X;;
comme par hypotheése X est quasi-séparé et les X; sont quasi-compacts, X; Xy X; est
quasi-compact, donc comme X; Xy X; est quasi-séparé par hypothése, le morphisme
X; Xy X; = X; Xy X est bien quasi-compact, C.QF.D.
Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de 2.1.2, en prouvant que tout
morphisme f : G — €e(X), avec G avec G quasi-séparé, est quasi-séparé. Pour ce-
ci, couvrons G par des objets e(X;), tels que les morphismes composés e(X;) — e(X)
proviennent de morphismes X; — X. En vertu de 2.1.3, comme les e(X;) sont quasi-
compacts, il suffit de vérifier que les produits fibrés e(X;) X, x) e(X;) = e(X; Xy X;)
sont quasi-séparés. Or on a déja vu que tout objet de E de la forme ¢(U) est cohérent.
Cela prouve 2.1.2 et achéve la démonstration de 2.1.

PROPOSITION 2.2. Soit E un topos contenant une sous-catégorie pleine génératrice C
formée d’objets cohérents. Les conditions suivantes sur E sont équivalentes :

(i) Tout objet quasi-séparé de E est quasi-séparé sur l'objet final.
(i bis) Pour tout morphisme f : X — Y dans E, X quasi-séparé implique f quasi-sépare.
(i ter) Tout objet X de C est quasi-séparé sur l'objet final de E, i.e. le morphisme diagonal
X — X X X est quasi-compact.
202 (ii) Le produit de deux objets quasi-séparés de E est quasi-séparé.
(ii bis) Le produit dans E de deux objets de C est quasi-séparé.

Ces conditions impliquent que la sous-catégorie pleine E., de E formée des objets co-
hérents de E est stable par produits fibrés (et a fortiori, que E satisfait aux conditions équi-
valentes de 2.1).

Evidemment (i bis) = (i), et 'implication inverse résulte de 1.8 (iii). On a (i) = (ii)
par un argument déja fait : si X et Y sont quasi-séparés, comme par ’hypothése (i) X
est quasi-séparé sur e, X X Y est quasi-séparé sur Y par changement de base, donc X
est quasi-séparé en vertu de 1.14 (ii). Le méme argument montre que (i ter) = (ii bis), et
d’autre part (i) = (i ter) et (ii) = (ii bis) sont triviaux, de sorte qu’il reste a établir (ii bis)
= (i). Mais si X est un objet quasi-séparé de E, recouvrant X par des objet X; de C (ce
qui est possible, C étant génératrice), comme les X; sont quasi-compacts par hypothése
sur C, on peut appliquer 2.1.3 au morphisme X — e, de sorte que pour prouver que ce
dernier est quasi-séparé, on est ramené précisément a voir que les X; X X; sont quasi-
séparés, ce qui est I’hypothese (ii bis).

REMARQUE 2.2.1. La condition (i ter) équivaut aussi a la condition (i quater). Pour
toute double fleche g, g, : Y =33 X dans C, le noyau dans E est quasi-compact (ou
encore (1.15) cohérent).

203 Pour le voir, il suffit d’appliquer le critére 1.10 (i) au morphisme diagonal X — X x X
envisagé dans (i ter).

DEFINITION 2.3. Un topos E satisfaisant les conditions équivalentes de 2.2 (resp. de
2.1) est appelé un topos algébrique (resp. un topos localement algébrique, ou localement
cohérent). Un objet X d’un topos E est appelé objet algébrique du topos E si le topos induite
Ex est algébrique. Un topos E est dit quasi-séparé (resp. cohérent) s’il est algébrique et si
son objet final est quasi-séparé (resp. cohérent).
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2.3.1. Clest dans les topos algébriques que les notions de finitude développées au
n° 1 ont des propriétés pleinement satisfaisantes, analogues aux propriétés des notions
de méme nom dans la catégorie des schémas. Tous les topos localement algébriques
(= localement cohérents) rencontrés en pratique sont en fait algébriques, donc l'intérét
pratique de cette notion semble pour I'instant assez réduit. On peut cependant construire
des topos localement algébriques et non algébriques (2.17 f).

2.4. Voici quelques remarques générales concernant les notions introduites dans
2.3, qui convaincront le lecteur (du moins on I’espére) que la terminologie introduite est
cohérente.

2.4.1. Sous les conditions de 2.1 (i) resp. (ii), pour tout X € C, X (resp. €(X)) est
un objet (cohérent) algébrique de E (2.1.2 et 1.19.2), en d’autres termes le topos induit
Ex (resp. Egx) & (C/x)") est algébrique, donc cohérent. Il revient au méme de dire que
lorsque C admet un objet final, alors E lui-méme est algébrique, donc cohérent.

2.4.2. Si E est un topos algébrique, alors tout topos induit E,y est également algé-
brique (2.2 (i bis)) ; pour qu’un topos E soit localement algébrique = localement cohérent,
il faut et il suffit qu’il existe une famille (X;),c; d’objets de X, couvrant I'objet final, telle
que les X; soient algébriques (resp. cohérents) i.e. telle que les topos induits E/y, soient
algébriques (resp. cohérents). -La suffisance résulte aussitot des définitions, la nécessité
des observations 2.4.1. Bien entendu, un topos algébrique est localement algébrique, et
si E est un topos localement algébrique, tout topos induit E,y est localement algébrique.

2.4.3. Si X est un objet algébrique d’un topos E, alors tout objet X’ de E qui se
trouve au-dessus de X est encore algébrique (cf. 2.4.2). En particulier, tout objet d'un
topos algébrique est algébrique, et inversement bien sir.

2.4.4. La sous-catégorie pleine de E formée des objets quasi-séparés qui sont algé-
briques est stable par produits fibrés et par sous-objets (1.15), donc aussi par noyaux.
Si E est algébrique, cette catégorie (qui n’est alors autre que la catégorie des objets
quasi-séparés de E sans plus) est également stable par produit de deux objets. Si E est
quasi-séparé (et alors seulement) cette catégorie est stable par limites projectives finis
quelconques, ou encore contient I'objet final de E.

La sous-catégorie pleine C de E formée des objets cohérents qui sont algébriques est
stable par produits fibrés. Si E est localement algébrique i.e. localement cohérent, dire
que E est algébrique revient a dire que C est également stable par noyaux de doubles
fleches (2.2.1) ; et dire que E est quasi-séparé revient a dire que de plus C est stable par
produit de deux objets (cf. 1.17). Enfin dire que E est cohérent revient a dire que C est
stables par limites projectives finies quelconques, ou encore qu’il contient Iobjet final
de E.

2.4.5. Soit E un topos. Pour que E soit localement cohérent (resp. algébrique, re-
sp. quasi-séparé, resp. cohérent) il faut et il suffit qu’il admette une sous-catégorie pleine
génératrice C formée d’objets quasi-compacts (qui seront automatiquement cohérents
(2.1)), et qui soit stable par produits fibrés (resp. par produits fibrés et par noyaux, re-
sp. par produits fibrés et par produits de deux objets, resp. par limites projectives finies
quelconques) ; ou encore que E soit équivalent a un topos C~, ou C est un #-site dont
tout objet est quasi-compact, et ou les produits fibrés et les produits de deux objets (re-
sp. toutes les limites projectives finies) sont représentables. (Pour la nécessité, on prend

pour C la catégorie des objets de E qui sont cohérents et algébriques, et on applique
2.4 ; pour la suffisance, on applique 2.2 (i ter)). Dans cet énoncé, on peut évidemment
supposer encore C %-petit.
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2.4.6. Soit E un topos, Si E est algébrique, un objet X de E est quasi-séparé (re-
sp. cohérent) si et seulement si le topos induit E,y I'est. Lorsque E n’est plus supposé
algébrique, on peut dire seulement que E,y est quasi-séparé (resp. cohérent) si et seule-
ment si X est quasi-séparé (resp. cohérent) et algébrique. Ce n’est pas grave, vu qu'on
n’aura sans doute pas a utiliser ces notions en dehors du cas E algébrique.

2.4.7. Pour que la notion d’objet cohérent (resp. quasi-séparé d’un topos E ait des
propriétés satisfaisantes, il faut se borner aux objets qui sont de plus algébriques, condi-
tion automatiquement satisfaite si E est algébrique. Comme nous n’aurons sans doute
jamais a travailler avec des E localement algébriques qui ne soient algébriques, la ques-
tion de réviser la terminologie introduite dans 1.13, en la réservant éventuellement aux
seuls objets algébriques, ne se pose donc pas en termes bien aigus!

D’autre part, nous sommes abstenus de définir la notion de topos quasi-compact.
Dans lesprit du présent numéro, il s’imposerait d’appeler ainsi les topos algébriques
sont 'objet final est quasi-compact.

207 Nous avons hésité a introduire un tel usage, car si X est un espace topologique, il ne
serait pas vrai que X est quasi-compact si et seulement si le topos associé Top(X) l'est.
On notera a ce propos que Top(X) est localement cohérent si et seulement si X admet
une base d’ouverts formée d’ouverts quasi-compacts U tels que pour U;, Uy, C U;, U;nU;
soit encore quasi-compact (et alors Top(X) est méme algébrique). Cette conditions est
vérifiée pour les espaces topologiques sous-jacents aux schémas, mais rarement pour
les espaces rencontrés par les analystes, fussent-ils (les espaces) compacts. Explicitons
encore, pour la commodité des références :

PROPOSITION 2.5. Soit E un topos algébrique, f : X — Y un morphisme dans E. Si Y
est un objet quasi-séparé (resp. cohérent) de E, alors, pour que X soit un objet quasi-séparé
(resp. cohérent) de E, il faut et il suffit que le morphisme f soit quasi-séparé (resp. cohérent).

La suffisance a déja été vue dans 1.14(ii), et est vraie sans hypotheése sur E. La né-
cessité dans la cas non respé est vraie sans supposer méme Y quasi-séparé, et n’est autre
que la définition 2.3 via 2.2 i bis). Il reste a prouver que si Y est cohérent et X cohérent,
alors f est cohérent. Comme on sait déja que f est quasi-séparé, il suffit de voir que f est
quasi-compact, ce qui résulte du fait que X est quasi-compact et Y quasi-séparé (1.13).

208 COROLLAIRE 2.6. Soient E un topos algébrique, f : X — Y un morphisme dans E,
(Y; = Y),c; une famille couvrante, avec les Y; quasi-séparés (resp. cohérents). Pour que f
soit quasi-sépare (resp. quasi-compact, resp. cohérent) il faut et il suffit que pour touti € I,
X; = X Xy Y, soit un objet quasi-séparé (resp. quasi-compact, resp. cohérent) de E.

Il suffit de conjuguer 1.10 (ii) et 2.5 dans le cas « quasi séparé » ou « cohérent » ; le
cas « quasi-compact » a déja été vu dans 1.16. On notera que la nécessité de la condition
énoncée dans 2.6 est également valable sans hypothese sur le topos E.

On trouve comme cas particulier de 2.6 :

COROLLAIRE 2.7. Soient E un topos cohérent, X un objet de E. Pour que X soit un objet
quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) de E, il faut et il suffit qu’il soit quasi-
compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) au-dessus de l'objet final (1.9.2).

En particulier, X est constructible (1.9.2) si et seulement s’il est cohérent.

CoOROLLAIRE 2.8. Soient E un topos localement cohérent, f : X — Y un morphisme
dans E. Pour que f soit quasi-séparé, il faut et il suffit que pour tout objet quasi-séparé Y'
de Ey, f*(Y'") = X XyY' soit un objet quasi-séparé de E,y (ou de E, cela revient au méme
(1.20.2)).
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Le «il faut » est valable sans condition sur E, car si Y’ est quasi-séparé, comme
[’ X' = XXyY' - Y’ est quasi-séparé par changement de base, X’ est quasi-séparé
(1.14 (ii)). Pour la réciproque, notons qu’il existe une famille couvrante ¥; — Y de Y
par des objets quasi-séparés et algébriques. En vertu de 1.10 (ii), pour vérifier que f est
quasi-séparé, il suffit de vérifier que les f; : X; = X Xy X; = Y, le sont. Or I'hypothese
sur f* implique que les X; sont quasi-séparés, donc les f; le sont puisque Ejy. est un
topos algébrique.

REMARQUE 2.8.1. Les énoncés 2.5 et 2.6 restent valables si on y remplace ’hypothese
« E algébrique » par ’hypothése plus générale « Y est algébrique », comme on voit tri-
vialement en appliquant I’énoncé primitif au topos induit Ey, qui est algébrique. De
méme, dans 2.8 il suffit de supposer que E/y (au lieu de E) soit localement cohérent.

PROPOSITION 2.9. Soient E un topos, C une sous-catégorie de E. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) E estlocalement cohérent (resp. cohérent), satisfait aux conditions équivalentes de
1.25, et C est la sous-catégorie pleine E_.;, de E formée des objets cohérents.

(ii) C est une sous-catégorie strictement pleine génératrice de E, stable par limites in-
ductives finies et par produits fibrés (resp. et par limites projectives finies), et est
formée d’objets quasi-compacts.

L’implication (i) = (ii) résulte trivialement des définitions et de la forme 1.25 (ii) des
conditions envisagées dans 1.25; prouvons I'implication inverse. Le fait que C soit une
sous-catégorie pleine génératrice, formée d’objet quasi-compacts, et stable par produits
fibrés (resp. par limites projectives finies) implique, par définition, que E est localement
cohérent (resp. cohérent). Le fait que de plus C soit strictement pleine et stable par limites
inductives finies implique alors que C = E_;, (en vertu de 1.24 (ii) = (iii)), et que la
condition 1.25 (ii) est satisfaite, C.Q.FD.

DEFINITION 2.9.1. Un %-topos E est dit parfait s’il est cohérent (2.3) et s’il satisfait
aux conditions équivalentes de 1.25. i.e. si la sous-catégorie E. , de E formée des objets
cohérents de E est stable par limites inductives finies. On dit que E est localement parfait
s’il existe une famille (X;),c; d’objets de E couvrant I'objet final, telle que pour touti € I,
le topos induit E, . soit parfait.

2.9.2. 1l résulte aussitdt de cette définition qu’un topos parfait (resp. localement
parfait) est cohérent (resp. localement cohérent). Comme exemples de topos parfaits (re-
sp. localement parfaits), signalons les topos noethériens (resp. localement noethériens)
introduits dans 2.11 ci-dessous (cf. 2.14), le topos zariskien et le topos étale d’un schéma
cohérent (resp. d’un schéma quelconque) (IX, note page 42). Comme contre-exemple, si-
gnalons le topos fppf d’un schéma .S, qui est localement cohérent (et méme cohérent si .S
est un schéma cohérent, i.e. quasi-compact et quasi-séparé) (VII 5.6), mais qui n’est pas
localement parfait si .S # @ (1.28 {)).

Dans un topos localement parfait, la notion d’objet constructible est particuliérement
stable (2.9.3 ci-dessous), ce qui est une raison pourquoi la notion semble intéressante. Une
autre raison est dans le fait que comme celle de topos cohérent ou localement cohérent,
la notion de topos parfait ou localement parfait est stable par rapport a la formation
du sous-topos fermé complémentaire d’'un ouvert (4.6), et qu’elle se comporte de fagon
particuliérement simple pour 'opération de recollement de topos (4.11, 4.14).

PROPOSITION 2.9.3. Soit E un topos localement parfait (2.9.1). Alors la sous-catégorie
pleine E_,; de E formée des objets constructibles de E (1.9.3) est stable par limites inductives
finies (et aussi par limites projectives finies bien sir, en vertu de (1.9.3)).
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Comme la propriété pour un objet de E d’étre constructible est locale sur E (1.10
(ii)), on est ramené au cas ou E est un topos parfait. Mais alors E, . = E., (2.7), et la
conclusion résulte de la définition 2.9.1.

212 COROLLAIRE 2.9.4. Soit E un topos localement parfait. Alors E est parfait si et seulement
si E est cohérent. Pour tout objet X de E, le topos induit E,y est localement parfait.

PrOBLEME 2.9.5. Il est concevable que les topos parfaits soient assez particuliers
pour se préter a une théorie de structure aussi explicite (suivant un modele proposé par
M.ARTIN a I’époque du séminaire oral). Appelons topos fini un topos équivalent a un
topos de la forme €, ot1 C est une catégorie finie (cf. exercice 3.11), et topos profini un
topos qui est une limite projective filtrante de topos finis (au sans de 6. plus bas, qui
s’applique grace a 3.12 ¢)). Comme un topos fini est noethérien (2.17 g)) donc parfait, et
qu’une limite projective filtrante de topos parfaits est parfait (6.), on voit qu'un topos
profini est parfait. La question qui se pose serait de savoir si réciproquement tout topos
parfait est profini. Cela équivaut a la question si toute sous-catégorie finie de E_, est
contenue dans une sous-catégorie pleine F, de E_;, qui est équivalente a une catégo-
rie F,;,, ou F est un topos fini (cf. 3.11). (Si la réponse était négative, il y aurait lieu
de trouver des conditions intrinséques supplémentaires maniables pour un topos parfait
qui assurent qu’il est profini.) Il resterait enfin a étudier la structure des topos profinis
en termes d’une notion convenable de « catégorie profinie karoubienne », inspirée de IV

213 7.6 h). Cette étude n’a pas été faite encore méme dans le cas particulier ou E est le topos
zariskien, ou étale, d’un brave schéma cohérent X, et devrait donner alors des invariants
plus fins que I'espace compact X, (EGAIV 1.) associé a X.

Dans le méme ordre d’idées, signalons la questions suivante : Soit E un topos parfait,
E’ le topos induit sur un ouvert de E, et E” le sous-topos fermé correspondant (IV 9.9).
Si E’ et E” sont des topos finis, en est-il de méme de E?

ProrosITION 2.10. Soit E un topos. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E admet une sous-catégorie pleine génératrice stable par produits fibrés, formée
d’objets prénoethériens de E.
(ii) E admet une sous-catégorie pleine génératrice formée d’objets prénoethériens quasi-
séparés (i.e. prénoethériens cohérents).
(iii) E est localement cohérent (2.3) et tout objet quasi-compact de E est prénoethérien.
(iii bis) E est localement cohérent et admet une famille génératrice formée d’objets prénoe-
thériens de E.

L’équivalence de (iii) et (iii bis) résulte de 1.32, et il est trivial que (i) = (iii bis) et (iii)

= (i), donc (i) équivaut a (iii) et (iii bis). Enfin (i) = (ii) résulte de la derniére assertion de

214 2.1, et il reste a prouver (ii) = (i). Cette implication résulte du fait que la sous-catégorie

pleine de E formée des objets noethériens quasi-séparés, si elle est génératrice, est stable

par produits fibrés, car un tel produit fibré est quasi-compact en vertu des définitions,

donc noethérien par la premiére assertion de 1.32; et il est quasi-séparé par la derniere
assertion de 1.32.

DEFINITION 2.11. Un topos E est dit topos localement noethérien s’il satisfait aux condi-
tions équivalentes de 2.10, noethérien si de plus son objet final est cohérent (ou ce qui revient
au méme (1.32)) prénoethérien et quasi-séparé). Un objet X d’un topos E est dit objet noe-
thérien de E si le topos induit E,y est un topos noethérien.

2.12. Si E est un topos localement noethérien, alors il en est de méme de tout topos
induit E,y ; inversement, si on peut trouver une famille (X;) couvrant I'objet final telle
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que les E X, soient localement noethériens, il en est de méme de E. Si C est une sous-
catégorie pleine génératrice de E formée d’objets prénoethériens et stable par produits
fibrés (2.11 (i)), alors pour tout X € C, E,x est un topos noethérien, i.e. les objets de
C sont méme noethériens, (car si E est localement noethérien et X € Ob E, alors E,y
est noethérien si et seulement si X est cohérent). Il s’ensuit qu'un topos E est locale-
ment noethérien si et seulement si on peut recouvrir 'objet final de E par des objets
noethériens X;.

2.13. Dans un topos localement noethérien E, tout monomorphisme est quasi-
compact, et tout morphisme est quasi-séparé (1.32). A fortiori, E est un topos algébrique
(2.3) et non seulement localement cohérent i.e. localement algébrique. Donc un topos E
est noethérien si et seulement si il est localement noethérien et cohérent (2.3). En d’autres
termes, si E est un topos localement noethérien, alors les objets noethériens de E ne sont
autres que les objets cohérents de E.

2.14. Soit E un topos localement noethérien, Si E est quasi-séparé, i.e. si son objet
final est quasi-séparé, alors tout objet de E est quasi-séparé (1.32), donc les objets pré-
noethériens de E sont identiques aux objets noethériens (i.e. cohérents) de E. Comme
un objet quotient d’un objet prénoethérien est prénoethérien, il s’ensuit que E satisfait
aux conditions équivalentes de 1.25 (puisqu’il satisfait la condition 1.25 (ii bis)). En par-
ticulier, si C est la sous-catégorie pleine de E formée des objets noethériens (cohérents)
de E, alors le foncteur naturel

Ind(C) — E

est une équivalence de catégories. On conclut de ceci qu’un topos noethérien est parfait
(2.9.1), donc qu’un topos localement noethérien est localement parfait.

Si on suppose seulement E localement noethérien, il sera encore vrai que tout objet
de E est limite inductive de ses sous-objets prénoethériens (car dans un topos admettant
une sous-catégorie génératrice formée d’objets quasi-compacts, tout objet est limite in-
ductive filtrante de ses sous-objets quasi-compacts). Mais comme un objet prénoethérien
de E n’est plus nécessairement cohérent, cet énoncé n’a alors qu’'une utilité trés limitée,
et on sait (1.33) que les conditions de 1.25 ne sont plus nécessairement vérifiées.

ExeMPLE 2.15. (Espaces topologiques.) Soit X un espace topologique. Alors les condi-
tions suivantes sont équivalentes : (i) I'espace topologique X est noethérien (i.e. tout
ouvert de X est quasi-compact), i.e. toute suite croissante d’ouverts de X est station-
naire) ; (ii) le topos Top(X) est noethérien; (iii) 'objet final X de Top(X) est noethérien;
(iv) Pobjet final X de Top(X) est prénoethérien.

En effet, on a trivialement (ii) < (iii) = (iv) < (i), d’autre part (i) implique que la sous-
catégorie génératrice ouv(X) de Top(X), qui est stable par limites projectives finies, est
formée d’objets prénoethériens, d’ou (ii).

On voit de méme que 'espace topologique X estlocalement noethérien (i.e. est réunion

d’ouverts noethériens) si et seulement si le topos Top(X) est localement noethérien.

2.15.1. Ainsi, nos définitions 1.30, 2.11 sont compatibles avec la terminologie recue
pour les espaces topologique. D’autre part, nous avons tenu dans le cas général a donner
au terme « objet noethérien » un sens plus fort que celui de la notion plus naive de 1.30,
pour que 'ensemble des propriétés qui s’attachent a cette notion (plutét que la seule
structure grammaticale de la définition) soit bien en accord avec I'intuition qui s’attache
aux espaces topologiques et aux schémas noethériens.

Le lecteur trouvera d’autres exemples dans les exercices suivants.
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EXERCICE 2.16. (Espaces a opérateurs et topos classifiants).

Soit X un espace topologique sur lequel opére un groupe discret G, d’ou (IV 2.3) un
topos E = Top(X, G). On interpréte les objets X’ de ce topos comme des espaces étalés
sur X a groupe d’opérateurs G, et on note que le topos induit E,y, est canoniquement
équivalent a Top(X', G).

a) Pour que l'objet final du topos E soit quasi-compact, il faut et il suffit que I'espace
topologique quotient X/G soit quasi-compact (Utiliser IV 8.4.1).

b) Soit Pl'objet de E définit par 'espace étalé trivial X XG avec opération diagonale
de G. Montrer que le topos induit E,p est équivalent au topos Top(X) (com-
parer IV 5.8.3). En conclure que E est localement cohérent (resp. localement
noethérien) si et seulement si Top(X) est localement cohérent (cf. 2.4.7) (re-
sp. localement noethérien (cf. 2.15)). Montrer que si E est localement cohérent,
i.e. localement algébrique, il est méme algébrique, en utilisant la famille généra-
trice formée des objets Ty, ou U est un ouvert cohérent de X, Ty = G X U avec
opération g - (u,g’) = (u, gg’) de G, et la morphisme structural p;; : Ty > X
défini par Py(u,g) = g - u.

c) Supposons E algébrique, i.e. Top(X) algébrique (2.4.7). Montrer que le mor-
phisme structural P — e est quasi-séparé. Montrer que E est quasi-séparé si
et seulement si Top(X) est quasi-séparé (ou encore ’espace topologique X est
quasi-séparé, i.e. I'intersection de deux ouverts quasi-compacts de X est un ou-
verts quasi-compact), et G est fini ou X vide. (Comparer 1.33.)

d) Montrer que le morphisme structural P — e est quasi-compact si et seulement
si G est fini. Montrer que E est cohérent (resp. noethérien) si et seulement si
Top(X) l'est, et G est fini ou X vide.

e) Soient E un topos, G un Groupe de E, d’ou un topos classifiant B; (IV 2.4).
Faire 'étude des conditions de finitude dans B, en s’inspirant de ce qui pré-
cede. Méme question lorsqu’on part d’un pro-groupe strict & = (G,);cs de E.
En particulier, on verra que si E est cohérent (resp. noethérien) et les G; sont
cohérents, alors By est cohérent (resp. noethérien).

ExERcicE 2.17. (Topos de la forme 6) Soient C une catégorie équivalente a une ca-
tégorie € %, et E = C la catégorie des préfaisceaux sur C. Par le foncteur canonique
€ : C — C, on identifie C a une sous-catégorie pleine de E.

(a) Cestune sous-catégorie génératrice de E formée d’objets quasi-compacts. Pour
que ceux-ci soient prénoethériens (cf. 1.32), il faut et il suffit que pour tout objet
X de C, tout crible de X soit engendré par une famille finie de morphismes X; —
X de C. Pour que l'objet final de E soit quasi-compact (resp. prénoethérien), il
faut et il suffit qu’il existe une sous-catégorie finale de C dont ’ensemble d’objets
soit fini (resp. que tout crible de C soit engendré par une sous-catégorie de C
dont 'ensemble d’objets soit fini).

(b) Pour que E admette une sous-catégorie génératrice formée d’objets cohérents
(ou encore, quasi-séparés), il faut et il suffit que les objets de C soient cohé-

g
rents dans E, ou encore que pour deux fleches Y — X, Z — X dans C, 'objet
Y Xy Z de E soit quasi-compact i.e. on peut trouver une famille finie de carrés
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commutatifs dans C

telle que tout autre carré commutatif dans C

\
<

X ,

provienne d’'un morphisme T"— T;. (Noter que si (F});c; est une famille géné- 220
ratrice de E, tout X € ob C est isomorphe a un facteur direct d’'un des F;.)

(c) Pour que E soit localement cohérent, i.e. soit engendré par une famille d’objets
cohérents et algébriques, il faut et il suffit que les objets X de C soient des objets
cohérents et algébriques de E, i.e. que la condition de b) soit vérifiée, ainsi que la
condition suivante : pour toute double fleche f, g : Y = Z de C au-dessus d’un
objet X de C, le noyau de cette double fleche dans E est un objet quasi-compact
de E, i.e. il existe une famille finie de diagramme commutatifs dans C

/g

/\ /\

T.

1

Y V4

telle que tout autre diagramme commutatif dans C

/g

T Y—=7

provienne d'un morphisme 7' — T;. Pour que E soit algébrique, il faut et il suffit
qu’il satisfasse a la conditions de b) et a la condition précédente, mais ou on
prend une double fleche quelconque (f, g) de C (pas nécessairement au-dessus
d’un objet X de C). Pour que E soit quasi-séparé, il faut et il suffit qu’il satisfasse
les conditions de b), et que de plus pour deux objets X, Y € ob C, le produit
X X Y dans E soit quasi-compact. Pour que E soit cohérent, il faut et il suffit
qu’il satisfasse aux deux conditions précédentes, et qu’il existe un sous-catégorie
finale de C dont ’ensemble sous-jacent soit fini.

(d) Donner un exemple ou les objets de la sous-catégorie génératrice C de E sont 221
prénoethériens, mais ou E n’admet pas de famille génératrice formée d’objets
cohérents (i.e. (b)) ou les objets de C ne sont pas tous cohérents). Prendre pour
ceci pour C la catégorie ayant des objets X, T; (i = 0,1, ...) et e (I'objet final),
les seuls morphismes entre ces objets en plus des morphismes structuraux dans
e et des identités, étant des morphismes u; : T; - X, v; : X — T; soumis aux
conditions u;v; = idy, et enfin p; = v,u; (satisfaisant nécessairement p? = idz).
On vérifie que les seuls cribles de X ou d’un 7; sont les deux cribles triviaux,
et que e admet exactement un crible non trivial, donc en vertu de a), les objets
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de C sont des objets prénoethériens de E. Cependant, le produit X X X dans E
n’est pas quasi-compact, car il ne satisfait pas au critere de b).

(e) Donner un exemple ou la sous-catégorie génératrice C de E est formée d’objets
cohérents de E, mais ou E n’est pas localement cohérent. Prendre pour ceci pour
C la catégorie dont I'’ensemble des objets est formée d’objets distincts e ('objet
final), Y, ZetT; (i =0,1,...), avec comme seuls morphismes entre ces objets,
en plus des morphismes dans l'objet final e et des morphismes identiques, des
morphismes f, g : Y 33 Y, soumis aux conditions fu; = gu;. On vérifiera
que C satisfait a la condition de b) (avec un peu de patience; on trouve que

222 tous les produits fibrés d’objets de C sont isomorphes a @ ou sont dans C, a
I'exception de Z X, Z et Y X, Z qui sont recouverts par deux éléments de C),
mais évidemment Ker(f, g) ne satisfait pas a la condition de c).

(f) Donner un exemple ou C est stable par produits fibrés (a fortiori, E est un topos
localement cohérent i.e. localement algébrique) mais ou E n’est pas un topos
algébrique. (Prendre I'exemple donné dans d), et la sous-catégorie pleine C’ de
E formée des objets Y, Z, T; (i > 0) et @ ).

(g) Supposons la catégorie C finie. Prouver que le topos E est noethérien, que ses
objets noethériens (i.e. quasi-compacts) sont les contrafoncteurs F : C° —
(Ens) tels que pour tout objet X de C, F(X) soit un ensemble fini, et que les
foncteurs fibres sur E transforment objets noethériens en ensembles finis (cf. IV
7.6. h)).

(h) Supposons que tout morphisme f : X — X de C se factorise en un composé
ip, ou i est un monomorphisme et ou p admet un inverse a droite. Soit X un
objet de C, I(X) I’ensemble de ses sous-objets au sens de C, considéré comme
un ensemble ordonné, S(1(X)) I'ensemble des parties U de I(X) telles que pour
deux éléments X', X" € I(X), X' e Uet X" < X' implique X” € U. Montrer
que 'ensemble ordonné des sous-objets dans E de X est isomorphe a 'ensemble
S(I(X)) (ordonné par inclusion). En conclure que si 1(X) est fini, alors X est
un objet prénoethérien de E. En particulier, si (en plus de la conditions de facto-
risation ci-dessus) C est stable par produits fibrés (resp. par limites projectives

223 finies) et si pour tout X € ob C, 'ensemble 7(X) des sous-objets de X dans C
est fini, alors le topos E est localement noethérien (resp. noethérien).

(i) Soit C la catégorie des ensembles finis (ou, au choix, des ensembles finis non
vides) € %, de sorte que E = Cestla catégorie des ensembles simpliciaux
augmentés (resp. des ensembles simpliciaux tout court). Montrer que E est un
topos noethérien. (Utiliser h).) Prenant un pro-objet (X;);c; non essentiellement
constant de C, montrer que E admet des foncteurs fibres qui ne transforment
pas objets noethériens en objets noethériens (i.e. en ensembles finis).
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(j) On considere le diagramme d’implications suivant de propriétés pour un topos
E:

o _ ,o.
E est noethérien E est localement noethérien

ﬂ |

E est cohérent = E est algébrique

l

E est loc. cohérent, i.e. E .
E ohal g engendre E prénoet

|

E .o €ngendre E

l

E

j, engendre E

quepet engendre E

Montrer que toutes les implications de ce diagramme sont strictes, et qu'iln’y a

pas entre les notions envisagées d’autres implications que les implications com-

posées du diagramme précédent. Ici E qp,, Eqyepet> Eprénoeths Ecohalg désignent
respectivement les sous-catégories pleines de E formées des objets cohérents,
resp. quasi-compacts, resp. prénoethériens, resp. cohérents et algébriques de E.
(On se bornera a des topos de la forme 6 en utilisant les résultats énoncés dans
d). e), 1).)

(k) Résoudre la question suivante (dont le rédacteur de ces lignes ignore la ré-
ponse) : E = C peut-il étre localement noethérien sans que les Hom(X, Y) (pour
X, Y € obC) soient finis ?

EXERCICE 2.18. Soit E un topos.

a) Soit X un objet prénoethérien de E. Montrer que X est isomorphe a une somme
finie d’objets connexes (IV 4.3.5) de E. (Montrer par ’absurde qu’une suite crois-
sante de partitions de X (IV 8.7) est stationnaire.)

b) Soient X un objetde E, (f; : X; = X),c; une famille couvrante de X. Montrer
que si chacun des X; est isomorphe a une somme d’objets connexes de E, il en
est de méme de X. (Se ramener au cas ou les X; sont connexes, puis au cas ou
ce sont des sous-objets de X, et considérer alors sur ’ensemble d’indices I la
relation d’équivalence R engendrée par la relation X; N X; # ¢, et montrer
que si J = I/R, X est somme des X (i) = SupX;.)

c¢) Conclure de b) que si on désigne par (X i)i,l:llune famille génératrice de E, alors
E est localement connexe (IV 8.7. £)) si et seulement si chacun des X; (i € I)
est isomorphe a une somme d’objets connexes de E.

d) Conclure de a) et c) que si E admet une sous-catégorie génératrice formée d’ob-
jets prénoethériens, en particulier si E est localement noethérien, alors E est
localement connexe, et a fortiori est isomorphe au topos somme (IV 8.7 b)) d’'une
famille de topos connexes (IV 8.7 e)) i.e. dont I'objet final est connexe. (En parti-
culier, on peut associer a E, pour tout morphisme f : P— E, ou Pest un topos
« connexe non vide et simplement connexe » (IV 2.7.5) un pro-groupe fonda-
mental 7| (E, f); on notera que si E est localement noethérien « non vide » on
peut toujours trouver un tel f, avec Ple topos ponctuel, grace a DELIGNE ([9]).
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3. Conditions de finitude pour un morphisme de topos

DEFINITION 3.1. Soit f : E’ — E un morphisme de topos. On dit que f est quasi-
compact (resp. quasi-séparé) si pour tout objet quasi-compact (resp. quasi-séparé) X de
E, f*(X) est quasi-compact (resp. quasi-séparé). On dit que f est cohérent si f est quasi-
compact et quasi-séparé.

3.1.1. On notera que si f possede une des propriétés précédentes, alors tout mor-
phisme de topos isomorphe a f possede la méme propriété. Il est trivial également que le
composé de deux morphismes de topos quasi-compacts (resp. quasi-séparés, resp. cohérents)
est encore quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent).

226 PROPOSITION 3.2. Avec les notations de 3.1, soit (X;);cy une famille génératrice d’ob-
Jjets quasi-compacts (resp. cohérents) de E. Supposons, dans le cas respé, que E' admette
une famille génératrice formée d’objets quasi-compacts. Pour que f soit quasi-compact
(resp. cohérent), il faut et il suffit que pour tout i € I, f*(X;) soit quasi-compact (re-
sp. cohérent).

La nécessité de la condition est triviale. Pour la suffisance dans le premier cas, on
note que pour tout objet quasi-compact X de E, il y a une famille épimorphique finis de
morphismes X; — X, donc il y a une famille épimorphique finie f*(X;) - f*(X), avec
les f*(X;) quasi-compacts par hypothése, donc f*(X) est quasi-compacts (1.3). Dans
le deuxiéme cas, il reste a voir que si X est un objet quasi-séparé de E, alors f*(X)
est quasi-séparé. L’hypotheése sur X peut s’exprimer (1.17) par I'existence d’'une famille
épimorphique de morphismes X; — X telle que les X; Xy X soient quasi-compacts.
Ceci dit, on aura une famille couvrante f*(X;) — f*(X), telle que les produits fibrés
FH(X) X p+x) f*(X ;) sont quasi-compacts (puisque en vertu de a), f* transforme objets
quasi-compacts en objets quasi-compacts). Comme les f*(X;) sont cohérents, on conclut
encore a l’aide de 1.17.

COROLLAIRE 3.3. Soient C et C' deux % -sites ou les produits fibrés soient représentables
et ou toute famille couvrante admet une sous-famille couvrante finie, g : C — C' un
morphisme de sites (IV 4.9.1). Alors le morphisme de topos f : C~ — C'” défini par g est
cohérent.

227 En effet, €-(C) (resp. €c/(C')) est une famille génératrice de C (resp. de C’) satisfai-
sant les conditions respées de 3.2 (2.1.1).

PROPOSITION 3.4. Soient E un topos localement cohérent (2.3), f : X — Y une fleche
de E, d’ou un morphisme de topos induits (IV (5.5.2)) E,x — Ey. Pour que ce dernier soit
un morphisme de topos quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent), il faut et il suffit
que f soit un morphisme quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent).

Le cas « quasi-compact » est trivial en vertu des définitions (sans condition sur E), le
cas « quasi-séparé » n’est autre que 2.8, enfin le cas « cohérent » résulte de la conjonction
des deux cas précédents.

ProprosITION 3.5. Soit f : E' — E un morphisme de topos localement cohérents. Soit
(X;)ier une famille génératrice dans E formée d’objets cohérents algébriques. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) Pour toute fléche u quasi-compacte de E, f*(u) est quasi-compacte.
(ibis) Pour toute flecheu : X; — X, f*(u) est quasi-compacte.
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(ii) Pour tout objet cohérent Y' de E’, tout objet cohérent algébrique Y de E, et toute
flechev : Y' - f*(Y), le morphisme de topos correspondant

fo P E'yr — Epy

composé du morphisme de localisation E'jy) — E’; sy déduit de Y (IV (5.5.2))
et du morphisme E';r«y) = Ey induit par f (IV (5.10.1)) est cohérent.
(ii bis) Méme condition que dans (ii), mais en se bornant a un ensemble de données v,, :
Y', — f*(Y,) tel que les Y’ , soient algébriques et recouvrent l’objet final de E’.
(i ter) (Lorsqu’on se donne une famille génératrice (X/,)ycyr dans E' formée d’objets
cohérents, et pour tout i’ € I', uni € I et une fleche v, : Xl.’, — f(X;).) Pour
touti’ € I', le morphisme de topos E//X/i’ — E,y défini par v; est cohérent.

Comme toute fleche X; — X est quasi-compacte, il est évident que (i) = (i bis).
Inversement, supposons (i bis) vérifié et prouvons (i). Soit u : X — Y une fleche quasi-
compacte de E. En termes d’une famille épimorphique X; — Y, I'hypothése sur u s’ex-
prime donc par le fait que les X Xy X; sont quasi-compacts (1.16), i.e. qu’il existe pour
chaque i une famille finie épimorphique de morphismes X; — X Xy X; (1.3). Alors on
a une famille épimorphique correspondante f*(X;) — f*(Y), telle que pour tout i on
ait une famille épimorphique finie f*(X;) — f*(X Xy X;) = f*(X) Xp+y) [5(X)),
dont le composé avec la projection pr, dans f*(X;) est un morphisme quasi-compact
fH(X;) = f*(X)), grace a 'hypothese (i bis). Il s’ensuit (1.11 (i)) que pour tout i, pr, :
FH(X) X peyy [7(X;) est quasi-compact, donc (1.10 (ii)) /™) : f*(X) — f*(Y) est
quasi-compact.

Il reste a prouver les implications (i) = (ii) et (ii bis) = (i), I'implication (ii) = (ii
bis) étant triviale, et (ii ter) étant un cas particulier de (ii bis). L’implication (i) = (ii)
est immédiate : en effet, un objet X de E/y est quasi-compact (resp. quasi-séparé) si et
seulement si le morphisme structural X — Y (resp. le morphisme diagonal X — X Xy X)
est quasi-compact (2.7), et on a le méme critére de quasi-compacité et de quasi-séparation
pour fy(X'). Prouvons enfin (ii bis) = (i). Soit donc u : X — Y une fleche quasi-
compacte dans E, prouvons que f*(u) est quasi-compacte. Comme les Y, recouvrent
l'objet final de E’, il suffit de prouver que les f*(u)|Y, sont quasi-compacts (1.10 (ii)).
Or, ces morphismes ne sont autres que les f;; (u|Y,), et on est donc réduit a prouver ceci :

COROLLAIRE 3.6. Soit f : E' — E un morphisme cohérent de topos localement cohé-
rents. Alors pour tout fleche quasi-compacte u de E, f*(u) est quasi-compacte.

Grace a I'implication (i bis) = (i) de 3.4 déja prouvée, il suffit de prouver que si u :
X — Yest une fleche de E, avec X, Y cohérents, alors f*(u) est un morphisme quasi-
compact, ce qui résulte aussitot de I’hypothése sur f, impliquant que f*(X) et f*(Y)
sont également cohérents.

DEFINITION 3.7. Soit f : E' — E un morphisme de topos localement cohérents. On
dit que f est localement cohérent s’il satisfait aux conditions équivalentes de 3.5.

Remarquons que «localement » signifie localement en haut.

3.7.1. Cette notion ne dépend encore que de la classe d’isomorphie du morphisme
de topos f, et elle est manifestement stable par composition de morphismes de topos.
De plus, en vertu de 3.5, si f est cohérent il est localement cohérent, la réciproque étant
vraie si E’ et E sont cohérents (en vertu de 3.5 (ii bis)). Du critére 3.5 (ii bis) résulte
aussitot le critére suivant :

228
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COROLLAIRE 3.7. Soient f : E' — E un morphisme de topos localement cohérents,
(YDier Y Dicr deux familles d’objets de E et de E', et pour touti € Tv; : Y/ — f*(Y})
un morphisme, d’oti un morphisme de topos

. !/
fo t Elyr — Epy,

Supposons que les Y'; recouvrent l'objet final de E'. Alors f est localement cohérent si et
seulement si pour touti € I, fu,» est.

En particulier, appliquant ceci au morphisme identique d’un topos induit, on trouve :

CoOROLLAIRE 3.8. Soient E un topos localement cohérent, v : X — Y une fléche de E.
Alors le morphisme des topos induits E;x — Ey défini par v est localement cohérent.

231 REMARQUE 3.9. Il semble que tous les morphismes de topos algébriques qu’on ait ren-
contrés en pratique soient localement cohérents (c’est pourquoi le terme « localement cohé-
rent » n’est pas appelé sans doute a un trés grand usage). Il revient au méme d’affirmer que
les morphismes de topos cohérents qu’on a rencontrés en pratique sont cohérents. On peut
cependant construire des morphismes non cohérents de topos cohérents, et plus particuliére-
ment, un morphisme non cohérent du topos ponctuel (IV 2.2) dans un topos noethérien E,
cf. 2.17 1).

ExEMPLES 3.10. (Topos associés aux schémas.) Reprenons 'exemple 1.22 de la catégo-
rie (Sch) avec des topologies T; de SGA IV 6.3. Soit, pour tout schéma X, X7. le Z-topos
défini par le site induit (Sch),y. Alors le morphisme de schémas f : X — Y définit un
morphisme de topos fr. : Xr. — Yr, etil résulte de 3.4 et de 1.22 que ce dernier mor-
phisme de topos est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) si et seulement
si le morphisme de schémas f est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) au
sens habituel de EGA IV 1. En tout état de cause, fTi est localement cohérent en vertu
de 3.8.

On peut aussi associer a un schéma X les %-topos Top(X) et Top(X¢,) comme dans
1.22.1, et a tout morphisme de schémas f : X — Y sont alors associés des morphismes

232 Top(f) et Top(f,) des topos correspondants. Soit 7(f) I'un de ces deux morphismes
de topos. On vérifie immédiatement via 3.2 que ce morphisme de topos est toujours
localement cohérent, et qu’il est quasi-compact (resp. quasi-séparé, resp. cohérent) si
et seulement si le morphisme de schémas f est quasi-compact (resp. quasi-séparé, re-
sp. cohérent) au sens habituel.

Ces observations montrent donc encore que la terminologie introduite dans le pré-
sent numéro est compatible avec la terminologie recue en théorie des schémas, et mérite
donc d’étre acceptée par le lecteur le plus récalcitrant.

EXERCICE 3.11. (Topos cohérents et prétopos.)

a) On appelle %-prétopos (ou simplement prétopos), une catégorie C satisfaisant
aux conditions suivantes :
1) Les limites projectives finies dans C sont représentables.
2) Les sommes finies dans C sont représentables, elles sont disjointes et uni-
verselles.
3) Les relations d’équivalence dans C sont effectives, et tout épimorphisme
dans C est effectif universel.
4) C est équivalente a une catégorie € %.
Montrer que si E est un %-topos cohérent, alors la sous-catégorie pleine E_.,
de E formée des objets cohérents de E est un %-prétopos, et que le foncteur
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d’inclusion E_;, — FE est exact a gauche, commute aux sommes finies et au
passage au quotient par des relations d’équivalence. (Utiliser 1.5.3, 1.15 et 1.17.1).
Montrer que la topologie induite par E sur C est la topologie « précanonique »,
i.e. la topologie dont les familles couvrantes X; — X sont celles qui admettent
une sous-famille finie couvrantes pour la topologie canonique de C. Par suite
E se reconstitue a équivalence pres par la connaissance du prétopos C = E
comme le topos C~ (C étant munie de sa topologie précanonique).

b) Soit C un #-prétopos. Munissons C de la topologie précanonique. Montrons
que tout morphisme f de C se factorise en f” f’ , avec f' un épimorphisme
et f” un monomorphisme. Montrer que le topos E = C~ est cohérent, et que
le foncteur canonique ¢ : C — E induit une équivalence de C avec la sous-
catégorie E .}, de E. (Montrer d’abord que € est un foncteur pleinement fidéle
exact a gauche commutant aux sommes finies et au passage au quotient par une
relation d’équivalence, puis qu'un sous-objet cohérent dans E d’un objet de C
est dans I'image essentielle de C.) Par suite, le %-prétopos C se reconstitue a
équivalence de catégories prés quand on connait le %-topos associé¢ E = C~.

c) Soient C et C’ deux %-prétopos. Montrer que pour qu’un foncteur ¢ : C’ - C
soit un morphisme de sites de C dans C’ (pour les topologies précanoniques), il
faut et il suffit que @ soit exact a gauche, et commute aux sommes finies et au
passage un quotient par une relation d’équivalence.

d) Avec les notations de c¢), supposons que C et C’ soient associés a deux %-topos
cohérents E, E' comme dans a). Montrer que le foncteur canonique (IV 4.9.3)

Morsite(C,C’) — Homtop(E, E’')

coh>

induit une équivalence de premier membre (explicité dans C)) avec la sous-
catégorie pleine de deuxiéme formé des morphismes de topos E — E’ qui sont
cohérents, un foncteur quasi-inverse étant obtenu en associant a tout morphisme
cohérent de topos f : E — E' le foncteur E/ , = C' - E_, = C induit par
F*.

e) Soient C un %-prétopos et E = C~. Exprimer directement en termes de pro-
priétés d’exactitude de C les conditions équivalentes de 1.25 (Consulter 1.28 b.)
Montrer qu’un objet X de C est noethérien dans E si et seulement si toute suite
croissante de sous-objets de X dans C est stationnaire, donc que E est noethé-
rien si et seulement si tout objet de C satisfait a la conditions précédente.

ExERcICE 3.12. Un topos E est appelé un topos fini s’il existe une catégorie finie C
telle que E soit équivalent a C.

a) Pour que E soit un topos fini, il faut et il suffit que E admette suffisamment de
points essentiels (IV 7.6 b)), et que la catégorie Pointess(E) des points essentiels
de E soit équivalente a une catégorie finie. (Utiliser IV 7.6 d) et h).)

b) Supposons E fini. Prouver que tout point de E est essentiel. Prouver que les
2-foncteurs E — Point(E) et C — C établissent des 2-équivalences entre la
2-catégorie des topos finis FE, et la 2-catégorie des catégories karoubiennes (IV
7.5 a)) C qui sont équivalentes a des catégories finies, et que tout morphisme de
topos finis est essentiel (IV 7.6 a)). (Utiliser a) et IV 7.6 h).)

c) Supposons E = C, avec C équivalente a une catégorie finie, et soit F un topos
cohérent. Rappelons (IV (4.6.3.1.)) que les morphismes de topos f : E - F
correspondent aux foncteurs u : C — Point(F). Montrer que pour que f soit
cohérent, il faut et il suffit que f transforme point cohérent de E (3.1) en point
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cohérent de F, ou encore que pour tout X € ob C, u(X) soit un point cohérent
de F. (Utiliser 3.2 et 2,17 g).) En conclure que tout morphisme f : E — Fd’'un
topos fini dans un topos fini est cohérent.

d) Soit X un espace topologique sobre (IV 4.2.1). Pour que le topos Top(X) (IV 2.1)
soit fini, il faut et il suffit que X soit un ensemble fini. (Utiliser IV 7.1.6)

4. Conditions de finitude dans un topos obtenu par recollement
Le Présent paragraphe ne sera plus utilisé dans la suite du Séminaire.

4.1. Soient E un topos, U un ouvert de E (i.e. un sous-objet de I’objet final de E),
236 et considérons les sous-topos ouverts et fermés correspondants de E (IV 9)

E/ = E/U’ E” = E/U'
Nous désignerons par
j:El—E,i: E'"—E
les morphismes de topos canoniques. Rappelons (3.4) que pour que j soit un morphisme
quasi-compact (resp. cohérent) de topos, il faut et il suffit que 'inclusion

j:U—e
de U dans I'objet final de E (inclusion que nous noterons également j) soit un morphisme
quasi-compact (resp. cohérent) dans E; d’autre part, j : E’ — E est toujours quasi-
séparé (car j : U — e l'est (1.8.1)). Nous nous proposons de donner des critéres pour

que le topos E” soit cohérent, et le morphisme de topos i : E” — E soit cohérent.
Notons d’abord :

PROPOSITION 4.2. Les notations étant celles de 4.1, le morphisme d’inclusioni : E” —
E est quasi-compact, i.e. pour tout objet quasi-compact X de E, U'objet i*(X) de E" est
quasi-compact ; de plus, si X est prénoethérien (1.30), i*(X) est prénoethérien.

Cela résulte de la définition 1.1 et du

237 LEMME 4.2.1. L’application Y — i*(Y) induit un isomorphisme d’ensembles ordonnés
entre ’ensemble des sous-objets de X qui contiennent le sous-objet Xy = X X U de X, et
lensemble des sous-objets de i*(X).

Notons que, i, étant conservatif (car pleinement fidele) et exact a gauche (en parti-
culier, commuant aux produits fibrés), il s’ensuit aussitét qu'un morphisme u : ¥ - Z
dans E” est un monomorphisme si et seulement sii,(u) : i, (Y) = i, (Z)est.Il s’ensuit
aussitot, identifiant (par i,) E" a la sous-catégorie pleine de E formée des objets Z satis-
faisant aux conditions équivalentes de IV 9.7 1), que les sous-objets sans E’ de 'objet Z
de E” s’identifient aux sous-objets Yde Z dans E qui veulent bien appartenir a E”, ou,
ce qui revient au méme, qui contiennent Z; 5 U.Or pour Z de la forme i, i*(X) = Xpy
donné par la somme amalgamée IV (9.5.1),

la donnée d’un sous-objet Y de ce dernier dans E équivaut a la donnée d’un couple
formé un sous-objet Y| de X et d’un sous-objet Y, de U, avec la condition que les images
inverses de ces sous-objets dans X;; coincident. La condition que Y contienne U signifie
alors que Y, = U, et la condition qui reste sur Y| est que Y| contienne Xy,;. Cela établit
donc une bijection entre I’ensemble des sous-objets de i*(X) dans E”, et 'ensemble des

238 sous-objets de X qui contiennent Xy;. Il est clair que c’est un isomorphisme d’ensembles
ordonnés, et que I'application inverse est bien celle annoncée dans 3.14.1.
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COROLLAIRE 4.3. a) Soit X un objet de E. Pour que X soit quasi-compact, il suffit
quei*(X) et j*(X) le soient, et cette condition est également nécessairesij : U —
e est quasi-compact.
b) Soit Y un objet de E". Pour que Y soit quasi-compact, il suffit que i, (Y') le soit, et
cette condition est également nécessaire si U est quasi-compact.

Démonstration

a) La suffisance résulte de la définition 1.1 et du fait que le couple (i*, j*) est conser-
vatif (IV 9.11 3)). La nécessité résulte du fait que i et j sont quasi-compacts (en
vertu de 3.14 et de ’hypothése que j est quasi-compact).

b) Comme Y ~ i*i (Y), la suffisance résulte de 4.2. La nécessité résulte de la suf-
fisance dans a), compte tenu que i*i, (Y) ~ Yet j*i (Y) ~ U.

COROLLAIRE 4.4. Soit Y un objet de E". Si U est quasi-compact ou si E admet une
famille génératrice formée d’objets quasi-compacts, alors pour que Y soit quasi-séparé (re-
sp. cohérent), il suffit qu’il en soit ainsi de i, (Y'). Si U est quasi-séparé (resp. cohérent) et
sij : U — e est un morphisme quasi-compact, alors pour que Y soit quasi-séparé (re-
sp. cohérent), il faut que i, (Y) le soit.

Le cas respé résulte du cas non respé, compte tenu de 4.3 b). Supposons i, (Y) quasi-
séparé, et prouvons qu’il en est de méme de Y, sous 'une des deux hypotheses faites.
Il faut donc prouver que pour deux objets quasi-compacts Y’ et Y” au-dessus de Y, le
produit fibré Y’ Xy Y est quasi-compact. Lorsqu’on suppose Y quasi-compact, on note
qu’il suffit de prouver que i, (Y’ Xy Y") est quasi-compact (4.3 b)), ce qui résulte du
fait que i, (Y') et i, (Y") le sont (4.3 b)), utilisant ici la quasi-compacité de U), que i,
commute aux produits fibrés, et I'hypothése i, (Y') quasi-séparé. Lorsqu’on suppose que
E admet une famille génératrice formée d’objets quasi-compacts, alors i,(Y") est limite
inductive filtrante de ses sous-objets quasi-compacts X’ ,, donc Y’ ~ i*i (Y"') est limite
inductive filtrante de sous-objets i*(X’,), et comme Y est quasi-compact, il est égale a
un des i*(X',). De méme Y" est de la forme i*(X" ), ou X" est un sous-objet quasi-
compact de i, (Y"). Mais alors Y Xy Y = i*(X, X; y Xp), et comme X, X; y) Xj est
quasi-compact en vertu de 'hypothese i, (Y) quasi-séparé, il s’ensuit que Y’ Xy Y” lest
aussi en vertu de 4.2.

Inversement, supposant U quasi-séparé et j : U — e quasi-compact, montrons que
si Y est quasi-séparé, il en est de méme de i, (Y), i.e. que pour deux objets X', X" quasi-
compacts au-dessus de i, (Y), le produit fibré X' X; y) X" est quasi-compact. Pour ceci,
appliquant 4.3 a), il suffit de prouver que son image par i* est quasi-compact (ce qui
résulte de 4.2 et de ’hypothése que Y est quasi-séparé) et que son image par j* est quasi-
compact; or cette derniére est j*(X') X j*(X"), et est bien quasi-compacte car j*(X"')
et j*(X") le sont (j étant quasi-compact) et U est quasi-séparé.

COROLLAIRE 4.5. Supposons que E admette une sous-catégorie génératrice formée d ob-
jets quasi-compacts (resp. prénoethériens), alors il en est de méme de E" .

Cela résulte de 4.2 et du

LEMME 4.5.1. Si(X ), est une famille génératrice dans E, alors (i* (X)), est une famille
génératrice dans E” .

Cela signifie en effet que la famille des foncteurs

Y — Hom(i*(X,),Y)
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sur E” est conservative, or on a Hom(i*(X ), Y) ~ Hom(X,.(Y)), et il suffit d’utiliser
le fait que le foncteur i, est conservatif.

PROPOSITION 4.6. Les notations sont celles de 4.1.

a) Si E admet une famille génératrice formée d’objets cohérents, il en est de méme pour
le sous-topos fermé E”, et le morphisme d’inclusioni : E” — E est cohérent.
241 b) Supposons que le morphisme j : U — e dans E soit quasi-compact. Si E est loca-
lement cohérent (resp. cohérent, resp. quasi-séparé, resp. localement noethérien,
resp. noethérien, resp. localement parfait, resp. parfait) il en est de méme de E”,
et le morphisme d’inclusioni : E” — E est cohérent.

a) Lapremiére assertion résultera de la seconde et de 4.5.1. En tous cas, 4.5 implique
que E” admet une famille génératrice formée d’objets quasi-compacts, donc 3.2
s’applique et nous montre qu’il suffit de vérifier que pour tout objet cohérent X
de E,T'objet i*(X) de E” est cohérent. Utilisant la compatibilité de la formation
du topos complémentaire d’'un ouvert avec la localisation (IV 9.13 b)), on est
ramené au cas ou X est 'objet final de E, donc a prouver que I'objet final de E”
est cohérent. Or, 4.4 s’applique, donc il suffit de prouver que i, (egr) = ef est
cohérent, ce qui est bien le cas.

b) Comme sous chacune des hypotheses faites dans b), E admet une famille gé-
nératrice formée d’objets cohérents, il résulte déja de a) que i : E” — E est
cohérent. De plus, 4.5.1 implique alors que E” admet la sous-catégorie pleine
E” .1, formée de ses objets cohérents comme sous-catégorie génératrice. Sup-
posons E cohérent, et montrons que E” I'est aussi, i.e. (2.4.5) montrons que la
sous-catégorie E” .}, de E” est stable par limites projectives finies, sachant qu’il
en est ainsi pour la sous-catégorie E. , de E; or cela résulte aussitot du critere

242 4.4 respé (qui s’applique, car U est maintenant cohérent, e I'étantet j : U — e
étant quasi-compact), compte tenu que i, est exact a gauche. Par localisation,
utilisant encore IV 9.13 b), on en conclut que si E est localement cohérent, il en
est de méme de E”. Si E est quasi-séparé, alors E” I'est aussi : en effet son objet
final est quasi-séparé en vertu de 4.4, celui de E I’étant, et il reste a prouver que
le produit de deux objets quasi-séparés de E” est quasi-séparé (sachant qu’il en
est ainsi dans E”), ce qui résulte encore du critére 4.4 et du fait que i, commute
aux produits (compte tenu que le sous-objet U de e est quasi-séparé, e I’étant,
de sorte que 4.4. s’applique).

Comme un topos est localement noethérien (resp. noethérien) si et seulement si il est
localement cohérent (resp. cohérent) et admet une famille génératrice formée d’objets
prénoethériens (2.10 (iii bis)), il résulte de ce qui précéde et de 4.5 que si E est locale-
ment noethérien (resp. noethérien), il en est de méme de E”. Supposons maintenant E
parfait, et prouvons que E” Pest. Comme on sait déja qu’il est cohérent, il reste a vérifier
qu’il satisfait au critére 1.25 (i), i.e. que tout objet Y de E” est limite inductive filtrante
d’objets cohérents, sachant que 1’énoncé analogue est vrai dans E; or i (Y') étant limite
inductive filtrante d’objets cohérents X, Y =~ i*i,(Y) est limite inductive filtrante des
objets cohérents i*(X ). Par localisation (IV 9.13 b)) on en conclut que si E est localement
parfait, il en est de méme de E”. Cela achéve la démonstration de 4.6.

243 REMARQUE 4.6.1. En fait, dans 4.6 b) 'hypothése que j : U — e soit quasi-compact
est inutile, sauf peut-étre dans le cas « E quasi-séparé ». Il suffit en effet, en vertu de la
démonstration qui précéde, de voir que E cohérent implique E” cohérent. Or U est limite
inductive filtrante de ses sous-objets quasi-compacts U,, et on vérifiera alors dans 7.
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qu’alors E” s’identifie au topos limite projective (au sens de 7.) des sous-topos fermés E/’
complémentaire des E; , qui en vertu de 4.6 b) sont des topos cohérents a morphismes
de transition cohérents. Il s’ensuit alors que E” est un topos cohérent (7).

COROLLAIRE 4.7. Supposons que la sous-catégorie E,;, de E formée des objets cohérents
soit génératrice, et soit X un objet de E.

a) Pour que X soit quasi-séparé, il faut que i* (X) et j*(X) le soient, et cette condition
est aussi suffisante si j : U — e est quasi-compact.

b) Supposons que j : U — e soit quasi-compact. Alors X est cohérent si et seulement
sii*(X) et j*(X) le sont.

c) Supposons E cohérent et j : U — e quasi-compact. Alors E est parfait (2.9.1) si et
seulement si E" et E” le sont.

a) On a signalé dans 4.1 que j : E' — E est quasi-séparé, et d’autre part on
sait par 4.6 a) qu’il en est de méme de i, d’ou la nécessité. Pour la suffisance,
soient X’ et X" des objets quasi-compacts au-dessus de X, il faut prouver que
X' Xx X" est quasi-compact, et pour ceci il suffit de prouver que ses images par
i* et j* le sont (4.3 a)). Comme i et j sont quasi-compacts, en vertu de 4.2 et de
I'hypothése j : U — e quasi-compact, la conclusion résulte alors du fait que i*
et j* commutent aux produits fibrés, et de ’hypothése que i*(X) et j*(X) sont
quasi-séparés.

b) Résulte de la conjonction de a) et de 4.3 a).

c) La nécessité a été déja vue (4.6 b)). La suffisance résulte du fait que, E étant
cohérent, E’ et E” le sont (4.6 b)), de sorte que pour un des topos envisagés, le
fait qu’il soit parfait signifie que la catégorie de ses objets cohérents est stable
par h_n} finies. On conclut donc par b).

EXERCICE 4.8. a) Résoudre la question suivante (dont le rédacteur avoue a sa
confusion ignorer la réponse) : avec les notations de 4.1, si E est quasi-séparé
(resp. algébrique) en est-il de méme de E” ?

b) Supposons que E soit équivalent a un topos de la forme C, ol C est une caté-
gorie équivalente a une catégorie € %. Prouver directement, en utilisant 2.17
c) et IV 9.24, que si E est localement cohérent (resp. cohérent, resp. algébrique,
resp. quasi-séparé, resp. localement noethérien, resp. noethérien) il en est de
méme de E”.

4.9. Gardons les notations de 4.1, et rappelons (IV 9.16) que la donnée d’une situa-
tion (E, U), formée par un topos E et un ouvert U de E, équivaut essentiellement a celle
d’un triple (E’, E", f), ou E' et E” sont des topos et ou

(4.9.1) f:E —E"

est un « foncteur de recollement », i.e. un foncteur exact a gauche et accessible ; partant
de (E,U) comme dans 4.1, le foncteur de recollement associé est donné par

(4.9.2) f =i,

Nous nous proposons d’exprimer, en termes des données E’, E”, f le fait que E
soit un topos cohérent (resp. parfait) et que U soit un objet quasi-compact, ou ce qui
revient au méme, que E et E’ soient cohérents. Nous savons déja que ceci entraine que
E” est également cohérent (4.6 b)), de sorte que la question revient a la suivante : étant
donnés deux topos cohérents E' et E” et un foncteur de recollement f (4.9.1), a quelles
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conditions sur fle topos recollé E est-il cohérent (resp. parfait) ? Nous savons d’ailleurs
(4.7 ¢)) que E est parfait si et seulement si E est cohérent, et E’ et E” sont parfaits ; donc
le cas respé du probleme posé se ramene au cas non respé. Signalons cependant que la
solution (4.10) de ce dernier est plus jolie si on suppose déja E' parfait.

4.9.3. Notons d’abord que si E est cohérent, alors on reconstruit la sous-catégorie
pleine E ., de E formée des objets X = (X', X",u : X" — f(X')) de E qui sont

246 cohérents, comme étant la sous-catégorie E de E formée des X pour lesquels X' =

J5(X) et X” = i*(X) sont cohérents (4.7 b)). Une condition nécessaire pour que E soit
cohérent est donc que la sous-catégorie E, précédente soit génératrice. Cette condition
est également suffisante, car en vertu de 4.3 a) E est formée d’objets quasi-compacts,
d’autre part il est clair que E est stable par limites projectives finies, et on conclut par
3.4.5.

Rappelons maintenant (IV 9.18) que la donnée d’un foncteur de recollement (4.9.1)
équivaut a celle d’un faisceau sur E”, a valeurs dans Pro(E’ )0 .

(4.9.4) G € Faisc(E”,Pro(E’)"),G : E" — Pro(E’O),
ou ce qui revient au méme, a celle d’un foncteur g = GO,
(4.9.5) g . E”" — Pro(E’)

qui commute aux limites inductives. Si C est une sous-catégorie génératrice de E”, qu’on
munit de la topologie induite, on sait (Il 6.10) que la donnée de G équivaut aussi (a
isomorphisme unique prés) a celle d’un faisceau sur C a valeurs dans Pro(E’)°

(4.9.6) Gc € Faisc(C,Pro(E")?), G : C° — Pro(E")°,
ou, ce qui revient au méme, a celle d’'un foncteur g- = Gg,
(4.9.7) gc : C— Pro(E’),

247 satisfaisant aux conditions d’exactitude a gauche qu’on sait (Il 6.2.1)). Bien entendu, g~
n’est autre que la restriction de g (4.9.5) a C. Le cas le plus intéressant pour nous est celui
ou on prend C = Ec’oh, d’ou des objets

(4.9.8) G, € Faisc(E!, ,Pro(E')"), Gy : E"> —> Pro(E')",
(4.9.9) g = Gg : El, — Pro(E"),

dont chacun revient encore a la donnée de f.

4.9.10. Supposons la sous-catégorie pleine génératrice C de E” formée d’objets
quasi-compacts et qu’elle soit stable dans E” par sommes finies, par passage au quo-
tient par des relations d’équivalence, et par produits fibrés : c’est le cas par exemple
pour C = E/, (1.15 et 1.17.1). Il est alors immédiat, si P est une catégorie ou les li-
mites projectives finies sont représentables (par exemple P = Pro(E’)"), qu’un fonc-
teur G- : G° — P est un faisceau a valeurs dans P si et seulement si le foncteur
8 = GOC : C - PY commute aux sommes finies et au passage au quotient par une
relation d’équivalence. Ceci précise en particulier quels sont les faisceaux (4.9.6) (expri-
mant donc les foncteurs de recollement f : E' - E”).

Ces rappels étant posés, nous pouvons donner la solution au probléme posé dans
4.9 :

248 ProprosITION 4.10. Soient E', E” deux topos cohérents, et f : E' — E” un foncteur
de recollement (IV 9.10), i.e. un foncteur exact a gauche et accessible. Soit E le topos qu’on
en déduit par recollement (IV 9.16), et désignons par E!  (resp. Epp) la sous-catégorie
strictement pleine de E' formée des objets cohérents (resp. des objets X tels que le foncteur
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covariant Hom(X, —) représenté par X commute aux petites limites inductives filtrantes).
Considérons les conditions suivantes :

(i) E est cohérent.
(ii) Pour tout objet X' de E’, il existe une famille de morphismes

Y — X!

Ua' [04

de but X', a sources des objets cohérents de E’, telle que la famille des
fy) + f(Yy) — f(X")

dans E" soit couvrante.

(ii bis) f commute aux (petites) limites inductive inductives filtrantes, et (ii) est vrai pour
tout X' € Ob Ep .

(ii ter) Le foncteur canonique (IV 9.20.1)

(4.10.1) z . Point(E"”) — Pro(E")

défini par le foncteur de recollement f se factorise (a isomorphisme prés) par
Pro(E/ ;) (via le foncteur pleinement fidele Pro(E/ ;) — Pro(E’) provenant de
Vinclusion E | — E'):

(4.10.2) mg : Point(E") — Pro(E/ ).

(iii) Le foncteur f commute aux (petites) limites inductives filtrantes.
(iii bis) Le foncteur g, (4.9.9) se factorise (a isomorphisme prés) par un foncteur

(4.10.3) E;, — Pro(Epp),

via le foncteur pleinement fidélePro(Ep ) — Pro(E") déduit de 'inclusion Ep , —
E'.
(iii ter) Le foncteur canonique x (4.10.1) se factorise (a isomorphisme preés) en

(4.10.4) 7y @ Point(E"”) — Pro(Epp).

(iv) Le foncteur g (4.9.9) se factorise (a isomorphisme preés) par un foncteur
(4.10.5) E!, — Pro(E/ ).
On a alors le diagramme d’implications :

(4.10.6) (iv) = (i) < (ii) < (ii bis) < (ii ter) = (iii) < (iii bis) <> (i ter).

Signalons tout de suite le

COROLLAIRE 4.11. a) Supposons que E' soit parfait. Alors toutes les conditions
envisagées dans 4.10 sont équivalentes, en particulier E est cohérent si et seule-
ment si f commute aux limites inductives filtrantes, ou encore si et seulement si le
foncteur g (4.9.9) se factorise (a isomorphisme prés) par Pro(E/ ).

b) Pour que E soit parfait, il faut et il suffit que E' et E" le soient, et que f (resp. g)
satisfasse a la condition énoncée dans a).

En effet, a) résulte du fait que E’ parfait signifie E | = Epp, de sorte que (iii bis)
implique (iv). L’assertion b) s’ensuit, comme il résulte des remarques préliminaires de
4.9.
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4.12. Démonstration de 4.10.

a) Explicitons la condition équivalente a (i) obtenue dans 4.9.3, savoir que la sous-
catégorie pleine E, de E est génératricei.e. que pour toutobjet X = (X', X", u :
X" - f(X')) de E, la famille de tous les morphismes

o= 0" Y= Y" v Y — fO) — X,

avec Y € ObE;ie Y', Y” cohérents, est épimorphique. Comme le couple
de foncteurs (i*, j*) est conservatif, cela signifie aussi que la famille des mor-
phismes correspondants Y’ — X' est épimorphique dans E’, et que la famille
des morphismes correspondants Y” — X" est épimorphique dans E”. Or c’est
clair pour la premiére, comme on voit en prenant des Y € Ob E au-dessus de U
ie. telsque Y” = @p» : on trouve la famille de toutes les fleches dans E’ de but
X', a source cohérente, qui est bien épimorphique puisque E’ est cohérent donc
la cous-catégorie E’ ., est génératrice. Il reste donc a exprimer que la famille
des Y” — X" est épimorphique, quel que soit I’objet donné X de E.

251 b) Or supposons satisfaite la condition (ii) pour 'objet X' envisagé ici. Il en résulte
que I'on peut trouver une famille épimorphique de morphismes Y5 — X", dont
les composées avec u : X” — f(X') se relévent chacun en un morphisme
Yﬁ” — f(Yy) pour @ = ¢(p) convenable; comme E/, est une sous-catégorie
génératrice de E”, on peut méme supposer les Y, cohérents. Mais alors les
diagrammes commutatifs

i Y g)

XN

fX"
fournissent la famille cherchée de morphismes dans E, donnant une famille épi-
morphique Yﬂ” — X”. Donc (ii) = (i).

Réciproquement, supposons (i) et prouvons (ii). On applique la condition
explicitée dans a) au cas de I'objet

X =j,(X) =X, f(X"),id = f(X") = f(X"));

comme les Y” — X" ~ f(X') forment une famille épimorphique, il en est de
méme a fortiori de la famille des f(v') : f(Y') —» f(X'), d’ou la conclusion,
puisque les Y’ sont cohérents par hypothese. Donc

(i) & (ii).
252 c¢) Notons maintenant que la condition (iv) signifie aussi que pour tout objet X"
de F”, le foncteur pro-représentable

g(X") : X' — Hom(X", f(X"))

sur E’ est pro-représentable par un pro-objet dont les composants sont dans
E’ .}, ou ce qui revient au méme, qu’il existe dans la catégorie E /’g( x> formée
des couples d’un objet X’ de E’ et d’'un élémentu € g(X")(X') = Hom(X", f(X")),
u: X" - f(X'), un ensemble cofinal d’objets (X, u,), u, : X" — f(X]),
avec X, € Ob E/ ;. La condition de cofinalité, comme la catégorie E /’g( x) est
filtrante, signifie simplement que pour tout objet (X', u), u : X" — f(X')
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de E/’g( X" il existe un morphisme d’un (X';,u;) dans I'objet précédent, i.e. un
morphisme v}, : X/ — X' rendant commutatif le triangle

f(xe)
'@l

X/I

f&X.

Donc la condition (iv) équivaut a ceci :
(iv bis) Pour tout fleche u : X" — f(X'),avec X' € ObE’ et X" € Ob E/ ,, il
existe une fleche v : Y’ — X’ dans E’ telle que u se factorise a travers

J@h fX) = f(XT).

Or il est clair que la condition (iv bis) implique (ii), puisque pour X"’ fixé, la
familledesu : X” — f(X')de source un objet cohérent est épimorphique, 253
de sorte qu’il en est a fortiori ainsi de la famille de tous les f(v}) dans les
diagrammes correspondants (). Donc

iv) = ().

d) Explicitons la condition (ii ter). Soit p un point de E”, alors par définition 7 (p)
est le pro-objet de E’ qui pro-représente le foncteur 2 : X' — f(X'),, ou en-
core la pro-objet défini par le foncteur canonique E;, — E’, ou E/, désigne la
catégorie des couples (X', u), avec X' € ObE’ etu € h(X') ie.u € f(X'),
Dire que ce pro-objet est isomorphe a un pro-objet provenant de Pro(E/ ;) si-
gnifie que la sous-catégorie de E;, formée des (X',u) avec X' € ObE] vy
est cofinale, i.e. que pour tout objet (X', u), u € f(X’)p, de Ej,, il existe un
objet (X, uy) qui le majore, avec X; cohérent, i.e. qu’il existe un morphisme
Xy = X' (X cohérent) tel que u soit dans Im(f (X)) = f(X')). Dire que ce-
ci est vrai pour tout point p signifie que pour tout objet X’ de E’, la famille
des f(Xy) — f(X'), avec f(Xj)p — f(X')p soit surjective. Comme on ver-
ra dans I'appendice (10. ) qu'un topos cohérent E” a assez de points, on voit
que la condition obtenue signifie aussi que pour tout X’ € Ob E, la famille des
f(Xy) = f(X') est épimorphique. Mais cela n’est autre que la condition (ii),
donc

(ii) © (ii ter).

e) La condition que f commute aux limites inductives filtrantes (condition (iii)) 254
équivaut, comme la famille des foncteurs fibres de E” est conservative, a celle
que les foncteurs composés h : X' — f(X')ple sont. Prouvons que cela signifie
que le pro-objet z(p) qui pro-représente ce foncteur est dans I'image essentielle
de Pro(E} ) : cela prouvera alors les implications

(iii) < (iii ter) < (ii ter) = (iii bis).
Nous sommes donc amenés a prouver le

LEMME 4.12.1. Soient E’ un topos tel que la sous-catégorie E/ , y soit géné-
ratrice, et X' € ObPro(E’"). Pour que X' appartienne a I'image essentielle de
Pro(Epp), il faut et il suffit que le foncteur h : E' — (Ens) qu’il pro-représente
commute aux limites inductives filtrantes.



V42CONDITIONS DE FINITUDE. TOPOS ET SITES FIBRES. APPLICATIONS AUX QUESTIONS DE PASSAGE A LA LIMITE.

Comme une limite inductive filtrante de foncteurs commutant aux limites
inductives filtrantes posséde la méme propriété, la suffisance résulte de la dé-
finition de E} . Pour la nécessité, il faut prouver que si le foncteur 4 com-
mute aux limites inductives filtrantes, alors dans la catégorie filtrante E/'h des
couples (X', u) avec u € h(X'), la sous-catégorie formée des couples (X', u)
avec X' € Ob Ep est cofinale, i.e. pour tout (X', u) dans E,, il existe un mor-

255 phisme X, — X', avec X; € Ob Epp, tel que u € Im(h(Xy) — h(X")). Or
on sait que X' est limite inductive filtrante d’objets X de E} (1.24.2 a)), donc
h(X") est limite inductive filtrante des A(X/), d’ou la conclusion.
f) 1l reste seulement a prouver les implications

(ii bis) = (ii) et (iii) <> (iii bis).
La premiere implication résulte trivialement du fait que tout objet X’ de E’ est

limite inductive filtrante d’objets X/ de E} . Pour la deuxieme, il suffit de noter
que la famille des foncteurs

Y” — Hom(X",Y"),

pour X” € Ob E” ,, est conservative et formée de foncteurs commutant aux
limites inductives filtrantes (1.23 (ii)), donc le foncteur f : E’ - E” commute
aux limites inductives filtrantes si et seulement s’il en est ainsi des foncteurs
composés X' — Hom(X', f(X")) = Homp,, gr)(go(X"), X'), ce qui équivaut
au fait que les gy(X") sont dans I'image essentielle de Pro(X p ), en vertu de
4.12.1. C.QFD.

REMARQUE 4.13. 1l convient de préciser, en langage faisceautique, la signification de
la condition 4.10 (iv). Considérons le diagramme commutatif de foncteurs

a

Pro(E/ )¢ Pro(E’);
(4.13.1) Bo p
v v
CIOh y El ’
256 ou les signes V désignent les catégories de foncteurs a valeurs dans (Ens), et la deuxieme

fleche horizontale y est la fleche de restriction des foncteurs, toutes les autres fleches
désignant les foncteurs pleinement fidéles bien connus. Notons que la fleche d’inclusion
a ne commute pas en général aux limites projectives, mémes finies, donc en général un
faisceau Fsur un site C (tel que E”) définit un préfaisceau ao F sur ce méme site, a valeurs
dans Pro(E”)°, qui n’est pas nécessairement un faisceau. Néanmoins, si un préfaisceau
Fsur C a valeurs dans Pro(E] Oh)O est tel que le préfaisceau a F correspondant a valeurs
dans Pro(E’)? est un faisceau, alors F est lui-méme un faisceau. Cela provient en effet
du fait que la condition d’étre un faisceau est une propriété d’exactitude a gauche (II 6.2
1)), et que les foncteurs f, f; et y commutent aux petites limites projectives.

D’autre part, il résulte de la caractérisation 4.9.10 des faisceaux sur E, a valeurs

dans une catégorie P quelconque, que pour tout foncteur a : P— Q tel que a® : P —

257 QY commute aux sommes finies et au passage au quotient par des relations d’équivalence,
le foncteur g = a o g’ de Hom(E” (c)oh’ P) dans Hom(E" (C)oh’ Q) transforme faisceaux en

faisceaux. D’autre part, nous savons que dans Hom E/ , et dans E’ les sommes finies
et les quotients par les relations d’équivalence sont représentables, et que le foncteur
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d’inclusion E/, — E’y commute (1.15 et 1.17.1). Il en est donc de méme pour les
catégories Pro(E/ ;) et Pro(E’) et le foncteur d’inclusion entre ces catégories (I 8.9.5 b)
et 8.9.7), lequel n’est autre que a®
on conclut que si

(4.13.2) @ E'Y, — Pro(E. )

, ou «a est le foncteur intervenant dans (4.13.1). De ceci

est un foncteur, alors ¢ est un faisceau sur E!  a valseurs dans Pro(E oh)O si et seulement
si a o @ est un faisceau sur E! | a valeurs dans Pro(E")°. Donc la catégorie des foncteurs
de recollement f : E' — E” qui satisfont a la condition 4.10 (iv) est canoniquement
équivalente a la catégorie des faisceaux @ sur E, a valeurs dans Pro(Eéoh)O. On en
conclut, compte tenu de 4.10, qu'un tel faisceau ¢ définit canoniquement un foncteur
de recollement (a isomorphisme unique pres), et que le topos E déduit de ce dernier est
cohérent; de plus (4.11) si E' est parfait, on obtient ainsi tous les topos cohérents qu’on
peut déduire des topos E’, E” par recollement.

Notons d’autre part que E/ , est équivalente a une petite catégorie et est stable par li-
mites projectives finies, de sorte que (18.10.14) Pro(E C’Oh)0 est équivalente, par le foncteur
pleinement fidéle f, de (4.13.1), a la sous-catégorie pleine de E/ ; = Hom(E_ ,(Ens))
formée des foncteurs qui sont exacts a gauche. Donc la donnée d’un faisceau (4.13.2)
équivaut a celle d’un foncteur

(4.13.3) F: E"0 X E!., — (Ens)

qui soit un faisceau par rapport au premier argument et qui soit exact a gauche en le
second argument ; ou encore, a celle d'un foncteur

(4.13.4) fo: El, — E"

qui soit exact a gauche. Si f est le foncteur de recollement satisfaisant a la condition
4.10 (iv) associé a @, on vérifie immédiatement que f|, est canoniquement isomorphe a la
restriction du foncteur f : E’ — E”. On voit donc que sous les conditions envisagées f
détermine f (a isomorphisme canonique pres). Signalons enfin, pour résumer le contenu
de 4.11 :

COROLLAIRE 4.14. Lorsque E’ est un topos parfait, alors la catégorie des foncteurs de
recollement f : E' — E" qui donnent par recollement un topos cohérent E est équivalente
par f v fo = fIE., a la catégorie des foncteurs f, . E!, — E" qui sont exacts
a gauche, ou encore d la catégorie des faisceaux @ sur le site E] | (ou, ce qui revient au

méme, sur le topos E" ) a valeurs dans la catégorie Pro(E! ; )° (cf. 4.9.10).

On observera que la premiére assertion résulte également 4.10 en notant que E’ &
Ind(E/ ) (1.25), donc que la catégorie des foncteurs f : E’ — Pcommutant aux limites
inductives filtrantes (ou Pest une catégorie ou les petites limites inductives filtrantes sont
représentables) est équivalente, par le foncteur restriction, a la catégorie des foncteurs
quelconque f : E!, — P;il est immédiat que sous ces conditions, si dans P les 11_1’)1’1
finies sont représentables, que f est exact a gauche si et seulement si f;, 'est.

REMARQUEs 4.15. a) La démonstration donnée de 4.10 montre qu'on obtient
des conditions équivalentes a (ii ter) resp. (iii ter) en remplacant la catégorie
Point(E") par une sous-catégorie qui définisse une famille conservative de fonc-
teurs fibres.

b) Prenant pour E” le topos ponctuel (IV 2.2), on voit aussitdt que les conditions
(ii ter) et (iii ter) ne sont équivalentes que si E. | = Epp, ie. si E' est parfait.
Donc la condition « E cohérent » n’équivaut a la condition « f commute aux

258
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limites inductives filtrantes » que si E’ est parfait. Par contre, prenant plus gé-
néralement pour E” un topos cohérent de la forme C, on voit que dans ce cas
la condition (i) équivaut a (iv) pour tout E’. En fait, le rédacteur n’est pas arri-
vé a construire dans le cas général un exemple ou E soit cohérent, sans que la
condition (iv) soit vérifiée. C’est honteux !

5. Commutation des foncteurs H'(X, —) aux limites inductives filtrantes
260

THEOREME 5.1. Soient E' un topos algébrique (2.3), E un topos localement cohérent
(2.3), f : E' — E un morphisme cohérent de topos (3.1). Alors, pour tout entier g, les
foncteurs R1f, (V 5.0) commutent aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens.

COROLLAIRE 5.2. Soit E’ un topos cohérent (2.3). Pour tout entier g, le foncteur HI(E', —)
commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens.

COROLLAIRE 5.3. Soient E un topos (resp. un topos algébrique) (2.3), X un objet de
E algébrique et cohérent (resp. cohérent) (2.3). Pour tout entier q, le foncteur H(X, —)
commute aux limites inductives filtrantes de faisceaux abéliens.

Le corollaire 5.2, se déduit de 5.1 en prenant pour E le topos ponctuel et pour f :
E’' — El'unique morphisme (IV 2.2). Montrons que 5.2 entraine 5.3. Soit jy : E;y — E
le morphisme de localisation. On a un isomorphisme canonique, fonctoriel en le fais-
ceau abélien (V 2.2.1) HY(X, F) ~ HY(E,y, jx F). Le foncteur j% commute aux limites
inductives et le topos E,y est cohérent (2.4.6) d’ou 5.3. Montrons que 5.3 entraine 5.1.
Soit E 14 la sous-catégorie pleine de E définie par les objets algébriques et cohérents
de E. C’est une catégorie génératrice (2.4.5). Pour tout faisceau abélien F, RIf, F est
le faisceau associé au préfaisceau X — HI(f*X,F) (X € obC) (V 5.1). Comme f
est cohérent, f* X est cohérent pour tout objet X de C (3.1). D’aprés 5.3 le préfaisceau
X — HI(f*X, F) commute aux limites inductives filtrantes de ’argument F d’ou 5.1.
en utilisant le fait que le foncteur faisceau associé commute aux limites inductives. (On
remarquera qu’on n’utilise que la propriété suivante du morphisme f : Il existe une fa-
mille génératrice .S de E telle que pour tout X de S, f*(X) soit algébrique et cohérent). Il
reste donc a démontrer 5.2. On sait déja que le foncteur H°(E’, —) commute aux limites
inductives filtrantes de faisceaux abéliens (1.2.3). D’apres un résultat classique de [7], il
suffit pour démontrer 5.2, de montrer qu’une limite inductive filtrante de faisceaux acy-
cliques pour le foncteur H°(E’, —) est acyclique pour H°(E’, —). Ceci résulte du lemme
suivant appliqué au casou C = E | *:

261 LEMME 5.4. Soient E un topos localement cohérent (2.3), C une sous-catégorie pleine de
E, génératrice et stable par produit fibré telle que tout objet de C soit quasi-compact (1.1).
Une limite inductive filtrante de faisceaux C-acycliques (V 4.2) est un faisceau C-acyclique.

Soit (F});cs, un systéme inductif filtrante de faisceaux C-acycliques et notons F sa
limite inductive. Tout objet Y de C est cohérent (2.1) et par suite F(Y) = li_r)nF,.(Y)

1
(1.2.3). Pour montrer que F est C-acyclique, il suffit de montrer que H4(Y, F) = 0 pour
tout ¢ > 0 et tout Y de C (V 4.3). Soient X un objet de C, X' = (X, = X),c4 une
famille couvrante finie par des objets de C*. Ona HY(X, F) = HY(C'(X, F)) (V 2.4.3).
D’apres ce qui précede, et en utilisant le fait que C'(X, F) ne fait intervenir que des
produits finis de groupes (V 2.3.3),ona C(X, F) = hm C(X,F;)).Donc H{(X,F) =

HYC(X,F)) = Hq(hm C'(%, F)) = hm C(%, F)) = Opourq > 0 (V 4.3). Par suite
H9X.F)=lim HI(X, F) =
—Xx
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COROLLAIRE 5.5. Soient E un topos cohérent (2.3), (X;);cy une famille filtrante décrois-
sante de sous-objets cohérents de l'objet final. Notons @ la famille des fermés de E (IV 9)
contenue dans le fermé complémentaire de I'un des X ;. La famille @ est une famille de sup-
ports de E (V 6.12) et pour tout entier g, les foncteurs Hj(E, —) et HZ, (V 6.13) commutent
aux limites inductives filtrantes.

Soit Z; le fermé complémentaire de X;. Pour tout faisceau abélien F on a une suite
exact (V 6.5) :

0— HY(E,F)— HY%E,F)— H%X,,F)— HL(E,F) — ...

Les foncteurs HY(E, F) et HI(X;, F) commutent aux limites inductives de I’argument F
(5.2, 5.3). Par suite H %, (E, F) commute aux limites inductives filtrantes de I'argument F,

d’ou la propriété analogue pour les foncteurs H}, (E, F), en passant a la limite inductive
sur les Z; (V 6.13). L’assertion concernant les foncteurs %, s’en déduit en localisant et
en passant au faisceau associé.

DEFINITION 5.6. Soient E un topos annelé d’anneau A et g un entier. Un A-Module 262
G est dit de g-présentation finie s’il existe une famille X; d’objets de E couvrant I'objet
final de E, telle que pour tout i on ait une suite exacte de Modules sur E,y. :

(551) Lq — Lq—l _—> e Ll — LO — G/Xi — 0
ou pour tout p, L, = A;}, n, entier.

ProPosSITION 5.7. Soit G un faisceau de q-présentation finie. Pour touti < q — 1, le
foncteur Ext', (G, —) commute aux limites inductives filtrantes de A-Modules.

Le probléme est local sur E (V 6.1). On peut donc supposer, quitte a se localiser aux
E)x,, qu'on a une suite exacte du type (5.5.1). Posons L. = L, — -+ L; = Lj. On

a Exti‘(G, F) : H'(Hom,(L., F)) et le foncteur F — Hom (L., F) commute aux
limites inductives, d’ou la proposition.

COROLLAIRE 5.8. Soient (E, A) un topos annelé, G un faisceau de A-Modules de q-présentation
finie, X un objet algébrique et cohérent de E. Les foncteurs F — Ext',(X ; G, F), tels que

@ < q — 1, commutent aux limites inductives filtrantes de I'argument F.

Se déduit de 5.7, et de 5.3 par la suite spectrale (V 6.1.3).

5.9. Soient (E, A) un topos annelé, @ une famille de supports de E (V 6.12), G un
A-module de r-présentation finie (5.6), X un objet de E algébrique et cohérent (2.3). En
passant a la limite inductive sur les fermés de @ dans les derniéres suites spectrales de
V 6.9.1 et V 6.9.2 respectivement, on obtient deux suites spectrales (V 6.13)

"E}Y =1i P (X: q PHa oy
(5.9.1) { By =lim _ Exty(X;G, HZF) = Ext)(X; G, F),

"R = lim Ext! (G, H}F) = Ext'J(G, F).
Il résulte de 5.7 et de 5.8 qu’'on a des isomorphismes canoniques

(5.9.2) {,qu ~Exth(X;G, HF) , 2D <p—1,

"ES ~ Ext) (G, HF) , p<r—1.
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CoROLLAIRE 5.10. On utilise les hypotheéses et les notations de 5.5. Soient A un Anneau 263

i(i— 1)
2

<r-1,

de E et G un A-Module de g-présentation finie. Pour tout entier i tel que

les foncteurs F — Ext’.A!d,(E; G,F)etF — Ext’;"d,(G, F) (V 6.13) commutent aux limites
inductives filtrantes.

Se déduit de 5.5 et 5.7 par les premiéres suites spectrales de V 6.9.1 et V 6.9.2 respec-
tivement.

6. Limites inductive et projective d’'une catégorie fibrée

6.0. Nous supposons que le lecteur est familier avec la théorie des catégories fi-
brées [5]. Ce numéro a essentiellement pour but de fixer la terminologie et les notations
concernant les catégories fibrées. Toutes les catégories considérées dans ce numéro ap-
partiendront, sauf mention contraire, a un univers fixé /.

Soient F, G, € trois catégories, # : F — ESetxn’ : G — & deux foncteurs. On
désigne par Homg (7, G) la catégorie dont les objets sont les foncteursu : F — G tels
que le diagramme

F - g

&

soit commutatif, et dont les morphismes sont les &-morphismes de foncteurs, i.e. les
morphismes de foncteurs transformés par 7z’ en morphismes identiques.
Soit £ un objet de £. Les objets X de F tels que #(X) = & sont appelés les objets de
F au-dessus de & Soit f : & — n, un morphisme de £. Les morphismes m de F tels
264 que w(m) = f sont appelés les morphismes de F au-dessus de f. Soient f : & — 5 un
morphisme de £ et X un objet de F au-dessus de &, Y un objet de F au-dessus de #; on
désigne par Hom ((X,Y) 'ensemble des morphismes de X dans Y au-dessus de f.

DEFINITION 6.1. 1) Un morphismem : X — Y de F est dit cartésien si pour
tout morphisme p : Z — Y au-dessus de w(m), il existe un unique morphisme
q : Z — X au-dessus de 'identité de n(X) tel que mq = p.

2) La catégorie F est dite préfibrée par n au-dessus de & si pour tout morphisme
[+ &— ndef tout objet de F au-dessus de n est but d’un morphisme cartésien
au-dessus de f.

3) La catégorie F est dite fibrée par = au-dessus de & si elle est préfibrée et si le com-
posé de deux morphismes cartésiens composables de F est un morphisme cartésien.

6.1.1. Soit &£ un objet de £. On appelle catégorie fibre de F en &, et on désigne par
F ¢, la sous-catégorie de F dont les objets sont les objets de F au-dessus de ¢ et les
morphismes sont les morphismes de 7 au-dessus de id;. Soient deux objets X et Y de
Fy, on désigne par Hom:(X, Y) I'ensemble des morphismes de X dans Y dans 7.

6.1.2. Soit f : & - nun morphisme de £. Un objet de Y au-dessus de # est but d’'un
morphisme cartésien au-dessus de f, si et seulement si le foncteur défini sur la fibre F ¢
a valeur dans les ensembles

Z —»Homy(Z,Y) Z€ Ob(?g),
est représentable. Lorsque la catégorie F est préfibrée, le foncteur
Y = Hom/(.,Y) Y € ob(¥,),



6. LIMITES INDUCTIVE ET PROJECTIVE D’UNE CATEGORIE FIBREE 147

a valeurs dans la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur F, est en fait a valeurs
dans la catégorie des foncteurs représentables sur 7, et définit donc, a isomorphisme
unique prés, un foncteur f* @ F, — F, qui est appelé le foncteur image réciproque
pour f.Supposons que la catégorie J soit préfibrée et choisissons pour tout morphisme
f de & un foncteur changement de base f*. La catégorie J est alors fibrée au-dessus de
€ si et seulement si pour tout couple f et g de morphismes composables de & le foncteur
composé f*g* est un foncteur image réciproque. Soit alors

(6.1.2.1) Crot fr8" — (&S
I'isomorphisme canonique. Les isomorphismes C , vérifient une condition de cocycles,
provenant de I’associativité de la composition des morphismes dans & :

(6.1.2.2) Crig(f* o Cyp) = Cgp (Cpgoh®)

6.1.3. Réciproquement lorsqu’on se donne pour tout objet £ de & une catégorie 7,
pour tout morphisme f : & - nun foncteur f* : F, - F, et pour tout couple (f, g)
de morphismes de & un isomorphisme de foncteurs Cy, @ f*g* — (fg)", tels que les
C , vérifient la condition (6.1.2.2), on peut construire de maniére essentiellement unique
une catégorie F fibrée au-dessus de & dont les fibres « sont » les catégories 7 et dont
les foncteurs changement de base peuvent étre choisis « égaux » aux foncteurs donnés
a l’avance [5].

6.1.4. Soient J et G deux catégories au-dessus de £. On désigne par

Homcart 1E (‘7’ 9)

la sous-catégorie pleine de Hom¢ (5, G) définie par les foncteurs qui transforment les
morphismes cartésiens de F en morphismes cartésiens de G. Les objets de
Hom,,,, (7, G) sont appelés foncteurs cartésiens.

Soient C et C’ deux catégories et .S un ensemble de morphismes de la catégorie C.
On désigne par Homg¢-1(C, C’) 'ensemble des foncteurs de C dans C’ qui transforment
les morphismes de .S en isomorphismes.

Désignons par (Cat) la catégorie dont les objets sont les catégories appartenant a
I'univers et dont les morphismes sont les foncteurs entre ces catégories (la catégorie
(Cat) n’appartient pas a I'univers).

Soient J une catégorie au-dessus de & et S 'ensemble des morphismes cartésiens
de F. La catégorie J définit deux foncteurs sur (Cat) a valeur dans la catégorie des
ensembles appartenant a 'univers :

C — Homg-1(F,C) C € ob(Cat)
C = Homgg,/e(F, C X €) = {Foncteurs cartésiens de 7 dans C X &£}
(la catégorie CX& est considérée comme une catégorie au-dessus de & par le foncteur
deuxiéme projection).
PROPOSITION 6.2. Les foncteurs (Cat) — (Ens) :
C ~ Homg-1(F,C)
C — Homg,/e(F,C X E)

sont canoniquement isomorphes. Ils sont représentables.

PREUVE. Pour prouver la premiere assertion, il suffit de remarquer que les mor-
phismes cartésiens de C X & sont les morphismes de la forme m X f, oi m est un iso-
morphisme de C. Pour prouver la seconde assertion, il suffit de prouver que le foncteur
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Homg-1(F,.) est représentable. Ceci résulte de [1]. Indiquons simplement I'idée de la
démonstration. On adjoint formellement aux morphismes de J les inverses des mor-
phismes de .S. On considére la catégorie libre engendrée par les objets de 7, les mor-
phismes de F et les inverses formels des morphismes de S (catégorie des chemins). On
passe au quotient par les relations provenant des relations entre morphismes de 7 et les
relations du type :
sTls=id , ss'=id ses.

La catégorie ainsi obtenue est notée F(S~!) munie du foncteur canonique Q = F —
F(S™1) représente le foncteur Homg-1(F,.).

DEFINITION 6.3. Lorsque 7 est fibrée au-dessus de & le foncteur Homg-1(F, .) est noté
li_r)ng F et est appelé le foncteur limite inductive de F au-dessus de £°. La catégorie qui

le représente est encore notée li_r)n(S F et est appelée la catégorie limite inductive de I au-

dessus de &°.

6.4.0. Supposons F fibrée au-dessus de & ; choisissons pour tout morphisme f de
& un foncteur changement de base au-dessus de f et soit
O:F —1lmF
—
((/’o
267  le foncteur canonique. Les foncteurs d’inclusions des fibres de F dans & composés avec
le foncteur Q fournissent, pour tout objet £ de &, un foncteur
us * Je— limJF
gt Y m
<
et pour tout morphisme f : & — 5 de & un diagramme commutatif a isomorphisme
canonique pres :

‘711
Uy
f* h_n)l F
50
g
Te

La catégorie h_n)q J apparait alors comme la limite inductive au sens des pseudo-foncteurs

[5] du pseudo-foncteur £° — Cat qui associe a tout & € ob, F; et atout f : & — 7,
le foncteur f* @ F, — F. On notera toute-fois que méme lorsque { — 7 est un
véritable foncteur, la catégorie h_r)n J n’est pas en général la limite inductive au sens

de [ 2 du foncteur § = F . (cf. 6.8).

PROPOSITION 6.4. Soit F une catégorie fibrée au-dessus de £. On suppose que la caté-
gorie & possede les propriétés suivantes :

L1) Tout diagramme

“
—
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s’insére dans un diagramme commutatif :

N
N/

L2) Pour tout couple de morphismeu, v : - = - tel qu’il existe un morphismet vérifiant
la relation tu = tv, il existe un morphisme w vérifiant la relation uw = vw.
(Notons que si la catégorie &° est pseudo-filtrante (1 2.7), elle posséde les pro-
priétés L1) et L2)). L’ensemble S des morphismes cartésiens de F posséde alors les
propriétés :
Fr1) L’ensemble S est stable par composition. Les isomorphismes appartiennent a S.
Fr2) Tout diagramme

N/

2

ou s appartient a S, peut se compléter en un diagramme commutatif

/N
N/

out appartient a S.
Fr3) Pour tout couple de morphismesu,v : - =3 - tel qu’il existe un morphisme s € S
vérifiant la relation su = sv, il existe un morphismet € S tel que ut = vt.

PreUVE. Laissée au lecteur a titre d’exercice.

PROPOSITION 6.5. Soient F une catégorie, S un ensemble de morphismes de F pos-
sédant les propriétés Frl), Fr2) et Fr3) (6.4). Pour tout objet X de F, désignons par S(X)
la catégorie des morphismes de S de but X. La catégorie S(X) est cofiltrante (I 2.7). La
catégorie F (S1) (qui représente le foncteur Homg-1(F,-)) peut alors se décrire comme
suit :

a) Les objets de 7 (S™1) sont les objets de F .
b) Soient X et Y deux objets de F(S~!). On a

Hom z(¢-1)(X,Y) = h_n)q Hom4(.,Y).
S(X)

c) Soient f : X — Yetg : Y — Z deux morphismes de F(S~"). Soit

l\

X Y res
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. LK

Y Z tes)

(resp.

un diagramme dans F dont I'image est f (resp. g). Soit

tﬂl fl/
\ Ltr
t"esS

un diagramme commutatif dont 'existence est assurée par Fr2). L'image dans
Hom z(g-1)(X, Z) du diagramme

! e
T

X V4

est le morphisme composé g f.
270 Soit
Q:F — F(S™

le foncteur canonique.

d) Le foncteur Q* : F(S™') — F (F = FoQ15.0)est pleinement fidéle et injectif
sur les objets.

e) Le foncteur Q, : F — F(S7') (adjoint a gauche au foncteur Q* (I 5.1) est
exact a gauche. (Il en est donc de méme du foncteur Q lorsque dans F les limites
projectives finies sont représentables).

PrREUVE. Nous renvoyons pour la preuve a [1].

EXERCICE 6.6. Soient 7 une catégorie, .S un ensemble de morphismes de 7 possédant
les propriétés Fr1), Fr2) et Fr3). Pour tout objet X de 7, on note S(X) la catégorie des
morphismes de but X.

a) La catégorie S(X) est cofiltrante (I 2)
b) Pour tout objet X de 7, désignons par Jg(X) 'ensemble des cribles de X qui
contiennent un crible engendré par un morphisme de S. Les J g(X) définissent

sur 7 une topologie T.
c) Pour la topologie T, les morphismes de S sont bicouvrants (II 5.2).

d) Pour tout objet X de &, désignons par # 2(X) la catégorie des morphismes bi-
couvrants de but X. Le catégorie S(X) est cofinale dans # 2(X) (I 8).

e) Soit G un préfaisceau d’ensemble sur 7. Soit a le foncteur associé pour la topo-
logie T. Pour tout objet X de 7, on a un isomorphisme canonique

lim

S(X)

Un préfaisceau est un faisceau si et seulement s’il transforme tout morphisme

de S en isomorphisme.

aG(X) >

G(-).



6. LIMITES INDUCTIVE ET PROJECTIVE D’UNE CATEGORIE FIBREE 151

f) On choisit le foncteur faisceau associé de facon que sa restriction a F soit injec-
tive sur les objets. Désignons par 7 la sous-catégorie pleine de la catégorie des
faisceaux d’ensembles sur F définie par les faisceaux associés aux préfaisceaux
représentés. La catégorie J_est isomorphe a la catégorie 7 (S~!) décrite dans 271
6.5. Les objets de 7 forment une famille de générateurs du topos F~ des fais-
ceaux d’ensembles sur . La topologie induite sur 7 par la topologie canonique
de F~ est la topologie grossiere (I 1.1.4).

g) Soit Q : F — 4 le foncteur canonique. Le foncteur Q est un morphisme du
site J (topologie grossiere) dans le site J (topologie T de b)) (IV 5.9) et induit
un isomorphisme sur les topos correspondants.

h) Soit u : F — C un foncteur. Le foncteur u est continu, si et seulement s’il
transforme les morphismes de .S en isomorphismes (III 1.1)

i) Soit u : F — C un foncteur transformant les morphismes de S en isomor-
phismes. Le foncteur u se factorise d’'une maniere unique en

F - C
7z,
(On utilisera III 1.4).

j) Soit Prog 7 la sous-catégorie pleine de Pro F (I 8) définie par les proobjets dont
les morphismes de transition sont dans .S. Montrer que le foncteur Q se factorise
en

Fo—=1 - Prog 7 d

?S—l

ou j est la restriction a Prog J de Pro Q. Montrer que le foncteur j admet un
adjoint a gauche pleinement fidele

A . ‘?S_l —)PTOS?.
Montrer que pour tout objet X de ', AQ(X) est le pro-objet
Yy—XeSX)~Y.

PROPOSITION 6.7. Soient & une catégorie cofiltrante (I 8.7) et & — & une catégorie 272
fibrée (6.1.3).
1) Soient & un objet de & et F/& la catégorie fibrée sur £/E obtenue par le changement
de base £/E — E£. Le foncteur canoniquelim  F/& — lim T est une équivalence
— &l —e

de catégorie.
2) Soit plus généralement &' — & un foncteur cofinal (1 8). Soit F' — &’ la caté-
gorie fibrée déduite de & — & par le changement de base &' < . Le foncteur
canonique :
lim#' — lim F
— —
&’ &

est une équivalence de catégories.

PreuvE. Exercice.

EXERCICE 6.8. 1) Soient g : & — Cat un foncteur et G — & la catégorie fi-
brée correspondante [5]. Montrer qu’il existe un foncteur canonique li_r)ng g -
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li_n} g. Montrer que ce foncteur n’est pas nécessairement une équivalence de
go

catégories. (On pourra prendre pour g le foncteur constant dont la valeur est
I'objet final de Cat et pour &£ la catégorie associée a un groupe).
2) On supposons que la catégorie £° est pseudo-filtrante. Montrer qu’alors le fonc-
teur canonique lim G — lim g est une équivalence de catégories.
— o — g

PROPOSITION 6.9. Soit & — & une catégorie fibrée (6.1). Le foncteur (Cat) — (Ens) :
C — Homg,,/e(C X E,5)

est représentable par la catégorie Hom,,,o(&, 7).

Soient C une catégorie, F : C X & - F un &-foncteur cartésien (6.1.4), X un objet
de C. Le foncteur ¢ —» F((X,&)) est un foncteur cartésien noté F'(X) de £ dans F
qui dépend fonctoriellement de X. D’ou une application F — F’ de Homg,,c(CE, F)
dans Hom(C, Homg,,;,¢(&, F)) fonctorielle en C dont on vérifie immédiatement que
c’est une bijection.

273 6.10. Lacatégorie Hom,,,(&, ) est appelée la catégorie des sections cartésiennes
de la catégorie fibrée 7. Elle est aussi appelée parfois la catégorie limite projective de
suivant &°. Elle est alors notée l(iLn(g F [2].

6.11. Choisissons un scindage de la catégorie fibrée & — &, i.e. choisissons pour
toute fleche f : & — 5 de & un foncteur changement de base f* : &, — F .. Pour tout
objet & de &£, notons

Ve l(iLn? — F
o
le foncteur d’évaluation en &. Pour tout morphisme f : & — #, on a un diagramme de
foncteurs commutatif & isomorphisme canonique pres :

. Ve
lim F 3"5
—
E° v
n f*
5",].

La catégorie l(iLng J apparait ainsi comme la limite projective au sens des pseudo fonc-

teurs de £ - J .. Méme lorsque & — J; est un véritable foncteur (i.e. méme lorsque le
scindage choisi est un clivage [5]) les catégories l(iilg F (6.10) et 1(1115 F ¢ (12) ne sont

pas, en général, équivalentes.

7. Topos et sites fibrés
7.1. Topos fibrés.

DEFINITION 7.1.1. Soit % un univers. Un %-topos fibré sur une catégorie I est une ca-
tégorie fibrée sur I (6.1) :
p. F—1
dont les fibres sont des %-topos, et dont les foncteurs images inverses™ relatifs aux mor-
phismes f 1 i — j de I sont des foncteurs f* : F; — F; images inverses de morphismes
de topos f-: F; — F; (IV3.1.2).

20. pour la structure fibrée (6.1.2).
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7.1.2. 1l revient au méme de dire qu'un %-topos fibré sur une catégorie I est une
catégorie fibrée p : F — I dont les fibres sont des %-topos et dont les foncteurs images
inverses sont exacts et commutent aux limites inductives (IV 1.6).

7.1.3. Choisissons pour tout morphisme f : i — j de I un foncteur image inverse

f* ¢ F; —» F;. On a alors, pour tout couple i — j 5k de morphismes composables
de I, un isomorphisme canonique ¢, , @ f*g* — (gf)* (6.1.2.1) et les ¢, , possedent
la propriété de cocycle (6.1.2.2). Choisissons de plus, pour tout f : i — j un foncteur
adjoint a droite f, : F; — F; au foncteur /* : F; — F,. Le foncteur f, : F;, > F;
est défini a isomorphisme canonique prés par sa propriété d’étre adjoint a droite a f*.
On en déduit, par les résultats généraux sur les foncteurs adjoints, des isomorphismes
canoniques ;

(7.1.3.1) ¢ of i &us — (&)

qui posseédent une propriété de cocycle analogue a la propriété 6.2.2.2 et qu’on laisse
au lecteur le soin d’expliciter. En appliquant alors les résultats de 6.1.3, on obtient une
catégorie fibrée sur I° :

(7.1.3.2) p i F — I

On vérifie facilement que la catégorie fibrée p’ : F’ — I° ne dépend pas a I°-isomorphisme

unique pres des différents choix utilisés pour la construire®’. La fibre en tout objet i de I°
de la catégorie fibrée p’ : F' — I° est canoniquement isomorphe au Z-topos F; et est
identifiée a ce dernier. Les foncteurs images inverses de la catégorie fibrée p’ : F' — I°
sont des foncteurs images directes par des morphismes de topos.

7.14. Soit p : F — I un %-topos fibré. Choisissons pour chaque f : i — j
un morphisme de topos (IV 3.1.2) f- : F; — F; tel que le foncteur image inverse f*
(par f-) soit 'image inverse pour la structure fibrés (6.1). On obtient alors des cocycles
¢y o reliant ces morphismes de topos (7.1.3.1) et (7.1.3.2). La collection des morphismes
f f € Fl(), et des cocycles cf , est appelée un biscindage du topos fibré F — 1.
Le choix d’un biscindage permet d’associer au topos fibré F — I un pseudo-foncteur
i = F; de la catégorie I dans la 2-catégorie des %-topos. On peut alors lui associer de
maniere essentiellement unique (cf. [5]) un %-topos fibré F — I muni d’un biscindage
tel que le pseudo-foncteur correspondant soit canoniquement isomorphe a i — F;. Dans
la pratique on notera le plus souvent un %-topos fibré F' — I par la notation (F});c;
en supposant implicitement qu’on a choisi un biscindage. On notera cependant que les
constructions qu’on effectue sur les topos fibrés (telles que le topos total associé (7.4),
la limite projective (8.1)) ne dépendent que des topos fibrés et non pas des biscindages
éventuellement choisis.

DEFINITION 7.1.5. Soientp : F — Ietq : G — I deux %-topos fibrés sur 1. Un
morphisme m de topos fibrés de (F, p) dans (G, q) consiste en la donnée d'un I-foncteur
m* . G — F(6.1.4) et en la donnée pour tout i objet de I d’un adjoint a droitem;,, : F;, —» G;
au foncteurm? : G; — F; obtenu en restreignant aux fibres eni le foncteur m*. Cette donnée
doit étre de plus soumise a la condition suivante : Pour tout objet i de I le couple de foncteurs
adjoints (m; , m;,) est un morphisme du topos F; dans le topos G;.

7.1.6. Soient m : (F,p) — (G, q) un morphisme de %-topos fibrés sur I et p’ :
F' — I°,q" : G' - I’ les catégories fibrées associées par le procédé 7.1.3 aux topos
fibrés (F, p) et (G, q) respectivement. Choisissons des biscindages de Fet G (7.1.4), notés

20. Le rédacteur présente ses excuses pour le caractére non intrinséque de cette construction.
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dans les deux cas (f : i — j) — f. 1 (f7, f,), de F; dans F; et de G; dans G; respecti-
vement. Comme f* : G — F est un I-foncteur, on a, pour tout morphisme f : i — j,
un morphisme de foncteurs (morphisme de transition)

(7.1.6.1) byt frmi — mi f*,

g
et pour tout couple i — j — k de morphismes composables, on a
(7.1.6.2) m; (¢ b7 f*(bg) = byrcy o

En passant aux foncteurs adjoints, on obtient des morphismes
(7.1.6.3) bl i famy — mj. f,

qui satisfont a des relations analogues aux relations (7.1.6.2). Comme les foncteurs f,
276 sont des foncteurs images inverses des catégories fibrées (F', p’) et (G',q") (7.1.3), on
peut construire un I°-foncteur :

(7.1.6.4) m, : F — G,

dont les restrictions aux fibres sont les foncteurs m;, et dont les isomorphismes de tran-
sition sont les b}. On vérifie avec un peu de patience que le foncteur m, ainsi construit

ne dépend pas du choix des morphismes de topos f.2°.

7.1.7.  On note Homtop (F, G) 'ensemble des morphismes de topos fibrés entre le
topos fibré (F, p) et le topos fibré (G, g). L’ensemble Homtop I(F , @) est '’ensemble des
objets d’une catégorie notée Homtop ,(F, G) : Sim et n sont deux morphismes de topos
fibrés, un morphisme de m dans n est un /-morphisme de foncteur »* dans le foncteur m™.
On en déduit d’ailleurs par adjonction un /°-morphisme du foncteur m, dans le foncteur
n, (7.1.6). On a donc en définitive deux foncteurs

(7.1.7.1) Homtop (F,G) — Hom(G, F)’
(7.1.7.2) Homtop (F,G) — Hom,.(F',G")

qui associent a tout morphisme (m*, (m;,.);cop, 1)> d une part le foncteur m* € Hom (G, F),
et d’autre part le foncteur m, € Hom,.(F’, G') obtenu en recollant les m;, comme en
(7.1.6). Le foncteur m* : G — F(7.1.7.1) est appelé le foncteur image inverse par le mor-
phisme de topos fibré m : F — G; le foncteur m, : F' — G’ (7.1.7.2) est appelé le
foncteur image directe par le morphisme de topos fibré m : F — G. Il résulte immédia-
tement des définitions que les foncteurs m — m* et m — m, sont pleinement fidéles et
que leurs images essentielles sont, d’une part, I’ensemble des I-foncteurs de G dans F
qui, fibre par fibre, sont exacts et commutent aux limites inductives et, d’autre part, I’en-
semble des I'-foncteurs de F’ dans G’ qui, fibre par fibre, sont exacts et commutent aux
limites inductives et, d’autre part, 'ensemble des I O_foncteurs de F’ dans G’ qui, fibre
par fibre, possedent un foncteur adjoint a gauche exact. Ceci justifie les abus de langage
consistant a définir un morphisme de topos fibrés par son image directs ou son image
277 inverse. En fait un tel morphisme de topos fibrés n’est alors défini qu’a isomorphisme
unique pres.
Onnote Homtop . (F,G)lasous-catégorie pleine de Homtop ,(F, G) engendrée
par les morphismes m tels que m,, (ou ce qui est équivalent m*) soit un foncteur carté-
sien (6.1.4). De tels morphismes sont appelés des morphismes cartésiens. On a donc des

20. voir note du bas de la page (page 112)
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foncteurs pleinement fidéles, induits par (7.1.7.1) et (7.1.7.2)

(7.1.7.3) Homtop_ . (F,G) — Hom, (G, F)’,
(7.1.7.4) Homtop . (F,G) — Hom . -(F',G").

7.18. Soientp : F— I,q : G - I,r : H — I trois %-topos fibrés sur I et
m: F— G,n: G — H deux morphismes de Z-topos fibrés. On définit comme en
IV 3.3 le composé des deux morphismes m et n, qu’on note nm : F — H, et si 7 est
un univers tel que % € 7; on définit une catégorie (7-%-Top ;) dont les objets sont
les ?-topos fibrés sur I a catégories fibres éléments de 7; et dont les morphismes sont
les morphismes de %-topos fibrés sur I. De plus, comme en IV 3.3.2, application de
composition

Homtop/I(F, G) X Homtop/I(G, F)y— Homtop/I(F, H)

est Papplication induite sur les objets par un « foncteur de composition de morphismes » :

Homtop/I(F, G) Homtop/l(G, H) — Homtop/I(F, H)

et les considérations de IV 3.3 et IV 3.4 s’étendent sans changement au cas des U-topos
fibrés. Le lecteur aura d’ailleurs remarqué que lorsque I est une catégorie ponctuelle
(un objet, un morphisme identique) un %-topos fibré sur I « n’est autre » qu'un mor-
phisme de %-topos, et un morphisme de %-topos fibrés « n’est autre » qu'un morphisme
de %-topos et les constructions précédentes se réduisent a celles de IV 3.

7.1.9. Soient p : F — I un %-topos fibré et ¢ : J — I un foncteur. La catégorie
fibrée p; : F; — J déduite de (F, p) par le changement de base ¢ : J — I est un
%-topos fibré sur J. Soient p’ @ F' — I° et (py) : (Fy) — J° les catégories fibrées
déduites respectivement de (F, p) et (Fj, py) par la construction de 7.1.3. On vérifie im-
médiatement que la catégorie ((F;)’, (p;)’) est canoniquement isomorphe a la catégorie
@)y : (F'); — J° déduite de p’ : F' — I° par le changement de base ¢ : J° — I°.
Ces deux catégories fibrées sur J° seront par la suite identifiées et notées p; : F/ — J°.
L’opération de changement de base est fonctorielle, et méme 2-fonctorielle, par rapport
a son argument : pour tout couple p : F — [ et G — I de %-topos fibrées sur I, on a
deux diagrammes commutatifs se catégories et foncteurs :

Homtop (F,G)

(7.1.9.1) L l
HomtopJ(FJ, GJ) —_— HomJ(GJ, FJ)O,

Hom (G, FY

Homtop I(F ,G)

(7.1.9.2) l l
Homtop (F;, G;) — Hom,.(F}.,G ),

Hom,.(F',G")

ou les foncteurs verticaux sont des foncteurs changement de base et ou les foncteurs
horizontaux sont respectivement dans (7.1.9.1) les foncteurs « morphisme +— image in-
verse » (7.1.7.1), et dans (7.1.9.2) les foncteurs « morphisme — image directe » (7.1.7.2).

7.2. Sites fibrés.

278
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7.2.1.  Un %-site fibré C sur une catégorie [ est une catégorie fibrée p : C — I dont
les fibres sont munies de topologies faisant de celles-de des %-sites (IV 3.0.2) telles que
pour tout morphisme f : i — j de I, le foncteur image inverse f* : C; — C; soit un
morphisme de site C; dans le site C; (IV 4.9.1).

7.2.2. Soientp : C - Ietq : D — I deux %-sites fibrés sur I. Un morphisme de
U-sites fibrée de C dans D est un I-foncteur (6.0) m : D — C tel que pour tout objet i
de I, le foncteur m; : D; — C; soit un morphisme du site C; dans le site D,. On désigne
par Morsite ;(C, D) I'’ensemble des morphismes de sites fibrés de C dans D. Un foncteur
continu du site fibré D dans le site fibré C est un I-foncteur de D dans C qui induit sur les
fibres des foncteurs continus (III 1). On note Cont;(D, C) 'ensemble des foncteurs conti-

279  nus du site fibré D dans le site fibré C. On désigne par Morsite ;(C, D) la sous-catégorie
pleine de Hom (D, C)° définie par I'ensemble d’objets Morsite;(C, D) C Hom;(D, C).
On désigne de méme paront ;(D, C), la sous-catégorie pleine de Hom (D, C) définie par
le sous-ensemble d’objets ont ;(D,C) C Hom (D, C). On a donc deux foncteurs pleine-
ment fidéles et injectifs sur les objets

(7.2.2.1) Morsite ;(C, D) < ont (D, C)° < Hom (D, C)°.

On définit, de méme qu’en 7.1.7, les morphismes cartésiens du site fibré C dans le site
fibré D. On a un diagramme de sous-catégories pleines

Morsitec,,;/(C, D) —— Homg,,;/(D,C)’

(7.2.2.2) 1 1

Morsite ;(C, D) — Hom,;(D, C)".

7.2.3. Les morphismes de %-sites fibrés se composent. Ceci permet de définir la
catégorie (7-%-Site/I) dans les objets sont les %-sites dont les fibres appartiennent a
un univers 7’ (dont % est un élément). La catégorie 7-%-site est d’ailleurs munie d’une
structure de 2-catégorie et en particulier la composition des morphismes de %-sites fibrés
est fonctorielle par rapport aux morphismes entre morphismes. Pour tout foncteur ¢ :
J — I et tout site fibré p : C — I, la catégorie p; : C; — J déduite de (C, p) par le
changement de base ¢ : J — I, est munie canoniquement d’une structure de %-site
fibré sur J. L'opération de changement de base est 2-fonctorielle.

7.2.4. Soit p : C — I une catégorie fibrée dont les fibres sont munies de topologies
faisant de celles-ci des %-sites. Supposons que les limites projectives soient représen-
tables dans les catégories fibrées. Pour que p : C — [ soit un %-site fibré il suffit que
les foncteurs images inverses soient exacts a gauche et transforment familles couvrantes
en familles couvrantes, et cette condition est aussi suffisante lorsque les topologies des
fibres sont moins fines que la topologie canonique (IV 4.9.2). Tous les sites fibrés utili-
sés dans ce séminaire seront du type décrit ci-dessus. De méme, soient p : C — [ et
q : D — I deux sites fibrés tels que les limites projectives finies dans les catégories

280  fibres soient représentables. Un foncteur cartésien m : D — C qui induit sur les caté-
gories fibres des foncteurs exacts a gauche et qui transforme les familles couvrantes des
catégories fibres en familles couvrantes est un morphisme de sites fibrés de C dans D, la
réciproque étant vraie si les topologies fibres de C sont moins fines que la topologies ca-
nonique (IV 4.9.2). Tous les morphismes de sites fibrés utilisés dans ce séminaire seront
du type décrit ci-dessus.

7.2.5. Un %-topos fibré p : F — I est un %-site fibré lorsqu’on munit les fibres
de la topologie canonique, ce que nous ferons toujours par la suite. Soit m : F — G un
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morphisme de %-topos fibrés. Le foncteur image inverse m* : G — F(7.1.7) est un mor-
phisme du %-site fibré F dans le %-site fibré G. On a donc un foncteur (7-%- Top ; I) -
(7-U-Site,;), foncteur qui n’est pas fidele en général. Mais ce foncteur de prolonge en
fait naturellement en un 2-foncteur qui induit, pour deux %-topos fibrés Fet G sur I, un
foncteur :

(7.2.5.1) Homtop (F, G) — Morsite;(F, G)

qui est une équivalence de catégories, ainsi qu’il résulte immédiatement des définitions.

D’ailleurs le foncteur (7.2.5.1) composé avec 'inclusion canonique Morsite ;(F,G) <
Hom (G, F)® n’est autre que le foncteur (7.1.7.1) qui, a un morphisme de topos fibrés,
associe son image inverse.

7.2.6. Soit p : C — I un %-site fibré. Choisissons pour tout morphisme f : i — j
de I un foncteur changement de base f* : C;, — C;. En passant aux catégories de
U-faisceaux, le foncteur f* de prolonge en un foncteur Top(f)* : Cj~ - C[, ou
Top(f) : €7 — Cj est un morphisme de topos (IV 4.9.1.1), rendant commutatif a
isomorphisme pres le diagramme :

o} C,

(7.2.6.1) ejt lgi
c;—= ¢

Soient

(7.2.6.2) Crgt [ — (8f)"

les isomorphismes canoniques (6.1.2.1) et

(7.2.6.3) b, : Top(f)e; — €, f*

les isomorphismes qui « rendent commutatifs » les diagrammes (7.2.6.1). En utilisant le
fait que les foncteurs Top(f)* commutent aux limites inductives, on vérifie immédiate-

: CSoe
ment que pour tout couple de morphismes composables : i — j — k, il existe un et un
seul isomorphisme :

(7.2.6.4) Top(cy,) : Top(f)* Top(g)* —> Top(gf)*
tel qu’on ait
(7.2.6.5) €i(cy ¢)b s Top(f)*(bg) = b,y Top(cy o)

De plus, les isomorphismes (7.2.6.4) satisfont automatiquement la condition de cocycles
de 6.2.2.2. On peut donc construire une catégorie fibrée

(7.2.6.6) piCc

dont les fibres sont canoniquement isomorphes aux %-topos C;” (6.1.3), et un foncteur
cartésien

(7.2.6.7) € C— C

qui induit sur les fibres les foncteurs ¢; : C; — C;. Il résulte immédiatement des
définitions que p~ : C~' — I est un %-topos fibré sur I, que €,/; est un morphisme
cartésien de %-sites fibrés de C~'! dans C, et que le %-topos fibré C~'! — T et le foncteur
cartésien €.,y ne dépendent pas, a isomorphisme canonique prés, des différents choix
utilisés pour les construire (choix des foncteurs changement de base f* et choix des

281
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prolongements Top(f)*). Le %-topos fibré C™~! est appelé le %-topos fibré associé au
U-site fibré.

. On vérifie que la formation du %-topos fibré associé a un site fibré « commute » aux
opérations de changement de catégorie base.

282 PROPOSITION 7.2.7. Soient E un %-topos fibré sur I et C un ?-site fibré sur I. Le foncteur
m > m*ec;, associant a tout morphisme de topos fibrésm : E — C~'I le composé avec
ecyy du foncteur image inverse associém* : C~'l - E, induit une équivalence de catégories
préservant les objets cartésiens

HomtopI(E, c~'h R Morsite;(E, C).

Lorsque dans les catégories fibres de C les limites projectives finies sont représentables, le
foncteur pleinement fidéle correspondant

Homtop (E, C~'"y — Hom,(C, EY’

a comme image essentielle 'ensemble des I-foncteurs g : C — E qui sont exacts a gauche
fibre par fibre et qui transforment les familles couvrantes des catégories fibres en familles
épimorphiques des catégories fibres correspondantes.

Cette proposition ne fait que généraliser au contexte fibré la proposition IV 4.9.4, et
la démonstration donnée en IV 4.9.4 se généralise immédiatement.

7.3. Exemple.

ExXEMPLE 7.3.1. (le topos fibré des morphismes d’un topos)

Soient E un %-topos, FI(E) la catégorie des morphismes de E et p : FI(E) - Ele
foncteur qui associe a un morphisme son but. La catégorie (FI(E), p) est un %-topos fibré
sur E. (7.1.1 et IV 5.1). La fibre en tout objet X de E est le topos E,y. Le foncteur image
inverse f* : E;; — E,yx par un morphisme f : X — Yest le foncteur produit fibré. A
tout foncteur ¢ : I — E, on peut donc associer le %-topos fibré sur 1

(7.3.1.1) p; i FE), — I,

obtenu par le changement de base ¢ : I — E, dont la fibre en tout objet i de I est Ej;;
(7.1.9). Si 7 est un univers dont E est un élément, on a, avec les notations de 7.1.8, une
application

(7.3.1.2) Hom(I, E) — ob(%—%—top”),

qui associe a tout foncteur ¢ € Hom(/, E) le %-topos fibré sur I déduit de (FI(E), p)

283 par le changement de base ¢ : I — E. Soient ¢ et ¢, deux foncteurs de I dans E et
m . ¢; = ¢, un morphisme de foncteurs. Notons p; : FI(E); = Ietp, : F(E), = I
les %-topos fibrés sur I déduits de p : FI(E) — E par les changements de base ¢p; : I —
E et ¢, : I — E respectivement. Choisissons, pour tout objet i de I, un morphisme de
topos (IV 5.5.2)

On vérifie alors facilement qu’il existe un et un seul”’ morphisme cartésien de topos
fibrés sur I :
(7.3.1.4) loc(m) : FI(E); — F1(E),,

20. 'unicité provient de ce qu’on exige, avec les notations de (IV 5.5.3), la formule : (gf), = g, f\-
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qui induise sur les topos fibrés les morphismes loc(m(i)). Le morphisme loc(m) : FI(E), —
FI(E), est déterminé a isomorphisme canonique pres par le morphisme de foncteurs
m: ¢, = ¢,.5in : ¢, = ¢5 est un morphisme de foncteurs, on a un isomorphisme

(7.3.1.5) c(m, n) : loc(n)loc(m) ~ loc(nm),
et les morphismes c(m, n) possédent une propriété de cocycle analogue a (6.1.2.2).

ExemMPLE 7.3.2. (Le site fibré des morphismes d’un site).

Soient C un %-site ou les produits fibrés sont représentables, FI(C) la catégorie des
morphismes de C et p : FI(C) — C le foncteur qui associe a un morphisme son but. La
catégorie fibrée (FI(C), p) est un %-site fibré sur C lorsqu’on munit les catégories fibres
des topologies induites (II 5.2). Soient ¢ : C — C~ le foncteur canonique de C dans
la catégorie des %-faisceaux sur C. En notant Fl(e.) I'extension naturelle de ce dernier
foncteur aux catégories de morphismes, on a un diagramme commutatif de catégories et
foncteurs :

1 -
FI(C) — i)

(7.32.1) pl lp
C < ol
d’ou un foncteur cartésien entre catégories fibrée sur C : 284
FI(C) FI(C )¢

(7.322) \ /
p Pic
c

oup,c : FI(C™)c — Cestdéduite de FI(C™) — C~ par le changement de base e : C —
C~. Le foncteur FI(C) — FI(C”™) de (7.3.2.2) est un morphisme du site fibré FI(C™),
dans le site fibré FI(C) (7.2.2), d’ou par 7.2.7 un morphisme de topos fibrés sur C :

(7.3.2.3) can : FI(C™)c — FI(C)™C,

ot FI(C)™C est le topos fibré sur C associé au site fibré FI(C) — C (7.2.6). Il résulte de la
définition du topos fibré associé (7.2.6) et de II 5.5 que le morphisme can de (7.3.2.3) est
une C-équivalence de %-topos fibrés sur C, i.e. il existe un morphisme O : FI(C)~/¢ —
FI(C™) de %-topos fibrés sur Ctel que les composés Oecan et can O soient C-isomorphes
a l'identité.

Soit ¢ : I — C un foncteur. On en déduit par changement de base un site fibré sur
I:

(7.3.2.4) p; P FI(C); — T

et comme la formation du topos fibré associé commute au changement de base (7.2.6),
on a une [-équivalence de 7-topos fibrés

(7.3.2.5) can; : F(C~); — FI(C);"!

ou FI(C™); — I est le %-topos fibré obtenu par le changement de base eco ¢ : = C™.

Soient enfin ¢; : I - Cet ¢, : I - C deux foncteurset m : ¢; - ¢, un
morphisme de foncteurs. Notons FI(C); et FI(C), les sites fibrés sur I déduits de p :
FI(C) — C par les changements de base ¢ et ¢, respectivement. On construit comme
en 7.3.1 un morphisme de sites fibrés sur 1 :

(7.3.2.6) loc(m) : FI(C); — FI(C),.
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285 Notons FI(C™); — [ et FI(C™), — I les %-topos fibrés sur I obtenus par les chan-
gements de base €. o ¢p; et €. o ¢, respectivement. On a un diagramme commutatif a
isomorphisme pres de morphismes sur [ :

1 %
FI(C™), —=™ g,
(7.3.2.7) L l
loc(m)
FI(C), FI(C),

ou les morphismes verticaux se déduisent par changement de base des morphismes de
(7.3.2.2).

EXERCICE 7.3.3. (Petit site et gros site fibrés).

Cet exercice est une suite a I'exercice IV 4.10.6 dont on utilise les hypothéses et les
notations. On note M la sous-catégorie pleine de FI1(.S') définie par les morphismes de ./Z,
et p : M — Sle foncteur qui associe a un morphisme son but.

6°) Montrer que (M, p) est un site fibré sur S et que, lorsque dans S les produits fibrés
sont représentables, le foncteur d’inclusion M — FI(S) est un morphisme cartésien du
site fibré FI1(.S) — .S dans le site fibré M — S.

7°) Soit M~ — S'le topos fibré associé 4 M — S. Montrer qu’on a avec les notations
de 7.3.2, un morphisme canonique g : FI(S™),g — M™S de topos fibrés sur S qui induit
sur chaque fibre en X € ob(.5) le morphisme (Proly, Resy) (IV 4.10.6 4°)). Montrer que,
bien que pour tout X € ob() le morphisme gy : S/} — S(X)~ admette une section
(loc. cit.), le morphisme g n’admet pas en général de section.

7.4. La topologie totale d’un topos ou d’un site fibré.

DEFINITION 7.4.1. Soit p : C — I un %-site fibré et pour tout i € ob([l), notons
a; . C; = C le foncteur d’inclusion de la catégorie fibre C; dans C. On appelle topologie
totale sur C la topologie la moins fine sur C qui rende continu les foncteurs a;, pouri € ob
(I) (IIT 3.6). On appelle site total la catégorie C munie de la topologie totale.

286 ProPOSITION 7.4.2. Soient p : C — I un %-site fibré, T la topologie totale sur C et
pour tout i € ob([1), T; la topologie de la fibre C;.

1) Soit X un objet de C au-dessus d’un objet i de I. Une famille (X5 — X)gcp est
couvrante pour T si et seulement si elle est raffinée par une famille couvrante pour
Ty(Y, > X),e de C;.

2) La topologie T induit sur les catégories C;, les topologies T;.

3) Pour touti € ob(1), le foncteur a;) : C; — C est cocontinu.

. La propriété 3) résulte de 1) et de III 2.1. Démontrons 1). Soit, pour tout objet X de
C, J(X) 'ensemble des cribles de C/X décrits dans 1). On vérifie que les J (X) possedent
les propriétés T'1), T'2), T'3 de 11 1.1, et qu’ils définissent par suite une topologie T’ sur
C. La topologie T’ est la moins fine des topologies sur C pour lesquelles les familles
couvrantes pour les topologies T; sont couvrantes. La topologie T’ est donc moins fine
que T (III 1.6). Pour montrer que T’ = T, il suffit donc de montrer que pour tout objet
i de I, le foncteur a;, : C; — C est continu lorsqu’on munit C de la topologie T’ ;
ou encore, il suffit de montrer que la topologie induite par T’ sur la catégorie C; est la
topologie T}, ce qui démontrera en méme temps la propriété 2). Soit 7} la topologie sur
C; induitepar T’,etu : R < X un crible couvrant pour 7}/ . D’aprés III 3.2 le morphisme
a;(u) : a;(R) = a;(X) est bicouvrant et en particulier couvrant, ce qui revient a dire,
d’aprés la définition de T, que le crible R < X est couvrant pour 7;. La topologie T/
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est donc moins fine que 7}, et pour démontrer que 7; est plus fine que T, il suffit, par
définition de la topologie induite (III 3.1), de montrer que le foncteur ;, : C; — C est
continu lorsqu’on munit les catégories C; et C des topologies T; et T’ respectivement.
En résumé, pour démontrer les propriétés 1) et 2), il suffit, via IIT 1.2 et 1.5, de démontrer
le lemme suivant :

LEMME 7.4.2.2. Avec les hypothéses et notations de 7.4.2 et 7.4.2.1, soient X un objet de C
au-dessus de i et R = X un morphisme de C;. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le morphisme R — X est bicouvrant pour T;.
ii) Le morphisme a;,(u) : a;(R) — a;/(X) est bicouvrant pourT".

i) = ii) : Il est clair que si R = X est bicouvrant pour 7}, le morphisme a;(u) est
couvrant pour 7". Il reste a montrer qu’il est bicouvrant (I 5.2). Soit Y un objet de C
au-dessus d’un objet jde I, met nn : Y = @;(R) deux morphismes de C tels que
a; (uym = a;(u)n, et posons f = p(a;(u)m). Comme le foncteur a;; commute aux limites
inductives (I 5.4.3)), on a (13.4) :

Hom (Y, a;(R)) ~ h_r)n Homc (Y, a;(.)).
C/R

Comme pour tout objet Z de C;, on a avec les notations de 6.1.1 :

Hom (Y, Z) ~ H Hom, (Y, Z),
w€Hom(},i)

on en déduit

lim Hom(Y, @;,(.)) 11 lim Hom,, (Y, a;,(.)).

Ci/R w€Hom(j,i) C;/R
Mais pour tout w € Hom(j,i), on a un foncteur image inverse w* : C; — C, et
on a Hom,,(Y, a;(.)) =~ Homc (Y, w*(.)). D’otl en notant encore w* : C, — C; le
prolongement de w* aux préfaisceaux (qu’on devrait noter d’apres I 5.4 (w*),) et en
remarquant que le foncteur w* : C; - C; commute aux limites inductives (I 5.4.3)), on
obtient un isomorphisme :

Hom(Y,ay(R) =[] Hom (Y, w*(R)).
weHom(j,i)
Dans cet isomorphisme, les morphismes met n : Y =3 a;(R) correspondent a deux
morphismes m" et n’ : Y = f*R tels que f*(w)ym’ = f*(u)n’. Comme le foncteur
image inverse est un morphisme de topos, il est en particulier continu et par suite f™*(u)

Vs
es bicouvrant (I 3.2). Il existe donc une famille couvrante de C; (Y; — Y); telle que
pour tout 6 on ait m'vs = n’vs. On en déduit que mvg = nvg pour tout 6, et par suite que

a; (u) est bicouvrant pour 7.
a; ()
ii) = i) : Supposons que @;,(R) - ;) (X) soit bicouvrant. Le foncteur;, : C; = C

est cocontinu (III 2.1). Par suite @] a; (1) est bicouvrant (III 2.3.2) et (II 5.3 ii)). Le foncteur
a; : C; = C possede la propriété (PPF) de I 5.14. Par suite on a diagramme cartésien
des C; (I5.14 3)) :

R afa;(R)
u o ;) (u)
X o a;(X).

287
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Par suite, u est bicouvrant (II 5.2).

REMARQUE 7.4.3. 1) La proposition 7.4.2 peut s’énoncer et se démontrer dans
un cadre un peu plus général que celui des sites fibrés, mais apparemment sans
intérét : au lieu d’un site fibré p : C — I, on considére une catégorie fibrée
p . C — I dontles fibres sont munies de topologies et dont les foncteurs images
inverses sont continus pour ces topologies (alors que dans le cas des sites fibrés
on exige de plus que ces foncteurs images inverses soient des morphismes de
sites (IV 4.9)).

2) On peut démontrer que la topologie totale d’un site fibré est la topologie la plus
fine rendant cocontinus les foncteurs ;) : C; — C (Il 2).

3) Soit p : C — I un %-site fibré au-dessus d’une catégorie équivalent a une
catégorie %-petite. Alors le site total C est un %-site (II 3.0.2). En effet, si pour
tout objet i de I (Xj)4¢p, est une petite famille topologiquement génératrice de
C;, lafamille (X p) ey, p, est topologiquement génératrice pour C et est Z-petite.
On appelle Topos total et on note Top(C) le topos des faisceaux sur le site total.

4) Soit p : C — I un %-site fibré sur une petite catégorie. Comme le foncteur
a; . C; = C est cocontinu, il donne naissance a un morphisme de topos a; =
(af, @) de C;” dans Top(C) (IV 4.7). Comme de plus le foncteur a;, : C; — Cest

289 continu, le foncteur @] : Top(C) — C;” admet un adjoint a gauche noté encore
a; : C; = Top(C) qui prolonge le foncteur a;, : C; = C (Il 1.2 iv)).

PROPOSITION 7.4.4. Soit p : C — I un %-site fibre sur une petite catégorie I.

1) Un préfaisceau F sur C est un faisceau pour la topologie totale si et seulement si
pour tout objet i de I, le préfaisceau F o a;) = F|C; est un faisceau sur C;.

2) Un foncteur m de C dans un site D est un foncteur continu du site total C dans le
site D si et seulement si pour tout objet i de I le foncteur m|C; = meq;, : C; = D
est continu.

Si F est un faisceau pour la topologie totale, le préfaisceau F o a; est un faisceau sur
C; cara;; : C; = Cest continu. Supposons que pour tout i, F ea;, soit un faisceau sur C;.
Soit X un objet de C au-dessus d’un objet i de I. Pour tout crible couvrant R de C;/X, on
a F(X) ~ Foq;/(R) et par suite F(X) =~ F(a; (R)). Soit R" & X le crible de C/X image
du morphisme canonique de préfaisceaux a;(R) — X.Le morphisme a;(R) - R’ est
un épimorphisme de préfaisceaux et par suite F(R") — F(a;(R)) est injectif. Comme
F(R') = F(a;)(R)) est aussi surjective, I'application F(R') — F(a;(R)) est bijective,
et par suite I'application F(X) — F(R’) est bijective. Comme les cribles couvrants X
(7.4.2.1)), le préfaisceau F est un faisceau, car en revenant a la construction du faisceau
associé (I 3) on constate que F est isomorphe a son faisceau associé (I 3.3). La deuxiéme
assertion se déduit immédiatement de la premiere et de la définition de la continuité (III
1.1).

7.4.5. Soient p : C — I un %-site fibré sur une catégorie I équivalente a une petite
catégorie et

fii—j

une fleche de la catégorie d’indices I. En notant encore f : C” — Cj le morphisme
de topos déterminé par la structure de site fibré, on a (avec les notations de 7.4.3.4) un
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diagramme de morphismes de 7-topos

cr N Top(C)

(7.4.5.1) f

ou Top(C) est le topos total (7.4.3.3). Le diagramme (7.4.5.1) n’est pas commutatif en 290
général. Nous allons définir un morphisme canonique de morphismes de topos :

(7.4.5.2) pria;—> ;e f.
Il suffit de définir un tel morphisme au niveau des images inverses, i.e. de définir un

morphisme de foncteurs :

(7.4.5.3) pi: freai — af,

ou encore, en utilisant ’adjonction entre les foncteurs f* et f,, il suffit de définir un
morphisme de foncteurs :

(7.4.5.4) vetai — fuaf

Soient donc Y un objet de C ; et Fun faisceau sur le site total C. On a, par définition,
ai F(Y) = F(a;(Y)) et foaf F(Y) — F(a; f*(Y))), ou dans le deuxiéme membre f* :
C; — C; désigne le foncteur image inverse pour la structure fibrée. Mais, par définition
de ce foncteur image inverse, on a un morphisme cartésien canonique :

(7.4.5.5) my @ ayf*— a;;

d’ou, en appliquant le foncteur F, une application fonctorielle en Y;
(7.45.6) y (F)Y) = F(my) : «* F(Y) — f,a;F(Y),
application définissant un morphisme de faisceaux sur C; :

(7.4.5.7) vi(F) @ o F— f.oF,

d’ou le morphisme de foncteurs 7, de (7.4.5.4).
Soient alors f : i — jetg : j — k deux morphismes composables de I. On a un 291
isomorphisme canonique :
cé,f . g*f* - (gf)*
et on vérifie immédiatement la formule de compatibilité :

(7.4.5.8) Cor°8:(Yp) oYy =Ygr

7.4.6. Introduisons alors le %-topos fibré p~! : C™! — Tassociéap : C = I
(7.2.6) et la catégorie fibrée sur I° correspondante (p™~'1)" : (C™1) — I° (7.1.3.2). Les
considérations précédentes permettent d’associer a tout objet F de Top(C) une famille
F; = (a] F);eop(r) d’objets des C7 et une famille de morphismes

cette famille de morphismes étant soumise aux conditions de compatibilités de (7.4.5.8).
On a donc associé a Fun I°-foncteur de la catégorie I° dans la catégorie (C~'1)’

objet O(F) de la catégorie Hom .(1°, (C~'1)"). Comme cette construction est foncto-
rielle en F, on a en définitive un foncteur :

(7.4.6.1) Oc : Top(C) — Hom,.(I°,(C~Y").

i.e. un
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PROPOSITION 7.4.7. Soit C — I unll -site fibré avec I équivalente a une petite catégorie.
Le foncteur O (7.4.6.1) est une équivalence de catégories.

Nous nous contenterons de décrire un foncteur quasi-inverse a ©.. Soit
o € Hom,.(I°,(C~)") i.e. un I°*-foncteur i = o(i) de I° dans (C~'')’. Pour tout objet X
de C au-dessus de p(X) = i € ob([), on dispose d'un faisceau o(p(X)) € ob C{"; d’ou
un ensemble ¢(p(X))(X). Soit m : X — Y un morphisme de C au-dessus du morphisme
f i — jde I. Le morphisme m se factorise d’'une maniere unique en un morphisme
m' X — f*Yde C; et le morphisme cartésien canonique f(Y) — Y. De méme le
morphisme o(f) se factorise de maniéere unique en un morphisme y (o) : o(p(Y)) —
f0(p(X)) et le morphisme I°-cartésien canonique f,o(p(X)) — o(p(X)). On a donc
292 application de o(p(Y))(Y) dans o(p(X))(X), obtenue en composant les applications :
Y(o)(Y) o(p(X))(m")
c(p(YNY) —— f.(p(XN(Y) = a(p(XN(f*Y) ——— o (p(X))(X).
On a donc associé a tout objet X de C un ensemble o(p(X))(X) et a tout morphisme m :
X — Y une application o(p(X))(Y) — o(p(X))(X). On vérifie qu'on a bien déterminé
ainsi un préfaisceau sur C, préfaisceau qui ne dépend pas du choix des foncteurs images
inverses utilisés pour le construire. Il résulte de 7.4.4 que le préfaisceau X — o(p(X))(X)
est un faisceau sur le site total C, et il est clair que ce faisceau dépend fonctoriellement de
I'objet 6 de Hom.(I°, (C ~ITy) 1] est aussi clair, en revenant a la définition du foncteur
O, qui le foncteur de Hom;-(1°, (C ~'1yy dans Top(C) qu’on vient de construire est un
foncteur quasi-inverse de O .

REMARQUE 7.4.8. Il résulte en particulier de 7.4.7 que la catégorie Hom .(I°, (C~'1)")
est un %-topos. Ce dernier fait peut se voir directement. On voit immédiatement, en
utilisant I 9.21.10, que les conditions a), b) et ¢) de IV 1.1.2 sont satisfaites, et I'existence
d’une petite catégorie génératrice résulte de I 9.25.

74.9. Soientp : C— Ietq : D — I deux %-sites fibrés sur une petite catégorie
et soit m un morphisme du site fibré C dans le site fibré D (7.2.2). Notons m™! : C~/I —
D~'I'le morphisme correspondant entre les %-topos fibrés associés. Le morphisme de
topos fibrés m™! est défini a isomorphisme canonique prés (7.2.7). Il lui correspond un
foncteur image directe m3’T : (C™1y — (D™'1) (7.1.7) qui fournit, en passant aux
sections sur I°, un foncteur :

(7.4.9.1) Hom .(I°,m;'T) : Hom.(I°,(C~'")") — Hom .(I°, (D~'1)").

Par ailleurs, le foncteur m est un foncteur continu entre les sites totaux (7.4.4) et par
suite fournit, par composition, un foncteur m, : Top(C) — Top(F).
En résumé, on a un diagramme de foncteurs :

0
Top(C) —— Homj(I", (C™")")
(7.4.9.2) m,, Hom o (I°,m;'")
0
Top(D) L Homj(I°, (D1
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PROPOSITION 7.4.10. Le diagramme (7.4.9.2) est commutatif a isomorphisme pres. Lorsque

m est cartésien, m est un morphisme du site total C dans le site total D.

Nous laissons au lecteur le soin de vérifier la commutativité a isomorphisme pres
du diagramme (7.4.9.2). Pour montrer que m est un morphisme entre les sites totaux,
il suffit, compte tenu de 7.4.7, de montrer que le foncteur adjoint a gauche au foncteur
Hom,.(I°, m;'T) est exact 4 gauche. Nous allons tout d’abord décrire le foncteur image
inverse du morphisme m™'! (7.2.7), et pour tout objet i de I, notons m¥ : Dy — C;
le foncteur induit par (m™"")* sur les fibres en i. Choisissons pour tout morphisme f :
i — j de I des morphismes de topos, notés dans les deux cas (f*, f,) : C7 — C7
et (f*, f,) + D — Dj.Comme (m™~"1)* est un I°-foncteur cartésien, on a, pour tout
f 11— j,unisomorphisme canonique

(7.4.10.1) m; f. — f*m],

et comme les foncteurs f* et f, sont adjoints, on a des morphismes canoniques (mor-
phismes d’adjonction)

¢ id— f.f"
(7.4.10.2) v frf, —id.

Considérons alors la suite de morphismes fonctoriels :

M @ ©
(7.4.10.3) mif* — fof*mifo — fumi f7fo — fum],

ou le morphisme (1) est déduit de ¢, le morphisme (2) est déduit de I'isomorphisme
(7.4.10.1)) et le morphisme (3 est déduit de y. En composant les différents morphismes
de la suite (7.4.10.3), on obtient un morphisme fonctoriel :

(7.4.10.4) cany : m; f, — fomj.

Soit alors 7 un objet de Hom ;.(I°(D~'")"). On a donc, pour tout objet i de I un objet
7(i) de D} et pour tout morphisme f : i — j, un morphisme

(7.4.10.5) v(@ 1 T(j) — fo7@),

ou la famille des y /(7) possede une propriété de compatibilité analogue a (7.4.5.8)). Po-
sons alors (i = m; (7(i)) et notons

(7.4.10.6) v7(0) 1 6(j) — foo(i)
my (7) can ((z(i))

le morphisme composé mjf(j) — m;‘f*r(i) —— f.mj7(i). On vérifie que
les y (o) possedent la propriété de compatibilité de (7.4.5.8) et par suite qu'on a défini
ainsi un objet de Hom;-(I°, (C ~Iy Un « adjoint functor chasing » montre alors que le
foncteur de Hom . (1°, (D~'1)") dans Hom,.(I°, (c~Mny qu’on vient de construire est
adjoint 4 gauche au foncteur Hom;.(I°, m;’T). Reste 2 montrer que cet adjoint a gauche
commute aux limites projectives finies, ce qui résulte immédiatement du fait que dans
les catégories de sections les limites projectives se calculent fibre par fibre et que tous les
foncteurs utilisés pour construire cet adjoint a gauche commutent aux limites projectives
finies.

COROLLAIRE 7.4.11. Soient p : C — I un %-site fibré sur une petite catégorie, p~'! :
C™ = T le U-topos fibré associé (7.2.6), ¢; : C — C™'I le morphisme canonique de
U-site fibré C~'! dans le U-site fibré C. Le morphisme €, induit une équivalence Top(e;) :
Top(C) — Top(C~"1) entre les topos totaux correspondants

294
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Résulte de la commutativité du diagramme (7.4.9.2) et du fait que le morphisme €;
fournit une équivalence entre les %-topos fibrés associés.

REMARQUE 7.4.11.1. Il résulte de 7.4.11 que dans les questions concernant le topos
total on peut remplacer les sites fibrés par les topos fibrés correspondants.

295 LEMME 7.4.12. Soient p : C — I un site fibré sur une petite catégorie I et i un objet
final de I (110). Le foncteur a;y : C; — Top(C) (7.4.3.4) est exact et pleinement fidéle. Les
couples de foncteurs f; = (a;,a;) @ Top(C) - C[ eta; = (af,a;,) : C; — Top(C)
sont des morphismes de topos. Le morphisme composé f;a; : C — C[ est isomorphe au
morphisme identique.

Pour tout objet j de I, notons f; : j — i I'unique morphisme de j dans i. En uti-
lisant I’équivalence @, : Top(C) = Hom,.(I°,(C~'")") (7.4.7) on voit que pour tout
objet X de C;, a;(x) est le section j — f;(X) et que pour tout section j — o(j) €
Hom,.(I°, (c~hyn, a;(j = o(j)) est 'objet o(i). Par suite & a;, est isomorphe a I'iden-
tité. Donc a; est pleinement fidéle. Comme les foncteurs f}° sont exacts a gauche, le
foncteur a;, est exact a gauche. Donc f; est un morphisme de topos, et comme o} ;, est
isomorphe a I'identité, le morphisme f;a; est isomorphie au morphisme identique.

THEOREME 7.4.13.1. Soientp : C — I etq : D — I deux %-sites fibrés sur une petite
catégorie I etm : D — C un I-foncteur. Pour que m soit un morphisme du site fibre C dans
le site fibré D (7.2.2), il suffit que m soit un morphisme du site total C dans le site total D.

. Il faut montrer que si un I-foncteur m : D — C est un morphisme du site total C
dans le site total D, le foncteur m est un morphisme du site fibré C dans le site fibré D,
i.e. pour tout objet i de I, le foncteur m; : D; — C; induit par m sur les fibres en i est
un morphisme du site C; dans le site D;. La démonstration de cette derniere assertion
occupe les alinéas 7.4.13.3 2 7.4.13.7.

. Montrons que pour tout objet i de I, le foncteur m; : D; — C; est continu. En effet
on a un diagramme commutatif :

296 et il suffit de montrer que pour tout crible couvrant R < X de C;/X, le morphisme
m;(R) = m;(X) est bicouvrant (Il 1.2 et 1.5). Mais, en vertu de la commutativité du
diagramme de la page (page 133) et du fait que les foncteurs a;, et m sont continus, le
morphisme a;;m; (R) = a;m;(X) est bicouvrant. L’assertion résulte donc de 7.4.2.2.

. Réduction au cas ou C et D sont des %-topos fibrés. Comme les foncteurs m; sont
continus, ils admettent des prolongements naturels aux catégories de faisceaux que nous
noterons m} : D — C; (Il 1.2 iv)). Soient D™! et C~/! les %-topos fibrés associés aux
sites fibrés D et Crespectivement, et pour tout morphisme f de I, notons f* les foncteurs
images inverses pour les quatre catégories fibrées C, D, C ~IT et D~ Comme le foncteur
m est un I-foncteur, on a pour tout f : i — j un morphisme canonique

ffmj < m;f*.
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Comme les foncteurs f*, m; et m ; sont continus, on en déduit, en passant aux catégories
de faisceaux, des isomorphismes canoniques

f*m;-k — mj f*.

Ces isomorphismes possédent des propriétés de compatibilité, permettant de construire
un foncteur cartésien m* : D! — C~! qui induit sur les topos fibres les foncteurs m".
De plus, le diagramme

D 2 C
£ £
DN/[ m* C~/I

est commutatif a isomorphisme pres. Comme les foncteurs €; induisent des équivalences
sur les topos totaux (7.4.11) et comme m est un morphisme entre les sites totaux, le
foncteur m* : D1 — C~I est un morphisme entre les sites totaux. On est donc ramené
a démontrer I'assertion de 7.4.13.2 lorsque D et C sont des %-topos fibrés, ce que nous
supposerons désormais.

. Pour tout objet i de I, le foncteur m; : D; — C; transforme l'objet final de D;
en lobjet final de C;. Notons m : D~ — C~ le prolongement naturel de m aux to-
pos totaux (I 1.2). Utilisant les équivalences & : D~ — Hom,.(I°, D") (7.4.7), on
vérifie immédiatement que m associe a toute section ¢ € Homj.(I°, D’) la section
(i » m;o(i)) € Hom.(I°,C"). Comme m est un morphisme de sites, le foncteur m
est exact a gauche et en particulier transforme I'objet final de Hom.(1°, D) en l'objet
final de Hom.(I°, C"). Pour tout objet i de I, notons e; un objet final de D;. Un objet
final de Hom;.(I°, D) est la section i — e;. Donc la section i - m;(e;) est un objet final
de Hom .(I°,C") et par suite, pour tout objet i de I, m;(e;) est un objet final de C;.

. Réduction au cas oti i est un objet final de 1. Soit i un objet de I. Le foncteur a;, :
D; — D se factorise en

a; loc(e;)
Dl - D/ei

b

ou a; est le foncteur évident et loc(e;) le foncteur d’oubli. Notons m/i : D), — D
le foncteur qui associe a tout objetu : X — e; de D/ei, I'objet m(u) : m(X) — m(e;) de
Clm(e,)- On a un diagramme commutatif :

D.

1

a;) a;)

mli

D/e-

1

C/m(el-)

Comme e; et m(e;) sont des objets finaux de D; et C; respectivement (7.4.13.5), les caté-
gories D, et Cy,,.y sont des %-topos fibrés sur 1, et le foncteur my; est un I;-foncteur.
Comme la propriété pour un foncteur d’étre un morphisme de sites se localise (IV 4.9),
le foncteur my; est un morphisme du site total C,,.y dans le site total D . On est donc
ramené a démontrer que m; est un morphisme de topos lorsque i est un objet final de 1,
ce que nous supposerons désormais.

297

298



V&8CONDITIONS DE FINITUDE. TOPOS ET SITES FIBRES. APPLICATIONS AUX QUESTIONS DE PASSAGE A LA LIMITE.

. Fin de la démonstration. Notons @;y : D; - D™, m~ : D~ - C™,a; : C; - C~,
les prolongements naturels aux catégories de faisceaux des foncteurs a;, et m. On a un
diagramme commutatif & isomorphisme preés :

Comme i est un objet final, le foncteur «; a;, : C; — C; est isomorphe a I'identité (7.4.12)
et par suite m; est isomorphe a am~a;,. De plus les foncteurs a;, m~ et af sont exacts a
gauche (7.4.12). Par suite m; est exact a gauche et est donc un morphisme de site C; dans
le site D,.

EXERCICE 7.4.14. Soient X = (X;);c; un topos fibré sur I et T"un topos. Montrer
que les catégories Homtop(X;,T) sont les fibres d'une catégorie fibrée qu’on notera
Homtop (X, T X I). Montrer que la catégorie des sections sur I de Homtop (X, T X I)
est canoniquement équivalente a Homtop (Top(X), T') ot Top(X) est le topos total de
X.

EXERCICE 7.4.15. Soit X = (X;),c; un topos fibré sur I. Définir un morphisme car-
tésien m de X dans le topos fibré constant de fibre (Ens). Montrer que le topos total du
topos fibré constant de fibre (Ens) est canoniquement équivalent 4 I'. En déduire un
morphisme de topos

Top(m) : Top(X) — I.
Soit F = (F;);es (ou F; = F|X;) un objet de Top(X) (7.4.7). Montrer que
Top(m)(F) = (i » I'(X;, F))).

Déduire de 7.4.12 que si F est abélien injectif, F; est abélien injectif pour tout i € ob I.
En déduire que

RiTop(m)(F) = (i » HY(X;, F))).
299  Montrer que la suite spectrale de Cartan-Leray du morphisme m (V 5) est :

HPY(Top(X), F) < lim™ HI(X;, F|X)).
1

8. Limites projectives de topos fibrés

8.1. Généralités.

DEFINITION 8.1.1. Soient % un universetp : F — I un%-topos fibré. Un couple (C, m)
constitué par un %-topos C et un morphisme cartésienm : C X I — F de %-topos fibrés
sur I est appelé une limite projective du topos fibré F si pour tout %-topos D, le foncteur

(8.1.1.1) Homtop(D,C) — HomtopC (Dx1,F)

art/]
obtenu en composant le foncteur de changement de base

Homtop(D,C) — HomtopI(D XI,Cx1I)

et le foncteur de composition avec m (7.1.8), es une équivalence de catégories. (cf. 8.1.3.3
pour une formulation plus « géométrique »).
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8.1.2.  On utilise les notations de 8.1.1. Soient D un %-toposet m; : DX I — Fun
morphisme de %-topos fibrés. En traduisant la définition 8.1.1, on constate aussitot qu’il
existe un morphisme de topos n : D — C, et un isomorphisme de morphismes de topos
fibrés sur I,y : m S om,(nxid 1), rendant commutatif le diagramme :

mi
DXxI : F
N
y N
(8.1.2.1) mxid,
m
Cxl1

De plus, si (n’, y’) est un autre couple possédant la propriété ci-dessus, il existe un unique
isomorphisme n : n — n’ tel que

(8.1.2.2) yem(nxid)=y'.

De la résulte que, si (D, m;) est une limite projective de F, n est une équivalence de
%-topos (IV 3.4) et que la donnée supplémentaire de 'isomorphisme y faisant commuter
le diagramme (8.1.2.1) détermine le couple (n, y) isomorphisme canonique pres. L’exis-
tence de la limite projective sera démontrée en 8.2.3 lorsque I est cofiltrante.

8.1.3. On note
limtop F ou limtop F; ou encore F
T T
une limite projective du topos fibré F, y : (l(i£1top F)X I — Fle morphisme canonique,
I
et pour tout objet i de I on note
Wi Ex~Exi—sF,

le morphisme de topos induit par y sur les fibres en i.
Choisissons un biscindage de F (7.1.4) i.e. pour tout f : i — j un morphisme de
topos f- = (f", f.) : F; — F;tel que /™ soit un foncteur image inverse pour la structure

f
fibrée. On a alors, pour tout couple i — j 5 kde morphismes composables de I, un
isomorphisme de morphismes de topos (7.1.3)

Crg- g.f.~(gf).

Comme y est un morphisme cartésien de topos fibrés, on a pour tout morphisme f :
i — jde I, un isomorphisme de morphismes de topos (7.1.6)

(8.1.3.1) byt fo = js

et la famille des b satisfait a des relations analogues aux relations (7.1.6.2)
. Soient D un %-topos, m : D X I — F un morphisme de topos fibrés, m; : D =
D x {i} = F; les morphismes induits par m sur les fibres et pour tout f : i = j:
b} D fom; Sm s
I'isomorphisme de transition. Il résulte de 8.1.2 qu’il existe un morphisme de topos n :
D — F et une famille d’isomorphismes :

y; im; — un i€obl,
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tels que pour tout f : i — jonait :
bf° [ = vj° bf-

De plus, le morphisme » et la famille des y;, i € 0b(I) sont déterminés a isomorphisme
unique pres (8.1.2).

Réciproquement lorsqu’on se donne un topos F, des morphismes y; : F — F; et
des isomorphismes b 7 (8.1.3.1.), satisfaisant aux conditions de compatibilités usuelles, et
lorsque toutes ces données possédent la propriété universelle décrite ci-dessus, il existe
un unique morphisme y : F X I — F de topos fibrés qui donnent naissance aux y; et
aux b et (F, u) est une limite projective du topos fibré F.

. Soit Z'un univers tel que U/ € 7 Les considérations ci-dessus permettent donc d’in-
terpréter les limites projectives de topos fibrés comme des « limites projectives », au sens
des 2-catégories, des pseudo-foncteurs a valeurs dans la 2-catégorie des %-topos fibrés
éléments de 7" déduits de la structure fibrée en choisissant les morphismes f.. Toute-
fois le lecteur prendra garde de ne pas confondre cette notion de « limite projective »
au sens des 2-catégories (avec isomorphisme de commutation) avec la notion stricte (ou
naive) de limite projective (commutation stricte de diagrammes). Méme lorsque la notion
stricte a un sens (lorsque le pseudo-foncteur est un vrai foncteur) les notions de « limite
projective » généralisée et de limite projective stricte ne coincident pas en général.

8.14. Soientp : F - Ietq : G — I deux %-topos fibrésetm : F - G un
morphisme de topos fibrés. Supposons que les topos fibrés F et G possédent des limites
projectives (8.1.1). Il résulte alors immédiatement de la définition 8.1.1 qu’il existe un
morphisme de topos :

(8.1.4.1) m:F—G

— P

et un isomorphisme de morphismes de topos fibrés y : moe y — o m X id;, rendant
302  commutatif le diagramme

FxI F
(8.1.4.2) mxid, m
v _ -
/
GxI—Lt .G

De plus, si(m’, y") est un autre couple possédant la propriété ci-dessus il existe un unique
isomorphisme n : m — m’' de morphismes de topos tel que

youmxid) =y’

8.1.5. Soient p : F — I un %-topos fibrés élément de 7, ¢ : I’ — I un foncteur
€lémentde 7, py, : Fy > 1 " le %-topos fibré déduit de (F, p) par le changement de base
¢ (7.1.9). Soit (F, u) une limite projective de F. On obtient par changement de base un
morphisme de topos fibrés sur I’ :

u  FEXI' — F.
Soit (€¢, Hgp) une limite projective de F,. On a alors, par la propriété universelle de la
limite projective (8.1.2) un morphisme de topos

m¢.E—>£¢,
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et un isomorphisme de morphismes de topos fibrés sur I’ :
y . M, — Md) ° (m¢ X id[/).
Le couple (mg, y) est déterminé a isomorphisme unique prés.
8.1.6. Soient p : F — I un %-site fibré sur une petite catégorie I, F~1 — I'le

%-topos fibre associé (7.2.6) et D un U-topos. On a tout d’abord un foncteur

(8.1.6.1) Homtop_ (DX, F~'Ty — Morsite,,, (D x I, F),

art/]
qui associe a tout m le foncteur composé de m* avec €,y (7.2.7). De plus, par définition
de la catégorie Morsite_,..,;(D X I, F) (7.2.2.2), on a un foncteur

(8.1.6.2) Morsite /(D X I, F) — Hom,,,;(F,D X I)°.

cart/

Enfin, par définition de la limite inductive (6.3), on a un foncteur

(8.1.6.3) Hom,,,,;(F, D x I)* — Hom(lim F, D)".
Io
Notons
. ~/T : °
(8.1.6.4) O : Homtop (DXI,F™") — Hom(h_r)n F, D)

I
le foncteur composé de ces trois derniers foncteurs et
(8.1.6.5) IT : F— lim,
T

le foncteur canonique.

PROPOSITION 8.1.7. Le foncteur © est pleinement fidéle. Son image essentielle est I’en-
semble des foncteurs m : h_r)n F — D tel que le foncteur
10

(mell,p) : F— DX 1
soit un morphisme du site total D X I dans le site total F.

Il résulte de 7.2.7 que le foncteur (8.1.6.1) es une équivalence de catégories, de 7.2.2
que le foncteur (8.1.6.2) est pleinement fidéle et de 6.3 que le foncteur (8.1.6.4) est une
équivalence de catégories. Par suite O est pleinement fidéle. Un foncteur m : h_r)n F—

D est isomorphie a I'image par Hom,,,;(F,D X I)* — Hom(li_r)n _F, D)* du foncteur

(m o II, p), et un tel foncteur est dans I'image essentielle de (8.1.6.2) si et seulement s’il
est un morphisme du site total D X I dans le site total F(7.4.13.1); d’ou la proposition.

8.2. Construction de la limite projective lorsque la catégorie d’indice est co-
filtrante.

LEMME 8.2.1. Soient I et I’ deux catégories cofiltrantes (18.1) et¢p : 1" — I un foncteur
tel que ¢° : I'° — I° soit cofinal (I 8.1). Soient de plusp : F — I un %-topos fibré, D
un U-topos, m : D X I — F un morphisme cartésien de topos fibré, m’ : DX I' — Fle
morphisme de topos fibrés déduit de m par le changement de base ¢ (7.1.9). Le couple (D, m)
est une limite projective de F si et seulement si (D, m") est une limite projective de F'.

La démonstration n’est qu'une vérification de routine assez longue. Elle est laissée
au lecteur patient, qui pourra utiliser le point de vue des limites projectives de pseudo-
foncteurs (8.1.3.3).
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LEMME 8.2.2. Soient p : F — I un %-site fibré sur une petite catégorie cofiltrante,
F la Limite inductive de la catégorie fibrée F (6.3.9), # : F — F le foncteur canonique.
Munissons F de la topologie la moins fine rendant continu le foncteur z (IIl 1). Soit D un
U-siteetn : F — D un foncteur. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) n est un morphisme de sites D — F.
ii) n o 7 est un morphisme de sites (ou F est muni de la topologie totale).
iii) (nezm,p) : F— D X I est un morphisme du site total D X I dans le site total F.

a;j) °
iv) Pour tout objet i de I, le foncteur composé F; — F 2% D est un morphisme de
sites.

On a i) = ii) d’apres (6.6) et iii) = iv) d’apres (7.4.13). Montrons que iii) = ii). I suffit
pour cela de montrer que le foncteur premiere projection pr; : D X I — D est un mor-
phisme de sites. Notons D= le topos des faisceaux sur D. Il résulte de (7.4.7) que (DX I)~
est équivalent au topos Hom.(I°, D~ X 1°) = Hom(I°, D~). De plus, on constate immé-
diatement que le prolongement naturel de pr; : DX I — D aux faisceaux (IIl 1.2) est le
foncteur de Hom(7°, D) dans D~ qui associe au foncteur i — o(i) Hom(/°, D~) I'objet
li_n)lp o(i). Comme I° est filtrante, les limites inductives suivant I° sont exacts (II 4) et

par suite pr; est un morphisme de sites (IV 4.9). Il reste & démontrer que ii = iv). Traitons
tout d’abord le cas ou D est un %-topos et F un %-topos fibré sur I. Soit i un objet de I.
En raisonnant comme dans 7.4.13.6, on voit que le foncteur «;, : F; — F se factorise en
un morphisme a;, : F; = F/a; (e;) et le foncteur de localisation F/a; (e;) — F, ou e; est
un objet final de F;. Il suffit donc de montrer que le foncteur composé f/a; (e;) L)

est un morphisme de sites. Mais on a un diagramme commutatif a isomorphisme preés :

nor/a; (e;)
Fla;(e;) Dinema;(e;)
F neyw D
305  Comme la propriété d’étre un morphisme se localise (IV 5.10), il suffit de montrer que

nemea; (e;) est un objet final de D. Pour tout morphisme f : j — k de I, il existe un et un
seul morphisme e, : a; (e;) = ay(e;) au-dessus de f et ce morphisme est cartésien. On
a donc une section cartésienne j — a;(e;) de Fsur I. Par suite le morphisme canonique
nemoa;(e;) = li_n)ql nemea; (e;) est un isomorphisme, car x transforme les morphismes

cartésiens en isomorphismes. Par ailleurs h'_r)nl a;i(e;), ou la limite inductive est prise
dans F’, est un objet final de F'. Comme n o 7 est un morphisme, il transforme 1’objet
final de F~ en un objet final de D. Par suite h_r)n nermea; (e;) est un objet final de D, ce qui

achéve le démonstration dans ce cas. Dans le cas général, le foncteur (nz,p) : F— DXI
est cartésien et continu (7.4.4). De plus, le foncteur n o 7 est le foncteur composé

(nz,p) pry
F—— DXxI— D.
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En passant aux %-topos fibrés associés, on obtient un diagramme commutatif a isomor-
phisme pres :

, pr
F— "P  pxr ! D
EFIT epXxid €p
~IT pr
o mDT e p P D~

Comme (nz, p)~'! est cartésienne, il est du type (n'z’,p’) ou p’ : F™ = TIet z’
F li_n}Io F;” sont les foncteurs canoniques. On a donc pr |, (n7, p)~ = n'. Comme
les foncteurs e, €p induisent une équivalence sur les topos de faisceaux (7.4.11), les
foncteurs n et n’ donnent des foncteurs isomorphes en passant aux faisceaux associés
(IIT 1.2) et par suite n’ est un morphisme de sites. D’aprés ce qui précéde, le foncteur
(nz, p)~'! induit sur les fibres des morphismes de topos. C’est donc un morphisme de
site total F dans le site total D™ X I (7.4.13). Comme les foncteurs e/, € X id induisent
des équivalences sur les topos totaux (7.4.11), le foncteur (nrx, p) est un morphisme de
sites fibrés (7.4.13), d’ou I’assertion.

THEOREME 8.2.3. Soient p : F — I un %-site fibré sur une catégorie cofiltrante essen-
tiellement petite (I 8.1).

1) Notons F le site dont la catégorie sous-jacente est la limite inductive de la catégorie
fibrée F — 1(6.3) et dont la topologie est la topologie la moins fine rendant continu
le foncteur canonique = : F — F, Alors F est un %-site et

(m,p) : F— E X1

est un morphisme du site fibré F. X I dans le site fibré F.
2) Soityu : F~xI — F~/I le morphisme de %-topos fibrés déduit de (x, p) en passant
aux U-topos fibrés associés. Le couple (F~, u) est une limite projective de F~'1.

REMARQUE 8.2.4. 1) Vu les notations introduites en 8.1.3, on peut poser

limtop F~ = E~
T
2) Il résulte de 7.4.4 que la topologie sur F est aussi la topologie la moins fine
rendant continue la famille des foncteurs z; : F; - F 5 F,jeobl

DEFINITION 8.2.5. Le site F introduit dans 8.2.3 est appelé le site limite projective du
site fibré F.

A titre d’exercice, le lecteur pourra comme en 8.2.1 définir la notion de limite pro-
jective d’un site fibré et vérifier que le site F est bien une limite projective du site F. La
deuxiéme assertion du théoréme peut donc se paraphraser ainsi : Le topos des faisceaux
sur le site limite projective est équivalent a la limite projective du topos fibré associé.

8.2.6. Démonstration du théoréme : Réduction au cas d’une petite catégorie d’indices.
Nous nous bornerons a donner des indications. Soit I’ une sous-catégorie pleine de I
telle que I’ soit cofinale dans I°. Notons F’ — I’ la catégorie fibrée déduite de F par
le changement de base I’ — I, #’ : F' — F' le foncteur canonique. On constate tout
d’abord que les catégories F et F' sont équivalentes et que la topologie sur F’ déduite
de la topologie de Fpar cette équivalence est la topologie la moins fine rendant continue
le foncteur #” : F' — F'. L’assertion 1) du théoréme en résulte alors lorsqu’elle est

306

307



308

VI4CONDITIONS DE FINITUDE. TOPOS ET SITES FIBRES. APPLICATIONS AUX QUESTIONS DE PASSAGE A LA LIMITE.

démontrée dans le cas ou [ est petite. L’assertion 2) dans le cas général de déduit alors
de I’assertion 2) dans le cas ou I est petite par le lemme 8.2.1.

8.2.7. Fin de la démonstration de théoréme. La premieére assertion résulte du lemme
8.2.2 appliqué au cas ou D = Fet n = id. Soit D un %-topos. On a un diagramme
commutatif a isomorphisme pres :

2
Homtop(D,(F)™) Morsite(D,E)*— Hom(FE,D)’
3) 3
o) ,
HomtopCart /I(DXI,(E)NXI) —> Morsitec,/[(DXI,(F)xI) (®)]

@

) (2
Homtop, , (DXI,F™"") ——— Morsitec,;/(DXI,F)——— Homc,,,(F,DXI)",

ou les foncteurs du type (1) sont des équivalences (IV 4.9.4 et 7.2.7), les foncteurs du type
(2) sont pleinement fideles ( IV 4.9.1 et 7.2.2), les foncteurs du type (3) sont des fonc-
teurs de changement de base, les foncteurs du type (4) sont des foncteurs de composition

(avec y, resp. (x, p)) et le foncteur (5) est I’équivalence déduite de la propriété univer-

(4)(3)
selle de la limite inductive (6.3). Pour montrer que le foncteur Homtop(D, (F)~) ——

Homtop, (DX I, F ~/T) est une équivalence, il suffit de montrer que le foncteur

(4)(3)
Morsite(D, F) —— Morsite;;(D X I, F)

est une équivalence de catégories ou encore il suffit de montrer que les deux foncteurs
pleinement fidéles

(5)(2)
Morsite(D, F) —— Homcart;(F,D X I )’

2
Morsite,;;(D X I, F) — Homcart;(F,D X I)’

ont mémes images essentielles, ce qui résulte immédiatement du lemme 8.2.2.
8.2.8. Soient p : F — I un %-topos fibré sur une catégorie I, (l(iLntop F;, u) une

I
limite projective de F. On a donc un morphisme cartésien de ?%-topos fibrés sur I :

,uli(Lntop F,xI—F,
I
d’ou, en passant aux catégories fibrées aux I° par les foncteurs images directes (7.1.3),
un foncteur cartésien :
My l(iLntopFiXI“ — F'
I

qui est le foncteur image directe par y (7.1.7). On a donc, par définition de la limite
projective d’une catégorie fibrée (6.10), un foncteur canonique

(8.2.8.1) © : limtop F; — lim F; = Hom,,/-(I°, F").
I Lf,

THEOREME 8.2.9. On utilise les notations de 8.2.8, et on suppose que I est une catégo-
rie cofiltrante essentiellement petite. Alors le foncteur © est une équivalence de catégories.
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Supposons I petite. Posons 1<i£1top F; = (E)~ (ce qui est licite d’apres 8.2.3 et 8.2.4) et in-

I
terprétons la catégorie Hom .(I°, F') comme la catégorie des faisceaux sur le site total F
(7.4.7). Alors le foncteur composé

(]
(E)~ = limtop F; — Hom,,,;-(I°, F') > Hom.(I°, F') & F~,
I
n’est autre que le foncteur image directe par le morphisme de sites défini par le foncteur

r . F—F.

8.2.10. Quelques commentaires avant la démonstration du théoréme 8.2.9. A part la
solution du probleme d’existence des limites projectives dans le cas ou la catégories d’in-
dices est cofiltrante, solution qui curieusement n’est pas triviale dans cette théorie, les
théoremes 8.2.3 et 8.2.9 apportent deux informations supplémentaires essentielles pour le
maniement dans la pratique des topos limites projectives. Tout d’abord le théoréme 8.2.3
interprete le topos limite projective comme le topos des faisceaux sur un site dont la ca-
tégorie sous-jacente est la catégorie limite inductive des catégories F; suivant le systeme
des foncteurs images inverses. Dans les applications, on saura interpréter concrétement
cette catégorie et sa topologie. D’autre part, le théoréme 8.2.9 affirme qu’un faisceau de
la limite projective est connu lorsque’on connait le systeme de ses images directes dans
le topos F; (qui fournit une section cartésienne sur I° de la catégorie (F~1)"). Ce théo-
réme affirme de plus que réciproquement lorsqu’on se donne pour tout objet i de I un
faisceau X; sur F; et pour tout morphisme f : i — jde I un isomorphisme X; ~ f, X;,
ces isomorphismes étant soumis a des conditions de compatibilité, il existe essentielle-
ment un seul faisceau de la limite projective qui donne naissance par images directes au
systeme des X;.

8.2.11. L’assertion 2) de 8.2.3 et la premiére assertion de 8.2.9 peuvent étre résumées
dans la formule frappante :

(8.2.11.1) lim F™ & limtop F;™ & (lim F)™.
Lf, Lf. I°.f.

8.2.12. Démonstration du théoréme 8.2.9 Pour démontrer la premiére assertion, on se
ramene au cas ou la catégorie [ est petite en utilisant 8.2.1 et un lemme analogue sur les
limites projectives de catégories fibrées. Nous laissons les détails au lecteur. Supposons
désormais que I est une petite catégorie. On site que le foncteur

w#: F—limF,
—
ID
est un morphisme de sites (8.2.2). Le foncteur image directe

7, (im F)” — F~
T
qu’il définit sur les topos est alors pleinement fidéle, et son image essentielle est I'en-
semble des faisceaux sur F qui transforment les morphismes cartésiens de F en isomor-
phismes (6.6). Or il est immédiat que ces faisceaux correspondent dans I’équivalence
F~ ~ Hom,.(I°, F') aux sections cartésiennes de F' sur I° (7.4.7). De plus, pour tout

Jj € ob(1), notons « ot F > F le foncteur d’inclusion qui donne naissance aux trois

foncteurs (a it a;-‘, a j*) : F; =—— F (7.4.3). Il résulte de la définition de I’équivalence

F’' ~ Hom.(I°, F) (7.4.7) qu’'a un faisceau X sur li_n)qla F; correspond par le foncteur
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7[*
(h’_r)n F) — F ~ Hom,.(I°, F') la section cartésienne j > ajx. (X). Or il résulte
de la description du foncteur y : (li_n)llo F))” X I — F donnée dans 8.2.3 que pour
tout objet j de I, le foncteur p; : (li_n)l _F;)” — F; image directe par le morphisme

Hj (li_n)lp F,)~ — F; déduit de u par passage aux fibres en j, n’est autre que le fonc-

”*
teur aj‘rc*. Par suite le foncteur (li_r)n F,)~ — F ~ Hom,.(I°, F’) n’est autre que le
10

(e
foncteur (li_n)lp F)~ — Hom,;;-(I°, F') & Hom,.(I°, F'), d’ou le théoréme.

8.3. Topologie du site limite projective : Cas des topos cohérents.

8.3.1. Dans ce numéro, p : F — I est un %-site fibré sur une catégorie cofiltrante
essentiellement petite, dont les foncteurs images inverses f* : F; — F; commutent
aux produits fibrés. On se donne de plus, pour tout objet X d’une catégorie fibre F;,
un ensemble Cov(X) de familles couvrantes pour la topologie de F; qui possedent les
propriétés (PTO) et (PT1) de II 1.3 et qui engendrant la topologie de F;. Enfin on suppose
que pour tout f : i — j, toutY € ob F;, et toute famille (Y, — Y),c4 de Cov(Y),
la famille (f*(Y,) = f*(Y)),ea appartient a Cov(f*(Y)). Ces conditions sur Cov(X)
sont vérifiées par exemple si on prend Cov(X) = {toutes les familles couvrantes de X

311 dans F;}. On se propose d’étudier dans ce numéro le site limite projective de F sous des
hypotheses de finitude convenables (8.3.13).
8.3.2. Soient 7 : F — Fle foncteur canonique et Y un objet de F, Désignons par

na
Cov(Y) 'ensemble des familles (Y, — Y),c4 du type suivant :
n'a
Il existe un i € I, un objet X de F;, une famille (X, — X),c4 € Cov(X), un

isomorphisme ¢ : 7(X) ~ Y et une famille d’isomorphismes ¢, : 7#(X, >~ Y,), a € A,
tels que pour tout @ € A on ait un diagramme commutatif :

Pa
(X)) —Y,
7[(}1(;) ny
k4
7(X) Y.
ProrosITION 8.3.3. 1) L’ensemble des familles€ Cov(Y),Y € ob F, engendre la

topologie du site limite projective (8.2.5).
2) La familleY — Cov(Y),Y € ob F, posséde les propriétés (PTO) et (PT1) de II 1.3.

Nous aurons besoin du lemme suivant :

LEMME 8.3.4. Soienti un objetde I,n : X' — X un morphisme quarrable de F; tel que
pour tout f @ j — i, f*(n) soit quarrable. Alors x(n) est quarrable. Les foncteurs :

7 F;> F5F, jeobl,
commutent aux produits fibrés.

Rappelons que tout objet Y de F est égal a un objet 7(Z), Z € ob F, et que tout
morphisme m : Y — 7(X) est de la forme :

a(s)™! z(m')

n(Z) — n(Z') — n(X),
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312 ou s est un morphisme cartésien de F. Par suite, pour montrer que 7z (n) est quarrable, il
suffit de montrer que le produit fibré de tout diagramme

(X"
w(u)

z(m')

m(Z') 7(X)

" !
, . . . m N
est représentable. Mais le morphisme m’ : Z’ — X se factorise en Z' — X" — X,

ou p(m”) est 'identité de p(Z’) = j et ou s’ est cartésien au-dessus de p(s’) = f. Posons
X" = f*(X'"),n" = f*(n). On a alors un diagramme commutatif

m S /
X X
n' n
" s/
X X,

d’olt un diagramme commutatif dans F :

7Z'(X” l) ﬂ'(X/)
zw') z(n)
’ a(m') ” ~
n(Z'") m(X") 7(X)

ou n’ est un morphisme quarrable de F;. Pour montrer que z(n) est quarrable, il suffit
donc de montrer que le produit 7(Z") X, x», #(X") est représentable, et par suite il
suffit de montrer que z; : F; & F — Fcommute aux produits fibrés.

Soient

Y’ X'

Y X
un diagramme cartésien de Fj et Wun objet de F au-dessus de k € ob I. On a (6.5) :
Hom(z(W), n(Y")) =~ 11_11)1 Homy, (g"(W), f*(Y"))
rJ
l/
AN

k
Mais comme f* : F ;= F, commute aux produits fibrés, on a
Hom(g* (W), f*(Y")) = Hom(g* (W), f*(Y)) Xpom(g*w).r*(xy) Hom(g* (W), f*(X")).

Utilisant alors la commutation des limites filtrantes aux produits fibrés (I 2) et la formule
(6.5) on obtient un isomorphisme :

Hom(z(W), z(Y")) ~ Hom(z(W), z(Y)) XHom(z(W).z(X)) Hom(z(W), n(X")),
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ce qui montre que le diagramme :

/1040

x(X")

z(Y) n(X)

est cartésien dans F,

8.3.5. Démonstration de 8.3.3. Démontrons d’abord la deuxi¢me assertion. Il résulte
de 8.3.4 que les familles de Cov(Y), Y € F, sont composées de morphismes quarrables,
d’ou la propriété (PTO). Pour montrer que ces familles possédent la propriété (PT1) (sta-
bilité par changement de base), on est ramené, en procédant a une suite de réductions
comme dans la démonstration de 8.3.3, a démontrer ’assertion suivante :

Pour tout i € ob I, tout Y € ob F;, tout (Y, = Y),c4 € Cov(Y), et tout morphisme
u: Z— Yde F;, lafamille (n(Z) X vy 7(Y) = 7(Z),ec4 appartient a Cov((2)).

Cette derniére assertion résulte du fait que les z; : F; < F 5 F commutent aux
produits fibrés (8.3.3) et que les familles X — Cov(X) de F; sont stables par changement
de base. Démontrons la premiere assertion. Il est clair que les familles qui appartiennent
aux Cov(Y), Y € F, sont couvrantes pour la topologie T la moins fine rendant continu
le foncteur z (I 1). Donc la topologie T’ engendrée par ces familles est moins fine que

314  T. Pour montrer qu’elle est plus fine que T (et par suite égale a 7), il suffit de montrer
que tout faisceau M pour T’ est tel que M o 7 est un faisceau sur F, ou encore (8.2.4)
que M o x; est un faisceau sur F; pour tout i ob I. Or, comme les foncteurs z; : F; - F
commutent aux produits fibrés (8.3.4), M est un faisceau pour T’ si et seulement si (II
2.3 et12.12) pour tout i € ob I, pour tout Y € ob F;, pour tout (Y, = Y),c4 € Cov(Y),
la suite d’ensembles

M) — [[ M@z [ M@, <y Yy
aEA (a,p)EAXA

est exacte, i.e. (loc. cit.) si et seulement si pour i € ob I, M o x; est un faisceau sur F;.

ProPOSITION 8.3.6. On utilise les notations et hypothéses de 8.3.1 et 8.3.2. Si pour tout
i € obl, X » Cov(X) est une prétopologie sur F; (Il 1.3) et si pour tout X € ob F;, les
familles couvrantes de Cov(X) sont finies, alors pour tout Y € F, les familles couvrantes
de Cov(Y) sont finies et Y +— Cov(Y) est une prétopologie sur F,

8.3.7. La seule chose a démontrer est que les familles Y — Cov(Y) possédent la
propriété (PT2) de (II 1.3) (stabilité par composition). Soit i € ob I, Y un objet de F},
(Yy = Y)pea € Cov(Y). Soient de plus i,, « € A, une famille d’objets de I, pour tout a,

n
Z, un objet de F; et (Z,5 A Z,)apep, une famille de Cov(Z,). Enfin donnons nous
pour tout @ € A, un isomorphisme ¢ : 7(Z,) 5 7(Y,). En revenant a la définition des
familles de Cov(X), X € ob F.(8.3.2), on voit qu’il s’agit de démontrer que la famille

”(na)°¢a°”(naﬂ)
(#(Zgp) ———— 7(Y))ape]], B,

appartient a Cov(z(Y')) ce que nous ferons apres cinq réductions.
8.3.8. Réduction au cas ot pour tout @ € A, on a ¢, = n(my), m, : Z, = Y,. Pour
touta € A,onag, = 7r(m0,)7c(s0£)_l (6.5) our s, est un morphisme cartésien au-dessus de
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. ., . . .
fo P Qg = iy. On adonc des diagrammes commutatifs

Saﬂ

Zocﬂ f*(Zaﬁ)
P FEnap)
Sa
Z, fi(Zy), ap € [ |B..
A
qui fournissant des diagrammes commutatifs
”(Zaﬂ) = ”(f;(zaﬁ))
(g p) 7(fq(myp))
" (my)
~ A
7(Z,y) 7(f3(Z,) (Y. ap€]]B.
A

Comme les familles (f5(Z,5) ﬂ) f*(Z,)) appartiennent a Cov(f;(Z,)), on peut se
ramener au cas ou pour tout @, on a ¢, = w(m,).

8.3.9. Réduction au cas ou, pour touta € A, i, = j et p(m,) = k . j — i. Posons
g, = p(my). Comme I est cofiltrante et comme A est fini, il existe un objet j de I et des
morphismes h, : j — i, tels que pour tout couple (a, &) on ait g, h, = g, h,» = k. En
utilisant les foncteurs images inverses 4} comme en 8.3.8, on se ramene au cas décrit.

8.3.10. Réduction au cason i = jetk : j — i est I'identité. On a, pour tout @, un
diagramme commutatif :

/

mgy . ty

Z, kK (Ya) Y,
k*(ny) ng

k*(Y) d Y,

ou les morphismes ? et 7, @ € A, sont cartésiens, ou m), est au-dessus de I'identité de j
et ou t, o m; = m,. En remplacant la famille (Y, — Y)a € A par la famille (k*(Y,) —
k*(Y))4ea € Cov(k*(Y,)), et les morphismes m, par les morphismes m,, on est ramené
au cas décrit.

LEMME 8.3.11. Soient j un objet de I etm : X' — X un morphisme de F; tel que z(m)
soit un isomorphisme. Il existe un morphismel . j' — j tel que {*(m) soit un isomorphisme.

Montrons qu’il existe un morphisme f : i — j et un morphisme q : f*(X) —
FH(X') tels que f*(m)q = id;«(x) et tels que z(g) soit un isomorphisme. En effet, il

existe un isomorphisme n : 7(X) — 7(X’) tel que 7(m)on = id(x)- Il existe donc (6.5)
s q
deux morphismes X — Y, = X', ot s, est cartésien, tels que n = z(g;)z(s;)”!. Ona

donc #(m)en(q;) = n(s;). Les morphismes mq; et s; de Y| dans X ont méme image dans
F, Par suite (cf. la description des morphismes dans la limite inductive (6.5)), il existe un
morphisme cartésien s, : Y, — Y] tel que mq;s, = s;s,. Posons q;s, = ¢, et notons
53 le morphisme cartésien s;s,. On a donc mg, = s3. Le morphisme ¢, : Y, — X' se
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. s . . q 54 . -~ .
factorise de maniére essentiellement unique en Y, — Y3 — X' ou s, est cartésien et ou
q est au-dessus de I'identité de p(Y5). On a donc un diagramme commutatif

Y, 1 Y,
(8.3.11.1) 5 53
) & L X..

Posons p(sy) = p(s3) =f 1 i— j.Ona f (X)) xYs, ff(X')xYyet f*(m) 1 Y, > Y3
rend commutatif le diagramme :

Ys fr(m) Y,

Sq S3
X' = X
317 On a donc 53 = s3(f*(m) ° q) ; comme s5 est cartésien et comme f*(m) o g est au-dessus

de l'identité de p(Y;), ona f*(m)eq = ide- De plus, il résulte de la commutativité du
diagramme (8.3.11.1) que z(q) est un isomorphisme.

Appliquons alors le résultat précédent au morphisme ¢ : f*(X) - f*(X'):il
existe un morphisme f’ : j' — i et un morphisme ¢’ : f'*(X') - f"*(X), tels que
F7(@)q" =idsr(pr#(x1y)- Mais en posant £* = f f'; on a un isomorphisme f* f* ~ £*.
On a donc un morphisme f'*(q) : £*(X) —» ¢*(X') et un isomorphisme f'* f* ~ ¢*. On
a donc un morphisme f'*(q) : £*(X) - £*(X') et un morphisme ¢’ : £*(X') - ¢*(X),
tels que £*(m)f'*(q) = idg(x) et (g = idgs(x1). Par suite £*(m) est un isomor-
phisme.

8.3.12. Fin de la démonstration. Comme I est cofiltrante et A fini, il résulte de 8.3.11
qu’il existe un foncteur image inverse £* qui transforme tous les morphismes m,, @ € A,
en isomorphismes. On se ramene donc au cas ou les m, sont des isomorphismes. Mais
alors les familles couvrantes (Z,5 — Z),p¢ g, sont déduites par le changement de base

my  Z, — Y, de familles couvrantes (Y,5 — Y,)ypep, € Cov(¥,). On est donc ramené
naenaﬂ

au cas ou Z, =Y, et @, = id,y ). Mais dans ce cas la famille (Y, —— Y)aﬁGHA B,

appartient a Cov(Y) (propriété (PT2)). Donc son image par z appartient a Cov(z(Y))

(8.3.2).

THEOREME 8.3.13. Soient p : F — I un %-topos fibré sur une catégorie cofiltrante
essentiellement petite. Si pour tout objet i de I le topos fibre F; est cohérent (2.3) et si pour
tout morphisme f @ i — j, le morphisme de topos f- = (f*, f,) © F; — F; est cohérent
(3.1), alors le topos 1(iLntop F; est cohérent et pour tout objet i de I, le morphisme canonique

1
de topos

p; - limtop F; — F;
Ji
est cohérent.

De plus, en notant F,;, la sus-catégorie pleine de F définie par les objets de F qui sont
cohérents dans leur fibre (1.13), la catégorie F,, est fibrée sur I et F,; est canoniquement
équivalente a la catégorie des objets cohérents de 1(i£1top F; -

I
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Pour tout i € ob I, notons (F}).,, le %-site (muni de le topologie induite) des objets
cohérents de F; (1.13). Comme F; est cohérent, F; est le topos des faisceaux sur (F;).gp,.
Pour tout morphisme f : i — j, les morphismes f- = (f*, f,) sont cohérents et par
suite f*(F;)eon C (F;)con- On a donc un %-site fibré p ., : Fi,, — I, dont les sites fibres
sont les sites (F;)..;, et dont le topos fibré associé est équivalent a p : F — I. Par suite
ona(8.2.3):

(8.3.13.1) l(igltop F = (choh)N
If.

Comme les topos F; sont cohérents, les produits finis et les produits fibrés sont repré-
sentables dans (F}).,} (2.2). De plus les foncteurs f* @ (F;)en = (Fj)con sont exacts a
gauche. Enfin, comme les objets de (F}).,}, sont quasi-compacts, les familles couvrantes
finies forment une prétopologie. Il résulte alors de (8.3.4) que les produits finis et les pro-
duits fibrés sont représentables dans l(in (F;)con (remords au lemme 8.3.4. : Montrer

I°,F

que les foncteurs canoniques (F;).,, = F.on transforment 'objet final en I'objet final)
et de (8.3.6) que les objet de F,;, sont quasi-compacts. Par suite (2.4.5), l(iiltop (F;) est

I
cohérent. Enfin les morphismes canoniques y; : l(iLntop (F;) = F; se déduisent, par

I
passage aux topos des faisceaux, des morphismes de sites (8.2.3) :
(E)coh - licoh

donc (3.3) les morphismes y; sont cohérents.
Démontrons la derniére assertion. On a (8.3.13.1)

limtop (F}) = (Feop)”-

54
Soit X un objet cohérent de (F,.;,)~. Comme X est quasi-compact, il existe une famille
couvrante finie (Y, - X) ou Y, € ob F_, (1.1). Quitte a prendre un indice i € ob I

assez petit, on peut supposer que les Y, sont les images par y; : F.,

- F_, d'une
famille Y, d’ou, en prenant la somme directe des Y, (1.15), on voit qu’il existe un indice
i€obl,unY’ € F, et un morphisme surjectif 4;(Y’) — X.Larelation d’équivalence
R = p;(Y")Xyx p;(Y") est alors un objet cohérent car (F,.;,)~ est un topos cohérent (2.2).
Montrons tout d’abord que R est un objet de F,,. Par définition R est un sous-objet

de p;(Y' X Y') et comme R est cohérent, on peut, quitte a changer I'indice i, trouver
une flechem : Z — (Y' X Y’) de F, ), telle que Im(y;(m)) = R. 1l en résulte que, F;
étant cohérent, Im(m) est cohérent dans F; (1.17.1) et par suite appartient a F; ;. Il existe

b Hi(py)
donc un indice i et un diagramme R —=Y"' de F, ), telque p;(R) —= u;(Y') soit
P2 ui(p2)

une relation d’équivalence et tel que X = u;(Y')/;(R). Posons X; = coker(p;, p,) et
R =Y’ Xx! Y’. On a un morphisme canonique dans F; : u : R — R’. De plus u}(u)

coh*

est un isomorphisme. Donc, quitte a changer 'indice i, on peut supposer que R = R’,
i.e. que R est une relation d’équivalence. Mais alors X; appartient a F; ., (1.17.1) et par
suite X = p;(X;) appartient a F_ .

COROLLAIRE 8.3.14. Soient I une catégorie cofiltrante essentiellement petite,p : F — 1
etq : G — I deux ?-topos fibrés sur I tels que pour tout objet i de I les topos F; et G,
soient cohérents et tels que pour tout morphisme f : i — j les morphismes f. : F; — F;
et G; — G; soient cohérents. Soit de plusm : F — G un morphisme cartésien de %-topos
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fibrés tels que pour tout i € ob(I), m; : F; — G; soit cohérent. Alors le morphisme m
déduit de m par passage a la limite projective est cohérent.

Pour tout objet i de 1, le morphisme m; induit un foncteur m; .} * G; on = Fj con,
d’ou un foncteur cartésien m; , = G, = Fy, qui est un morphisme du site fibré F,

dans le site fibré G, (7.4.13). Le foncteur li_n)qln mi, - h_n)l Geop — h_r)n Feop estun

morphisme de sites qui fournit en passant aux topos correspondants le morphisme m.
L’assertion résulte alors de 8.3.13 et de 3.3.

EXERCICE 8.3.15. Avec les notations de 8.3.13, montrer que siles F}, i € I, sont algé-
320 briques (2.3) et si les morphismes f. : F; = F;, f € FI(I), sont cohérents, l(iLntop F; est
I
algébrique et que (l(i£1t0p F)eon = Feon-
1
8.4. Exemple : Topos locaux.
8.4.1. Soit X = (X;);cs un topos fibré sur une catégorie I. On en déduit un topos
fibré sur la catégorie Pro(/) (I 8.10) par la formule
(8.4.1.1) X, = limtop X;,
Ia
pour tout pro-objet « = (i,) de I (pour voir ceci on pourra généraliser aux pseudo
foncteurs I’'exercice I 8.2.8).

8.4.2. Soient E un topos et p : FI(E) — E le topos fibré considéré dans 7.3.1. En
prolongeant comme en 8.4.1, on obtient un topos fibré FI(E) — Pro(E). La catégorie
Point(E) s’envoie par un foncteur pleinement fidéle dans Pro(E) (IV 6.8.5), d’ou, par
changement de base (7.1.9), un topos fibré Loc(E) — Point(E). La fibre Loc,(E) en un
point p de E est appelée le topos localisé de E en le point p. Ce topos dépend, d’apres ce
qui précede, de facon covariant du point p. On a, par définition,

(8.4.2.1) Loc,(E) = limtop Ey,
X €eVois(p)

ou Vois(p) est la catégorie des voisinages de p (IV 6.8).
8.4.3. Soitm : p’ — p un morphisme de Point(E) (IV 6). On en déduit, pour tout
X € Vois(p) un point p'y de E,y, d’ou, par la propriété universelle de l(iiﬁop 8.1 un point

6,(m) de Loc,(E). On définit ainsi un foncteur
(8.4.3.1) 6, : Point(E);, — Point(Loc,(E)),
dont on constate immédiatement que c’est une équivalence de catégories. Par suite
Point(Loc,(E)) est canoniquement équivalent a la catégorie des générisations de p (IV
7.1.8). On a de plus une équivalence canonique de topos :
can- . LOC@(m)(LOCp(E)) — Locp/(E),
qui s’insére dans un diagramme commutatif & isomorphisme prés

can -

Locy(m(Loc,(E))

Loc,/ (E)

Loc,(E)

321 ou ¢ est le morphisme canonique (8.4.2.1).
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8.4.4. Les topos localisés ne semblent présenter un intérét que dans le cas des topos
provenant de la géométrie algébrique ou tout au moins que dans le cas des topos possé-
dant des propriétés de finitude convenables. Ainsi, lorsque E est le topos des faisceaux
sur un espace topologique séparé, on constate immédiatement (a I’aide par exemple de
8.2.9) que les topos localisés sont des topos ponctuels. Par ailleurs dans ce cas, la catégo-
rie Point(FE) est discréte et la situation décrite en 8.4.2 est triviale. En revanche, soient
E = Top(X) le topos des faisceaux pour la topologie de Zariski sur un schéma X, x in
point de X, O, I'anneau local de X en x, Y = spec(O, ). On constate que

Loc, (E) = Top(Y).

Pour d’autres exemples provenant de la topologie étale, nous renvoyons a I'exposé VIII
du présent séminaire.

8.4.5. Lorsque E est localement cohérent (2.3), les topos localisés Loc,(E) sont co-
hérents (on peut dans (8.4.2.1) se borner aux X € Vois(p) qui sont algébriques et cohé-
rents et appliquer alors 8.3.13). Pour tout morphisme de pointsm : p’ — p,le morphisme
de topos m- : Loc, (E) — Loc,(E) est cohérent (8.3.14).

8.4.6. On appelle topos local un topos X tel que le foncteur I'(X, —) = «section
sur X » (IV 4.3) soit un foncteur fibre (IV 6). Le point correspondant a ce foncteur fibre
est appelé le centre du topos local. Lorsque E est localement cohérent, les topos locali-
sés sont des topos locaux (1.2.3, 8.5.2 et 8.5.7). Le centre de Loc,(E) est canoniquement
isomorphe a 6,(id,) (8.4.3.1)). L'image du centre de Loc,(E dans E est isomorphe a p.
Le topos localisé Loc,(E) muni du morphisme canonique Loc,(E) — E est la solution
du probléme universel (2-universel !) qui consiste a envoyer des topos locaux dans E de
facon a envoyer le centre « sur » p.

8.4.7. A propos des topos locaux, il se pose un certain nombre de problemes que les
rédacteurs n’ont pas abordés. Ainsi, si X est un topos local, 'objet final e de X possede
un ouvert maximal U # e. Le complémentaire Y de U est un topos local qui ne posséde
pas d’ouvert non trivial. Un tel topos est-il ponctuel ? Soit U un topos et X = (U, ® :
U — (Ens)) en topos obtenu par recollement. Quelles sont les conditions sur le foncteur
de recollement @ pour que X soit un topos local ?

8.5. Structure des faisceaux d’une limite projective filtrante de topos.

8.5.1. Dans ce numéro, F = (F;);c; est un %-topos fibré sur une petite catégorie
cofiltrante 1. On choisit un biscindage (7.1.4) de F, i.e. pour tout f € FI({) : i — jon
choisit des morphismes des topos f. : F; — F; tels que f* : F; — F; soit le foncteur
image inverse pour la structure fibrée. On a alors des isomorphismes canoniques c; ,
possédant une propriété de cocycles (7.1.3). On note Fla limite projective du topos fibré
F (8.2.3) et pour tout i € ob I, on note

(8.5.1.1) u; . F— F,

le morphisme canonique (8.1.3). On note Top(F) le topos total de F (7.4.3,3). D’apres
8.2.9, le foncteur canonique F — F définit un morphisme de topos

(8.5.1.2) Q : F — Top(F).

322

Le topos Fs’identifie a Homg, ;- (I°, F") (8.2.9) et le topos Top(F) s’identifiea Hom .(I°, F")

(7.4.7). Ces identifications faites, le morphisme Q n’est autre que le morphisme de plon-
gement de Hom,,,;-(I°, F') dans Hom.(I°, F") (8.2.9) et pour tout objet M de F, on
a

(8.5.1.3) Q.(M) = (i — p;(M)).
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D’apres 7.4.3.4, on a pour tout i € ob I, un morphisme de topos
(8.5.1.4) a; : F; — Top(F).

Le diagramme

(8.5.1.5) \ /
(@) @;

Top(F)

n’est pas commutatif en général (méme a isomorphisme pres). Mais on a, par définition
des morphismes en présence, un isomorphisme canonique

(8.5.1.6) a’ Q. =~ i,

Lorsque i est un objet final de I, @; est un plongement admettant une rétraction f; :
Top(F) — F; (7.4.12) et le diagramme

F Hi F.

(8.5.1.7) /
0o B

Top(X) ,

est commutatif a isomorphisme canonique pres.

PROPOSITION 8.5.2. Soit j — M un objet de Top(F). Il existe un isomorphisme fonc-
toriel

(8.5.2.1) Q" (j» M;) = li_r)n/,tiMj.
ID
Un objet de Top(F) (7.1.3) consiste en la donnée d’une application j = M;, M; € ob F),
et en la donnée, pour tout morphisme f : i — j, d’'un morphisme
(8.5.2.2) by M; — f.M,
ou de maniére équivalence par adjonction, d'un morphisme
(8.5.2.3) Pyt [*M; — M,
les morphismes ﬂj’, étant soumis a la condition que pour tout couple de morphismes

VA N .
composables i — j — k, le diagramme ci-apreés soit commutatif :

%k f*ﬁé *
frg" M f M;
(8.5.2.4) o f 8
; Bes
(8f)" M M;

Rappelons de plus (8.1.3.1.) que pour tout morphisme f : i — j, on a un isomorphisme
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~ g
bs: f.u; — mj, et que pour tout couple de morphismes composables i — j — k, on a
un diagramme commutatif :

Ce.f

(8.5.2.5) g fH; (8S)-Hi
|g'(bf) |bgf
bg
8Hj Hi
Soit alors f : i — jun morphisme de I. Notons
(8.5.2.6) ty i (M) — pi(M;)

b Hi (B

f . iNf .
le morphisme composé ,u;’-‘(Mj) — ,u;‘(f*(Mj)) —— u;(M,;). Nous laissons au lec-
teur le soin de vérifier que la commutativité des diagrammes (8.5.2.4)) et ((8.5.2.5) en-
traine que pour tout couple de morphismes composables i — j — k, on a

Par suite on a défini un foncteur I° — F dont on peut considérer la limite inductive
li_n} u;(M;). Soit alors N un objet de F. On a
Io

(8.5.2.8) Hom(li_r)n u(M;),N) ~ l(in Hom(u}(M;), N),
I° I

d’ou, par adjonction, un isomorphisme

(8.5.2.9) Hom(li_n)l ui(M;),N) =~ l(iilHomFi (M, pj (N)).
I° I°

On se propose d’interpréter le deuxiéme membre de (8.5.2.9). Pour cela, notons, pour
tout morphisme f : i — j, par

ds - Homp, (M), p.(N)) — Homp, (M, ;. (N).

le morphisme de transition du systéme projectif qui figure dans (8.5.2.9)). Il résulte de la
définition des morphismes 7, ((8.5.2.6) que I'application d ; associe a un morphisme

u : M; — p; (N)

1
le morphisme
dp(u;) : M; — p;, (N),
obtenu en composant les morphismes

Py [y by

Par suite un élément du deuxiéme membre de (8.5.2.9) s’interpréte comme une famille
de morphismes u; : M; = u; (N),i € ob [, telle que pour tout f : i — j, le diagramme

M; J+«(M;)

uj| |f*(ul)

= f*/’lz*(N)

325
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soit commutatif, c’est-a dire comme un morphisme de la section (i = M;) € Hom,.(I°, F')
dans la section Q,(N). On a donc un isomorphisme fonctoriel

Hom(lim 4, (M;), N)) ~ Hom((i = M), Q,(N));
16
d’ou la proposition par adjonction.

ProposITION 8.5.3. Si pour tout f @ i — j € FI(I) les foncteurs f, : F; — F;
commutent aux petites limites inductives filtrantes, on a, pour tout section (i — M;) €
Homj(I°, F') :

(8.5.3.1) 0,0*(i» M) ~im h_n)q fM
fij—i

Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter en termes des i (8.5.2.2) et des ¢/ , (8.5.1)
les morphismes de transition des systémes inductifs (f : j — i) = f,(M;) et les mor-

phismes de transition de la section i — hmf f«M;. Comme les foncteurs f, com-
Jjoi
mutent aux limites inductives filtrantes, la section i — lim f«M; est cartésienne.
g
De plus on a un morphisme naturel u de (i = M;) dans la section (i - h'_r)nf fM;),
Jjoi

et il est clair que tout morphisme de (i = M;) dans une section cartésienne se factorise
d’une maniére unique par u, d’ou 'isomorphisme (8.5.3.1).

COROLLAIRE 8.5.4. Sous les hypothéses de 8.5.3 le foncteur Q, commute aux petites
limites inductives filtrantes.

Soit @ = N“ un petit systeme inductif filtrant de F. Posons M* = Q_(N?%), de sorte
que M“ est une section i = M7 . Ona N% ~ Q*Q,(N%) et comme QO commute aux
limites inductives, on a 11m N* ~ Q* (hm M?*). Les limites inductives dans Top(F) =

Hom,.(I°, F') se Calculent ﬁbre par ﬁbre On a donc 11m M~ (G- 11m M). En vertu
de (8.5.3.1), on a
0,(im N%) ~ 0,0*(tim M%) =~ i+ lim £, (lim M?).
a a fij—i a
Comme les foncteurs f, commutent aux limites inductives filtrantes, il vient :
0.(im N =i lim lim (M) =i > lim lim £.(M})  lim O, (N°).
a fij—i @ a frjoi a
COROLLAIRE 8.5.5. Si les foncteurs f, : F; — F; commutent aux petites limites induc-
tives filtrantes, on a, pour tout objet i de I et pour tout M; € ob F;

(8.5.5.1) ﬂ[*ﬂ?(M[) = 11_1’)1’1 f*f*(M,)
fij—i

Quitte a faire le changement de base /i — I, on peut supposer que i est un objet final de
I (8.2.1). Le morphisme yu; : F — F; est alors le morphisme composé des morphismes
(8.2.9) et (7.4.12) :

Q : E_)FNa
p; i (ap,af) : F~ — F,.

On a donc y;'(M;) ~ Q*pj(M;), ou f;(M;) est la section (f : i — j) — f*(M;) dont
les morphismes de transition sont déduits des c; ,. L’assertion résulte alors de 8.5.3.
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COROLLAIRE 8.5.6. Sous les hypothéses de 8.5.5, les foncteurs
Hiy - <F_ - E
commutent aux limites inductives filtrantes.

Le foncteur y;, est composé du foncteur Q, qui commute aux limites inductives
filtrantes, et du foncteur « restriction a la fibre en i », qui commute aux limites inductives.

COROLLAIRE 8.5.7. Sous les hypothéses de 8.5.3, soient i un objet de I et X un objet de
F; tel que le foncteur Hom(X, —) sur F; commute aux limites inductives filtrantes. Alors le
foncteur Hom(y; (X ), —) commute aux limites inductives filtrantes et pour tout objet M;
de F; on a

(8.5.7.1) Hom(uf (X). i} (M,)) = lim Hom(f*(X), f*(M,)).
fij—i

Pour tout objet (j = M) de Top(F) on a
(8.5.7.2) Hom(y;(X),0*(j = M))) =~ h_n)q Hom(f*(X), M ).
fij—i
Le foncteur Hom(u} (X), —) est isomorphe au foncteur Hom(X, y;,(—)) et ce dernier
commute aux limites inductives filtrantes (8.5.4). D’aprés (8.5.5.1), on a
Hom(u; (X)), i (M})) = Hom(X,, p., i (M;)) =~ Hom(X, lim f, f*(M))),
fij—i
d’ou la formule (8.5.7.1)). De méme, d’aprés ((8.5.3.1), on a
Hom(u} (X), 0*(j = M) = Hom(X, 4,,Q"(j = M) ~ Hom(X, lim f,(M))).
fij—i
d’ou la formule (8.5.7.2). 328

ProrosITION 8.5.8. Soient G — I un %-topos fibré et m : F — G un morphisme
cartésien de topos fibrés (7.1.15). On utilise pour G les notations introduites en 8.1.1. Soit m :
F — @G le morphisme déduit de m par passage a la limite projective (8.1.4). Le diagramme
de topos et de morphismes de topos :

F Top(F)
(8.5.8.1) m m~
G Top(G)
est commutatif a isomorphisme pres. Pour tout objet N de F, on a
(8.5.8.2) m,(N) = lim im0, ().
T

La commutativité du diagramme (8.5.8.1) résulte immédiatement des définitions (8.2.8
et 8.5.1). On a m (N) ~ Q*Q,m.(N) et, en vertu de la commutativité de (8.5.8.1)),
ﬂ*(N o~ Q*mgé*(N). Par suite,;n a un isomorphisme ﬂ*(N) ~ Q*m7(j v pj (N)).
Le foncteur m; n’est autre que le foncteur Hom.(1°, m,) (7.4.10), et par suite on a un
isomorphisme canonique lﬂ*(N) ~ Q*(j » mj,p;,(N)). La formule (8.5.8.2) résulte
alors de 8.5.2.
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PROPOSITION 8.5.9. Avec les hypothéses et notations de 8.5.8, on suppose de plus que
pour tout objet i de I, le foncteur m;,, : F; - G; commute aux limites inductives filtrantes
et que pour tout morphisme f @ i — j de I le foncteur f, : F; — F; commute aux
limites inductives filtrantes. Alors le foncteurm,, : F — G commute aux limites inductives

filtrantes, et pour tout objet (i — M) de Top(F) on a un isomorphisme canonique :

(8.5.9.1) rﬁ*Q*(i = M)~ li_r)n,u}kmj*(Mj).
IO
329 La premiére assertion résulte de (8.5.8.2)) et de (8.5.6. D’apres (8.5.8.2)) et ((8.5.3.1),

on a un isomorphisme fonctoriel :

m, Q" (i = M;) ~ lim piim;, (lim f,(M))).
i fij—i
En utilisant la commutation des m;, aux limites inductives filtrantes et les isomorphismes
mi*f* = f*mj* (7.1.6), on obtient :

m, Q" (i > My) = lim  (lim f,m;,(M)).
i fij—i
Comme les foncteurs u; commutent aux limites inductives, il vient :

’ﬁ*Q*(l = M;) ~ h_n;l h_I)n ﬂ;kf*mj*(Mj)-
i fijoi
Ce dernier objet peut étre interprété comme une limite inductive sur la catégorie FI(1)°
ou FI(/) est la catégorie des morphismes de I. Soit alors ¢ : I — FI(1) le foncteur qui
associe a tout objet i de I le morphisme identique de I. Le foncteur ¢° : I° — FI(I°) est
cofinal et par suite (I 8.1) on a un isomorphisme canonique
Q*Q*(i - M)~ li_r)n,u}kmj*(Mj).
Io

CoOROLLAIRE 8.5.10. Sous les conditions de 8.5.9, pour tout objet i de I et tout objet M;

de F;, on a un isomorphisme canonique

(8.5.10.1) mypf (M;) = lim pym, f*(M;).
fij=i

La démonstration est analogue a celle du corollaire 8.5.5.

REMARQUE 8.5.11. Rappelons que le foncteur image directe par un morphisme cohé-
rent entre topos cohérents commute aux limites inductives filtrantes (5.1). Par suite les
propositions 8.5.3 a 8.5.7 et 8.5.9, 8.5.10 s’appliquent lorsque les topos fibrés envisagés
sont cohérents et les morphismes de topos fibrés envisagés sont cohérents.

8.6. 7%-topos fibrés annelés.
8.6.1. On dit qu'un %-topos fibré est annelé s’il est muni d’un faisceau d’anneaux
330 sur le site total (7.4.1). Soit p : F — Iun %-topos fibré. Choisissons un biscindage (7.1.4).
Il résulte de 7.4.7 que se donner un faisceau d’anneaux sur Frevient a se donner, pour tout
objet i de I, un anneau A; de F;, et pour tout morphisme f : i — j, un morphisme ¢ :
A; = [,A;, lafamille des ¢ ; étant soumise a des conditions de compatibilité explicitées
dans loc. cit.. Les morphismes de topos f. : F; — F; sont donc des morphismes de topos
annelés (respectivement par A; et A;) (IV 11), et la structure annelé sur F et le choix des
morphismes f. fournit un pseudo-foncteur de I dans la 2-catégorie des topos annelés.
Réciproquement, lorsqu’on se donne un tel pseudo-foncteur, on peut reconstruire un
%-topos fibré annelé qui lui donne naissance.
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8.6.2. On peut comme en 8.1, définir la notion de limite projective d’'un %-topos
annelé (F;, A;,i € I). Nous supposerons que cette généralisation immédiate a été faite
et nous appliquerons librement a cette situation le langage introduit dans 8.1. Lorsqu’elle
existe, cette limite projective est un %-topos annelé (H, B), et on a pour tout objet i de I
des morphismes de topos annelés u; : (H, B) — (F;, A;). Sile topos fibré F (non annelé)
admet une limite projective l(iiqtop F;, et si le systeme inductif d’anneaux i — uj(A;)

I
admet une limite inductive li_n}I u: A; dans la catégorie des anneaux de l(iiﬁop F; (ce qui
I
est toujours le cas si I est petite) alors le topos annelé l(ir_ntop F;, h_r)n Ui A;) est de facon
10

évidente une limite projective du topos fibré annelé considéré.

8.6.3. Les formules du numéro 8.5. établies pour les faisceaux d’ensembles sont va-
lables pour les faisceaux abéliens. Elles sont aussi valables pour les faisceaux de modules,
a condition d’interpréter les foncteurs images inverses qui y figurent comme des fonc-
teurs images inverses au sens des faisceaux de modules (IV 1.1). Nous en laissons la
vérification au lecteur.

8.6.4. Soit(p : F— I, A) un %-topos fibré annelé sur une catégorie cofiltrante. On
ditque (p : F — I, A) est %-topos fibré annelé plat a droite (resp. a gauche) si pour tout
morphisme f* ! i — j, le morphisme f. : (F;, A;) — (F}, A;) est un morphisme plat a
droite (resp. a gauche) de topos annelés (V 1.8). Supposons [ essentiellement petite. Alors
le morphisme de topos annelé Q : (l(iLntop Fl-,(li_r)n[o u:(A;)) — Hom(I°, F'), A)
(8.5.1) est plat a droite (resp. a gauche),l comme il résulte de la définition et de 8.5.2,
et ceci est valable sans hypotheses de platitude sur les morphismes de transition f.. Si
on suppose de plus que (p : F — I, A) est un %-topos fibré annelé plat a droite (resp. a
gauche), les morphismes y; : (l(iiltop F;, (li_r)nlo Ui A;) = (F;, A;) sont plats a droite (re-
sp. a gauche). Ceci résulte de ce ({ue I'image inverse d’'un module plat est plat (V 1.7.1), et
de ce qu’une limite inductive filtrante de Modules plats est un Module plat. On démontre
par les mémes arguments le fait suivant : Sim : (F;, A;,i € I) = (G;, A;,i € I) estun
morphisme cartésien de %-topos fibrés annelés sur une catégorie cofiltrante essentiel-
lement petite et si pour tout objet i € ob([), le morphisme m; est plat a droite (resp. a
gauche), alors le morphisme m déduit de m par passage a la limite projective est plat a
droite (resp. a gauche).

8.7. Cohomologie des faisceaux d’une limite projective de topos.

8.7.1. Dans ce numéro, I désigne une petite catégorie cofiltrante, (p : F — I, A)
et (q : G — I,B) deux %-topos fibrés annelés,m : (p : F - I,A) - (g : G —
1, B) un morphisme de U-topos fibrés annelés. On suppose que pour tout morphisme
f i — jde I les foncteurs dérivés R" f,, n € N, du foncteur f, : Mod(F}, 4;) —
Mod(Fj, A;) pour les modules, commutent aux limites inductives filtrantes, et que pour
tout objet i € I, les foncteurs dérivés R"m;, du foncteur m;, : (F;, A;) — (G;, B;) pour
les modules*’ commutent aux limites inductives filtrantes. Rappelons que ces hypothéses
sont satisfaites lorsque les catégories F;, G; (i € ob(I)) sont cohérentes et lorsque les
morphismes f. : F; — F,(f 1i—->j€ Fi(Il))etm; : F; —- G;, (i € I) sont
cohérents (5.2). On utilise les notations de 8.5.1. De plus on note A (resp. B) le faisceau
li_r)n,u?‘(Ai) (resp. li_r)n,u;k(B,-)). Enfin pour les Modules, on utilise la notation ,u,-_l pour

20. Pour fixer les idées nous prendrons les modules a gauche.

331
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désigner I'image inverse au sens des faisceaux abéliens en réservant la notation y; pour
I'image inverse au sens des Modules (IV 11).

332 LEMME 8.7.2. Soit j = M un A-Module injectif de Top(F). Alors Q*(j — M;) est un
A-Module acyclique pour m,, et pour touti € ob(I), M; est flasque.

Soient i € ob(I) et ¢; un objet final de F;. Le U-topos fibré F), — I est déduit de
F — I par le changement de base I;; — I. Le faisceau j — M étant injectif est flasque
(V 4.6). Sa restriction au topos localisé F,, est flasque (V 4.12). Le foncteur de restriction
de F), a F; est un foncteur image directe par un morphisme de topos (7.4.12). Par suite,
il transforme les Modules flasques en Modules flasques (V 5.2). Donc M; est flasque.

Démontrons la premiére assertion du lemme. Posons N’ = Q*(j = M;). D’aprés
(8.5.3.1)), on a, pour tout i € ob(/

HW(N') = 1,0°( = M) = lim f,(M)).
fij—i
En utilisant ’hypothése (8.7.1), on voit que le faisceau N’ posséde la propriété suivante :

(P) Pour tout objet i € ob(I), u;,(N') est m;,-acyclique, et pour tout morphisme
f ii—jdel, p; (N')est f,-acyclique.

Il suffit de montrer que tout objet N’ qui possede la propriété (P) est m,-acyclique.
Comme les injectifs possédent la propriété (P), il suffit de vérifier les deux p?opriétés sui-
vantes (V 0.4) : Pour tout suite exacte0 - N’ — N” — 0,ou N’ et N possédent la pro-
priété (P), (a) N” posséde la propriété (P) et (b) m,(N) — m,(N") est un épimorphisme.
La vérification de (a) est triviale. Vérifions (b). Posons K = coker(Q.(N'") — Q.(N)) de
sorte que K est la section (i » K; = coker(u;,(N') = u;,(N))). Pour tout f : i - j,
on a un diagramme commutatif

0 — fibtix(N") — fuptin(N) — f.(K}) —0

| ]

333 Comme p;,(N") est f,-acyclique, la suite horizontale du haut est exacte. Comme i —
Ui (N') eti — u; (N) sont des sections cartésiennes, les deux premiers morphismes
verticaux sont des isomorphismes. Par suite le morphisme canonique K; — f,.(K;) est
un isomorphisme et i = K; est une section cartésienne. Donc K est de la forme Q. (K"),
et les morphismes canoniques Q,(N) — Ket K — Q,(N") sont de la forme Q,(u) et
0. (v) respectivement, car Q,, est pleinement fidéle. Comme Q* est exact et comme Q*Q,,
est isomorphe a l'identité, v est un isomorphisme et par suite Q.. (v) est un isomorphisme.
La suite 0 - Q. (N’) - Q,(N) = Q.(N") — 0 est donc exacte et par suite, pour tout
objeti de I,la suite 0 — u;,(N) > p;,(N') = u;,(N") - 0 est exacte. Comme y,,(N")
est m;,-acyclique, la suite 0 — m;, u; (N") — m; pu;,(N) — m; p; (N") — 0O est exacts.
De plus on a un isomorphisme My = li_r)np ,uj‘lmj*,uj* (8.5.8.2). Le foncteur ;4]-_1 est exact

et les limites inductives filtrantes sont exactes. Donc la suite 0 - m, (N') - m (N) —
m,(N") — 0 est exacte.

THEOREME 8.7.3. Les notations et hypotheses sont celles de 8.7.1. Pour tout entiern € N,
le foncteur dérivé R"m, commute aux limites inductives filtrantes, et on a un isomorphisme
fonctoriel pour tout A-Module j — M :

(8.7.3.1) R'm,Q*(j — M) ~ li_n)1,u;‘.‘R”mj*(Mj).
Iﬂ
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On a Q~!(A) = A, et par suite I'image réciproque pour les Modules est isomorphe a
I'image réciproque pour les faisceaux abéliens. On en déduit par 8.5.8.2 que pour toute

. . . . . . -1 JURT
section j = M, on a un isomorphisme canonique h_r)nlo Hi (M) ~ h_r)nlo H;(M;). De
plus, sous les hypothéses de 8.7.1, on a un isomorphisme canonique (8.5.9.1) m,Q*(j —
M;) ~ li_r)np Mjflmj*(Mj). Comme pour tout injectif j — M;, les M; sont flasques et
Q*(j = M;) est acyclique pour m, (8.7.2), on a un isomorphisme R"m,(Q*(j = M;)) ~
li_n)qp ,uj_lR"m i«(M), d'ou la formule (8.7.3.1) en utilisant ce qui précede. La premiere

assertion résulte immédiatement de la formule (8.7.3.1).

COROLLAIRE 8.7.4. On a des isomorphismes fonctoriels pourn € Z :

(8.7.4.1) R”m*(N) ~ li_r)n,u}kR”mj*uj*(N)).
Io

En effet N est isomorphe a Q*(j — Hjs(N)).

COROLLAIRE 8.7.5. Pour tout objet i de I, pour entier n et tout A;-Module M;, on a un
isomorphisme fonctoriel

(8.7.5.1) Rnﬂ*uf(Mi) ~ h_r)n H; R'mj, f*(M).
fij—i

Quitte a faire le changement de base I,; — I, on peut supposer que i est un objet final
de I (8.2.1). L’objet u;'(M;) est alors isomorphe a Q*(f : j — i) = f*(M;)) (cf. 8.5.5).

COROLLAIRE 8.7.6. Soit i un objet de I et n un entier. On a un isomorphisme fonctoriel
en la section j — M :
(8.7.6.1) R'm; Q*(j » M;) ~ 11_1’)1’1 R'f.(M)).
fij—i
On a un isomorphisme en le A-Module N :

fij=i
On a un isomorphisme fonctoriel en le A;-Module M; :
(8.7.6.3) Ry i (M) = lim R"f, f,(M))).
fij—i

Les foncteurs R" y;,, commutent aux limites inductives filtrantes.

En faisant le changement de base I, — I on se ramene au cas ou i est un objet
final de I. Les formules (8.7.6.1)) et ((8.7.6.2) sont alors des cas particuliers des formules
(8.7.3.1)), ((8.7.4.1) et (8.7.5.1), respectivement obtenus en prenant pour G le topos fibré
constant de fibre F; et pour morphisme m le morphisme (f., f € ob({);)). La derniére
assertion résulte de (8.7.6.2) compte tenu de (8.5.4).

CoOROLLAIRE 8.7.7. Soienti un objet de I, X un objet de F; tel que les foncteurs H" (X, —),
n € N, commutent aux limites inductives filtrantes. On a pour tout n un isomorphisme
canonique fonctoriel en le A;-Module M; :

(8.7.7.1) H"(uf (X), pf (M) = lim H"(f*(X), f*(M)))
fij—i

334
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et les foncteurs H" (u; (X), —) commutent aux limites inductives filtrantes. En particulier si
les foncteurs H"(F;, —) commutent aux limites inductives filtrantes, les foncteurs H"(F, —)

commutent aux limites inductives filtrantes, et on a des isomorphismes canoniques, foncto-
riels en les A;-Modules M;

(87.7.2) H'(F, 4 (M) = lim H"(E}, f*(M)).
fij—i

Il résulte de (V 5.3) qu’on a deux suites spectrales

'EPY = lim HP(X,ROf,[*(M) = lim HPY(f*(X), f*(M)
fij—i fij—i
"EY? = HP(X, ROy pf (M) = HPY(uf(X), uf (M),

et de (8.5.7.1) qu’on a un morphisme entre ces deux suites spectrales. Comme les HPt9(X, —)
commutent aux limites inductives filtrantes, il résulte de (8.7.6.2) que ce morphisme de
suites spectrales est un isomorphisme au niveau des E?. Par suite il induit un isomor-
phisme sur les aboutissements, d’ou (8.7.7.1). Pour tout A-Module N, on a une suite
spectrale (V 5.3).

ED? = HP(X, R9p;,(N)) = HP*9(uf (X), N).

La condition aux limites inductives filtrantes des foncteurs H"(u; (X, —)) résulte alors
des propriétés analogues des foncteurs H"(X, —) et R" ;,. (8.7.6).

REMARQUE 8.7.8. Lorsque les topos F, j € ob([) sont cohérents et lorsque les mor-
phismes de transition sont cohérents, I’hypothése faite sur X (resp. F;) dans 8.6.7 est
satisfaite lorsque X (resp. F;) est cohérent (5.2). On sait d’ailleurs que dans ce cas y; (X)
(resp. F) est cohérent (8.3.13).

336 COROLLAIRE 8.7.9. Soient i un objet I, M; un A;-Module a gauche, L; un A;-Module a
droite possédant la résolution du type :

Py— Py 4 ——PFyg— L —0

ou, pour tout entier k, P, ;. est isomorphe a une somme directe finie d'objets de la forme A; x
(IV 11.3.3), ou X vérifie les hypotheses de 8.7.7. Si, outre les hypotheéses de 8.7.1, le topos fibré
F est plat a droite (8.6), on a des isomorphismes canoniques, pourn < k-1 :

(8.7.9.1) Exty(E), i (L)), uf (M) = lim Ext} (F, f*(L,), f*(M)).
fij—i

Notons P; la résolution de L;. Comme F est plat & droite, pour tout f : j — i, f*(P; )
est une résolution de f*(L;) et ;' (P; ) est une résolution de y;"(L;) (8.6). Ces résolutions
permettent de construite deux suites spectrales qui convergent respectivement vers les
deux membres de (8.7.9.1), et un morphisme entre ces deux suites spectrales. Au niveau
des EP? ce morphisme est un isomorphisme (8.7.7.1). Il induit donc un isomorphisme
sur les aboutissements.

9. Appendice. Critere d’existence de points
par P. DELIGNE

ProrosITION 9.0. Tout topos localement cohérent S a assez de points.
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La question étant locale sur S, on peut supposer le topos .S défini par un site S,
dans lequel est limites projectives finies sont représentables et tel que tout recouvrement
fi  U; = U admette un sous-recouvrement fini. Il suffit de prouver quesi f : & - G
n’est pas un monomorphisme, alors, il existe un point x de § tel que £, ne soit pas injectif.
Par hypothese, il existe u € ob S et 8, 8’eF(U) tels que $#8' et f(S)=r($’). Remplacant &
par &/U, on se ramene au

LEMME 9.1. Si § et 8’ sont deux sections globales distinctes d’un faisceau § sur un site
S vérifiant les hypothéses précédentes, alors, il existe un point x de § tel que S, #S..

Soit P = (U,);cy un systéme projectif dans &, indexé par un ensemble ordonné fil-
trant I. Pour tout faisceau # sur &, on pose P(H) = h_n} JC(U,;), etpour tout V€ Ob S,
on pose P(V) = li_r)nHom(Ul-, V). Les foncteurs P(#) et P(V') commutent aux produits
fibrés. Si le foncteur P(V') transforme les recouvrements en familles surjectives de fonc-
tions, c’est un morphisme de sites du topos ponctuel dans &, et P(J() est le foncteur
fibre correspondant.

Si P = (Uy)es et Q = (V));ey sont deux systemes projectifs dans &, on dit que Q
raffine Psi I est une partie de J munie de l'ordre induit et si P est la restriction de Q a
J. On dispose alors de morphismes de foncteurs de P(') dans Q(F) et de P(V') dans
o).

Quel que soit Pcomme plus haut, on notera §, et ) les images dans P(7) de Set §’.
Le lemme 9.1 résulte du lemme suivant, dans lequel on prend pour Ple systéme projectif
indexé par {0} et réduit a I’objet final de &.

LEMME 9.2. Quel que soit P comme plus haut vérifiant S,+8), il existe Q raffinant P,

vérifiant S +8), et tel que, quels que soient le recouvrement f; . V; = Vet f € Q(V), f
soit dans I'image d’un des Q(V}).

On prouvera tout d’abord :

LEMME 9.3. Soient P = (U,);¢; vérifiant les hypothéses du lemme 9.2, f; © V; = Vun
recouvrement fini dans 8, et f € P(V'). Il existe Q raffinant P, vérifiant Sy+5|, et tel que
Iimage de f dans Q(V') soit dans I'image de 'un des (V;).

Il existe i, € T et f' € Hom(U; , V') qui définissent f. Pour i > i,, posons U,

U; Xy, V), ce produit fibré étant défini par f’. On sait que (V}) est un recouvrement de V,
donc que U; ; est un recouvrement de U; ; la fléche suivante sera injective (pour i > i) :

FU) — [[7W.0
k

Passant a la limite, compte tenu de ce que les produits finis commutent aux limites in-
ductives filtrantes, on voit que

PF) — [[limF @0
k

estinjectif, donc qu’il existe k tel que §, et 5, aient des images distinctes danslim ~ F (U, ).

—i>i,
Soit alors I, = {i|li > i, eti € I}, et J = I [] I,. On ordonne J en disant que j’ < j” si
les images de j’ et j” dans I satisfonta j’ < j” etsionn’spasj’ € I, j” € I.Les U, et
U, sont indexés par J, et forment un raffinement Q de P, tel que S,#8/, , et que I'image
de fdans Q(V) soit dans I'image de Q(V}).
LEMME 9.4. Soit P = (U,),cy vérifiant les hypothéses du lemme 9.2. Il existe Q raffinant

P, tel que Sy+58)), et tel que pour tout recouvrement fini (V) d’un ouvert V de S, et tout
f € P(V), 'image de f dans Q(V') soit dans I'image de I'un des Q(V},).
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Soit E I'ensemble des triples formés d’un ouvert V' de .S, d’un recouvrement fini (V})
de Vetde f € P(V). Soient < un bon ordre sur E et E I'ensemble déduit de E par
adjonction d’un plus grand élément, noté co. On va définir par récurrence transfinie sur
e € E des raffinements 0, de P, vérifiant 80,#8p, €t tels que

(i) sie’ <e,alors Q, raffine Q,/.
(ii) sie = (V,(Vy), f), alors 'image de f sans Q,(V') se trouve dans I'images de I'un
des Q,(V)).

Supposons les O, déja définis pour e’ < e. Si e est le premier élément de E, posons
Q, = P Si e aun prédécesseur e — 1, posons Q, = Q,_;. Sinon, soit Q, le systéme
projectif d’ensemble d’indices U,s I,/ qui raffine les Q,/ pour e’ < e. Dans ce cas, on a

04(F) = lim 0,/ (%)
e/ <e
339 de sorte que, dans tous les cas, Q) raffine les Q,, pour e’ < e et vérifie SQé;éS’Qé.
On obtient le systeme projectif Q, requis en appliquant le lemme 9.3a Q, etae =
(V,(V}), f) (resp. en prenant Q, = Q}, si e = ).
Le systéme projectif O, vérifie le lemme 9.4.
Le lemme 9.4. permet de définir, par récurrence sur n, une suite Q, = (U;);¢;, de
systémes projectifs dans & telle que
i 0.=P
(i) O, raffine Q,
(ii) 8o, £}
(iv) Quels que soient le recouvrement f; : V), = Vet f € Q,(V),I'image de f dans
0,.41(V) se trouve dans I'image de I'un des Q,, (V).
Le systeme projectif Q, d’ensemble d’indices la réunion des /,,, qui prolonge les dif-
férents Q,,, vérifie alors le lemme 9.2. La démonstration montre de plus que :

COROLLAIRE 9.5. Soit § un site, dans lequel les produits fibrés sont représentables et
tel que tout recouvrement dans & admette un sous-recouvrement fini. Soit e le cardinal
sup( ),, card(Fl &)). Alors il existe un ensemble trés dense de points de S, tel que

(i) card(X) < 2¢
(ii) six€ X etU € Ob S, alors card(U,) < c.
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EXPOSE VII

Site et topos étales d’'un schéma

A. Grothendieck

Dans le présent exposé et le suivant, nous développons les propriétés les plus élémen-
taires relatives a la topologie et la cohomologie étales. Les développements du présent
exposé concernent certaines propriétés valables pour l'essentiel pour d’autres topolo-
gies tres différentes, telle la « topologie fppf ». Dans I'exposé suivant seront développées
des propriétés assez spéciales a la topologie étale, tenant a la nature tres particuliere des
morphismes étales.

Nous suivons partiellement ici trois exposés oraux de J.E. Roos (qui n’avaient pu étre
rédigés par lui), notamment dans la démonstration, de VIII 6.3.

Sauf mention expresse du contraire, il sera sous-entendu que les schémas envisagés
dans le présent exposé er les suivants sont éléments de I'univers fixé %.

1. La topologie étale

1.1. Nous désignerons par (Sch) la catégorie des schémas (éléments de 1'Univers
fixé %). Rappelons qu'un morphisme f : X — Y dans (Sch) est dit étale s’il est loca-
lement de présentation finie, plat, et si pour tout y € Y, la fibre X y est discréte, et ses
anneaux locaux sont des extensions finies séparables de k(y). Il revient au méme de dire
que f est localement de présentation finie, et que pour tout Y - schéma Y’ qui est affine
(au sens absolu) et pour tout sous-schéma Y] défini par un Idéal nilpotent, I'application

Homy(Y', X) — Homy(Yy, X)

est bijective. Pour les propriétés les plus importantes de cette notion, je renvoie a EGA IV
§§17 et 18, et en attendant 4 SGA 11 et IV.

1.2. On appelle topologie étale sur (Sch) la topologie engendrée par la pretopologle

pour laquelle, pour tout X € (Sch), I'ensemble Cov X est formé des familles (X; —
X),ey (indexées par un I € U), telles que les u; soient étales et X = Ul, u;(X;) (au sens
ensembliste).

Il est commode d’associer a tout X la sous-catégorie Et;y de (Sch),y formée des
fleches X’ — X qui sont étales. On la munira de la «topologie induite » (III) par la
topologie étale de (Sch), (appelée encore « topologie étale sur X ») et on désignera par

« le site ainsi obtenu (« site étale » de X) * Notons ‘que tout morphisme de Et,y est

etale (SGA 114.8), d’ou s’ensuit qu’'une famille (X/ — X' )ics dans X, est couvrante
si et seulement si elle est surjective i.e. Ui u;(X/) = X'. On voit auss1tot (cf. 3.1) que

X est un U-site donc les résultats des Exp. I a VI sont applicables. Le topos 5(; des
% -faisceaux sur Xy, est le topos étale de X.

20. Notons cependant qu’il serait préférable de désigner par X, le topos )?;t défini par le site étale
de X. Pour des raisons pratiques, nous nous en tiendrons dans ce Séminaire aux notations introduites ici
(qui sont celles du séminaire primitif).
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1.3. Pour la suite, sauf mention expresse du contraire, toutes les notions topolo-
giques que nous envisagerons dans Et;y ou (Sch), s’entendent au sens de la topologie
étale. D’ailleurs, dans le langage et les notations, on écrira couramment X au lieu de X,
ou Et,y. Ainsi, on appellera « faisceau sur X » (sous-entendu : pour la topologie étale)

un faisceau sur le site X,. On désignera par 5(; la catégorie de ces faisceaux, qui est un
U-topos. Si F est un faisceau abélien sur X, on désignera par H'(X, F) ses groupes de
cohomologie, qui seraient notés H'(Xy,, F) dans Exp. V.

1.4. Soit f : X — Yun morphisme de schémas. Alors le foncteur image inverse
f Y s Y %y X
induit un foncteur
(*) & - Bty — Etjy

qui commute aux 1(&1 finies et transforme familles couvrantes en familles couvrantes;
c’est par suite un morphisme de sites

LY

a - Xet — Yero
induisant donc un foncteur sur la catégorie des faisceaux :

s . o —

s b Xeg = Yo
par

ét — *

* (F) - F ° ét*
De plus f£' admet un adjoint a gauche

. = —

ét * Y > Xet

prolongeant celui envisagé dans (), et commutant aux h_r)n quelconques et aux l(&n finies
ie. fi définit un morphisme de topos

—~

Jeo + Xegp — Yy

Evidemment, pour un composé de deux morphisme de schémas

o8
X—->Y—>Z
on a des isomorphismes canoniques
6t ét pét s
(gf)* =8y Jx 5 d’ou
@i =~ fi8e , ie. ona unisomorphisme

(8 et = 8erS et )

(de sorte qu’on obtient un « pseudo-foncteur » (SGA 1 VI 8) de la catégorie (Sch) dans
la catégorie (Top) des topos € %', ou %’ est le plus petit univers tel que % € %’;
comparer IV).



2. EXEMPLES DE FAISCEAUX 199

1.5. Notations. Dans la suite nous écrirons souvent f * f* au lieu de et, et . Si
f © X = Yest un morphisme de schémas, les foncteurs R’ f<! seront donc 51mplement

notés R’ f,.. Rappelons avec ces notations la suite spectrale de Leray pour f, et un faisceau
abélien Fsur X (V 5):

H*(X,F) <= E}* = HP(Y, RIf,(F)).

De méme si 'on a deux morphismes f : X — Yetg : Y — Z, on a une suite spectrale
de Leray (suite spectrale de foncteurs composés)

R*(8/).(F) &= E}? = RPg,(RIf,(F)).

1.6. Lorsque f : X — Yest lui-méme un morphisme étale, on peut considérer X
comme objet de Y, et on a un isomorphisme de sites canonique

X _’( /x-

ét>

Moyennant cet isomorphisme, le foncteur f7 : Y’ = Y’ Xy X de (x) s’identifie au
foncteur changement de base interne dans la catégorie Ety. Il s’ensuit que le foncteur

—~

50 Yy — Xy

[§]

est alors isomorphe au foncteur « restriction a Y»

f*(F)ﬁF°iX/Y,

ou F est un faisceau sur Yy, et iy;y = Xg — Yy est le foncteur évident (consistant
a regarder un schéma étale sur X, u : X’ — X, comme un schéma étale sur Y par

fu: X' —>Y).

1.7. Questions d’Univers. On notera que si X # @, alors X, n’est pas élément
de I'univers choisi #. Cependant, comme nous avons signalé, on voit facilement (3.1)
que l'on peut trouver une sous-catégorie pleine C de Xy, élément de %, satisfaisant aux
conditions du « lemme de comparaison » (II), de sorte que le foncteur restriction induise
une équivalence C - X . Ainsi, le topos étale est équivalent a un topos défini en termes
d’un site C € . En d autres termes, X, est un U-site donc en vertu de loc. cit. les
résultats des Exposés I a VI sont applicables a ce site.

2. Exemples de faisceaux

a) Soit F € Ob(Sch),y un schéma sur X, et pour tout X’ sur X, posons
F(X') =Homy (X', F).

Le foncteur (Sch);y — (Ens) ainsi défini est un faisceau pour la topologie étale
(et méme pour la topologie plus fine fpqc étudiée dans SGA 3 IV). En d’autres
termes la topologie étale sur (Sch) est moins fine que la topologie canonique.
C’est en effet, essentiellement, le contenu de SGA 1 VIII 5.1 (cf. aussi SGA 3
IV 6.3.1). A fortiori, la restriction de ce faisceau a X, est un falsceau On le
désignera encore par F, lorsqu’aucune confusion n’est a craindre *’. Noter aussi
que le foncteur ainsi obtenu

(+) (Sch),y — Xg

20. Mais on fera attention que si X # @, le foncteur ¢ qui a F € Ob(Sch),y associe le faisceau
correspondant @(F) n’est pas pleinement fidéle, ni méme fidéle, et qu’on ne peut reconstituer F (mod.
isom.) connaissant @(F). Par exemple; si S = Speck, k corps alg. clos, la connaissance de @(F) équivaut
a celle de 'ensemble sous-jacent a F seulement (en vertu de VIII 2.4). Comparer IV
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commute aux lim finies (c’est trivial). Cela implique par exemple que lorsque F
est un schéma en groupes (resp. ...) sur X, alors le faisceau qu’il définit est un
faisceau en groupes (resp. ...). Notons que le foncteur Et, y — 5(; induit par (*)
n’est autre que le foncteur canonique, associant a tout X’ € Ob )?gt le fonc-
teur sur X, qu’il représente. C’est donc un isomorphisme de la catégorie Et,y
sur une sous-catégorie pleine du topos étale 5(;, par laquelle nous identifions
généralement un X € Ob X, au faisceau correspondant, qui sera noté X ou
simplement X.

Evidemment on aura H°(X, F) = Homsy,) , (X, F).

Donnons également une interprétation de H'(X, F) lorsque F est un pré-
schéma en groupes sur X (commutatif si I’on veut, de sorte que la définition de
H'(X, F) reléve de Exp. V; pour le cas général on pourra consulter la theése
de J. Giraud %°). Alors des raisonnements bien connus, que je me dispense de
répéter ici, montrent que H'(X, F) est canoniquement isomorphe au groupe
des classes (mod. isomorphisme) de faisceaux d’ensembles sur X, principaux
homogénes sous F*°. Lorsque F est affine sur X, alors SGA 1 VIII 2.1 implique
(toujours par des arguments standards, cf. thése de J. GIrRaUD) que H!(X, F)
est aussi le groupe des classes de schémas Psur X, sur lesquels F opere a droite
et qui sont « fibrés principaux homogeénes sur X au sens de la topologie étale »
i.e. localement triviaux dans le sens de la topologie étale 2°.

REMARQUES 2.1. On fera attention que si l’'on désigne, pour tout schéma Z sur X, par
@ x(Z) le faisceau associé sur X, et si f : ¥ — X est un morphisme de schéma, on a
un homomorphisme évident (fonctoriel en Z)

() [ ex(Z2)) — ol Zy), Z,=ZXyY,
i.e. un homomorphisme évident

ox(Z) — [ (@ Zy)),
savoir ’homomorphisme fonctoriel en X’ € Ob X,

Homy (X', Z) — Homy(Xy, Zy).

Mais on fera attention qu’en général (x) n’est pas un isomorphisme, i.e. la formation du
faisceau étale associé a un schéma relatif ne commute pas aux foncteurs images inverses.
Cependant () est un isomorphisme dans le cas particulier ou Z est étale sur X. De méme,
le foncteur .

@x : Schyy — Xy
n’est pas fidéle si X # @ *°; cependant sa restriction a X, qui n’est autre que le foncteur
canonique X — )?gt, est pleinement fidéle, car en vertu de a) la topologie de X, est
moins fine que sa topologie canonique.

b) Notons que (%) commute également aux sommes directes indexées par les I €
%, comme on vérifie facilement. En particulier, si pour tout ensemble I, on dé-
signe par Iy le X schéma constant défini par I (SGA 31 1.8), somme directe
de I copies de X, alors le faisceau associé n’est autre que le faisceau constant
Ik, (somme directe de I copies du faisceau final sur X;). Comme le foncteur

20.

20. ou F-torseurs dans la terminologie de loc. cit..

20. ou F-torseurs représentables dans la terminologie maintenant recue
20. Cf. pour ceci la note au bas de la page (page 6)
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1 — Iy commute également aux 1(21 finies, on voit qu’il transforme groupe
en groupe, groupe commutatif en groupe commutatif etc. Si G est un groupe
commutatif ordinaire, on écrira simplement H (X, G) au lieu de H' (X, Gy).
Supposons, par exemple, que G soit un groupe fini, alors G y est fini donc affine
sur X, donc en utilisant la remarque finale de a) on obtient une interprétation de
H'(X,G) comme I'ensemble des classes de revétements principaux galoisiens de
groupe G (SGA 1V 2.7). Lorsque X est connexe et muni d’'un point géométrique
a, alors en termes du « groupes fondamental » 7;(X, a) (SGA 1V 7) on obtient
I'isomorphisme canonique

(%) H'(X,G) ~ Hom(x,(X, a), G),

(ou on a supposé G commutatif).

On peut dire qu’en passant de la cohomologie de Zariski a la topologie
étale, « on a fait ce qu’il fallait » pour obtenir « le bon» H! (qui figure au 2éme
membre de (*)) pour un groupe de coefficients constant fini G. C’est un fait re-
marquable, qui sera démontré par la suite de ce séminaire, que cela suffit également
pour trouver les « bons» H'(X, G) pour tout groupe de coefficients de torsion (du
moins si G est premier aux caractéristiques résiduelles de X).

c¢) Soit Fun O y-Module sur X, au sens de la topologie de Zariski. Alors (avec les
notations de SGA 3 I 4.6) on définit un foncteur

W (F) : (Sch);, — (Ens)

par
W(F)X')=T'(X",F Qp, Oxr).

Ce foncteur est encore un faisceau pour la topologie étale (et méme pour la

topologie fpqc) comme il résulte encore de SGA 1 VIII 1.6 et SGA 3 IV 6.3.1. A

fortiori, la restriction de W (F) a X, est encore un faisceau, qu’on notera encore

W (F). Par définition on aura donc H*(X, W (F)) = I'(F) = H°(X, F). Mais

on a mieux si F est quasi-cohérent, cf. 4.3

3. Générateurs du topos étale. Cohomologie d’une h_n)q de faisceaux

PROPOSITION 3.1. Soient X un schéma, C une sous-catégorie pleine de X, telle que
pour tout X' étale sur X qui est affine, C contienne un objet isomorphe a X'. Alors C est
une « famille de générateurs topologiques » du site X, donc une famille de générateurs du
topos 5(;, et le foncteur restriction 5(; — C est une équivalence de catégories (ou C est
muni de la topologie induite par celle de X ;).

Trivial a 'aide du « lemme de comparaison ».

COROLLAIRE 3.2. Supposons que X soit quasi séparé. Appelons site étale restreint de X
la sous-catégorie pleine C de X, formée des schémas étales sur X qui sont de présentation
finie sur X, munie de la topologie induite par X,. Alors :

1 est stables par produits fibrés, et est un site de e fini si X est guasi-compact.
C est stables par produits fib t est te de typ X estq pact
(ii) Le foncteur restriction X — C est une équivalence de catégories.

L’assertion (i) est triviale, et (ii) résulte de 3.1 car C satisfait a la condition de 3.1 grace
au fait que X est quasi-séparé, qui implique que si X’ est quasi-compact, par exemple
affine, il est quasi-compact sur X (EGA IV 1.2.4, ou on fait Z = SpecZ), donc de présen-
tation finie sur X si X’ est localement de type fini sur X.
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PROPOSITION 3.3. Supposons X quasi-compact et quasi-séparé. Alors les foncteurs H(X ., F)
sur la catégorie des faisceaux abéliens sur X commutent aux h_n)q

En effet, on peut remplacer X, par C en vertu de 3.2 (ii), or comme X est quasi-
compact on a X € ObC, et la conclusion résulte de 3.2 (i) et VI 6.1.2 (3) .

4. Comparaison avec d’autres topologies

4.0. Tout d’abord notons que les exemples de faisceaux sur X, considérés au N°
2 sont en fait de facon naturelle des restrictions de faisceaux définis sur (Sch),y muni de
sa topologie étale (ou méme de la topologie fpqc). Soit de fagon générale

u* @ X4 — (Sch),x

le foncteur d’inclusion, qui est continu (III) et commute aux l(in finies, donc définit un
morphisme de sites

u: (Sch),y — Xg.

d’ou un foncteur

~

u, . (SCh)/X i Xét
sur les catégories de faisceaux associées :
u,(F)— Fou,

et un foncteur adjoint a gauche® de ce dernier

u* . Xét E— SCh/X

Ceci posé :
PROPOSITION 4.1. (i) Le foncteuru™ est pleinement fidéle, donc pour tout faisceau
G sur Xy, P’homomorphisme canonique G — u,u*(G) est un isomorphisme.

(ii) Soient G (resp. F) un faisceau abélien sur X, (resp. (Sch),y ). Alors les homomor-
phismes canoniques (définis par exemple comme edge-homomorphismes de la suite
spectrales de Leray suivants sont des isomorphismes :

H*(X,

«» F o) = H*((Sch),y, F)
H*(X

¢t Fou) — H*((Sch)x, F).

En effet, le foncteur u est un comorphisme et on peut alors appliquer (III).

Ainsi, (i) montre que pour I’étude de la cohomologie des faisceaux, il est essentiel-
lement équivalent de travailler avec le « petit » site étale X, ou le « gros » site étale
(SCh)/X.

20. En toute rigueur, comme (Sch),y est une U -catégorie mais pas un I -site on ne peut invoquer
III pour Pexistence se u* ; Cependant, on construit facilement u* par

w' (F)(X') = (px)4(F)X") (X' € ObSch,y),

ol py, désigne le morphisme structural X’ — X. D’autre part, pour donner un sens 4 4.1 (ii) et justifier
la démonstration indiquée de 4.1, il y a lieu d’introduire un univers V tel que & € V, et de considérer
les faisceaux intervenant dans les formules 4.1 (i) comme des faisceaux a valeurs dans V-(Ens). On peut
aussi, si on ne veut travailler qu’avec des U-sites, remplaces (Sch),y par une sous-catégorie pleine (Sch),y
stable par l(in finies, contenant C de 3.1, et qui soit U-petite.



4. COMPARAISON AVEC D’AUTRES TOPOLOGIES 203

4.2. D’autre part, il y a lieu d’introduire dans (Sch) (donc dans les (Sch),y) diverses
autres topologies que la topologie étale, dont les plus utiles sont définies dans SGA 3
IV 6.3. La plus grossiére parmi ces dernieres est la topologie de Zariski (Zar), définie
par la prétopologie ou les familles couvrantes sont les familles surjectives d’immersions
ouvertes ; elle est moins fine que la topologie étale. La plus fine de ces topologies est
la topologie « fidélement plat quasi-compacte », en abrégé (fpqc), qui est la moins fine
des topologies pour lesquelles les familles couvrantes au sens de Zariski, ainsi que les
morphismes fidélement plats quasi-compacts, sont couvrants; la topologie fpqc est plus
fine que la topologie étale. Comme nous '’avons déja remarqué, les divers exemples de
faisceaux sur (Sch)/X envisagés au N° 2 sont en fait déja des faisceaux pour la topologie
fpqc.

4.2.1. On fera attention cependant que pour un faisceau abélien F sur (Sch),y pour
la topologie (fpqc), (ou une topologie, telle fppf, envisagée dans SGA 3, les groupes de
cohomologie de F pour la topologie fpqc (resp. ...) ne sont pas toujours isomorphes aux
groupes de cohomologie pour la topologie étale, et ceci méme si X est le spectre d’'un
corps k, et Fest représentable par un groupe algébrique sur k, méme en ce qui concerne le
H'.De facon générale, on peut montrer que la topologie étale donne les « bons » groupes
de cohomologie pour les groupes de coefficients qui sont des schémas en groupes étales,
ou plus généralement lisses, sur X*°, mais il n’en est plus de méme pour des schémas
en groupes tels que les groupes radiciels sur S, pour lesquels il y a lieu de remplacer la
topologie étale, encore trop grossiere, par la topologie fpqc, ou fppf.

4.2.2. Comme exemple des relations entre les cohomologies relatives a des topolo-
gies différentes, signalons ici le cas des topologies de Zariski et de la topologie étale. Nous
désignerons par X, le site des ouverts de Zariski de X, de sorte qu’on a un foncteur
d’inclusion canonique

ut XZar - Xét
qui définit un morphisme de sites
u. Xét - XZar’
d’ou des foncteurs correspondants image directs
f*:Xét_)XZar (f*(F):FOLl),

et image inverse

f‘>k . Xzar — f
adjoints 'un de 'autre ; géométriquement, il y a lieu d’interpréter le couple (f,, ™)
comme un morphisme de topos

ét>

f:X & — Xzar
On en déduit un homomorphisme de foncteurs cohomologiques

H* (X7, [o(F)) — H* (X, F)

ét>
et une suite spectrale de Leray
H*(Xét’ F) — HP(XZar’ qu*(F))’

ou Fest un faisceau abélien sur X¢,. Cette suite spectrale résume les relations générales
entre cohomologie étale et cohomologie de Zariski. Bien entendu, pour des faisceaux
de coefficients F tel que des faisceaux de coefficients constants, cette suite spectrale en

20. Cf. A Grothendieck, Le groupe de Brauer III th 11.7, in « Dix exposés sur la topologie des sché-
mas », North Holland Pub. Cie
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général est loin d’étre triviale, i.e. en général on aura R?f,(F) # O (prendre notamment
le cas ou X est le spectre d’un corps). Cependant :

PROPOSITION 4.3. Soit F un faisceau de modules variable sur le préschéma X (faisceau
au sens de la topologie de Zariski), d’ott un faisceau Fy, sur Xy (cf. 2, c) et un homomor-
phisme de foncteurs cohomologiques

H*(X,F) — H*(Xg., Fg).
Lorsque F est quasi-cohérent, ’homomorphisme précédent est un isomorphisme.

En effet, le premier membre n’est autre que H*(X,,+ f,(F)), et avec les notations
précédentes, il suffit de prouver qu'on a

Rif (F)=0 pour ¢g>0.

Cela résulte aussitot, grace au procédé de calcul des RY f, et grace au fait que les ouverts
affines forment une base de la topologie de X, du

COROLLAIRE 4.4. Si X est affine, on a
HY( X, Fe) =0 pour g > 0.

Pour le voir, soient C = X
en vertu de 3.1 on aura

«» C' la sous-catégorie pleine formée des X' affines, alors
HY(C, F,) ~ HI(C',F|C").

Il suffit donc de prouver que F|C’ est C’-acyclique V 4.1, ou encore satisfait la condi-
tion de V 4.3 i.e. que pour tout X’ € Ob C’ et tout famille couvrante # = (X; — X');
dans C’', on a HY(%, F) = 0 pour ¢ > 0. Or on peut supposer (X/); fini, puis, quitte
a remplacer les X/ par leur somme, que la famille couvrante consiste en un morphisme
X! — X' qui est couvrant, i.e. (étale et) surjectif. Donc on est ramené a prouver que
si f; X — Y est un morphisme étale surjectif de schéma affines et F un module quasi-
cohérent sur X, alors

() HY(X/Y,F)=0 pour g>0.
Or ceci est démontré dans TDTE I, B, 1.1. (dans FGA, cf. ref [4] de IX).

REMARQUESs 4.5. En fait, par loc. cit., pour avoir (x) il suffit que X — Y soit surjectif,
et plat (au lieu de étale). Cela permet de montrer par la démonstration précédente, qu’on
a encore des isomorphismes analogues a celui de 3.3, en y remplacant le site étale X, par
(Sch),x» muni d’une quelconque des topologies plus fines que celle de Zariski envisagées
dans SGA 31V 6.3, par exemple la topologie fpqc.

5. Cohomologie d’une limite projective de schémas

5.1. Soit I un ensemble préordonné filtrante croissant,
X =X)ier
un systeme projectif de schémas, les morphismes de transition 4; : X; — X; (i > j)
étant affines. Rappelons (EGA IV 8...) que sous ces conditions, la limite projective
X =1lim X,
—
existe dans la catégorie des schémas, (et méme dans la catégorie des espaces annelés en

anneaux locaux) et peut se construire ainsi : on choisit i, € I, de sorte que pour i > i,
onaun X, -isomorphisme (EGAII 1.2 et 1.3)

X; = Spec ,,
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ou of; est une Algebre quasi-cohérente sur X, les &; (i > ij) formant donc un systeme
inductif de telles Algebres. Posant

-
on peut prendre
X = Spec d.

D’ailleurs, désignant par esp .S I'espace topologique sous-jacent a un schémas .S, on
montre (EGA IV 8...) que I'application canonique

espX — l(ln esp(X;)
est un homéomorphisme et que I’homomorphisme canonique de faisceaux d’anneaux
|
h_gnyi (OX,-) — Ox
1

est bijectif, ou y; : X — X, est 'application continue canonique.

5.2. De facon imagée, on peut résumer le contenu de EGAIV 8, 9 en disant que,
lorsque X est quasi-compact et quasi-séparé, alors « toute donnée de nature schématique
sur X, de présentation finie sur X », est équivalente a une donnée de méme nature sur
un des X;, « pour i assez grand ». Ainsi, on prouve (EGAIV 8 ...):

(a) siiy € IetsiX], X; sont deux schémas de présentation finie sur X; , alors
posant pour tout i > i,

X/ =X} Xy, Xio X'=X] xx, X,
et définissant de méme X/, X", application canonique
li_n)lHomXi(X,-’, X/") — Homy (X', X")
i>i
est bijective.

(b) Pour tout schéma X’ de présentation finie sur X, il existe un indice i; € I, un
schéma X [-’l de présentation finie sur X; , et un X-isomorphisme

X' = X] xy, X.

5.3. On peut exprimer le résultat précédent, et les résultats de nature analogue
contenus dans EGA IV 8, dans le langage des h_r)n de catégories fibrées introduit dans VL.

Pour ceci, considérons la catégorie 7 des morphismes f : T — S de présentation finie
de schémas, et le « foncteur but »

x . F —> (Sch),

qui est évidemment un foncteur fibrant, les catégories fibres étant d’ailleurs équivalentes
a des catégories U -petites. Considérons I'image inverse de la catégorie fibrée 7 /(Sch)
par le foncteur

i— X; : cat(l) — (Sch)
(ou cat([]) est la catégorie associée a I, avec Hom(i, j) # @ si et seulement si i > j), d’ou
une catégorie fibrée
Ty ¢ Fx — cat(l),
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dont la fibre en chaque i € [ est canoniquement isomorphe a la sous-catégorie pleine
F x, de (Sch),y, formée des schémas de présentation finie sur X, le morphisme de chan-
gement de base F; — F; relatif a j > i n’étant autre que X/ — X = X/ Xy X;. Ceci
posé, associant a tout X de présentation finie sur X; son image inverse sur X

P(X]) = X{ Xy, X,
on trouve un foncteur naturel
Q Ty — Ty,

qui transforme évidemment morphisme cartésien de 7 y en isomorphisme, donc par
définition se factorise de facon unique par un foncteur canonique

() T/ h_r)n Fr— Ty
?X/Catl

Compte tenu de la description du premier membre, le résultat de EGA IV 8 rappelé plus
haut peut s’énoncer alors en disant que () est une équivalence de catégories.

5.4. L’énoncé a) de 5.2. ci-dessus peut de préciser de diverses facons, en introdui-
sant quelque ensemble (M) de morphismes de schémas, stable par changement de base,
et en énoncant que pour un X; -morphisme donné u; : X l.’l - X i’; , le morphisme
correspondant u’ : X' — X" est (M) si et seulement si il existe i > i; tel que le
X;-morphisme u; : X/ — X/ soit £(M). L’énoncé obtenu ainsi est vrai par exemple
lorsque (M) est I'un des ensembles de fleches suivants : morphismes propres (respecti-
vement projectifs, resp. quasi projectifs, resp. affines, resp. affines, resp. finis, resp. quasi
finis, resp. radiciels, resp. surjectifs, resp. plats, resp. lisses, resp. étales, resp. non rami-
fiés). Le lecteur trouvera les énoncés correspondants dans EGA IV par 8 (pour les 9 pre-
miers) par. Il (pour le cas plat) par. 17 (pour les trois derniers cas).

5.5. Remplagons alors & — (Sch) par la sous catégorie fibrée G formée des mor-
phismes étales de présentation finie, dont la catégorie fibre G g, pour tout schéma .S, n’est
autre que la catégorie des schémas étales de présentation finie sur .S, et formons de méme
la catégorie fibrée Gy sur cat(/), dont la categome fibre en tout i € I est la catégorie

G+ . En vertu de 3.2 (ii), les topos étales X X sont aussi canoniquement équivalents
X " P ét q q

a 9 X 5 x, (ou tout G ¢ est muni de la topologle induite par Sy;). De plus, par 3.2 (i),
chaque G x, est un site de type fini, d’ailleurs équivalent & un site /-petit. Compte tenu
des topologies sur les G , G devient un site fibré sur cat(I). Ceci posé, on peut énoncer
le

LEMME 5.6. Le foncteur canonique

h_n,l Gx — Gx
G x/cat(I)
définit une équivalence, respectant les topologies, du site h_r)n des sites étales restreints (3.2)
des X, avec le site étale restreint de X = 1(&1 X;.
1

Le fait qu’on obtient une équivalence de catégories est 'un des énoncés rappelés dans
5.4 (celui ou (M) est 'ensemble des morphismes étales dans (Sch)). L’assertion relative
aux topologies s’obtient de méme en prenant (M) = ensemble des morphismes surjectifs
dans (Sch).

Le résultat précédent nous permet d’appliquer les résultats de a la situation présente.
On trouve en particulier
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THEOREME 5.7. Soit X = (X;);c; un systéme projectif de schémas, avec I ensemble
préordonné filtrant croissant. Supposons que les morphismes de transition u;; : X; - X;
sont affines (de sorte que le schéma X = l(iLnXi est défini (5.1)), et que les X; sont quasi-
compacts et quasi-séparés. Considérons le site fibré G sur cat(l) explicité dans 5.5, dont la
fibre G; eni € I est canoniquement isomorphe au « site étale restreint » de X; (formé des
schémas étales de présentation finie sur X;). Soit F un faisceau abélien sur G (i.e. (3)) un
foncteur G° — (Ab) dont la restriction F; a chaque G, est un faisceau, i.e. un faisceau sur
X;). Sont F, = h_r)n u; (F;) le faisceau induit sur X, onu; : X — X; est le morphisme
canonique. Alors les homomorphismes canoniques

lim H"(X,, F;) — H"(X, F,;)
1

sont des isomorphismes.

Compte tenu de 5.6, cela résulte de la conjonction de VI 8.7.3 et VI 8.5.2. On appliquera
surtout 5.7 dans le cas particulier suivant, explicité également dans

COROLLAIRE 5.8. Avec les hypotheses et notations précédentes pour (X;);cr, X, u;j, u;,

sont iy € 1, et soit F; un faisceau abélien sur X; . Pour tout i > iy, soit F; = u; ;*(F; ),

soit de plus Fo, = uj (F; ). Sous ces conditions, les homomorphismes canoniques
h_r)an(XpE) — Hn(X’Foo)
1

sont des isomorphismes.
Voici cependant un cas parfois utile qui reléve de 5.7 et non de 5.8 :

COROLLAIRE 5.9. Avec les hypothéses et notations de 5.7 pour (X;);c . X, u;;, u;, soit G;
un schéma en groupes commutatifs localement de présentation finie sur X; (ot iy € I est
donné). Pour tout i > iy, soit G; = G; XX, X;, et soit de méme G, = G, XX, X. Alors
les homomorphismes canoniques

lim H"(X,, G;) — H"(X,G,)
i

sont des isomorphismes.

En effet, nous savons que G, définit un faisceau sur (Sch),y, (cf. 2 (a)), et supposant
i

que i est un plus petit objet pour I (ce qui est loisible), d’oi un foncteur canonique
G — (Sch),y , on trouve par composition un foncteur contravariant F sur G, dont la
/X p p
0

restriction a G; est canoniquement isomorphe au faisceau sur X; défini par G;. En par-
ticulier F est un faisceau sur G, et nous pouvons lui appliquer 5.7. L’hypothese que G;
est localement de présentation finie sur X; sert a assurer que le faisceau F, de 5,7 est
isomorphe, par ’homomorphisme naturel F, — faisc(G,), au faisceau faisc(G,) défini
par G, (comme il résulte en effet aussitét de EGAIV 8.8.2 (i), en regardant les valeurs
des faisceaux envisagés sur les objet du site étale restreint de G, et appliquant 5.6). Cela
acheve de prouver 5.9.

COROLLAIRE 5.10. Avec les hypothéses et notations de 5.7 pour (X;),cr. X, Wjj, Uj, SOit
F un faisceau en groupes commutatifs sur X, alors les homomorphismes canoniques
lim H*(X;, u;,.(F)) — H"(X, F)
i

sont des isomorphismes.
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Les énoncés 5.7 a 5.10 se généralisent en des énoncés correspondants pour les Ext’
de faisceaux de Modules, grace a VI 8.7.9, que nous nous dispensons de répéter dans le
cas particulier présent. Nous allons par contre expliciter, pour références ultérieures, les
variantes de 5.8 et 5,9 en termes de foncteurs R" f,,.

COROLLAIRE 5.11. Soient I un ensemble préordonné filtrant croissant, (X;);cy et (Y;)ier
deux systémes projectifs de schémas, a morphismes de transition affines, X = l(&n X,
1
Y = l(lr_n Y:, (fi)ier un systéme projectif de morphismes f; : X; — Y; quasi-compacts et
1

image inverse de F; . Soit de méme f : X — Y déduit de (f;) et F le faisceau sur X image
inverse de F; . Sous ces conditions, ’lhomomorphisme canonique
lim uf (R f,,(F,)) — R f,(F)
i

est un isomorphisme (ottu; : X — X; est le morphisme canonique).

quasi-séparés, iy € I, F; un faisceau sur Xi,- Pour tout i 2 iy, soit F; le faisceau sur X;

On peut supposer que i est un plus petit objet de I, et la question étant locale sur ¥; ,
que Y; est affine, de sorte que les Y; et les X; sont quasi-compacts et quasi-séparés. On
est alors sous les conditions d’application de VI 8.7.3 (ou on se ramene a 5.8, compte tenu

du calcul des R" f,, comme faisceaux associés a des préfaisceaux, On prouve de méme :

COROLLAIRE 5.12. Méme énoncé que 5.11, a cela prés que maintenant F; désigne un
schéma en groupes commutatifs localement de présentation finie sur X; , et F;, F ses images
réciproques (au sens du changement de base pour les schémas).

On fera attention que 5.9 (resp. 5.12) n’est pas un cas particulier de 5.8 (resp. 5.11),
cf. 2 a) remarque 2.1.

COROLLAIRE 5.13. Avec les notations de 5.11, soit F un faisceau en groupes abéliens sur
X. Alors les homomorphismes canoniques
lim o7 (R fi (u;,.(F))) — R*f,.(F)
i
sont des isomorphismes, (ot u; : X — X; etv; : Y — Y, sont les homomorphismes
canoniques).

La démonstration est essentiellement la méme que précédemment.

REMARQUES 5.14. a) Les résultats de passage a la limite précédents sont va-
lables pour le HO resp. les f,, pour des faisceaux d’ensembles (au lieu de fais-
ceaux abéliens), et pour le H! resp. les R! £, pour des faisceaux de groupes (non
nécessairement commutatifs), - out les H'! et R! f, non commutatifs sont défi-
nis comme d’habitude en termes de torseurs (ou fibrés principaux homogeénes)
(cf. thése de Giraud ?°). Cela peut se vérifier directement dans le contexte géné-
ral de Il est certainement possible (et sans doute utile) de donner également une
variante pour les H? non commutatifs de « liens », étudiés par Giraud.

b) Les résultats de passante a la limite pour les sites fibrés développés dans VI
supposaient seulement que la catégorie base était une catégorie filtrante sans
qu’il ait été nécessaire de supposer qu’elle sont associée a un ensemble préor-
donné filtrant. Le cas d’une catégorie d’indices filtrante arbitraire est également
le cadre naturel pour les énoncés développés dans le présent n°. Si nous nous
sommes placés dans un cadre trop restrictif, cela était pour pouvoir donner des

20. citée p.(page 7) note de bas de page ()
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références correctes a EGA IV, ou 'on suppose malencontreusement dans les
questions de passage a la limite (a partir du par. 8) que la catégorie d’indices est
définie en termes d’'un ensemble préordonné filtrant. Nous admettrons cepen-
dant par la suite que tous les résultats utilisés de EGA IV sont valables pour des
catégories d’indices filtrantes quelconques, (les démonstrations données dans
loc. cit. étant valables, essentiellement sans changement, dans ce cas plus géné-
ral). Aussi, nous utiliserons également sans autre commentaire les résultats du
présent n° dans le cas ou I est remplacé par une catégorie d’indices filtrante
arbitraire.






EXPOSE VIII

Foncteurs fibres, supports, étude cohomologique des morphismes
finis

A. Grothendieck

1. Invariance topologique du topos étale

THEOREME 1.1. Soit f : X' — X un morphisme entier surjectif radiciel. Alors le
foncteur changement de base
%k . /
7 Xy — Xy
est une équivalence de sites (i.e. une équivalence de catégories, qui est continue ainsi que
tout foncteur quasi-inverse). Par suite les foncteurs
) ’\7 —~
f* . Xét Xét
* .y Y/
f . Xét — Xét
7’ . 7’ . L 3 >
sont des équivalences de catégories, quasi-inverses ['une de ’antre.

La premiére assertion est bien connue (SGA 11X 4.10 et 4.11) lorsque f est présenta-
tion finie ou que f est plat; le cas général se réduit a celui ou f est de présentation finie.
En effet, on sait déja que le foncteur f* est pleinement fidele (SGA 1 IX 3.4). Il suffit de
prouver que f* est essentiellement surjectif, i.e. que tout Z’ étale sur X’ « provient »
d’un Z étale sur X. Utilisant le fait que f est un homéomorphisme universel, et la pleine
fidélité de f*, on est ramené au cas ou X, X', Z’ sont affines, spectres d’anneaux A, A’,
B’. Ecrivant A’ comme limite inductive de ses sous-A-algeébres de type fini A/, B’ pro-
vient d’une algebre étale B] surun A; (cf. EGA IV 8), ce qui nous rameéne au cas ou A’ est
entiére et de type fini sur A, donc finie sur A. On a alors un A-isomorphisme A" ~ A"/J,
ou A” ~ A[ty,...1,] et J est un idéal de A”. Ecrivant J comme limite inductive de

ses sous-idéaux J; de type fini, et posant A] = A”/J;, on aura encore A’ = h_r)n Al
1

donc B’ provient d’une algébre étale B] sur un A} (loco citato). D’autre part, comme
Spec A’ — Spec A est surjectif, il en est de méme des Spec A] — Spec A, de plus on
vérifie facilement que puisque Spec A’ — Spec A est radiciel, il en est de méme de
Spec A/ — Spec A pour i assez grand (appliquer EGATV 1.9.9 a Spec A?). Cela nous
rameéne au cas ou A’ est un des A/, donc de présentation finie sur A.

Cela prouve la premiére assertion de 1.1. Le fait que f, et f* soient des équivalences
quasi-inverses I'une de l'autre en résulte aussitot.

COROLLAIRE 1.2. Soient F un faisceau abélien sur X, F' son image inverse sur X', alors
les homomorphismes canoniques

(%) H(X,F)— H'(X',F")

20. Soit S; C S = Spec A I'ensemble des s € S tels que la fibre de X; = Spec A/ en s soit de
rang séparable 1. Alors, les S; sont des parties constructibles de .S (EGAIV 9.7.9) formant une famille
croissante, leur réunion est .S d’aprés ’hypothése sur S’ = Spec A’ — S et le fait que les fibres de S/
sont des schémas noethériens. On a donc S = .S, pour i assez grand, par EGAIV 1.9.9, C.QFD.
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sont des isomorphismes. De méme, si F' est un faisceau abélien sur X', F son image sur X,
les homomorphismes canoniques (x) sont des isomorphismes.

ExeEMPLES 1.3. Voici des exemples d’application fréquents de 1.1 :

a) X' estun sous-schéma de X ayant méme ensemble sous-jacent que X, i.e. défini
par un nil-Idéal 1.

b) X estun schéma sur un corps séparablement clos k, k" est une cloture algébrique
dek,et X' =X ®, k.

c¢) Soit X un schéma géométriquement unibranche (par exemple une courbe algé-
brique sur un corps k, n’ayant comme singularités que des singularités « cuspi-
dales », a ’exclusion en particulier de points doubles ordinaires). Alors, si X' est
le normalisé de X4, par définitions X' — X est radiciel, donc 1.1 s’applique.

REMARQUES 1.4. Un morphisme f comme dans 1.1 est un homéomorphisme universel,
i.e. est un homéomorphisme et reste tel par toute extension de la base. Réciproquement,
si f est un homéomorphisme universel on prouve que f satisfait aux hypotheses de 1.1
20 ce qui explique le titre du présent numéro.

Signalons expressément, a propos de 'exemple 1.3 c), que si X est une courbe algé-
brique (sur un corps algébriquement clos k pour fixer les idées) ayant au moins un point
singulier qui n’est pas « unibranche » (par exemple un point double ordinaire), alors (X'
désignant le normalisé de X .4) la conclusion de 1.2 est déja en défaut pour les H' et des
coefficients constants (comparer SGA 1111 a) et SGA 11X 5).

2. Faisceaux sur le spectre d’un corps

PROPOSITION 2.1. Soient k un corps, k une cloture séparable de k, = = Gal(k/k) son
groupe de Galois topologique, X = Speck, X = Speck (sur lequel = opére a gauche).
Considérons le foncteur canonique

(défini par i(X')(X") = Homy (X', X")), et le foncteur canonique
J: Xét - Bzr
de la catégorie des faisceaux sur X, dans la catégorie B, (cf. IV 2.7) des ensembles (discrets)
sur lesquels & opére continiiment a gauche, défini par
J(F) = lim F(Spec(k,)),
[04
ott k,, parcourt les sous-extensions finies de k. Alors i et j sont des équivalences de catégories.

(Par suite, le topos 5(; est équivalent (IV 3.4) au « topos classifiant » B .)
Le foncteur composé
Ji ¢ X — )?gt — (7- Ens)
est une équivalence de catégories, d’aprés le théoréme fondamental de la théorie de Ga-
lois (sous la forme de SGA I V). Comme B, est évidemment un topos (I 4.14), il en est
donc de méme de X,. D’ailleurs une famille (X; — X) de morphismes dans Xy, est
couvrante si et seulement si elle est surjective, i.e. son image dans B, est surjective, ou
ce qui revient au méme, couvrante pour la topologie canonique de B, ce qui montre que

la topologie de Xy, est bien sa topologie canonique. Par suite i est une équivalence, et il
en est donc de méme de j.

20. Cf. EGA IV 8.11.6 si f est de présentation finie, et EGA IV 18.12.11 dans le cas général.
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COROLLAIRE 2.2. Le foncteur j de 2.1 induit un équivalence entre la catégorie des fais-
ceaux abéliens sur X = Speck, et la catégorie des m-modules galoisiens.

En effet, ces derniers sont justement les « groupes abéliens » du topos B,. On voit
de méme, par « transport de structure » :

COROLLAIRE 2.3. Soient F un faisceau abélien sur X = Speck, M = j(F) le z-module
galoisien associé, alors on a un isomorphisme canonique de d-foncteurs en F :

H*(X,F)~ H*(n, M),

(ou le deuxieme membre désigne la cohomologie galoisienne, étudiée par exemple dans le
cours de Serre C.G.).

COROLLAIRE 2.4. Supposons k séparablement clos. Alors le foncteur
I : )?gt — (Ens)
est une équivalence de catégories. Si F est un faisceau abélien sur X = Speck, on a

H'(X,F) = 0 pouri # 0. (En d’autres termes, le topos X, est un «topos ponctuel » (IV
2.2).)

COROLLAIRE 2.5. Soit k' une extension séparablement close d’un corps séparablement
closk, X = Speck, X' =Speck’,u : X' — X le morphisme canonique. Alors le foncteur

% .y Y/

est une équivalence de catégories.

3. Foncteurs fibres relatifs aux points géométriques d’un schéma

3.1. Soit X un schéma. Nous appellerons point géométrique de X tout X schéma
& qui est le spectre d’un corps €2 séparablement clos. La donnée d'un tel point équivaut
donc a celle d'un point ordinaire x € X, et d’'une extension séparablement close £2 du
corps résiduel k(x) de x. Le cas le plus fréquent pour nous sera celui ou €2 est une cloture
séparable de k(x), que nous dénoterons alors généralement par k(x), le point géomé-
trique correspondant de X étant alors noté X. Pour x € X donné, les k(x) (resp. X) sont
déterminés a k-isomorphisme (resp. X- isomorphisme) non unique pres.

REMARQUES 3.2. Dans la plupart des questions géométriques, il est plus naturel de se
borner au cas €2 algébriquement clos. La convention différente utilisée ici est spéciale a
I’étude de la topologie étale. C’est la convention que nous avions adoptée dans la défini-
tion du groupe fondamental SGA 1V 7. Mais on notera que les développements de loco
citato sont également valables avec la convention adoptée ici (car la propriété de £2 qui
y est utilisée est que tout revétement étale du spectre €2 est trivial, i.e. justement que £2
est séparablement clos).

DEFINITION 3.3. Soient X un schéma, & un point géométrique de X, u : & - X son
morphisme structural. On appelle foncteur fibre (géométrique) relatif a &, et on note F —
Fg, le foncteur

5(; — (Ens)
composé de
~ u ~ It
On peut dire aussi que, grace a 2.4, un point géométrique & de X définit un point du
topos X7, (IV 6.1), dont on prend simplement le foncteur fibre associé (loc. cit.).
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3.4. Comme le foncteur I’ (foncteur sections sur &) est une équivalence de catégo-
ries (12.4), la connaissance des foncteurs fibres ' — F; équivaut essentiellement a celle
des foncteurs images réciproques u*. Notons d’ailleurs qu’il résulte aussitot de 2.5 que si
¢ est un point géométrique de X tel qu’il existe un X-morphisme &' — £ (i.e. &’ corres-
pond a une extension séparablement close £2’ de £2) alors ’homomorphisme canonique
F; — Fy/ est un isomorphisme fonctoriel

F & ~ F £
Cela montre que pour I’étude des foncteurs fibres, on peut (quitte a remplacer €2 par la
cloture algébrique séparable de k dans £2) se borner au cas ou @ = k(&) est une cloture
séparable k(x) de k(x), et que les foncteurs fibres correspondant aux points géométriques
de X localisés en un méme x € X sont isomorphes entre aux (de fagon non unique).

On désignera, conformément aux conventions de 3.1, par Fy un foncteur fibre cor-
respondant an choix d’une cléture séparable k(x) de k(x).

Signalons une propriété de transitivité évidente (qui montre l'utilité technique a ne
pas se borner exclusivement a des points géométriques définis par des clotures séparables
de corps résiduels) : Soient f = X’ — X un morphisme de schémas, v’ : & - X' un
point géométrique de X, alorsu = fu’' : &’ — X estun point géométrique de X que nous
noterons &; relativement a ces points géométriques on a un isomorphisme fonctoriel en
FeObXy :

J*(F)gr = Fp.
Cela résulte en effet de la formule de transitivité des foncteurs images inverses
(fu)* = uf*.

THEOREME 3.5. Soit X un schéma.

a) Pour tout point géométrique & de X, le foncteur fibre F — F, )?gt — (Ens)
commute auxli_n)l quelconques (indexées par des catégories € U ) et auxl(ir_nﬁnieszo.
En particulier, il transforme faisceaux en groupes (resp. faisceaux abéliens, etc.) en
groupes (resp. groupes abéliens, etc.).

b) Lorsque x parcourt les points de X, les foncteurs fibres Fy forment une famille de
foncteurs « conservative », i.e. siu . F — G est un homomorphisme de faisceaux
sur X, u est un isomorphisme si et seulement si pour tout x € X, ’homomorphisme
correspondant u;; : Fx — G5 Uest *°.

Notons tout de suite, compte tenu des propriétés d’exactitude de a), les conséquences
formelles suivantes de b) :

COROLLAIRE 3.6. Soitu : F — G un homomorphisme de faisceaux. Alors u est un
monomorphisme (resp. un épimorphisme) si et seulement si pour toutx € X,uy : Fr = G5
est injectif (resp. surjectif).

COROLLAIRE 3.7. Soientu, v : F — G deux morphismes de faisceaux sur X, alorsu = v
si et seulement si pour tout x € X, on auy = vy . Fy — Gx. En particulier, si u, v sont
deux sections de F, on au = v si et seulement si on a u5 = vy dans Fy; pour tout x € X.

CoROLLAIRE 3.8. Soit F — G — H une suite de deux homomorphismes de faisceaux
sur X, alors la suite est exacte si et seulement si pour tout x € X, la suite correspondante
F; — Gy — Hy lest.

20. C’est donc bien un « foncteur fibre » au sens de Exp. IV.
20. 11 y a donc « suffisamment de foncteurs fibres » de la forme F' +— F;, dans la terminologie de
IV 6.5.
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Nous laisserons au lecteur le soin de déduire les corollaires %°, qui seront d’ailleurs
prouvés partiellement dans la démonstration qui suit.

L’assertion a) résulte des proprletes d exactltude déja 31gnalees dans (VII 1.4) pour
tout foncteur image réciproque, tel u* X, & = fet, et du fait que 5 — (Ens) est une
équivalence. Pour prouver b), notons la formule suivant, qui donne un procédé de calcul
des foncteurs fibres :

PROPOSITION 3.92. Soit & = X un point géométrique de X, et soit C: la catégorie des
« X-schémas étales &E-ponctués », i.e. des couples (X',u"), o X' € Ob X, est un schéma
étale sur X, et u’ un X-morphisme & — X'. Alors la catégorie opposée Cg est filtrante et
pour un faisceau F (resp. préfaisceau P) variable sur X, on a un isomorphisme fonctoriel
canonique
Fy =~ l'i)nF(X’), (resp. (aP); = li_n)qP(X’)),
ce ce
(ou aP = faisceau associé a P).

En effet, notons d’abord que pour tout préfaisceau P sur &, si aP est le faisceau
associé, ’homomorphisme naturel

P(&) — aP(S)

est un isomorphisme, comme il résulte par exemple aussitot du calcul explicite de aP
comme L(LP) (I 3.19). Soit ¢ : X, & = éet le foncteur « image rec1proque », alors
* = @* n’est autre (III 2.3. (d)) que le composé a ¢'i, o i X - X est le foncteur

inclusion, et a : &; — & le foncteur «faisceau associé ». Par le remarque précédente
on trouve
u*(F)(&) = (@"i(F))(&),

de sorte qu’il suffit d’appliquer I'expression explicite de ¢ donnée dans la démonstra-
tion de XXX Référence a inclure. Le cas respé, ou on part avec un préfaisceau P sut
X, se prouve de méme, en utilisant I'isomorphisme fonctoriel *a(P) =~ ap*(P) XXX
Référence a inclure. Le fait que la catégorie C; est filtrante (qui reste valable pour tout
X-schéma &, pas nécessairement réduit a un point géométrique) résulte aussitot du fait
que dans C; les limites projectives finies existent, ce qui résulte du fait que X, est une
sous-catégorie de (Sch)/X stable par limites projectives finies.

Soit maintenantu : F — G un homomorphisme de faisceaux sur X, tel que pour tout
x € X, uy . F5 — G5 soit un monomorphisme, prouvons que u est un monomorphisme.
Pour ceci, on doit prouver que si X’ € Ob X, ¢, w € F(X') sont tels que u(¢) = u(y),
on a @ = y. Remplagant X par X' et utilisant le transitivité des foncteurs fibres, on
peut supposer X = X'. Pour tout x € X, on aura u(@)y = u(y)s i.e. ux(py) = us(wy),
donc @y = w5 puisque u; est un monomorphisme. Utilisant 3.9 il s’ensuit qu’il existe
un X, € Ob X, dont I'image contient x, tel ¢ et y aient méme image inverse sur X7.

ét>
Comme pour x variable dans X, les X forment une famille couvrante de X, il s’ensuit

que ¢ =Y.

Cela prouve que si les u5 sont des monomorphismes, il en est de méme de u. Suppo-
sons de plus que les u; soient des épimorphismes, prouvons qu’il en est de méme de u,
donc que u est un isomorphisme. Il reste a prouver que pour tout X’ € Ob X, et tout
v € G(X'),ilexiste p € F(X') tel que u(X')(¢) = w. On peut encore supposer X' = X,
et utilisant 3.9 on voit que pour tout x € X, il existe X; € Ob X, tel que I'image de X,

20. Cf. IV 6.5.2.
20.Cf. IV 6.8.3
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dans X contienne x, et un ¢, € F(X)) dont 'image dans G(X) soit 'image inverse de
y. Utilisant le fait que u est un monomorphisme, on voit que les ¢, coincident sur les
X Xy X} (x,y € X) donc proviennent d’'un ¢ € F(X) bien déterminé, et on aura alors
u(p) = y puisque les images inverses sur les X, coincident. C.QFD..

ScHOLIE 3.10. Le théoreme 3.5 implique que la collection des «foncteurs fibres »
pour la topologie étale jouit des méme propriétés essentielles que dans la théorie des
faisceaux habituelle sur un espace topologique. Nous utiliserons tres fréquemment 3.5
et ses corollaires, et pour cette raison nous nous dispenserons généralement d’y référer
explicitement.

3.11. Pour tout x € X nous désignerons aussi, par abus de langage, par x le X —
schéma Spec k(x), pour le morphisme structural habituel

i, @ x=Speck(x) — X.

Il donne lieu & un foncteur canonique

—~

it X

b'd Xét-

ét
Si F est un faisceau sur X, nous poserons F, = ii(F), c’est donc un faisceau sur x =
Spec k(x) (et a ce titre peut s’identifier aussi a un schéma étale sur x, en vertu de 2.1).
Il dépend fonctoriellement de F, et le foncteur i} : F — F, commute encore aux h_r)n

quelconques, et l(in finies, en vertu de VII 1.4.

Six = Spec k(x), le foncteur fibre F ~ F. est canoniquement isomorphe au composé
du foncteur F — F, et dufoncteur jde 2.1 (compte tenu que ce dernier est isomorphe au
foncteur fibre relatif au point géométrique Spec k de Spec k). Il résulte aussitot de ceci et
de 3.5 que le systeme des foncteurs (F — F,) (x € X) est encore conservatif. D’ailleurs,
si k(x) est séparablement clos, i.e. x = X, les notations F, et F; sont en toute rigueur
contradictoires (la premiére désignant un objet de x;;, la deuxiéme un ensemble), mais

en vertu de 2.1 c’est 1a une contradiction inessentielle.

3.12. On voit par les remarques qui précedent que si X = Spec k(x), alors pour tout
faisceau Fsur X, le groupe 7, = Gal(k(x)/k(x)) opeére de facon naturelle (2 gauche) sur
I'ensemble fibre F, de sorte que F — F; peut en fait étre considéré comme un foncteur

Xét Bﬂx

dont la connaissance équivaut essentiellement (grace a 2.1) a celle du foncteur F — F,.

Cela montre, dans un cas particulier important, que contrairement a ce qui a lieu
dans le cas des faisceaux sur les espaces topologiques, les « foncteurs fibres » admettent
en général des automorphismes non triviaux. De facon générale, nous déterminerons
dans 7.9 tous les homomorphismes d'un foncteur fibre dans un autre.

REMARQUE 3.13. Voici une généralisation parfois utile de 3.5 b). Considérons une
partie E de X telle que pour tout morphisme étale f : X’ — X, E’ = f~1(E) soit « trés
dense » dans X’ (EGA IV 10.1.3), i.e. que pour tout f comme ci-dessus, tout ouvert U
de X' qui contient E' soit égal 2 X'. Alors les foncteurs fibres F sur X,,, pour x € E,
forment déja une « famille conservative » (et par suite les corollaires 3.6, 3.7 et 3.8 restent
valables en se bornant a y choisir x € E). Cela se voit immédiatement en reprenant la
démonstration donnée de 3.5 b). Le résultat précédent s’applique notamment dans les

situations suivantes :

a) X est un schéma de Jacobson (EGA IV 10.4.1.), par exemple localement de type
fini sur un corps, ou sur Spec(Z), et E est 'ensemble des points fermés de X.
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b) X estlocalement de type fini sur un schéma S, et E est 'ensemble des points de
X qui sont fermés dans leur fibre.

c) X est localement noethérien, et E est I'ensemble des x € X tels que X soit un
ensemble fini (i.e. un schéma semi-local de dimension < 1) cf. EGAIV 10.5.3 et
10.5.5.

4. Anneaux et schémas strictement locaux

4.1. Rappelons qu’on dit, avec Azumaya, qu'un anneau local A est hensélien s’il
satisfait aux conditions équivalentes suivantes :

(i) Toute algebre B finie sur A est composée directe Hi B, d’anneaux locaux (les
B; sont alors nécessairement isomorphes aux By, , ou m; parcourt les idéaux

maximaux de B).

(ii) Toute algebre B sur A qui est localisée d’une algebre de type fini C sur A en un
idéal premier p au-dessus de I'idéal maximal m de A, et telle que B/mB soit fini
sur k = A/m, est finie sur A.

(iii) Comme (ii). mais en supposant C étale sur A en p et k - B/mB un isomor-
phisme.

(iv) Le «lemme de Hensel » sous la forme classique est valable pour A, i.e. pour

tout polyndme unitaire F € A[T], désignant par F € k[T'] le polyndme réduit
correspondant, et pour toute décomposition

F= Fl F2
de Fen produit de deux polyndmes unitaires étrangers, Fj, et F, se relévent (de
facon nécessairement unique) en des F|, F, € A[T], tels que F = F| F.
Pour la démonstration de ces équivalences et les propriétés générales des

anneaux henséliens, cf. EGA IV 18.5.11. Rappelons que si A est un anneau local
quelconque, on montre (Nagata) que ’on peut trouver un homomorphisme local,

A— AP

avec A" hensélien, qui est universel pour les homomorphismes locaux de A dans
des anneaux locaux henséliens. L’anneau A” est appelé le hensélisé de A. La
construction donnée dans EGA IV 18.6 (différente de celle de Nagata) consiste
a poser
Al =1lim 4;,
1

ou A; parcourt les A-algebres essentiellement de type fini et essentiellement
étales sur A (i.e. localisées d’une algebre étale sur A) telles que A — A; soit un
homomorphisme local et 'extension résiduelle k(A;)/k(A) soit triviale. Cette
construction montre en particulier que A” est plat sur A et que si A est noethé-
rien, il en est de méme de sa cloture hensélienne.

DEFINITION 4.2. Un anneau local A est dit strictement local s’il satisfait I’'une des
conditions équivalentes suivantes :

(i) A est hensélien (4.1) et son corps résiduel est séparablement clos.
(ii) Tout homomorphisme local A — B, ot B est localisé d’une algébre étale sur A, est
un isomorphisme.

Un schéma est dit schéma strictement local s’il est isomorphe au spectre d’'un anneau
strictement local.
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L’équivalence de (i) et (ii) résulte aussitot de 4.1. Notons que, sous forme géométrique,
4.2 (ii) (resp. 4.1 (iii)) s’exprime en disant que pour tout schéma étale X sur Y = Spec A,
et tout point x de la fibre X, (respectivement tout point de X, rationnel sur k(y)), ou
y est le point fermé de Y] il existe une section de X sur Y passant par y (section qui est
d’ailleurs nécessairement unique).

DEFINITION 4.3. Soient X un schéma, Oy, le faisceau sur Xy défini par
Ox,(X")=IX",0x)

(comparer VI1 2.¢) ),u : & = Spec(£2) — X un point géométrique de X. On appelle anneau
strictement local de X en ¢, et on note Ong ou simplement O, la fibre du faisceau O x,

en le point &. Son spectre est appelé localisé strict de X en &.
En vertu de 3.9, on a la description de la fibre O X,
— 1i !
(*) OX’g—h_n)lf(X,OX,),

ou X' parcourt la catégorie filtrante opposée de la catégorie des schémas étales sur X
qui sont &- ponctués, i.e. munis d’'un X-morphisme & — X'. D’apreés la transitivité des
limites inductives, on peut remplacer au deuxiéme membre I'(X’, O y/) par O X' x> OU
x" est 'image de £ dans X', et on trouve I'expression

() O X, = h_r)n A,

1
ou A; parcourt les algebres essentiellement de type fini et étales sur A = Oy , munies
d’un k-homomorphisme k(A4;) — Q. (N.B. x désigne I'image de ¢ dans X). Bien entendu

les homomorphismes de transition entre les A; sont les homomorphismes locaux de
A-algebres A; — A; qui rendent commutatif le triangle correspondant

K(A;) k(A,)

B

ce qui implique que s’il existe un homomorphisme admissible de A; dans A}, ce dernier
est unique. Donc la limite inductive () est une limite relative a un ensemble d’indices
ordonné filtrant croissant.

4.4. La description (%) montre que 'anneau local strict de X en & ne dépend es-
sentiellement que de I'anneau local habituel A = Oy, (x = u(£)), et de I'extension £
de k = k(A). On I'appelle aussi anneau hensélisé strict de A (relativement a ’extension
séparablement close considérée w de k) et on le notera A, On renvoie 4 EGAIV 18.8
pour les propriétés générales de A, Signalons simplement que la construction donnée
montre encore que A est plat sur A, et qu’il est noethérien si A 'est. D’autre part, on
montre facilement (loc. cit.) que 'homomorphisme local

A —> Ahs
muni du k-homomorphisme
k(A") — Q

est solution de probléme universel, relatif a la donnée de A et de I'extension £2 de k,
correspondant a la recherche des homomorphismes locaux

A— A,
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avec A’ strictement local, munis d’un k-homomorphisme
k(A" — Q.

En particulier, A" est bien un anneau strictement local (ce qui justifie la terminologie
4.3).

4.5. Gardons les notations de 4.3 et choisissons un voisinage ouvert affine U de x.
Notons que dans 3.9 on peut évidemment se borner aux X’ qui sont affines au-dessus de
U. Ces derniers forment alors un systéme projectif pseudo-filtrant de schémas affines,
de sorte que nous sommes dans la situation générale de VII 5 (cf. VI 5.12 b). En vertu de
'expression (*) pour Oy, on aura un X-isomorphisme

. '’
(k%) l(in X" =~ SpecOy
X'étale
affine sur U,
X}- ponctué
ce qui précise la signification géométrique intuitive de Spec(Ox ;) comme « limite des
voisinages étales de & ».

PROPOSITION 4.6. Soit X un schéma strictement local, x son point fermé, qui est donc un

point géométrique de X. Alors le foncteur F — I'(X, F) : X — (Ens) est canoniquement

isomorphe au foncteur fibre f — F,, et par suite commute auxli_r)n quelconques *°.

En effet, en vertu de déf 4.2 (ii), 'objet final X de la catégorie des X’ étales x-ponctués
sur X envisagée dans 3.9 majore tous les autres objets, donc h_r)nF (X') est canonique-
ment isomorphe a F(X), C.Q.FD..

En particulier, le foncteur induit par I sur la catégorie des faisceaux abéliens est
exact, donc on conclut

COROLLAIRE 4.7. Sous les conditions des 4.6 on a pour tout faisceau abélien F sur X :
HIY(X,F)=0 pour q#0.

COROLLAIRE 4.8. Soient X un schéma, & un point géométrique de X, X = Spec Oy , le
schéma localisé strict correspondant, F un faisceau variable sur X, F son image inverse sur
X, alors on a un isomorphisme fonctoriel

F;~T(X,P).

En effet, & peut étre considéré comme un point géométrique de X également, et il suffit
d’appliquer 4.6 et la transitivité des fibres (3.4).

5. Application au calcul des fibres des R?f,

5.1. Soient
f:X—Y
un morphisme de schémas, F un faisceau abélien sur X, on se propose de déterminer
les RYf,(F). En vertu de 3.5, il revient au méme, a peu de choses prés, de connaitre les
fibres géométriques R f, (F);, pour y € Y. Or (V 5.1) R?f,(F) est le faisceau associ¢ au
préfaisceau
H1:Y' » HI(X XyY', F)

20. pas nécessairement filtrantes !
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sur Y, et par suite (3.9)
RIf,(F); = lim 09(Y"),
Y/
ou la limite inductive est prise suivant la catégorie filtrante opposée de la catégorie des
Y’ étales sur Y ponctués par y. Choisissant un voisinage ouvert affine U de y, on peut se
limiter dans la limite du deuxiéme membre a la catégorie cofinale des Y’ qui sont affines
et au-dessus de U. On obtient ainsi

(5.1.1) R"f*(F)yzli_r)an(X XyY', F),
ou Y’ varie dans la catégorie précédente.
Introduisons
—_ o,
Y = Spec(Oy 3) = h_r)nY
(cf. 4.5), et

X=XxyY.
Notons que dans le systéme projectif des X Xy Y’ (déduit de celui des Y’ par changement
de base X — Y) les morphismes de transition sont affines, on est donc dans les conditions
générales de VII 5.1, et on voit aussitot, par construction de l(ﬂq dans loc. cit., que 'on a
un isomorphisme canonique
X=lmX xy,Y".
—

Désignons par Fle faisceau sur X image réciproque de F, alors on obtient un homomor-
phisme canonique
li_r)an(X XyY',F)y— HIY(X,F
Y/
d’ol en comparant avec (5.1.1), un homomorphisme canonique
(5.12) Ref,(F); — HYX,P),

évidemment fonctoriel en F.

Supposons maintenant f : X — Y quasi-compact et quasi-séparé, alors il en est de
méme de X' Xy Y’ — Y', et comme Y’ est affine, les X Xy Y’ sont quasi-compacts et
quasi-séparés. Utilisant (5.1.1) et le théoréme de passage a la limite VII 5.8, on obtient
alors :

THEOREME 5.2. Soient f : X — Y un morphisme quasi-compact et quasi-séparé de
schémas, F un faisceau abélien sur X, y un point de Y,y le point géométrique au-dessus de
y, relatif a une cloture séparable k() de k(y), Y = Spec(Oy 3) le schéma localisé strict cor-
respondant, X = X Xy Y, F I'image inverse de F sur X. Alors ’homomorphisme canonique
(5.1.2) est un isomorphisme :

Rif (F); ~ HY(X, P).

Cet énoncé ramene pratiquement la détermination des fibres d’un faisceau RYf, (F)
ala détermination de la cohomologie d'un préschéma au-dessus d'un schéma strictement
local, et sera constamment utilisé par la suite. Techniquement, c’est 5.2 qui explique le
role important des anneaux henséliens et des anneaux strictement locaux dans ’étude
de la cohomologie étale.

REMARQUE 5.3. L’énoncé reste valable pour R*f,(F) = f,.(F), pour un faisceau
d’ensembles quelconque. D’autre part, 5.2 reste également valable pour R! £, (F), lorsque
F est un faisceau en groupes (pas nécessairement commutatif), en prenant la définition
habituelle du R! £, (F) (cf. thése de Giraud).
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5.4. Supposons maintenant que f soit un morphisme fini. Alors f : X — Yest un
morphisme fini, et comme Y est strictement local, il s’ensuit que X est une somme finie
de schémas strictement locaux X;. Par suite, utilisant 4.7 on trouve

(5.4.1) HYX,F)=0 pour q#0.
D’autre part, notons que les composantes X; de )_(_correspondent aux points X; de X
au-dessus du point fermé y de Y, i.e. aux points de X5 =X, By, k(). D’ailleurs, ces

points peuvent étre considérés comme des points géométriques de X, et X; n’est alors
autre que le schéma localisé strict de X en X;. On a donc (4.8)

HO()_([’E = Ffia
d’ou

(5.4.2) HX. P =[] Fs.

qui est un isomorphisme fonctoriel en le faisceau d’ensembles F (inutile ici de se res-
treindre aux faisceaux abéliens). Tenant compte de 5.2 et 5.3, les formules précédentes
(5.4.1) et (5.4.2) donnent :

PROPOSITION 5.5. Soient f : X — Y un morphisme fini de préschémas, y un point de
Y. Alors pour tout faisceau F sur X, on a un isomorphisme (fonctoriel en F)

Ly~ I E-
XEX, Q)P
(par suite la formation de f,(F) commute a tout changement de base y' — Y), et si F est
un faisceau abélien, on a
Rif (F)=0sig>0.

On notera que la premiere formule 5.5 est en fait indépendante de 5.2. et du théoreme
de passage a la limite général VII 5.7, et qu’elle implique (grace a 3.5) que F — f,(F) est
un foncteur exact sur la catégorie des faisceaux abéliens, d’ou encore RYf, (F) = 0 pour
q # 0. Voici une légére variante de 5.5 :

COROLLAIRE 5.6. Soit f : X — Y un morphisme entier. Alors pour tout faisceau abélien
FsurX,ona
Rif (F)=0 pour q#0.

De plus, le foncteur f, sur les faisceaux d’ensembles commute a tout changement de base
Y' ->Y.

En effet, on est ramené grace a 5.2 a prouver que lorsque Y est strictement local, on

a Hi(X, F) = 0 pour tout faisceau abélien sur X. Or on aura Y = Spec A, X = Spec B,

B étant une algebre entiére, et écrivant B = h_r)n B;, ou B; parcourt les sous-algébres de

type fini de B, (qui sont méme finies sur A), on aura X = 1(21 X;, ou X; = Spec B;. En
1

vertu de VII 5.13, on est ramené a prouver que RYf, (F;) = 0 pour g # 0, F; un faisceau

abélien sur X, ce qui résulte de 5.5. La derniére assertion de 5.6 se prouve par la méme
méthode de réduction a 5.5.

COROLLAIRE 5.7. Soit f : X — Y un morphisme d’immersion. Alors pour tout faisceau
F sur X, le morphisme canonique

[ fu(F) — F

est un isomorphisme.
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Comme f se factorise en le produit d’'une immersion ouverte et d’'une immersion
fermée, et que 5.7 est trivial dans le cas d’'une immersion ouverte (IV n° 3), on est ramené
au cas ou f est une immersion fermée. On est ramené a prouver que pour tout x € X,
I’homomorphisme correspondant

(f*f(F)x — Fx

est bijectif, or par transitivité des fibres (3.4) le premier membre n’est autre que la fibre
f+(F)s, donc il faut vérifier que ’homomorphisme canonique

f*(F)Y - Ff
est bijectif, ce qui résulte aussitot de 5.5.

REMARQUE 5.8. Utilisant 5.5 et procédant encore comme dans 5.6, on prouve faci-
lement que si f : X — Y est un morphisme entier, F un faisceau en groupes sur X
(pas nécessairement commutatif), alors R! f,(F) est le faisceau final sur Y (comparer
remarque 5.3).

6. Supports

Soit U un ouvert de Zariski du schéma X. Alors I € Ob X,
objet de 'objet final X de X, donc définit un sous-objet U de I'objet final de

«ouvert » du topos étale X, de X (IV 8.3).

.» et en fait U est un sous-

—~

&> 1.e. un

PROPOSITION 6.1. L’application précédente U — U est un isomorphisme de I’ensemble
ordonné des ouverts (au sens de Zariski) de X, sur I’ensemble des ouverts du topos étale X ;.

Comme X — )?gt est pleinement fidéle, on voit aussitét que 'application U U
conserve les structures d’ordre ie. (U C V) < (U C V), en particulier ’application pré-
cédente est injective. Pour prouver qu’elle est surjective, considérons un sous-faisceau
F du faisceau final X, et considérons les objets de X, r, i.e. les schémas étales X' sur X
tels que F(X') # @. Comme X' — X est étale, c’est une application ouverte (EGA IV
2.4.6), en particulier son image (au sens ensembliste) Im(X ") est ouverte. Soit U 'ouvert
réunion des Im(X"’) (X' € Ob X, ). Comme la famille des X' — U (X' € Ob Xr)
est surjective, donc couvrante, on conclut que U € Ob X, donc X, pr = Xy, donc
F=U, C.QFD.

Compte tenu de 6.1, nous pouvons donc parler sans ambiguité d'un « ouvert » de X,
sans préciser si nous entendons cette notion au sens habituel de Zariski ou au sens de la
topologie étale.

COROLLAIRE 6.2. Soient U un ouvert de X, j : U — X l'immersion canonique, alors le
foncteur

' X — Uy

et

induit une équivalence de catégories
T — T
En effet on vérifie aussitét que pour tout site C ou les l(£1 finies existent, et pour
tout sous-objet U de l'objet final e de C, considérant le foncteur j : C — C,;; défini par
Jj(8) = S X U, j est un morphisme de sites et j* : C — C/U induit une équivalence

C/U — C/U.1 suffit alors de conjuguer ce fait général et le fait que Uy, es canoniquement
isomorphe a X .
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De fagon imagée, on peut exprimer 6.2 en disant que les opérations de « s’induire
sur un ouvert », au sens habituel des schémas d’une part, et au sens des topos de I'autre,
sont compatibles. Voici une compatibilité analogue pour les opérations de « restriction
a un fermé » :

THEOREME 6.3. Soient X un schéma, Y un sous-schéma fermé de X,U = X —Y muni de
la structure induite,i : Y — X et j : U — X les immersions canoniques. Alors le foncteur

—~ ~

iy @ Yo — Xy

est pleinement fidele, et si F € Ob )Zt, F est isomorphe d un faisceau de la formei  (G) sss j*(F)

est isomorphe au faisceau final U sur U.

Démonstration. Comme i, et i* sont adjoints 'un de l'autre, le fait que i, soit plei-
nement fidéle équivaut aussi au fait que ’homomorphisme fonctoriel

i*(i,(G) — G

est un isomorphisme, ce qui n’est autre que 5.7. D’autre part, si G € Ob lz, alors on
vérifie trivialement grace a 6.2 que j*(i.(G)) est le faisceau final sur U. Inversement, si
F € Ob )?gt est tel que j*(F) soit le faisceau final, prouvons que F est isomorphe a un
faisceau de la forme i, (G), ou ce qui revient au méme, que I’homomorphisme canonique

G—i,i'G
est un isomorphisme. Or il suffit de vérifier encore que pour tout x € X, 'homomor-
phisme induit sur les fibres géométriques en X est un isomorphisme. Lorsque x € U, cela

n’est autre que I’hypothese faite sur G. Lorsque x € Y, par transitivité des fibres on est
ramené a vérifier que 'homomorphisme sur les fibres en X induit par

i*(G) — i"(i,i*(G))

est un isomorphisme, or ’homomorphisme précédent est un isomorphisme d’apres 5.7
appliqué a F = i*G et a i. Cela achéve la démonstration de 6.3.

COROLLAIRE 6.4. Le foncteur i, induit une équivalence de la catégorie des faisceaux
abéliens surY avec la catégorie des faisceaux abéliens sur X dont la restrictionaU = X =Y
est nulle.

Conformément a l'usage courant nous identifierons donc souvent un faisceau abélien
sur Y a un faisceau abélien sur X nul sur U.

6.5. En vertu de 6.1 nous savons donc (si X est un schéma) interpréter les « ou-

—~

verts » du topos & = X, comme ouverts U de X au sens habituel, et en vertu de 6.3
avec cette identification le « topos résiduel » & U de IV 3 est équivalent canoniquement

—~

au topos Yy, ou Y = X — U est muni d’une structure induite quelconque, faisant de
Y un schéma. Nous pouvons par suite appliquer a cette situation les résultats de IV 3.,
notamment la description IV 3.3 des faisceaux F sur X en terme des triplets (F’, F",u)
ou F’ est un faisceau sur Y, F” un faisceau sur U et u un homomorphisme de F’ dans
i*j.(F"). Nous utiliserons librement par la suite les notations i*, j, de IV.3, qui désignent
des foncteurs

B W),y — X s
i (X)), — Ve s
ou l'indice « ab » dénote la catégorie des faisceaux abéliens. Ces foncteurs donnent lieu
aux deux suites exactes IV 3.7.
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6.6. Compte tenu des développements qui précédent et de la terminologie générale
introduite dans IV 8.5, il y a lieu d’introduire, pour un faisceau abélien F sur X, ou une
section @ d’un tel faisceau, la notion de support de F resp. de ¢, comme étant le fermé
(au sens habituel, i.e. de Zariski) complémentaire du plus grand ouvert sur lequel 'objet
en question s’annule.

Dans la situation actuelle, il s’impose également de remplacer les notations générales
V43 Hi(&y F), %C’]U(F) par les notations Hg(X, F), %’;(F), le premier désignant un
groupe abélien, le deuxiéme un faisceau abélien sur Y (ou encore un faisceau abélien sur
X, nul sur U). Ainsi, on a #y = R%' etc.

Je renvoie a V 6 pour les propriétés générales des foncteurs précédents.

7. Morphismes de spécialisation des foncteurs fibres

7.1. Nous avons vu au N° 4 comment on associe, a tout point géométrique & du
schéma X, un x-schéma strictement local

)_((é) = SpeC OX,f’

ne dépendant, en fait, que du point géométrique au-dessus de I'image x de & défini par
la cloture séparable k(x) de k(x) dans 22 = k(&). Nous nous restreindrons souvent par la
suite aux points géométriques & = Spec £2 algébriques séparables sur X, i.e. tels que €2
soit une cloture séparable de k(x), i.e. £ = X. Appelons un X-schéma Z un localisé strict
de X s’il est X-isomorphe a un schéma de la forme Spec Oy 5, on voit donc que

& SpecOx s = X(&)

est une équivalence de la catégorie des points géométriques algébriques séparables sur
X, avec la catégories des X-schémas qui sont des localisés stricts de X, quand on prend
comme morphismes dans I'une et autre catégorie les seuls isomorphismes.

Ce dernier énoncé n’est plus exact quand on prend comme morphismes tous les
X-morphismes, car dans la seconds catégorie il peut y avoir des X-morphismes qui ne
sont pas des isomorphismes. On pose alors la

DEFINITION 7.2. Soient &, &' deux points géométriques du schéma X, on a appelle fleche
de spécialisation de &' a & tout X-morphisme entre les localisés stricts correspondants

X" — X(©).
On dit que & est une spécialisation de &' ou que &' est une générisation de &, s’il existe une
fléche de spécialisation de &' a é.

On notera que les fleches de spécialisation se composent de facon évidente, de sorte
qu’en prenant pour morphismes les fleches de spécialisation, les points géométriques de X
forment une catégorie, équivalente (ainsi que la sous-catégorie pleine formée des points
géométriques algébriques et séparables sur X) a la sous-catégorie pleine de (Sch),y for-
mée des localisés stricts de X.

LEMME 7.3. Soient X un schéma, Z un X-schéma qui est isomorphe a une limite pro-
Jjective pseudo-filtrante de X -schémas étales X;, avec des morphismes de transition affines
(VIL 5.1), & un point géométrique de X, Z' = X(&") le localisé strict correspondant. Alors :

a) L’application de restriction
Homy(Z', Z) — Homy (&', Z)

est bijective.



7. MORPHISMES DE SPECIALISATION DES FONCTEURS FIBRES 225

b) Pour que les deux membres soient non vides, il faut et il suffit que I'images x’ de
&' dans X soit dans celle de Z.

¢) Soit T un Z-schéma, pour que T soit un localisé strict de Z, il faut et il suffit qu’il
soit un localisé strict de X.

Démonstration.

a) on est ramené aussitot au cas ou Z est un des X, i.e. ou Z est étale sur X, et
par le changement de base Z’ — X on peut supposer que Z' — X, d’ou la
conclusion par 4.2 (ii).

b) Onnote que six’ estl'image d’un point z de Z, alors k(z) est nécessairement une
extension algébrique séparable de k(x"), donc il existe un k(x")-homomorphisme
de cette derniére dans k(&'), d’ou la conclusion.

c) La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur.

On conclutde 7.2 et 7.3 :

PROPOSITION 7.4. Soient &, &' deux points géométriques du schéma X. Alors Uappli-
cation de restriction définit une bijection de I’ensemble Hom y (X (&'), X&) des fléches de
spécialisation de &' dans &, avec I'ensemble des X-morphismes de &' dans X ().

COROLLAIRE 7.5. Pour que & soit une spécialisation de &', il faut et il suffit qu’il en soit
de méme pour les images x, x" de &, &' dans X, i.e. que x appartienne a I’adhérence de {x'}.

Comme SpecOx ; — SpecOx , est fidelement plat (4.4) il est surjectif, et il suffit
donc d’appliquer la deuxiéme assertion de 7.3.

COROLLAIRE 7.6. Pour tout schéma X, soit Pt(X) la catégorie des points géométriques
sur X (ou encore, des points géométriques algébriques séparables sur X), les morphismes
étant les fléches de spécialisation. Soit alors & un point géométrique d’un schéma X, X (&)
le localisé strict correspondant, on a alors une équivalence des catégories

PH(X(£)) = PHX)g,

obtenue en associant, a tout point géométrique &' de X (&), le point géométrique correspon-
dant sur X, avec le morphismes de spécialisation dans & déduit du morphisme structural
& — X(&) grace a 7.4.

En d’autres termes, la donnée d’une générisation &' du point géométrique & équivaut
essentiellement a la donnée d’une point géométrique de X (). Notons d’ailleurs qu’en vertu
de 7.3 c), Thomomorphisme correspondant X(&') — X (&) fait de X(&') le localisé strict
de X(&), relativement a &’.

7.7. Interprétons maintenant, pour tout point géométrique & de X et tout faisceau
Fsur X, lafibre F; comme étant I'(X (&), F(£)), ou F(§) est I'image inverse de Fsur X (&)
(4.8). Alors on voit que toute fleche de spécialisation

u:g —¢
induit un homomorphisme, fonctoriel en F:
ut Ff — Fé:l,
appelé homomorphisme de spécialisation associé a la fleche de spécialisation u. Il est
évident, d’apres la transitivité des images inverses de faisceaux, que 'on a pour une

fleche de spécialisation composée :

(wu)* = u*w*.
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7.8. Si & est un topos, rappelons (IVXXX référence) qu'on a appelé « foncteur
fibre », ou (par abus de langage) « point » du topos &, tout morphisme de « topos fi-
nal » (Ens) (isomorphe a la catégorie des faisceaux sur un espace réduit a un point!)
dans &, i.e. tout foncteur

@ = & —> (Ens)
qui commute aux limites inductives quelconques, et aux limites projectives finies. Il y
a lieu de considérer I’ensemble des foncteurs fibres de & comme I’ensemble des objets
d’une sous-catégorie pleine de Hom(&, (Ens)), appelée catégorie des foncteurs fibres du
topos E, dont 'opposée est appelée catégorie des points de &, et notée Pt(E), cf. (IV 6.1).

Lorsque E est de la forme )?gt ou X est un schéma, nous avons défini dans 3.3 et 7.7
un foncteur

(+) Pt(X) — Pt(Xg).
ou le premier membre est défini dans 7.6. Ceci posé, on a le

THEOREME 7.9. Soit X un schéma. Le foncteur précédent (x) est une équivalence de la
catégorie des points géométriques sur X (avec comme morphismes les fléches de spécialisa-
tion) avec la catégorie des points du topos étale )?gt (opposée de celle des foncteurs fibres
sur 5(; ).

Comme ce théoréme ne servira plus dans la suite du séminaire, nous nous bornons
ici a une esquisse de démonstration, ou nous nous permettrons certaines libertés avec
les questions d’univers.

v
a) Le foncteur envisagé est pleinement fidéle. Pour tout X € Ob X, soit X

X, — (Ens) défini par

ét>

X (F) = Hom(X, F) = F(X).

Notons que le foncteur fibre

peut s’écrire
-

1
ou les X; sont des schémas affines étales sur X, indexés par une certaine caté-

gorie filtrante (cf. 4.3 et 4.5). On a donc pour tout foncteur ¢ : 5(:; — (Ens) :
Hom(&, @) = l(i{_nHom(X 7, 0),
]
d’autre part il est bien connu que 'on a un isomorphisme bifonctoriel
Hom(X}, ¢) ~ ¢(X)).
Lorsque @ est de la forme & £ donc
~Y 1 V
¢ = lim X'},
J
on a donc une bijection naturelle
(*) Hom(&, Epr) = l(iﬂﬂi_n)qumX(X;,Xi).
i
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D’autre part on a (dans la catégorie des schémas)

X =limX,, X()=lim X},
i J
d’ou
Hom (X (&), X(&)) ~ @Homx()_((é"), X;),

d’autre part, comme X; est localement de présentation finie sur X, on a

Homy(X(&'), X;) ~ h_r)n Homy (X, X)),
J

d’ou

() Hom y (X (&), X(&)) ~ 1(i£1h_n)1HomX(Xj’-,Xl-).
i

La comparaison de (x) et (%) donne la conclusion voulue (moyennant une vé-
rification de compatibilités, laissée au lecteur).
b) Le foncteur envisagé est essentiellement surjectif.

7.9.1. Remarquons d’abord que si C est un site ou les l(in finies sont représentables,

C =%le topos correspondant, alors tout foncteur fibre ¢ sur & peut se représenter
comme une « limite inductive filtrante » de foncteurs de la forme

Y(F)= F(Y) =Hom(Y, F),Y € ObC,

(ou1 Y est le faisceau associé a Y), de la facon suivante 2°. On consideére la catégorie Crp

des couples (Y, &), avec Y € Ob C, & € ¢(Y) (les morphismes se définissant de la facon
évidente), et on note qu'on a un homomorphisme évident

() lim Y —¢
(Y,g)ec}jﬂ

en remarquant que

Hom(h_r)n Y, ~ I(&nHom(Y, Q) ~ l(in(p(Y).

qu C/ ® C/ 4

Or on a un élément canonique dans l(iLnC @(Y), en associant a tout (Y, &) I'élément & de
lp 5
@(Y). Utilisant le fait que les 1(in finies existent dans C, et que le foncteur Y — @(Y) y

commute, on voit que dans C/(p les l(lr_n finies existent ; a fortiori C/O(p est filtrant. Utilisant

que tout faisceau F est limite inductive des faisceaux de la forme Y, et utilisant le fait
que @ commute aux limites inductives, on conclut aisément que I’homomorphisme de
foncteurs (x) est bijectif, et donne donc la représentation annoncée.

7.9.2. Remarquons également que si & est un topos, Y un objet de &, d’ot1 un topos
&)y, alors la donnée d’un foncteur fibre ¢ pour &)y équivaut a la donnée d’un couple
(@, &), ou @ est un foncteur fibre pour &, et £ € (Y). Au foncteur fibre y : &y — (Ens)
on associe le couple (@, &), ou @ est le composé Z — @(Z) = w(Z XY), etoué €
@(Y) = w(Y XY) est 'image de 'unique élément de yw(Y) par le morphisme diagonal
deY xY.
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7.9.3. Revenons maintenant au cas du site C = )F(zt, et soit ¢ : )?gt — (Ens) un
foncteur fibre sur le topos étale de X. Considérant la restriction de ¢ a la sous-catégorie 401

pleine de X, formée des ouverts de ce topos, ou ce qui revient au méme (6.1) des ouverts
U de X, on trouve une application

@y + UX) — {0, 1}
commutant aux sup quelconques et aux inf finis. (On note que pour u € U(X), p(U) est
vide ou réduit a un point, et on prend @,(U) = 0 ou 1 suivant qu'on est dans 'un ou
I’autre cas).

On voit facilement, grace au fait que tout fermé irréductible de X a un point géné-
rique et un seul 2%, que @, est défini a I'aide d’un unique x € X, par la condition

poU)=1 sss xeU,
Le.
pU)=g < xel.
Soit F € Ob )?gt, alors I'image de F dans le faisceau final X est un ouvert; et comme

p(F) — oU)
est surjectif, on voit que @(F) # @ sss p(U) # @, ie. sssx € U. Soit alors C, la
catégorie des couples (X', &) ou X' € Ob X, et £ € @(X'). On a signalé dans 7.9.1 que
C/O(p est filtrante connexe. De plus, grace a 7.9.2 et a ce qui précéde appliqué a X' au lieu
de X, si (X',&) € Ob Xy, il lui est associé un unique point x’ € X', tel que pour un
morphisme étale X" — X', £ est dans 'image de @(X”) — @(X') sss x” est dans celle
de X”. On conclut de ceci que le schéma l(in des X' suivant la catégorie C des (X', &)
existe et est un localisé strict Z de X, correspondant donc a point géométrique & et un
402 foncteur fibre £ 2 Pour tout faisceau F, on a alors
Ee(F) li_r)n(F)(X’).
C¢
Compte tenu de 7.9.1 on en conclut que ¢ est isomorphe a &, ce qui acheve la démons-
tration de 7.9.

8. Deux suites spectrales pour les morphismes entiers

ProrosITION 8.1. Soient f : X — Y un morphisme entier surjectif, F un faisceau

abélien sur Y. Pour tout entier i, soit 7('(F) le préfaisceau sur (Sch),y défini par
H(F)(Z) = H'(Z, Fy),
ou F, est 'image inverse de F sur Z. Alors il existe une suite spectrale (fonctorielle en F)
H*(X,F) < E} = H/(X/Y, HU(F))

(« suite spectrale de descente »).

Bien entendu, le symbole H? (VX 1Y, G), pour un préfaisceau G sur (Sch),y, désigne le
p.eme groupe de cohomologie de Cech relatif, défini a I'aide du complexe des C"(X/Y, G) =

G(X"™1), ot X™ désigne la puissance m. iéme dans (Sch),y. Pour établir 8.1, soit p, :
X" = Yla projection, et posons

A" = (Zxne1),

20. C’est un cas particulier de IV 6.8.3.
20. i.e. X est sobre dans la terminologie de IV 4.2.1. L’assertion faite est un cas particulier de IV
4.2.3.
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ot Zyns1 désigne le faisceau constant Z sur X"*!. Alors les A" sont les composantes
d’un faisceau abélien simplicial sur Y, donc d’un complexe de faisceaux abéliens A* sur
Y. Notons qu’on a un homomorphisme évident

Ceci posé, on a le

LEMME 8.2. Le complexe (A™) muni de ’homomorphisme (x) est une résolution de Zy.
Plus généralement pour tout faisceau abélien F surY, A* @ & F est une résolution de F.

Démonstration : On peut supposer Y affine, donc Y = Spec A, X = Spec B, ou B est une
A algebre entiére. On aura B = h_r)n B;, ou B, parcourt les sous-algebres de type fini donc
finiesde B,d’ou X = l(ln X;, ou Xil = Spec B;. Utilisant VII 5.11, on voit que le complexe
augmenté A*(X/Y) est alors la limite inductive des complexes augmentés A*(X;/Y).
Celanous ramene au cas ou f est fini. Il suffit de prouver que pour tout point géométrique
y de Y, le complexe A} est une résolution de Z7;, et le reste aprés tensorisation par un
F. Mais si Xj; est la fibre de X en , il résulte de 5.5 que le complexe Aj n’est autre que
le complexe analogue A*(X5/y). Cela nous rameéne au cas ou Y est le spectre d’un corps
séparablement clos k. Utilisant 1.3 a) et b), on peut méme supposer k algébriquement clos,
et X réduit, donc X de la forme Iy, ou I est un ensemble fini. Mais alors le complexe
A* @ F's’identifie au complexe de cochaines trivial de 'ensemble d’indices I a coefficient
dans Fy, donc c’est bien une résolution de Fy.
Nous obtenons donc, comme conséquence de 8.2, une suite spectrale

H*(Y,F) < qu = HP(HI(Y,A* @ F)),
et il reste a expliciter le terme initial. Or on a un homomorphisme canonique

et ce dernier est un isomorphisme, comme on voit encore par réduction au cas f fini et
passage aux fibres. Utilisant 5.5, on en conclut

HUY, A" ® F) =~ HY(X", pi(F)) = HUF)(X"),
ce qui donne bien le terme initial annoncé dans 8.1.

REMARQUE 8.3. a) Lorsque 'on se donne un recouvrement localement fini de Y
par des ensembles fermés Y;, et qu'on pose X = Hi Y; alors le morphisme ca-
nonique f : X — Yest fini, et la suite spectrale 8.1 a un terme initial qui s’ex-
plicite comme la cohomologie du complexe défini par les H(Y; i F1Yiy i)
ouY; i, =Yy Nee Ny, . C’est donc la I’analogue de la suite spectrale de Leray

pour un recouvrement fermé localement fini d’un espace topologique ordinaire
(TF Chapitre II 5.2.4). Cette derniére peut d’ailleurs se généraliser également en
une suite spectrale relative a un morphisme « fini » i.e. propre a fibres finies, en
procédant comme dans 8.1.

b) On notera I’analogie de la suite spectrale de 8.1 avec la suite spectrale de Le-
ray d’'un recouvrement (X;) de Y (en l'occurrence par des X; étales sur Y);
cette derniere s’obtiendrait formellement en écrivant la suite spectrale 8.1 pour
X = Hl, X;. Il est probable en fait que ces deux suites spectrales admettent
une généralisation commune, qui serait valable chaque fois qu'on aurait une
famille de morphismes (X; — Y), qui soit « famille de descente effective uni-
verselle » pour la catégorie fibrée des faisceaux étales sur un schéma de base
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variable (cf. n® 9 ci-dessous). La question analogue se pose d’ailleurs en topo-
logie ordinaire, a propos d’'une généralisation commune des deux especes de
suites spectrales de Leray d’un recouvrement, supposé soit ouvert, soit fermé
localement fini .

PROPOSITION 8.4. Soient Y un schéma, & un groupe profini, (r;); le systéme projectif des
groupes quotients finis discrets de m, (X;),c un systéme projectif de revétements principaux
deY, de groupes les r;, les homomorphismes de transition X; — X; étant compatibles avec
les homomorphismes x; — =; sur les groupes d’opérateurs, X = l(iLnXi (cf. VI 5.1), de
sorte que le groupe & opére sur le Y-schéma X, F un faisceau abélien sur Y. Alors on a une

suite spectrale « de Hochschild-Serre » (fonctorielle en F)

H*(Y,F) & E}* = H"(x,lim HI(X;, Fy)),
i

ou Fx est 'image inverse de F sur X;, et HP(z, —) désigne la cohomologie galoisienne.

Le terme Eé’q écrit ici est également (par définition de H”(x, —) et transitivité des
limites inductives) isomorphe a
EM = h_r)n HP(z;, HI(X;, Fx ),
i
ce qui nous montre qu’il suffit de trouver un systéme inductif de suites spectrales (dé-
pendant de 'indice i)

H*(Y,F) <="E} = H(r;, HY(X,, Fx))).

Cela nous ramene a définir la suite spectrale dans le cas ou 7 est fini. Alors f : X - Y
est un morphisme couvrant dans Y, donc on peut écrire la suite spectrale de Leray de
ce morphisme. Compte tenu des isomorphismes canoniques :

G
X"~ X xG",

un calcul bien connu montre alors que pour tout préfaisceau A sur Xy, transformant
somme en produits, C*(X/Y, ') n’est autre que le complexe des cochaines homogénes
de G a coefficients dans 7 (X), d’ou la forme annoncés pour le terme initial.

Une variante de cette démonstration, évitant tout calcul, consiste a considérer E
X X, E comme un morphisme du site des z-ensembles finis dans le site étale de Y, et
a écrire la suite spectrale de Leray de ce morphisme. Enfin, lorsque 7 est fini, on peut

également regarder la suite spectrale de Hochschild-Serre comme étant un cas particulier
de 8.1 relativement au morphisme f : X — Y.

COROLLAIRE 8.5. Supposons Y quasi-compact et quasi-séparé, alors la suite spectrale de
8.4 s’écrit
H*(Y,F) < E} = HP(x, HI(X, Fy)).
En effet, en vertu de VII 5.8, on a alors des isomorphismes canoniques
h_lj)an(Xi’ Fx) =~ HYX, Fy).

1
COROLLAIRE 8.6. Soient Y un schéma local hensélien de point fermé y, F un faisceau
abélien sur Y, Fy le faisceau induit sur Yy = Spec(k(y)). Alors les homomorphismes cano-
niques
H"(Y,F) — H"(Y,, F,)

20. Depuis la rédaction de ces lignes, P. Deligne a fait une théorie générale des « suites spectrales
de descente », cf. Exp. V bis.
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sont des isomorphismes.

Soit en effet y un point géométrique sur y, correspondant a une cloture séparable
k(y) = k(y) de k(y); comme Y est hensélien, le localisé strict X de Y en y est la limite
projective des revétements étales galoisiens connexes y-ponctués X, de sorte qu'on est
sous les conditions d’application de 8.5. Comme H9(X, Fy) = 0 pour ¢ > 0 en vertu de
4.7, on en conclut des isomorphismes

H"(Y,F) < H"(x, F(X)),

ou 7 est le « groupe de Galois » de X sur Y, isomorphe a celui de k(y) sur k = k(y). On
trouve de méme (ou par 2.3)

H"(Yy, Fy) < H"(z, Fy(Xy)),

ou Xg =X Xy, Y =~ Spec(k(y)). Or ’homomorphisme de restriction F(X) — Fy(X,)
est un isomorphisme en vertu de 4.8, d’ou résulte aussitdt la conclusion 8.6.

9. Descente de faisceaux étales

Le présent numéro ne servira plus dans la suite de ce Séminaire, et peut étre omis en
premiere lecture.

PROPOSITION 9.1. Soit f : X' — X un morphisme surjectif (resp. universellement sub-
mersif (SGA 11X 2.1)) de schémas. Alors le foncteur f* : X4 — X/, est fidéle et « conser-
vatif » (cf. 3.6) (resp. induit un foncteur pleinement fidele de la catégorie des faisceaux sur

X dans la catégorie des faisceaux sur X, munis d’une donnée de descente relativement a
f X - X)

Le premier point résulte aussitot de la transitivité des foncteurs fibres (3.4) et de (3.7),
le deuxieme (qui s’énonce aussi en disant que f est un morphisme de descente relative-
ment a la catégorie fibrée des faisceaux étales sur des schémas variables), signifie aussi
que pour deux faisceaux F, G sur Y, le diagramme naturel

(%) Hom(F,G) - Hom(F’,G') =2 Hom(F”,G")

estexact,ou F' et G’ (resp. F" et G") sontles images inverses de Fet G sur X' (resp. sur
X" = X" Xy X'). Prenant pour F le faisceau final, I'’énoncé donne le

COROLLAIRE 9.2. Soit f : X' — X un morphisme universellement submersif. Alors
pour tout faisceau F sur X, le diagramme

I'X,F)-TI'(X".F')Ys I'X",F")
est exact, ou X" = X' Xy X', et ou F', F" sont les images inverses de F sur X', X".
Nous prouverons 9.1 en utilisant le

LEMME 9.3. Supposons f universellement submersif. Soit F un faisceau sur X, dési-
gnons par S(F) ensemble des sous-faisceaux de F, et définissons de fagon analogue S(F"),
S(F"). Alors le diagramme d’applications naturelles

S(F)—> S(F')=3 S(F")

est exact.

407

408

409



410

411

232 VIIL. FONCTEURS FIBRES, SUPPORTS, ETUDE COHOMOLOGIQUE DES MORPHISMES FINIS

Démonstration. Le fait que S(F) — S(F') est injectif résulte aussitot du fait que le
foncteur f* est conservatif; car si F; (i = 1,2) sont deux sous-faisceaux de F tels que
fP(F)) = f*(F,), alors les inclusions F; = F; N F, —» F,; (i = 1,2) sont des isomor-
phismes, car elles deviennent telles apreés application du foncteur f*, donc F; = F,. 1l
reste a prouver que si G’ est un sous-faisceau de F’ tel que prj(G’) = pr3(G’), alors
G’ est I'image inverse d’un sous-faisceau de F. Notons que 'on peut trouver un épimor-
phisme F| — Fdans X, ou Fj est représentable par un schéma étale sur X. Introduisons
F, = F\ XpF|,etde méme F{, F|", F;, F,, faisceaux donnant lieu a un diagramme d’en-
sembles
S(F) —= S(F') —= S(F")

]

S(F) —= S(F)) —= S(F}")

el

S(Fy) — S(Fy) —= S(F)),

dans lequel les colonnes sont exactes, grace aux propriétés d’exactitude dans la catégorie
des faisceaux sur X, X', X" respectivement. Un diagram-chasing standard montre alors
que, pour prouver que la premiere ligne est exacte, il suffit de le prouver pour les lignes
2 et 3. Or pour la ligne 2 cela résulte du fait que F est représentable, X’ — X univer-
sellement submersif, et de SGA 1 IX 2.3. D’autre part, F, est également représentable,
car c’est un sous-faisceau de F; Xy F; qui est représentable, et on applique 6.1. Donc la
ligne 3 est aussi exacte, C.QFD.

Prouvons maintenant 9.1, i.e. que tout morphisme u’ : F' — G’, compatible avec
les données de descente sur F’, G', u’ provient d’'un morphisme u : F — G. Soit
H = FXG,donc H = F'xXG', H" = F”" X G”, alors le graphe de u’ est un sous-
faisceau I'’ de H', dont les deux images inverses sont égales au graphe d’'un méme
morphisme u” : F” — G”. Donc en vertu de 9.3. I’ provient d’'un sous-faisceau I’
de H. Je dis que I est le graphe d'un morphisme u : F — G, i.e. que le morphisme
p i I' > Finduit par pr, est un isomorphisme : en effet, il devient un isomorphisme
apres le changement de base X’ — X, et on applique la partie déja prouvée de 9.1. Le
morphisme u : F — G répond alors a la question, C.QFD.

THEOREME 9.4. Soit f : X' — X un morphisme surjectif de schémas. On suppose que
Iune des hypothéses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.

b) f est propre.
c) f est plat et localement de présentation finie %°.
d) X est discret (p.ex. le spectre d’un corps).

Alors f est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée F sur (Sch)
des faisceaux étales sur des schémas variables, i.e. le foncteur f* induit une équivalence de
la catégorie des faisceaux sur X avec la catégorie des faisceaux sur X', munis d’'une donnée
de descente relativementa f : X' - X.

9.4.1. Soit F' un faisceau sur X', muni d’'une donnée de descente relativement a
f : X’ - X. On définit alors un foncteur

G : X2 — (Ens)

20. 11 est probable que cette deuxiéme hypothése est en fait superflue.
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par la formule
G(Y)=Ker(F'(Y')= F"(Y")).
On constate aussitot que G est un faisceau pour la topologie étale, d’autre part on a un
homomorphisme canonique injectif G — f,(F'), d’ott un homomorphisme f*(G) —
F’, et ce dernier est évidemment compatible avec les données de descente. Il reste a
examiner si cet homomorphisme est un isomorphisme. Noter que G est aussi définissable
par I'exactitude de
G — [.(F') 3 g.(F"),

donc pour tout changement de base Y nox qui commute a la formation de f,(F') et
g.(F"), i*(G) = Gy s’identifie au faisceau « descendu» de Fy, par Y’ — Y, et bien
entendu ’homomorphisme fy*(Gy) — (Fy)' est celui déduit de f*(G) — F’ par chan-
gement de base. Or supposons que le changement de base f : Y = X' — X commute a
la formation de f,(F') et g, (F"), et notons que comme Y’ = X’ X, X’ a une section
sur Y/ = X’,donc Y’ — Yest un morphisme de descente effective pour toute catégorie
fibrés, en particulier pour 7, il s’ensuit que fy(Gy) — (Fy)’ est un isomorphisme, donc
f*(G) = F’ devient un isomorphisme apres changement debase Y’ = X' Xy X' — X'.
Comme ce dernier a une section, f*(G) — F' est un isomorphisme, donc la donnée de
descente envisagée sur F’ est effective.

9.4.2. Ceci prouve le théoréme 9.4 dans le cas a), grace a 5.6. Le cas b) résulte éga-
lement du fait que si f est propre, alors f,, commute a tout changement de base Y’ — Y,
(qui sera prouvé dans un exposé ultérieur (XII 5.1 (i))).

9.4.3. Dans le cas c), la question étant locale sur X on peut supposer X affine, et
qu’il existe un schéma affine X{, de présentation finie, quasi fini et fidélement plat sur
X, et un X-morphisme X| — X', ce qui nous raméne au cas ou f est quasi-fini. Quitte
a localiser encore sur X, au sens de la topologie étale cette fois, on voit qu’il existera un
ouvert X| de X’ tel que X| — X soit fini et surjectif, ce qui nous raméne au cas ou f
est fini et surjectif, déja traité dans a).

9.4.4. Dans le cas d), on peut supposer (en se localisant sur X) que X est réduit a
un seul point, et méme compte tenu de 1.1, qu’il est spectre d’'un corps k. De plus, f
est universellement ouvert (EGA IV 2.4.9) donc on est sous les conditions de 9.1, et le
raisonnement de 9.4.1 s’applique encore, en prenant un changement de base avec Y =
Speck, ou k = k(x), pour un x € X. Mais alors il est encore vrai que f, commute au
changement de base Y — X, comme nous verrons ultérieurement (XVI 1.4 et 1.5).

Ceci acheve la démonstration de 9.4.
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