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EXPOSE 1

Préfaisceaux

A. Grothendieck et J.-L. Verdier

Dans les numéros 0 a 5 de cet exposé, on présente les propriétés élémentaires, et le
plus souvent bien connues, des catégories de préfaisceaux’. Ces propriétés sont utilisées
constamment dans la suite du séminaire et leur connaissance est essentielle pour la com-
préhension des exposés suivants. Les démonstrations sont immédiates ; elles sont le plus
souvent omises. Dans les numéros 6 a 9 sont abordés quelques thémes utilisés a diffé-
rentes reprises dans la suite. Le lecteur pressé pourra les omettre en premiére lecture. Le
numéro 10 fixe la terminologie employée. L’appendice 11 est dt a N. Bourbaki.

0. Univers

Un univers est un ensemble non-vide! % qui jouit des propriétés suivantes :

(1) SixeUetsiye xalorsy e %

(% 2) Six,y€U,alors {x,y} € %.

(% 3) Six € U,alors P(x) € %.

(% 4) Si(x;,i € I) est une famille d’éléments de Z et I € %, alors U;c;x; € %.

Des axiomes précédents on déduit facilement les propriétés :

e Six € %,'ensemble {x} appartient a %.

e Si x est un sous-ensemble de y € %, alors x € %.

e Six,y € %, le couple (x,y) = {{x,y},x} (définition de Kuratowski) est un
élément de %.

e Six,y € %, laréunion x U y et le produit x X y sont des éléments de %.

e Si(x;,i € I € %) est une famille d’éléments de %, le produit Hie] x; est un
élément de %.

e Six € %, alors card(x) < card(%) (strictement). En particulier la relation % €
% n’est pas vérifiée.

On peut donc faire toutes les opérations usuelles de la théorie des ensembles a partir
des éléments d’un univers sans, pour cela, que le résultat final cesse d’étre un élément
de l'univers.

La notion d’univers a pour premier intérét de fournir une définition des catégories
usuelles : la catégorie des ensembles appartenant a I'univers % (#-Ens), la catégorie des
espaces topologiques appartenant a 'univers %, la catégorie des groupes commutatifs
appartenant a 'univers % (%-Ab), la catégorie des catégories appartenant a ['univers

Cependant le seul univers connu est ’ensemble des symboles du type { {@}, {{@}, @} }
etc.. (tous les éléments de cet univers sont des ensembles finis et cet univers est dénom-
brable). En particulier, on ne connait pas d’univers qui contienne un élément de cardinal

i. Le lecteur pourra aussi consulter SGA31§§1 a 3.
1. N.D.E. : Cette définition contredit ’appendice de Bourbaki infra. Toutefois 'intérét des univers
vides semble discutable...



2 L. PREFAISCEAUX

infini. On est donc amené a ajouter aux axiomes de la théorie des ensembles I’axiome :
(2 A) Pour tout ensemble x il existe un univers % tel que x € %.

L’intersection d’une famille d’univers étant un univers, on en déduit immédiatement
que tout ensemble est élément d’un plus petit univers. On peut montrer que ’axiome
(% A) est indépendant des axiomes de la théorie des ensembles.

On ajoutera aussi 'axiome :

(% B) Soit R{x} une relation et % un univers. S’il existe un élément 'y € % tel que R{y},
alorst, R{x} € %.

La non-contradiction des axiomes (% A) et (% B) par rapport aux autres axiomes de
la théorie des ensembles n’est pas démontrée ni démontrable, semble-t-il.

Soit % un univers et ¢(? ) laborne supérieure des cardinaux des éléments de % (c(%) <
card(%)). Le cardinal ¢(%) jouit des propriétés suivantes :

(FI)Sia < c(), alors 2% < c(U).

(FII)Si(a;,i € I) est une famille de cardinaux strictement inférieurs a c(%) et si
card([]) est strictement inférieur a ¢(%), X;cja; < c(%).

Les cardinaux qui possedent les propriétés (F'I) et (FI11) sont appelés cardinaux
fortement inaccessibles.

Le cardinal 0 et le cardinal infini dénombrable sont fortement inaccessibles.

L’axiome (% A) implique :

(% A") Tout cardinal est majoré strictement par un cardinal fortement inaccessible.

On peut montrer (11) que réciproquement la non contradiction de (UA") implique
la non contradiction de (U A), et que la non contradiction de ces axiomes entraine celle
dans 'axiome (% B).

Appelons ensemble artinien tout ensemble E tel qu’il n’existe pas de familles infinies
(x,,n € N) telle que x, € E, x,,,1 € x,. On peut alors montrer [loc. cit. ]| qu’il y a une
correspondance biunivoque entre les cardinaux fortement inaccessibles et les univers
artiniens, définie ainsi: a tout cardinal fortement inaccessible ¢ on fait correspondre
I'unique univers artinien U, tel que

card(%,) = c.
Soient ¢ < ¢’ deux cardinaux fortement inaccessibles. On a :
U €U, .

En particulier les univers artiniens de cardinaux inférieurs a un cardinal donné forment
un ensemble bien ordonné (pour la relation d’appartenance). L’axiome (% A”) est équi-
valent a 'axiome :

(% A"). Tout ensemble artinien est élément d’un univers artinien.

Remarquons que tous les ensembles usuels (Z, Q, ... ) sont des ensembles artiniens.

1. %-catégories. Préfaisceaux d’ensembles

1.0. Dans la suite du séminaire et sauf mention expresse du contraire, les univers consi-
dérés posséderont un élément de cardinal infini. Soit % un univers. On dit qu’un ensemble
est %-petit (ou, quand aucune confusion n’en résulte, petit) s’il est isomorphe a un élé-
ment de %. On utilise aussi la terminologie : petit groupe, petit anneau, petite catégorie?
...On supposera souvent, sans mention explicite, que les schémas, espaces topologiques,
ensembles d’indices...avec lesquels on travaille sont € %, ou tout au moins ont un car-

2. N.D.E. : Une catégorie C est vue comme un ensemble de fleches (muni du sous-ensemble des
objets, vu comme ensemble des fleches identiques et des applications « source, but »). Ainsi, les expressions
« C est élément de % » ou « C est %-petite » font sens.
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dinal € % ; cependant, de nombreuses catégories avec lesquelles on travaillera ne seront
pas € .

DEFINITION 1.1. Soient % un univers et C une catégorie. On dit que C est une %-catégorie
si pour tout couple (x, y) dobjets de C, I'ensemble Hom(x, y) est %-petit.

1.1.1. Soient C et D deux catégories et Fonct(C, D) la catégorie des foncteurs de C
dans D. On vérifie immédiatement les assertions suivantes :
a) SiCet D sont éléments d’un univers % (resp. %-petites) la catégorie Fonct(C, D)
est un élément de % (resp. est %-petite).
b) Si C est %-petite et si D est une %-catégorie, Fonct(C, D) est une %-catégorie.

REMARQUE 1.1.2. Soit D une catégorie possédant les propriétés suivantes :

(C1) L’ensemble ob(D) est contenu dans 'univers %.
(C2) Pour tout couple (x, y) d’objets de D, I'ensemble Hom,(x, y) est un élément de
U.

(Les catégories usuelles construites a partir d'un univers % possedent ces deux proprié-
tés : %-Ens, %-Ab,...). Soit C une catégorie appartenant a . Alors la catégorie Fonct(C, D)
ne possede pas en général les propriétés (C1) et (C2). Par exemple la catégorie Fonct(C, %-Ens)
ne possede aucune des propriétés (C1) et (C2). C’est ce qui justifie la définition adoptée
de %-catégorie, de préférence a la notion plus restrictive par les conditions (C1) et (C2)
ci-dessus.

DEFINITION 1.2. Soit C une catégorie. On appelle catégorie des préfaisceaux d’ensembles
sur C relative a 'univers % (ou, lorsqu’aucune confusion n’en résulte, catégorie des préfais-
ceaux sur C) la catégorie des foncteurs contravariants sur C a valeur dans la catégorie des
% -ensembles.

On désigne par é\% (ou plus simplement, lorsqu’aucune confusion n’en résulte, par
C) la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur C relative a 'univers %. Les objets de
Cy, sont appelés %-pré/t:aisceaux (ou plus simplement préfaisceaux) sur C. LorsqlAle Cest
U-petite, la catégorie Cy, est une %-catégorie. Lorsque C est une %-catégorie, Cy, n’est
pas nécessairement une %-catégorie.

CONSTRUCTION-DEFINITION 1.3. Soit x un objet d’'une %-catégorie C. On appelle
U-foncteur représenté par x le foncteur hy,/(x) : C° — %-Ens dont la construction suit .
Soit y un objet de C.

a) Si Hom(y, x) est un élément de %, alors :

ho/(x)(y) = Homc(y, x)

b) Supposons que Hom(y, x) ne soit pas un élément de % et soit R(Z,x, y) la
relation : « L’ensemble Z est but d’un isomorphisme Hom(y, x) = Z». On
pose alors :

ho(x)(y) = Tz R(Z).
(En vertu de l'axiome (% B), hqg/(x)(y) est un élément de %). Soit R’ (u, x, y) la relation :
« u est une bijection
u : Homc(y, x) = ho/(x)(y) ».
On pose alors :
@(y,x) = 7,R'(u).

2. C*° désignera toujours la catégorie opposée a C.
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On remarquera qu’on a, dans les cas (a) et (b), un isomorphisme canonique :

@(y,x) : Home(y, x) — hg (x)(3).

(Dans le cas a) ¢(y, x) est 'identité). Soit alorsu : y — »’ une fleche de C. Le morphisme
u définit, par la composition des morphismes, une application :

Hom(u, x) : Hom(y', x) — Hom(y, x).

On pose alors
hoy(x)(u) = @(y, x) Homc(x, w)@(y, x) 7.

On vérifie immédiatement que hq/(x), ainsi défini, est un foncteur C = 9-Ens.

1.3.1. De méme, on définit, a ’aide des isomorphismes @, pour tout morphisme
y : x = x’ un morphisme de foncteurs :

ho(y) @ hg(x) — ho/(x")
et on vérifie immédiatement qu’on a défini ainsi un foncteur
h% C — é\%

1.3.2. Soit maintenant 7 un univers tel que % C 7. On a alors un foncteur cano-
nique pleinement fidele :
%-Ens & 7-Ens

d’ol un foncteur pleinement fidele :
Cy = Cy

et le diagramme :

Cy

est commutatif a isomorphisme canonique prés. Lorsque C est un élément de %, cet
isomorphisme canonique est I'identité.

1.3.3.  Dans la pratique, 'univers % est fixé une fois pour toutes et n’est pas mentionné.
On utilise alors les notations C (pour la catégorie des %-préfaisceaux d’ensembles) et

h:C—C.

Pour tout objet x de C, le préfaisceau h(x) est appelé le préfaisceau représenté par x et
nous identifierons toujours la valeur en y € ob(C) du préfaisceau h(x) avec Hom(y, x).

PROPOSITION 1.4. Soient C une %-catégorie, F un préfaisceau sur C et X un objet de C.
Il existe un isomorphisme fonctoriel en X et en F :

i 1 Hompa(h(X), F) < F(X),
Papplication i n’étant autre, lorsque F est de la forme h(Y'), que I’application :
h : Hom(h(X), h(Y)) «— Hom(X,Y).

En particulier le foncteur h est pleinement fidéle.
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1.4.1. Cette proposition justifie les abus de langage habituels identifiant un objet
de C et le foncteur contravariant correspondant. Un préfaisceau isomorphe a un objet
image par A (ou, en utilisant ’abus de langage signalé ci-dessus, isomorphe a un objet
de C) est appelé préfaisceau représentable.

1.4.2.  Soit 7'un univers contenant un univers %. La catégorie des %-préfaisceaux

est une sous-catégorie pleine de la catégorie des 7-préfaisceaux et par suite un Z-préfaisceau

est représentable si et seulement si son image dans la catégorie des 7-préfaisceaux est
un 7-préfaisceau représentable.

2. Limites projectives et inductives

Soient C une %-catégorie et I une petite catégorie. Notons Fonct(/, C) la catégorie
des foncteurs de I dans C. La catégorie Fonct(1, C) est une %-catégorie. A tout objet X de
C associons la sous-catégorie 2 de C ayant pour seul objet I'objet X et pour seule fleche
I'identité de X. Désignons pariy : & — Cle foncteur d’inclusion. Il existe un et un seul
foncteur ey : I — &, et nous désignerons par ky : I — Cle foncteur iy o ey. (On dira
que k y est le foncteur constant de valeur X). La correspondance X +— ky est visiblement
fonctorielle en X, ce qui nous permet de définir, pour tout foncteur G : I — C,le
préfaisceau X — Homgqo7.0y(kx, G).

DEFINITION 2.1. On appelle limite projective de G et on note l(in G le préfaisceau :
I

X — HomFonCt(l’C)(kX, G)

Lorsque le préfaisceau l(ln G est représentable, on désigne encore parl(ir_n G un objet de C
I I
qui le représente. L objet 1(21 G n’est donc défini qu’a isomorphisme preés. Lorsqu’aucune

confusion n’en résulte on emploie la notation abrégée lim G.

Pour G variable, l(lr_n G est un foncteur de la catégorie Fonct(/, C) a valeurs dans C

2.1.1. On définit de méme par symétrie (renversement du sens des fleches dans C)
la limite inductive d’un foncteur : c’est un foncteur covariant sur C a valeur dans la
catégorie des %-ensembles. Nous emploierons les notations li_n)ll G ou bien h_r)n G.

On notera que les produits, produits fibrés, noyaux sont des limites projectives. De
méme les sommes, sommes amalgamées, conoyaux sont des limites inductives.

DEFINITION 2.2. Soient I et C deux catégories et G : 1 — C un foncteur. On dit que la
limite projective de G est représentable s’il existe un univers % tel que :

1) La catégorie I soit U-petite.
2) La catégorie C soit une %-catégorie.
3) Lepréfaisceau l(&n G avaleurs dans la catégorie des U -ensembles soit représentable.

Il résulte au n° 1 que l'objet 1(21 G représentant le préfaisceau l(in G ne dépend pas,
a isomorphisme preés, de I'univers %. Notons aussi qu’il existe un plus petit univers %’
possédant les propriétés (1) et (2), et que le préfaisceau l(in G est nécessairement a valeurs
dans la catégorie des %’ -ensembles.

2.2.1. Soient I et C deux catégories. On dit que les I-limites projectives dans C sont re-
présentables si pour tout foncteur G : I — C, lalimite projective de G est représentable.
Enfin soient C une catégorie et % un univers. On dit que les %-limites projectives dans C
sont représentables si pour toute catégorie I %-petite et pour tout foncteur G : I — C,
la limite projective de G est représentable.

10

11
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PROPOSITION 2.3. Soient C une catégorie et % un univers. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

i) Les %-limites projectives dans C sont représentables.
ii) Les produits, indexés par un petit ensemble sont représentables, et les noyaux de
couples de fléches sont représentables.
iii) Les produits, indexés par un petit ensemble sont représentables, et les produits fibrés
sont représentables.

PreuvE. 1l suffit de remarquer qu’il existe un isomorphisme fonctoriel en G

limG =Ker( [[ ¢i)= [] Gbutwy,

i€ob([I) ueF(I)

le couple de fleches étant défini par les morphismes

Pyt
H G(i) —— G(but(u))

ieOb(I)
. prsource(u) G(u)
H G(i) — G(source (1)) — G(but(u)).
ieOb(I)

u
De plus, il est clair que Ker(X 2, Y) = X H X les deux morphismes de X dans X XY

, . _ v XxY
étant id y Xu et idy Xv.

2.3.1. Il existe évidemment des définitions et assertions analogues pour les limites
inductives que nous n’expliciterons pas. De méme pour les limites projectives et induc-
tives finies (i.e. relatives a une catégorie I finie).

COROLLAIRE 2.3.2. Désignons par %-Ens la catégorie des % -ensembles et par %-Ab la
catégorie des objets groupes abéliens de %-Ens. Les ?-limites projectives et inductives dans
%-Ens et dans %-Ab sont représentables.

PrRoOPOSITION 2.3.3. Soient I une petite catégorie, F : I — ?-Ens un foncteur et
G € ob I un petit ensemble d’objets de I tel que pour tout objet X de I il existe un objet
Y € G et un morphismeY — X (resp. X — Y). Alors 1(i£1[ F (resp. 1i_n)1[ F est représentable

etona card(l(i£11 F) < Iy g card(F(Y)) (resp. card(li_n)ql F) < Xy cgcard(F(Y))).

PREUVE. On vérifie immédiatement que l(in F' (resp. h_r)n F’) est isomorphe a un
I I

sous-objet (resp. un quotient de ITy 5 F(Y) (resp. LIy 5 F(Y)); d’ou la proposition.

DEFINITION 2.4.1. Soient C une catégorie ou les limites projectives (resp. inductives)
finies soient représentables etu : C — C’ un foncteur. On dit que u est exact @ gauche
(resp. a droite) s’il « commute » aux limites projectives (resp. inductives) finies. Un foncteur
exact a gauche et a droite est appelé un foncteur exact.

2.4.2. Ilrésulte de 2.3 que, pour qu’un foncteur soit exact a gauche, il faut et il suffit
qu’il transforme ’objet final (= produit vide) en ’objet final, le produit de deux objets en
le produit des deux objets images, et le noyaux des couples de deux fleches en le noyau
des couples images ou encore, qu’il transforme ’objet final en I'objet final et les produits
fibrés en produits fibrés (on suppose que dans C les l(gq finies sont représentables).
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2.5.0. Soient I, J et C trois catégories, G : I X J — Cun foncteur (i.e. un foncteur
de I a valeur dans la catégorie des foncteurs de J dans C). Supposons que les limites
projectives des foncteurs

G, :J—C i € ob(1)
J— G X))
soient représentables, et que le foncteur :
i — lim G,
(—

admette une limite projective représentable. Il est clair qu’alors le foncteur G admet une
limite projective représentable et qu’on a un isomorphisme canonique :

et que par suite on a un isomorphisme canonique

limlim G; — limlim G;.
— - — —
I J J 1

Nous dirons par la suite plus brievement que les limites projectives commutent aux li-
mites projectives. On voit de méme que les limites inductives commutent aux limites
inductives. Mais il n’est pas vrai en général que les limites inductives commutent aux
limites projectives.

DEFINITION 2.5. Soient C une catégorie a produits fibrés représentables, I une catégorie,
G : I — C un foncteur, g : G — X un morphisme de G dans un objet de C (i.e. un
morphisme de G dans le foncteur constant associé X), m : Y — X un morphisme de C.
Soit G Xy Y : I — C le foncteur

i— G(i) Xy Y.
On dit que la limite inductive de G est universelle si pour tout objet X, tout morphisme
g : G — X, tout morphismem : Y — X,
a) la limite inductive du foncteur G X y Y est représentable,

b) le morphisme canonique li_r)n(G XxY)— (li_r)n G) Xy Y est un isomorphisme.

PROPOSITION 2.6. Soit % un univers. Les limites inductives dans %-Ens qui sont repré-
sentables (en particulier, les %-limites inductives (2.2.1) dans %-Ens) sont universelles.

Nous utiliserons aussi un autre résultat de commutation entre limites projectives et
inductives que nous allons présenter maintenant.

DEFINITION 2.7. Une catégorie I est pseudo-filtrante lorsqu’elle posséde les propriétés
suivantes :

PS 1) Tout diagramme de la forme :

14
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peut étre inséré dans un diagramme commutatif :
J
\
i / k
\ ) /
PS 2) Tout diagramme de la forme :

tel que
Wol=1wWouv.

Une catégorie I est dite filtrante si elle est pseudo-filtrante, non vide et connexe, i.e. si deux
objets quelconques de I peuvent étre reliés par une suite de fleches (on n’impose aucune
condition sur le sens des fléches); cela signifie aussi, en présence de PS 2, que I # @ et que
pour deux objets a, b de 1, il existe toujours un objet ¢ de I et des flechesa — c et b — c.
On dit aussi qu’une catégorie I est cofiltrante si I° est filtrante.

EXEMPLE 2.7.1. Sidans I les sommes amalgamées (resp. les sommes de deux objets) et les
conoyaux de doubles fleches sont représentables, alors I est pseudo-filtrante (resp. filtrante).

PrROPOSITION 2.8. Soit % un univers. Les ?-limites inductives filtrantes dans 7% -Ens
commutent aux limites projectives finies.

On se ramene immédiatement a démontrer que les %-limites filtrantes commutent
aux produits fibrés. La démonstration est laissée au lecteur. On pourra utiliser la descrip-
tion de la limite donnée par le

LEMME 2.8.1. Soient I une petite catégorie filtrante, i — X; un foncteur de I dans
%-Ens. Sur I'ensemble somme 1, ;1 X;, soit R la relation :

(R) Deux éléments x; € X; et x; € X sont reliés s’il existe un objet k € ob I et deux
morphismesu : i — k etv : j — k tels que les images dans X de x; et de x; par
les applications de transition u et v respectivement soient égales.

Alors :

1) R est une relation d’équivalence.
2) Le quotient ;¢ ;1 X;/R est canoniquement isomorphe a h_n} X;.
I

3) Deux éléments x; € X; et x; € X sont respectivement équivalents suivant R a
deux éléments d’'un méme X,.

4) Pour tout i € ob I, deux éléments a et f de X; sont équivalents suivant R si et
seulement s’il existe un morphismeu : i — j tel que u(a) = u(p).

L’assertion 1) résulte de (PS 1) (2.7). Pour démontrer 2), on vérifie que L, ;1 X;/R
posséde la propriété universelle de la limite inductive (on n’utilise que (PS 1)). L’assertion
3) résulte du fait que I est connexe. L’assertion 4) résulte de (PS 2).



3. PROPRIETES D’EXACTITUDE DE LA CATEGORIE DES PREFAISCEAUX 9

COROLLAIRE 2.9. Soit y une espéce de structure algébrique « définie par limites projec-
tives finies ». (Le lecteur est prié de donner un sens mathématique a la phrase précédente.
Notons seulement que les structures de groupes, groupes abéliens, anneaux, modules, etc...
sont de telles structures). Désignons par %-y la catégorie des y-objets de % -Ens. Le foncteur
qui a chaque objet de -y associe ’ensemble sous-jacent, commute aux ?%-limites filtrantes.
Par suite les %-limites filtrantes dans % -y commutent aux limites projectives finies.

COROLLAIRE 2.10. Les %-limites pseudo-filtrantes dans %-Ab commutent aux limites
projectives finies.

(On se raméne aux limites filtrantes en décomposant la catégorie d’indices en com-
posantes connexes).

Notons maintenant un résultat que nous utiliserons constamment : Soient C et C’
v

deux %-catégories, u et v deux foncteurs C C' u adjoint a gauche de v. Rappe-

lons que ceci veut dire qu’il existe un isomorphisme entre les bifoncteurs a valeur dans
%-Ens :

Homg (u(X), X') = Homq(X, v(X")).

PrROPOSITION 2.11. Le foncteur u commute aux limites inductives représentables; le
foncteur v commute aux limites projectives représentables.

Cette assertion signifie que pour toute catégorie I et tout foncteur G : I — C’
tel que la limite projective de G soit représentable, le foncteur v e G admet une limite
projective représentable et que 'on a un isomorphisme canonique :

v(l(iLn G)— 1(iI_n(U o ().

Le lecteur explicitera de lui-méme ’assertion concernant le foncteur u.
Signalons enfin un calcul de limites projectives dans le cas ou la catégorie d’indices
admet des produits.

ProposITION 2.12. Soient I et C deux catégories, 7" un univers. On suppose que les
7-limites projectives dans C sont représentables et qu’il existe dans I une famille d’objets
(ig)qeca> OU A est un élément de 7 telle que :

1) les produits i, X i soient représentables pour tout couple (a, f) € A X A,
2) tout objet de I s’envoie dans un au moins des i ,.

Alors pour tout contra foncteur F de I dans C
F:I'—C,
la limite projective de F existe et il existe un isomorphisme fonctoriel en F :

lim F — Ker H F(i,) = H F(i,xip) ),
aEA (a,p)EAXA

les deux fléches étant définies par les projections des produits i, X iy sur les facteurs.

3. Propriétés d’exactitude de la catégorie des préfaisceaux

Soient Cune %-catégorie, Cla catégorie des préfaisceaux sur C. Les propriétés d’exac-
titude de C se déduisent toutes de la proposition suivante :

17
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PROPOSITION 3.1. Les ?-limites projectives et inductives dans C sont représentables.
Pour tout objet X de C, le foncteur sur C :

F— F(X) FeC

commute aux limites inductives et projectives.
En d’autres termes, « les limites inductives et projectives dans C se calculent argument
par argument ». Citons quelques corollaires.

COROLLAIRE 3.2. Soit y une structure algébrique définie par limites projectives finies.
La catégorie des foncteurs contravariants a valeurs dans %-y est équivalente a la catégorie

des y-objets de C.

COROLLAIRE 3.3. Un morphisme de C qui est a la fois un monomorphisme et un épi-
morphisme est un isomorphisme. Un morphisme de C se factorise de maniére unique en
un épimorphisme suivi d’'un monomorphisme. Les limites inductives dans C qui sont re-
présentables, sont universelles. Les %-limites inductives filtrantes dans C commutent aux
limites projectives finies. Le foncteur canonique C — C commute aux limites projectives
représentables.

Plus généralement on peut dire que la catégorie C hérite de toutes les propriétés de
la catégorie des Z-ensembles faisant intervenir des limites inductives et projectives.

3.4.0. Soit Fun objet de C.On désigne par C/Fla catégorie suivante : Les objets de
C/F sont les couples formés d’un objet X de C et d’'un morphisme u de X dans F. Soient
(X,u) et (Y, v) deux objets. Un morphisme de (X, u) dans (Y, v) est un morphisme g de
X dans Y'tel que le diagramme ci-aprés soit commutatif :

X i Y
N A
F .
PROPOSITION 3.4. Avec les notations de (3.4.0), le foncteur source C/F — C admet une
limite inductive représentable dans C. Le morphisme canonique :

lim source () — F
CIF

est un isomorphisme.

COROLLAIRE 3.5. Soient F et H deux objets de C. Il existe un isomorphisme canonique :

Hom(F, H) = lim  H(X).
(X,u)eob(C/F)

PRrREUVE. Le corollaire se déduit immédiatement de 3.4 et de 1.2.

PROPOSITION 3.6. Soient C une %-catégorie, 7" un univers contenant % eti : 6% - (/?\7
le foncteur d’injection naturel des catégories de préfaisceaux correspondantes (1.3). Le fonc-
teur i commute aux limites inductives et projectives. De plus, pour tout objet F de (/7\%, tout
sous-objet de i(F) est isomorphe a I'image par i d’un unique sous-objet de F (de sorte qu’on
obtient une bijection de I’ensemble des sous-objets de F avec I'ensemble des sous-objets de

i(F)).
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4. Cribles

DEFINITION 4.1. Soit C une catégorie. On appelle crible de la catégorie C une sous-
catégorie pleine D de C possédant la propriété suivante : tout objet de C tel qu’il existe un
morphisme de cet objet dans un objet de D est dans D. Soit X un objet de C ; on appelle (par
abus de langage) cribles de X les cribles de la catégorie C/X.

Soit % un univers tel que C soit une %-catégorie. Soit Cla catégorie de préfaisceaux
correspondante. A tout crible de X on associe un sous-objet de X dans C de la maniére
suivante : a tout objet Y 'de C, on fait correspondre I’ensemble des morphismes f : Y —
X tels que 'objet (Y, f) appartienne au crible.

PROPOSITION 4.2. L’application définie ci-dessus, établit une bijection entre [’'ensemble
des cribles de X et I’ensemble des sous-objets de X dans C.

PREUVE. Montrons seulement quelle est 'application inverse. A tout sous-foncteur
R de X on associe la catégorie C/R des objets de C au-dessus de R (3.4). On vérifie
immédiatement que C/R est un crible de X.

REMARQUE 4.2.1. On voit de méme que les cribles de C sont en correspondance biuni-
voque canonique avec ’ensemble des sous-foncteurs du « foncteur final » sur C (objet

« final » de O).

4.3. Soit C une %-catégorie. Par abus de langage nous appellerons aussi cribles de
X, les sous-objets de X dans la catégorie C. Cet abus de langage nous permet pour tout
préfaisceau F et tout crible R de X de définir Hompa(R, F) comme étant I’ensemble des
morphismes du foncteur R dans F. On a d’ailleurs un isomorphisme canonique fonctoriel
en F(3.5):

Homg(R, F) = lim F(.),
C/R
ce qui permet d’en donner une définition directe’. De méme, la proposition 4.2 nous
permet de transposer aux cribles les opérations usuelles sur les foncteurs. Citons :

43.1. Changement de base. Soit R un crible de X et f : Y — X un morphisme
d’objets de C. Le produit fibré R Xy Y est un crible de Y qu’on appelle crible déduit de R
par changement de base. La sous-catégorie correspondante de C/Y est I'image inverse de
la sous-catégorie de C/X définie par R par le foncteur canonique C/Y — C/X défini par
f

4.3.2. Relation d’ordre, intersection, réunion. La relation d’inclusion sur les sous-
foncteurs de X est une relation d’ordre. On peut définir la réunion et 'intersection d’une
famille de cribles indexés par un ensemble quelconque comme étant la borne supérieure
et la borne inférieure de la famille de sous-préfaisceaux correspondante.

4.3.3. Image, crible engendré. Soient (F,),c4 une famille de préfaisceaux et pour
chaque o € A, un morphisme f, : F, — X ou X est un objet de C. On appelle image
de cette famille de morphismes la réunion des images des f,. L'image de cette famille
est donc un crible de X. En particulier si tous les F, sont des objets de C, le crible image
sera appelé le crible engendré par les morphismes f,. La catégorie C/R est la sous-
catégorie pleine de C/X formée des objets X’ — X au-dessus de X tels qu’il existe un
X-morphisme de X’ dans un des F,.

3.N.D.E. : Plus simplement, C/R s’identifie a R de sorte qu'on a la formule Homg(R, F) = I(ln F,
R

ou F désigne abusivement le composé de F et du foncteur « source » tautologique R — C/X — C.

21
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Le lecteur pourra, a titre d’exercice, traduire en termes des catégories C/R les rela-
tions et opérations définies ici sur les sous-foncteurs. Il constatera alors que ces relations
et opérations ne dépendent pas de I'univers % tel que C soit une %-catégorie, et qu’elles
sont par suite définies pour toute catégorie, sans que ’on soit obligé de préciser I'univers
auquel les ensembles de morphismes appartiennent ; ce qu'on pouvait d’ailleurs prévoir
a priori grace a 3.6.

5. Fonctorialité des catégories de préfaisceaux

5.0. Soient C, C’, D trois catégories et u : C — C’ un foncteur. On désignera par
u* le foncteur :
- { Hom(C’*, D) — Hom(C’, D)
: G — Gou

obtenu en composant avec le foncteur u. Le foncteur u* commute aux limites inductives
et projectives.

PROPOSITION 5.1. Supposons que C soit petite, et que, dans D, les %-limites inductives
(resp. projectives) soient représentables. Le foncteur u™ admet un adjoint a gaucheu, (resp. a
droite u, ). On a donc un isomorphisme :

HomHom(Co,D)(F, u*G) :) HomHom(le”D)(u!F, G)
(resp. Homyomc,py* G, F) ~ Homyomcr* p)(G, u, F)).

PREUVE. Nous n’indiquerons que la démonstration de I'existence du foncteur adjoint
a gauche. La partie resp. de la proposition s’en déduira alors formellement grace aux
isomorphismes :

Hom(C°, D) = Hom(C, D°)° = Hom((C")", D°)".

Soit Y un objet de C’. Désignons par I la catégorie suivante : Les objets de I} sont
les couples (X, m) ou X est un objet de C et m un morphisme Y — u(X). Soient (X, m)
et (X', m’) deux objets de IY. Un morphisme de (X, m) dans (X', m’) est un morphisme
& X - X'telque m’ = u(&)m. La composition des morphismes se définit de la maniére
évidente.

Soit f : Y — Y’ un morphisme de C’. Le morphisme f définit par composition un
foncteur I : 1y — If.

On a de plus un foncteur pr,, IY — C qui, aobjet (X, m) associe 'objet X. Notons
qu’alors le diagramme :

1Y 1] 1Y’

(%)

pry pryl

C

est commutatif.
Soit maintenant F un préfaisceau sur C et posons :

(5.1.1) wuF(Y) = li_r)nFoer(.).

Iy
La commutativité du diagramme (*) et la fonctorialité de la limite inductive font de u, F
un préfaisceau sur C’. Montrons que le foncteur u, est un adjoint a gauche du foncteur
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u*. Pour cela montrons que pour tout préfaisceau G sur C’, il existe un isomorphisme
fonctoriel
Hom(u, F, G) = Hom(F, u*G).
Soit ¢ € Hom(u, F, G). Pour tout objet X de C, on a donc un morphisme :
Ex + uu(X)) — Gu(X)).

Mais (u(X), id,x,) est un objet de I, " (X), et par définition de la limite inductive, on a un
morphisme canonique :
F(X) — u, F(u(X)).
On en déduit pour tout objet X de C un morphisme :
nx : F(X) — Gu(X))
qui est visiblement fonctoriel en X. D’ou un morphisme
n.:F—uG.

Réciproquement, soit # € Hom(F,u*G). On en déduit, pour tout objet Y de C, un

morphisme de foncteur :
ny : Fepr, — WG)pr,,

d’ou, en composant avec le morphisme évident du foncteur (u*G) pr,, dans le foncteur
constant G(Y'), un morphisme :

&yt F(Y) — G(Y)
qui est fonctoriel en Y. D’ou un morphisme :
g . U!F — G.

Le lecteur vérifiera que les deux applications ainsi définies sont inverses I'une de
Iautre, et achévera ainsi la démonstration.

PROPOSITION 5.2. Supposons que dans D, les %-limites inductives soient représentables,
les limites projectives finies soient représentables et que les %-limites inductives filtrantes
commutent aux limites projectives finies. Supposons de plus que dans C les limites projec-
tives finies soient représentables et que le foncteur u soit exact a gauche (2.3.2). Alors les
limites projectives finies sont représentables dans Hom(C*, D) et dans Hom(C'", D), et le
foncteur u, est exact a gauche.

PREUVE. La premiere assertion est triviale. Démontrons la seconde. D’apres la dé-
monstration de 5.1, pour tout préfaisceau F sur C et tout objet Yde C’' on a :
wF(Y)— h_n)lF °pr,.
Ly
11 suffit donc de montrer que la catégorie (I))° vérifie les axiomes (PS 1) et (PS 2) (2.7) et
que cette catégorie est connexe. La vérification est laissée au lecteur.

5.3. En particularisant ces résultats au cas ou D est la catégorie des %-ensembles,
on obtient une suite de trois foncteurs :
u! s u*’ u*9

qui est une « suite de foncteurs adjoints » dans le sens que pour deux foncteurs consécu-
tifs de la suite celui de droite est adjoint a droite de ’autre. Leurs propriétés essentielles
sont résumées dans la :

25
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PROPOSITION 5.4. Soient C une petite catégorie, C' une %-catégorie, etu : C — C' un
foncteur.

1) Le foncteuru™ : C’ — € commute aux limites inductives et projectives.

2) Le foncteuru, : C — C’ commute aux limites projectives. Pour tout préfaisceau
F sur C et tout objet Yde C', on a :

u, F(Y) = Homp(u*(Y), F).

Py ~
3) Le foncteuru, : C — C’ commute aux limites inductives. Le foncteur u, n’est dé-
fini qu’a isomorphisme preés, mais on peut toujours le choisir tel que le diagramme

u

C C’
h n'

A uy A~
C - C’

(h et h’ sont les foncteurs d’inclusion canonique) soit commutatif.
Pour tout préfaisceau F sur C, on a :
wF S limh' o u.
: —
CIF
4) Si les limites projectives finies sont représentables dans C et siu est exact a gauche
(2.3.2), le foncteur u, est exact a gauche.

PREUVE. L’assertion (1) est triviale. L’assertion (2) se déduit du fait que u, est un
foncteur adjoint a droite par (2.11) et (1.4). Il en est de méme pour l'assertion (3) mais
on applique en plus (3.4). Enfin I’assertion (4) n’est autre que (5.2) qu’on peut appliquer
grace a (2.7).

v
27 PROPOSITION 5.5. Soient C et C' deux petites catégories et C=——=C' un couple de
u

foncteurs, ou v est adjoint a gauche de u. Il existe alors des isomorphismes, compatibles avec
les isomorphismes d’adjonction :

Preuve. 11 suffit d’exhiber un isomorphisme v* — u, ; autre isomorphisme s’en
déduira par adjonction. Soient F un préfaisceau sur C et Y un objet de C’. On a alors :

v* F(Y) = Hom(v(Y), F).
Puis en utilisant (3.4) :

Hom(v(Y), F) = lim Hom(u(Y), ).
C/F
Mais v est adjoint a gauche de u et par suite :

li_r)nHom(v(Y), D) — li_r)nHom(Y,u(.)).
C/F C/F
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Utilisant alors (5.4.3)), il vient :

lim Hom(Y, u(.)) = Hom(Y,u, F) = u F(Y).
C/F

On a donc déterminé, pour tout objet Y de C’, un isomorphisme v* F(Y) 5 u F(Y) qui
est visiblement fonctoriel en Yet en F, C.Q.FD.

COROLLAIRE 5.5.1. Soitu : C — C' un foncteur qui admet un adjoint a gauche. Le

foncteur uy : C — C' commute aux limites projectives (rappelons qu’il commute aux
limites inductives par (1.4.3)).

REMARQUE 5.5.2. On trouve ainsi une « suite de quatre foncteurs adjoints » (cf. 5.3) :

% £l
v, U =uU,, =Uu,uU,,

dont les trois premiers (resp. derniers) commutent donc aux h_r)n (resp. l(iiq).

PROPOSITION 5.6. Les hypothéses sont celles de 5.4. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

i) Le foncteur u est pleinement fidele.
ii) Le foncteur u, est pleinement fidele.
iii) Le morphisme d’adjonction ids — u*u, est un isomorphisme.
iv) Le foncteur u, est pleinement fidéle.
v) Le morphisme d’adjonction u*u, — ida est un isomorphisme.

PREUVE. 1l est clair que ii) & iii) et iv) & V) (propriétés générales des foncteurs ad-
joints) et que ii) = i) (5.4.3)). Montrons que i) = iii). Les foncteurs idg, u* et u, com-
mutent aux limites inductives. D’apres (3.4), il suffit donc de démontrer que H — u*u)H
est un isomorphisme lorsque H est représentable ce qui est évident. Montrons que iii)
est équivalent a v). Pour tout objet H (resp. K) de C désignons par @®(H) : H — u*u H

(resp. par Y(K) : u*u, — K) le morphisme d’adjonction. On a alors un diagramme
commutatif :

Hom(H ¥ (K))
Homx(H, u*u,K) Homgx(H, K)

2

Homé(u!H, u,K)
Hom(®(H),K)
2

Homé(u*u!H,K)

Par suite @(H) est un isomorphisme pour tout H si et seulement si ¥ (%) est un
isomorphisme pour tout K, C.Q.FD.

REMARQUE 5.7. a) Les équivalences ii) < iii) © iv) < v) sont des résultats gé-
néraux sur les foncteurs adjoints.

b) La forme explicite de u, resp. u, donnée dans la démonstration de 1.4 montre
aussitot que, sous les hypotheses générales de 1.1, siu est pleinement fidéle, alors
le morphisme d’adjonction id — u*u, (resp. u*u,, — id) est un isomorphisme,
i.e. que u, (resp. u,) est pleinement fidele.

28
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5.8.0. Soient y une espéce de structure algébrique définie par limites projectives
finies %-y-Ens la catégorie des y-objets de %-Ens, esj : #-y-Ens — %-Ens le foncteur en-
semble sous-jacent (pour simplifier nous supposons que I’espéce de structure envisagée
a un seul ensemble de base). Soit C une catégorie. La composition avec esj fournit un
foncteur noté

esi : Hom(C®, %-y-Ens) — C.

P
Comme dans C, les limites projectives se calculent argument par argument, le foncteur
esj se factorise en une équivalence.

(5.8.1) Hom(C", %-y- Ens) R (/J\},,

ou é\y est la catégorie des y-objets de C, et un foncteur encore noté

esjA : é\y —C ,
et appelé le foncteur « préfaisceau d’ensembles sous-jacent ».
5.8.2. Supposons que le foncteur est: %-y-Ens — %-Ens admette un adjoint a
gauche Lib : %-Ens — %-y-Ens > (on peut montrer en fait que cette condition est

toujours satisfaite). La composition avec Lib fournit un foncteur
Lib : € — Hom(C", %-y-Ens)
et en composant avec I’équivalence (5.8.1), un foncteur encore noté
Lib : € — C,
et appelé le foncteur «préfaisceau de y-objets libres engendré ». Le foncteur Lib est
adjoint a gauche au foncteur es;j .

PROPOSITION 5.8.3. Soient y une espéce de structure algébrique définie par limites pro-
jectives finies telle que dans la catégorie des y-objets de % -Ens, les %-limites inductives
soient représentables ®, C une catégorie appartenant a %, C' une U-catégorie,u : C — C'
un foncteur. Désignons par 6;, (resp. (/f\’y) la catégorie des y-objets de c (resp. 6\’) et paru*’
le foncteur sur les y-objets déduit du foncteur u*. Il résulte de 5.1 et de I’équivalence 5.8.1
qu’il existe un foncteur adjoint a gauche (resp. a droite) au foncteur u*”. Ce foncteur est
noté u, (resp. u*y).

(1) Le foncteur u*" commute aux limites inductives et projectives. Le diagramme

P u*y A
/
C 4 CJ’
(+) esj’ esj ’
—~~ U, A
C’ C

est commutatif (esj’ etesj désignent les foncteurs « ensemble sous-jacent »),

3. Le foncteur Lib est le foncteur « y-objets libre engendré ». Exemple : groupe libre, groupe com-
mutatif libre, A-module libre, etc.
3. On peut montrer que cette condition est toujours satisfaite.
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(2) Le foncteur U, commute aux limites projectives. Le diagramme

A y /\/

CJ’ C 14
() o o'

A U, —~~

C c’

est commutatif a isomorphisme pres.
(3) Le foncteur u, commute aux limites inductives. Supposons que esj (resp. esj’ )

admette un adjoint a gauche Lib (resp. Lib'A) (5.8.2). Le diagramme

A U ~
C c’
(k) Lib " Lib’ ~
A u!}' /\,
C)’ C 4

est commutatif a isomorphisme pres.

Supposons que uy commute aux limites projectives finies (5.4) et (5.6). Alors le dia-
gramme

Y Y
(kkk) esj " esi’ *
C C

est commutatif a isomorphisme preés, et u,, commute aux limites projectives finies.

PREUVE. L’assertion (1) est évidente. L’assertion (2) aussi car u,, est un adjoint a droite
et par suite (2.11) commute aux limites projectives et, en particulier, aux limites projec-
tives finies ; d’ou la commutativité du diagramme (). La commutativité du diagramme
(x33%) se déduit de 'unicité, a isomorphisme pres du foncteur adjoint a gauche, et enfin la
commutativité du diagramme (s#x*3x) se déduit immédiatement du fait que u, commute
aux limites projectives finies.

NoOTATION 5.9. Par abus de notation, les foncteurs u*’ et u,, seront souvent notés u*
et u,, ce qui ne risque pas d’apporter des confusions en vertu de la commutativité des
diagrammes () et (). En revanche, lorsque #; ne commute pas aux limites projectives
finies, le diagramme (s:#3%) n’est pas commutatif a isomorphisme pres, et les notations
u, et uy, devront étre employées pour éviter des confusions.

5.10. Soit C une petite catégorie. Pour tout objet X de C on désigne par C/X la
catégorie des fleches de but X et de source un objet de C. Le foncteur source définit un

foncteur jy : C/X — C.Soitm : Y — X un morphisme de C La composition des

32
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morphismes définit un foncteur j,, : C/Y — C/X. Le diagramme :

cly Im CIX
C

est commutatif. Il résulte de 5.1 que pour tout objet Fde (C/X) et tout objet Y'de C, on
a:

(5.10.1) ixF= I Fw.

ueHomé(Y,X)

La formule (5.10.1) permet de définir jy, lorsque C est une %-catégorie, et on vérifie que

33 le foncteur jy, ainsi défini est toujours adjoint a droite au foncteur jy : C - (CIX)
(5.0).

PrRoOPOSITION 5.11. Soit C une ?%-catégorie, X un préfaisceau sur C.
1) Le foncteur
jxi 1 (CIX)Y — C

se factorise par la catégorie CIX :
A~ e)( ~ A
(C/X) — C/X — C.
Le foncteur ey est une équivalence de catégories.
2) Le foncteur ey o jy . C — C/X est canoniquement isomorphe au foncteur H
T,

P
(HxX =5 X).
PREUVE. 1) Soit f 'objet final de (C/X). On a un isomorphisme canonique
— I Yet ite j = li ix(Y) (5.4). Or j ~
folim Loy Yetparsuite (/) =lim - Jx(@) (54). Or jxi(f)

X ; d’ou la factorisation. Pour montrer que ey est une équivalence nous nous

contenterons d’exhiber un foncteur quasi-inverse : A tout objet H — X de CIx
on associe le préfaisceau sur C/X :

Y - X)— Homé/x((Y - X),(H - X)).

2) Le foncteur ey j} est adjoint a droite au foncteur d’oubli et par suite le foncteur
pr

. . 2
ey o j* est canoniquement isomorphe au foncteur H — (H X H — X).

5.12. Soitm : Y — X un morphisme de C. D’apres (5.11), le morphisme m est
canoniquement isomorphe a I'image par e d’un objet de (C/X) que nous noterons [m].
Le foncteur ey définit, par restriction aux sous-catégories, une équivalence

(CIX)[m] 2 CrY.

34 Le diagramme

(CIX)/[m] o cry

C/X

est commutatif a isomorphisme canonique pres.
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5.13. Signalons un résultat qui nous sera utile dans Exp. VL. Soitu : C — C’ un
foncteur entre petites catégories. Pour tout objet H de C désignons par u/H : C/H —

um
C'/uH le foncteur qui associe a tout morphisme m : X — H le morphisme u) X —

uyH (on sait (5.4) qu'on peut toujours poser uyX = uX). Le diagramme ci-apres est
commutatif :

ulH

C/H C'lu H
(5.13.1) Iy Jun
C . C’

On a donc un diagramme commutatif a isomorphisme pres : et comme (u/H ), transforme
l'objet final de (C/H) en l'objet final de (C’/u!H)A, le diagramme :

(M/H);
(C/H)" - (C'fu H)"
(5.13.3) en €u H
Ll;/H
C/H : C'luH

est commutatif a isomorphisme pres (6.1).

PROPOSITION 5.14. Soitu : C — C' un foncteur entre petites catégories. On suppose
que u posséde la propriété suivante :

(PPF) Pour tout objet X de C le foncteuru/X : C/X — C'/uX est pleinement fidéle.

Alors :

1) Soit f l'objet final de C Le foncteur u se factorise en

ulf Juys
C=Clf —->C'luif— C".
Le foncteur ul f est pleinement fidéle.
2) Le foncteuru, : C — C' se factorise en

~ A (u/f)i A eu!f —~ —~
C=(Clfy —= (C'ufY — Clluf — C,

ou le foncteur (u/f), est pleinement fidele, le foncteur e, , une équivalence, et le

foncteur a/u!f Yol le foncteur d’oubli.

)
3) En particulier le foncteur u, est fidéle et par suite le morphisme d’adjonction id —
u*u, est un monomorphisme. De plus, pour tout morphisme a : H — K de C, le

diagramme :
H¢ oD w'uyH
a wa' (@)
K¢ o) uw'u K

est cartésien.
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PREUVE. 1) La factorisation provient du diagramme (5.13.1). Le foncteur u est
fidele. Donc u/ f est fideéle. Montrons qu’il est pleinement fidele. Soient X et Y
deux objets de C, cany : uX — u,f (resp. cany : uY — u,f) les morphismes
canoniques et

uX z uY
cany cany
u'f
un morphisme de C'/u,f.Onau, f = li_ngZEObC uZ et par suite (3.1) :
Homa, wX,u f)= h_r)n Homgr (uX,uZ).
ZeobC

Par définition de la limite inductive, dire que canym = cany équivaut a dire
qu’il existe

a) une suite finie d’objets de C, X;,i € [0,n], X, = X, X, =Y,

b) pour tout i, un morphisme m; : uX — uX;(m, = idy, m, = m),

c) pour tout couple (i,i + 1) un morphisme f; : X; — X, ; ou bien f; :

Xip1 = X
tels que les diagrammes
uX uX
m; mi,q ou bien m; miyq
u(f;) u(f?)
uX; uXi uX; uXiyp o

soient commutatifs.

On démontre alors immédiatement, par récurrence sur i et en utilisant la
propriété (PPF), que m; est de la forme u(p;). En particulier m = u(p) et par suite
ul f est pleinement fidele.

37 2) La factorisation est immédiate. Le foncteur (u/ f), est pleinement fidéle en vertu
du 5.6. Les autres assertions résultent de 5.11.

3) Le foncteur u, est composé du foncteur d’oubli qui est fidele, et de foncteurs
pleinement fideles. Il est par suite fidéle. Il en résulte, d’apres les propriétés gé-
nérales des foncteurs adjoints, que le morphisme d’adjonction id — u*u, est
un monomorphisme. D’apres 2) le foncteur u, apparait comme le composé d’un
foncteur pleinement fidele v : C-C /u, f et du foncteur d’oubli. Le foncteur
u*, adjoint a droite de u,, est donc le composé du foncteur « produit par u, f »,
adjoint a droite du foncteur d’oubli, et d’'un foncteur w adjoint a droite de v.
De plus, v étant pleinement fidéle, le morphisme d’adjonction id — wv est un
isomorphisme. La derniere assertion en résulte aisément.

28 6. Foncteurs fidéles et foncteurs conservatifs

DEFINITION 6.1. Soient E une catégorie, (p; : E — F,);cr une famille de foncteurs

On dit que la famille de foncteurs (¢;) est fidéle si pour tout couple d’objets X, Y, de E, et
tout couple de flechesu, v : X 3 Y, la relation @;(u) = @;(v) pour tout i € I implique
u = v (en d’autres termes, si l'application Hom(X,Y) — II; Hom(p;(X), ¢;(Y)) définie

36
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par (@;) est injective). On dit que la famille de foncteurs (@;) est conservative si toute fléche
u de E, telle que @;(u) soit un isomorphisme pour tout i € I, est un isomorphisme. On dit
que (@;) est conservative pour les monomorphismes (resp. pour les épimorphismes, resp. ...)
si la condition précédente est vérifiée chaque fois que u est un monomorphisme (resp. un
épimorphisme, resp. ...).

6.1.1.  Si on introduit le foncteur unique

o E—F=]]F
iel

défini par la famille de foncteurs (¢;), il est clair que celle-ci est fidele (resp. conservative,
resp. conservative pour les monomorphismes, resp. ...) si et seulement si le foncteur ¢
est fidéle (resp. conservatif, resp. ...) (par quoi on entend que la famille réduite au seul ob-
jet @ est fidéle, resp. conservative, resp. ...). On pourrait donc sans inconvénient majeur
nous borner par la suite au cas d’une famille réduite a un seul foncteur. Pour la com-
modité des futures références, nous donnerons néanmoins les énoncés suivants pour les
familles.

Les notions de 6.1 sont surtout utiles lorsque les ¢; satisfont a des propriétés d’exac-
titude convenables, et dans ce cas ont une tendance a coincider :

PROPOSITION 6.2. Les notations sont celles de 5.1.

(i) Siles noyaux de doubles fléches, ou les conoyaux de doubles fléches, sont représen-
tables dans E, et si les ¢; y commutent, alors on a I'implication

(@;) conservative = (¢;) fidéle.

(ii) Supposons que les produits fibrés (resp. les sommes amalgamées) soient représen-
tables dans E, et que les ¢; y commutent. Supposons (@;) fidéle ou conservative;
alors pour toute fléeche u de E, u est un monomorphisme (resp. un épimorphisme)
si et seulement si pour touti € 1, il en est ainsi pour @;(u).

(iii) Supposons que dans E les produits fibrés et les sommes amalgamées sont repré-
sentables et que les ; y commutent, et que toute fléche dans E qui est un bimor-
phisme (i.e. un monomorphisme et un épimorphisme) soit un isomorphisme. Alors
on a l'implication

(@;) fidéle = (@;) conservative.

(iv) Supposons que dans E les produits fibrés (resp. les sommes amalgamées) soient
représentables, et que les @; y commutent. Alors, si (¢;) est conservative pour les
monomorphismes (resp. pour les épimorphismes) alors (¢p;) est méme conservative.

(v) Soit D un type de diagramme, F : d — F(d) un diagramme de type D dans E,
X un objet de E et u = (uy) cp une famille de fleches

X — F(d) (resp. F(d) — X).

Supposons que (@;) soit conservative, que les limites projectives (resp. inductives)
de type D soient représentables dans E, et que les p; y commutent. Alors, pour que
u fasse de X une limite projective (resp. inductive) de F dans E, il faut et il suffit
que pour tout i € I, @;(u) fasse de @;(X) une limite projective (resp. inductive) de
@;(D) dans E;.

Démonstration.

(i) Pour I’énoncé non respé, il suffit, pour une double fleche donnée u, v : X 3 Y,
d’exprimer I'égalité u = v par la condition que I'inclusion Ker(u, v) - X est un

39
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isomorphisme. Ici et par la suite, on se dispense de répéter I'argument dual pour
I’énoncé dual.

(ii) Si (g;) est fidele, on exprime la condition que # : X — Y soit un monomor-
phisme par I'égalité pr, = pr, pour le produit fibré X Xy X. Si (¢;) est conser-
vatif, on 'exprime par la condition que le morphisme diagonal 6 : X — X Xy X
soit un isomorphisme.

(iv) Comme dans ce dernier argument, le morphisme 6 est un monomorphisme,
on voit qu’il suffisait en fait de supposer (¢;) conservative pour les monomor-
phismes. Mais ceci implique alors que (¢;) est conservative tout court. En effet,
siu € Fl E est telle que les ¢, (1) soient des isomorphismes, on en conclut que
ce sont des monomorphismes d’apres ce qui préceéde, donc des isomorphismes
d’apres I'hypotheése sur (@;).

(iii) Est une conséquence triviale de (ii).

(v) Est une conséquence triviale des définitions.

Notons la conséquence suivante de (i) (ii) (iv) :

41 COROLLAIRE 6.3. Supposons que dans E les produits fibrés et les sommes amalgamées
soient représentables et que les ¢; y commutent, et que les noyaux de double fleches ou
les conoyaux de double fleches soient représentables et que les @; y commutent. (Il suffit
par exemple que les limites projectives finies et les limites inductives finies soient représen-
tables dans E, et que les @; soient des foncteurs exacts.) Alors les conditions suivantes sont
équivalentes :

a) (@;) est fidéle.

b) (@;) est conservative.

c) (@,) est conservative pour les monomorphismes.
c’) (p;) est conservative pour les épimorphismes.

Signalons aussi pour mémoire :

PrRoOPOSITION 6.4. Soient ¢ : E — F un foncteur admettant un adjoint a droite y
(donc Hom(p(X),Y) ~ Hom(X, w(Y))). Pour que @ (resp. w) soit fidéle, il faut et il suffit
que pour tout élément X de E (resp. tout élément Y de F), le morphisme d’adjonction X —
v @(X) soit un monomorphisme. Pour que @ (resp. y) soit pleinement fidéle, il faut et il
suffit que le morphisme d’adjonction précédent soit un isomorphisme.

En effet, si X', X sont deux objets de E, application
() Hom(X', X) — Hom(p(X"), (X))
s’identifie a 'application déduite de
(s) X — ywop(X)
42 par application du foncteur Hom(X’, —). Donc pour que () soit un monomorphisme

(resp. un isomorphisme) pour tout X', X étant fixé, il faut et il suffit que le morphisme
d’adjonction () soit un monomorphisme (resp. un isomorphisme).

PROPOSITION 6.5. Soit p : E' — E un foncteur. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes :

(i) p est fideéle, conservatif et fibrant (SGA 1 VI 6.1).
(ii) p est un foncteur fibrant a fibres des catégories discrétes.
(iii) Pour tout X' € ob E’, le foncteur E/y, — E,,x) induit par p est une équivalence
de catégories, surjective sur les objets.
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(iv) (Lorsque E est une %U-catégorie). Il existe un élément F € ob C et une équivalence
de catégories sur E (SGA 1 V1 4.3) E' — E,p (ot E, . est la sous-catégorie pleine
de E i formée des fleches X — F dont la source est dans E).

6.5.1. Rappelons qu'une catégorie C dite est discréte si c’est un groupoide (i.e. toute
fleche y est inversible) et si elle est rigide (i.e. le groupe des automorphismes de tout objet
est réduit au groupe unité) ; il revient au méme de dire que la catégorie est équivalente
a la catégorie C’ définie par un ensemble I (avec obC’ = I, et comme seules fleches les
fleches identiques). Quand on suppose déja que C est un groupoide, alors dire que C est
discréete revient a dire que pour deux objets X, Y de C, il existe au plus une fleche de X
dans Y, i.e. que C est isomorphe a la catégorie définie par un ensemble préordonné.

L’équivalence des conditions (i) et (ii) de 6.5 est une conséquence immédiate des
rappels précédents et du

LEMME 6.5.2. Soit p : E' — E un foncteur fibrant. Alors :

(i) Pour que p soit conservatif, il faut et il suffit que ses catégories fibres soient des
groupoides.

(ii) Pour que p soit fidele, il faut et il suffit que ses catégories fibres soient des catégories
ordonnées.

Démonstration de 6.5.2.

(i) Supposons p conservatif. Pour toute fleche u d’une fibre E’y, p(u) = idy est un
isomorphisme, donc u est un isomorphisme dans E’, donc aussi dans E (car
un inverse de u dans E’ sera évidemment un inverse dans E). Donc E est un
groupoide. Inversement, supposons les Ey des groupoides, et soit u” une fléche
de E’ telle que p(u’) soit un isomorphisme, prouvons que u est un isomorphisme.
Pour ceci on note que, p étant fibrant, on peut factoriser u’ : X’ — Y’ en un
composé X' — u*(Y') - Y’, ou la premiére fleche est un X-morphisme (N.B.
X = p(X'"), u = p(u")) et la deuxiéme est un morphisme cartésien au-dessus de
u. La premiére fleche est un isomorphisme puisque E’ est un groupoide, et la
deuxieme l'est, car un morphisme cartésien d’'une catégorie fibrée est évidem-
ment un isomorphisme dés que sa projection 'est.

(ii) Supposons p fidéle, et soient X', Y’ deux objets d’une catégorie fibre E . Alors
deux fleches de X’ dans Y’ sont au-dessus de la méme fleche idy de E, donc sont
identiques, donc Ey est ordonnée. Inversement, supposons les catégories fibres
ordonnées, et prouvons que p est fidéle. Soient doncu’, v’ : X’ =3 Y’ desfleches
de E’ au-dessus d'une méme fleche u : X — Yde E. Elles se factorisent alors en
X'z u*(Y) - Y', oules deux fleches X' = u*(Y") sont des fleches de E'y de
méme source et méme but; celles-ci sont donc égales, doncu’ = v’, C.Q.F.D.

Revenons a la démonstration de 6.5. On a prouvé (i) < (ii). D’autre part (ii)  (iv)
est assez claire : en effet, d'une part la catégorie E, est fibrée sur E a catégories fibres
les catégories discrétes définies par les ensembles F(X), comme il résulte aussitot des
définitions; d’autre part, si p est comme dans (ii), alors en vertu du sorite SGA 1 VI
8 la catégorie fibrée E’ sur E est E-équivalente a la catégorie scindée sur E définie
par le foncteur E — (Cat) définie par le foncteur F : E — (Ens), associant a tout
X € ob El'ensemble des classes d’isomorphie d’objets de E'y. Or cette catégorie scindée
est E-isomorphe a la catégorie E,;r. Comme (iv) = (iii) est claire, il reste a prouver (iii)
= (i). Or il est clair que pour que p soit fidele (resp. conservatif) il faut et il suffit que les
foncteurs induits E/y, — E,,x) le soient, a fortiori il suffit que ceux-ci soient pleinement
fideles ; donc il reste a prouver seulement que (iii) implique que p est fibrant. Mais on voit
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encore qu'un foncteur p est fibrant si et seulement si les foncteurs induits E/y, — Ej,x/,
le sont. Il en est en particulier ainsi si ce sont des équivalences de catégories surjectives
sur les objets.

7. Sous-catégories génératrices et cogénératrices

DEFINITION 7.1. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine de E. On dit que
C est une sous-catégorie de E génératrice par épimorphismes stricts (resp. par épimor-
phismes) si pour tout objet X de E, la famille des fléches de E de but X, de source X' € ob C,
est épimorphique (resp. épimorphique stricte) (1.3). On dit que C est une sous-catégorie de
E génératrice (resp. génératrice pour les monomorphismes, resp. génératrice pour les
monomorphismes stricts) si pour toute flecheu : Y — X (resp. tout monomorphisme de
E, resp. tout monomorphisme strict de E (10.5)), telle que pour tout X' € ob C, appli-
cation correspondante Hom(X',Y) — Hom(X', X) soit bijective, u est un isomorphisme.
Enfin, on dit qu’une famille (X;) d’objets de E est génératrice par épimorphismes stricts
(resp. ...) si la sous-catégorie pleine C de E engendrée par cette famille est génératrice par
épimorphismes stricts (resp. ...).

7.1.1. Notons qu’en termes de la famille (hy/)y/¢.p ¢ des foncteurs
hyr : E— (Ens) (X' € obC)

représentés par les X’ € ob C, on peut exprimer la condition que C soit génératrice (re-
sp. génératrice pour les monomorphismes, resp. génératrice pour les monomorphismes
stricts) par celle que le famille (2 /) soit conservative (resp. conservative pour les mono-
morphismes, resp. conservative pour les monomorphismes stricts) (6.1). Il résulte éga-
lement immédiatement des définitions que C est génératrice par épimorphismes si et
seulement si la famille (hy/)yrcq, ¢ est fidéle (6.1). On donnera aussi ci-dessous (7.2
(i)) une interprétation analogue pour la condition sur C d’étre génératrice par épimor-
phismes stricts.

7.1.2. Comme pour les notions introduites dans 6.1, les notions de 7.1 sont surtout
utiles lorsque E posséde des propriétés d’exactitude convenables, auquel cas les diverses
notions introduites ont une nette tendance a étre toutes équivalentes (7.3). C’est pour-
quoi la question de savoir laquelle de ces notions 7.1 doit étre considérée comme la plus
importante ne se pose guere ; dans les cas les plus importants, ces notions coincident et
le terme « sous-catégorie génératrice » peut donc étre interprété indifféremment comme
se rapportant a n’importe laquelle des propriétés envisagées dans 7.1 (par exemple la
premiere, qui est la plus forte de toute comme nous allons voir (7.2 (ii))).

7.1.3. Supposons que E soit une %-catégorie, et considérons le foncteur canonique

(7.1.3.1) @ E— C = Hom(C, %- Ens)

composé des foncteurs £ — E - C oule premier foncteur est le foncteur canonique

(1.3.3), et le deuxieme le foncteur restriction a C. Notons qu’il est évident qu’il revient
au méme de dire que le foncteur précédent ¢ est conservatif (resp. fidele), ou de dire
que la famille des foncteurs Ay, : X — Hom(X',X) = @(X)(X'), pour X' € obC
variable, est une famille conservative (resp. fidele), c’est-a-dire aussi (7.1.2) que C est
génératrice (resp. génératrice par épimorphisme). De méme ¢ est conservative pour les
monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts) si et seulement la famille des
hyx/ (X' € obC) est conservative pour les monomorphismes (resp. pour les monomor-
phismes stricts), i.e. si et seulement si la sous-catégorie C de E est génératrice pour les
monomorphismes (resp. pour les monomorphismes stricts).
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PROPOSITION 7.2. Soient E une %-catégorie, C une sous-catégorie pleine.

(i) Les conditions suivantes sont équivalentes :

a) C est une sous-catégorie génératrice par épimorphismes stricts.

b) Pourtout X € ob E, désignant par C,y la sous-catégorie pleine de E, 5 formée
des fleches X' — X de source X' € obC, la fleche naturelle du foncteur
d’inclusion j : C,x — E dans le foncteur constant sur C,y de valeur X fait
de X une limite inductive de j :

X < limX'.
Cix
c) Le foncteur canonique @ de (7.1.3.1) est pleinement fidéle.
(ii) On a entre les notions de 7.1 les implications suivantes :

1) C génératrice par épim.

stricts
2) C génératrice par \

(¢ pleinement fidele)
pi i 3) C génératrice
épimorphismes (o servatiD
(@ fidele)

!

4) C génératrice pour mono-
morphismes
(@ conservatif pour mon.)

I

5) C génératrice pour mon.
stricts
(¢ conservatif pour mon. stricts).

(iii) On a les implications conditionnelles suivantes : 48

a) Si dans E les familles épimorphiques de fleches sont épimorphiques strictes,
on a?2)=1).Sidans E les monomorphismes sont stricts, on a 5) = 4).

b) Si dans E les noyaux de couples de fleches (resp. les produits fibrés) sont re-
présentables, alors on a 3) = 2) (resp. 4) = 3)).

c) Si dans E toute famille de morphismes X; — X de méme but X se factorise
en une famille épimorphique stricte (resp. épimorphique) X; — Y suivie d'une
monomorphisme (resp. d’une monomorphisme strict)Y — X, alorson a4) =
1) (resp. 5) = 2)).

Signalons tout de suite le

CoRroOLLAIRE 7.3. Toutes les notions envisagées dans 6.1 (et reprises dans le diagramme
d’implications de (ii) ci-dessus) sont équivalentes dans chacun des deux cas suivants :

(i) Dans E, les noyaux de doubles fléches et les produits fibrés sont représentables, les
monomorphismes sont stricts et les familles épimorphiques de fléches sont épimor-
phiques strictes.

(ii) Dans E, toute famille (X; — X),c; de fleches de méme but X se factorise en
une famille épimorphique (X; — Y) suivie d’'un monomorphisme Y — X, tout
monomorphisme de E est strict, et toute famille épimorphique de fléches de E est
stricte.

En effet, dans le cas (i) on a 4) = 3) et 3) = 2) grace a b), et 5) = 4) et 2) = 1) grace 49
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a a). Dans le cas (ii) on a grace a c), les implications 4) = 1) et 5) = 2). On conclut donc
grace au diagramme d’implications 6.2 (ii).

Démonstration de 7.2.

(i) L’implication b) = a) résulte aussitot des définitions. Prouvons a) = b). Donc
sous I’hypotheése a), il faut prouver que pour tout X, Y € ob E, tout systeme de
fleches

Uxr . X —Y

indexé par les X’ € ob Cy, telle que 'on ait uy/ f = uy» pour toute fleche
f X" - X' dans C)y, se factorise par une fleche (nécessairement unique par
I’hypothése a)) X — Y. D’apres I'hypothese a), il suffit de vérifier que pour tout
objet Z de E,y et tout couple de morphismes v’ : Z — X', 0" : Z — X" dans
E/y,avec X' et X" dans Cy, onauy/v' = uynv". Or, grace a ’hypothése a),
la famille des fleches w : X" — Z, avec X" € obC, est épimorphique, et il
suffit donc de vérifier que pour toute telle w, ona (uy: 0" )w = (uyr» " )w, ce qui
s’écrit aussi uys (V' w) = uyn (V" w) et résulte aussitét de 'hypothese faite sur
la famille des u.

Prouvons maintenant I’équivalence des conditions b) et c). Pour ceci notons

que pour tout X € ob E, lobjet (X)) de C est limite inductive dans C du fonc-
teur canonique C;,, x) = C(3.4); or C;,x, est canoniquement isomorphe a Cy,

de sorte qu'on a dans C

1 /
p(X) =lim X',
Cix

ol on identifie I'objet X’ de C avec le foncteur € C qu’il représente. On a par
suite, pour un deuxiéme objet Y de E, un isomorphisme canonique

Hom(¢(X), ¢(Y)) ~ lim Hom(X", ¢(Y')) = lim (Y )(X")(1.4)
Cx Cx
(%) ~ l(i£1Hom(X’, Y).
Cic
Ceci posé, I’application
Hom(X,Y) — Hom(gp(X), p(Y))

définie par @ n’est autre, via 'isomorphisme entre les membres extrémes de (),
que I'application
Hom(X,Y) — l(in Hom(X',Y)

Cx
déduite du systéme inductif de fleches X’ — X indexé par C,y envisagé dans
7.2 (i) b). Donc la premiére application est bijective pour tout Y (X étant fixé) si
et seulement si X est une limite inductive du foncteur d’inclusion j : C,xy — E,
ce qui prouve I’équivalence de b) et c).

(ii) Les implications 1) = 2) et 3) = 4) = 5) sont triviales en vertu des définitions.
L’implication 1) = 3) s’obtient en interprétant la propriété 1) par la pleine fidélité
de @ grace a (i), et en observant qu’un foncteur pleinement fidele est conservatif.
Or on a déja observé (7.1.1) que 3) signifie que ¢ est conservatif.

(iii) L’assertion a) est une tautologie. L’assertion b) résulte de 6.2 (i) (resp. 6.2 (iv))
appliqué au foncteur ¢, compte tenu que ce dernier est exact a gauche. Prou-
vons enfin c). Considérons, pour un X € ob E, la famille de tout les morphismes
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X; = X, avec X; € ob C; par hypothése sur E elle se factorise en une famille
X; — Y épimorphique effective (resp. épimorphique) suivie d'un monomor-
phisme (resp. d'un monomorphisme strict) Y — X. Alors ’hypothése 4) (re-
sp. 5)) implique que Y — X est un isomorphisme, donc la famille envisagée est
épimorphique stricte (resp. épimorphique), C.Q.FD.

PROPOSITION 7.4. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine de E, X un objet
de E. On suppose C génératrice dans E (resp. C génératrice pour les monomorphismes, et
que le produit fibré de deux sous-objets de X sur X est représentable dans E). Alors un
sous-objet strict (10.11) (resp. un sous-objet) X' de X est connu quand on connait, pour
tout T € obC, la partie de Hom(T, X) image de Hom(T, X"). Par suite, le cardinal de
Iensemble des sous-objets stricts (resp. de I’ensemble des sous-objets) de X est majoré par

HTeobC peardHom(T.X) "ot g X € ob C, il est majoré par 274 F¢C

Prouvons d’abord I’assertion respée. Soient X', X" deux sous-objets de X tels que
pour tout T € ob C, les images de Hom(T', X') et Hom(T', X") dans Hom(T', X) soient
égales. Elles sont donc aussi égales a 'image de Hom(7', X"), o X" est le produit fibré
de X' et X" sur X. Comme C est génératrice pour les monomorphismes, il s’ensuit que
les monomorphismes X"” — X' et X" — X" sont des isomorphismes, donc X' et X"
sont égaux, étant séparément égaux au sous-objet X" de X.

Prouvons ’assertion non respée. Par définition de la notion de sous-objet strict, il
suffit de vérifier que la connaissance de la partie Hom(T', X') de Hom(T, X) pour tout

T € ob C implique la connaissance de celles des doubles fleches X é T telles que
ui = vi,oui : X' — X est Iinjection canonique. Or comme C est génératrice, la
relation ui = vi équivaut a la relation (ui)f = (vi)f pour tout f € Hom(T, X'), i.e. a
ug = vg pour tout g € Hom(7T', X) provenant de Hom(7', X") (i.e. de la forme if, avec
f € Hom(T', X)), ce qui prouve notre assertion.

COROLLAIRE 7.5. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine génératrice, X
un objet de C. Alors un quotient strict (10.8) X' de X est connu quand on connait, pour
tout T € obC, la partie de Hom(T, X)? formée des couples (u, v) tels que qu = qu, ot
qg : X — X' est le morphisme canonique. Donc le cardinal de 'ensemble des quotients

anrd Hom(T, X )?

stricts de X est majoré par HTeobC

En effet, par définition, un quotient strict X’ de X est connu quand on connait, pour
tout objet Yde E, la partie de Hom(Y, X)) x Hom(Y, X)) formée des couples (u, v) tels que
qu = qu,ouq : X — X' estle morphisme canonique. Or la relation qu = quv équivaut a
la relation (qu) f = (qv) f pour tout morphisme f : T — Y de source T dans C, puisque
C est génératrice. Cette relation s’écrit encore q(uf) = q(vf), ce qui prouve la premiere
assertion de 7.5. La seconde en résulte aussitot.

7.5.1. On peut généraliser 7.5, en introduisant, pour une famille d’objets (X;);cr
de E, la notion de quotient strict dans E de la famille, par quoi on entend une famille
épimorphique stricte (p; : X; = X');c; de morphismes de E, — étant entendu, comme
pour les quotients ordinaires, qu’on identifie deux telles familles (p; : X; — X') et (g; :
X, — X") si on peut trouver un isomorphisme v : X’ — X" (nécessairement unique)
tel que l'on ait fp; = g; pour tout i € I. Avec cette terminologie, la démonstration de
7.5 s’applique ne varietur pour donner la

VARIANTE 7.5.2. Soient E, C comme dans 7.5, et (X;);c; une famille d’objets de E.
Alors un quotient strict X’ de (X;);cy dans E (7.5.1) est connu quand on connait, pour
tout T € obC, et tout couple (i,j) € I X I, la partie de Hom(7T, X;) X Hom(T', X)
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formée des couples (u, v) tels que p;u = p;v, ou pour touti € I, p; : X; — X' désigne le
morphisme canonique. Par suite, le cardinal de I’ensemble des quotients stricts de (X;);c

dans E est majoré par HTGObC Hi el cardHom(T,Xi)XcardHom(T,Xj)'

7.5.3. On voit tout de suite que la conclusion analogue est vraie si on suppose seule-
ment que C est génératrice pour les monomorphismes stricts, pourvu que ’on suppose
que les produits X; X X; sont représentables et que I'on se borne aux quotients effectifs
de la famille (X;);c, i.e. aux quotients stricts X' tels que les produits fibrés X; X/ X

soient représentables dans E (ce qui n’est pas une restriction si E est stable par produits
fibrés).

PROPOSITION 7.6. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine de E génératrice
par épimorphismes (7.1), I1, = un cardinal infini > card F(C, I1 > I, un cardinal, (u; :
X; = X);es une famille épimorphique universelle (10.3) dans E formée de morphismes
quarrables (10.7) a sources X; € ob C, et telle que card I < II. Alors card FICy < IT™,

Soit T' € ob C, il suffira de prouver qu'on a
(7.6.1) card Hom(T', X) < IT'-,
car on en conclura successivement
cardob C/y < (IT") x cardob C,y < (ITT-) x IT, = IT'-,

enfin card FIC,y < T2y x 11, = ', puisque pour deux objets .S, T de C,y, on a
card HomC/X (S,T) < carHom(S,T) < I1,. Pour prouver 7.5.3, notons d’abord le

LEMME 7.6.2. Soit J un ensemble tel que card J = II,. Pour tout objet T de C, et tout
homomorphisme f : T — X, il existe une famille (v; : S; — T);c; épimorphique, d
sources S; € ob C, et pour tout j € J uni(j) € I et un g S = Xy tels que l’'on ait
U8 = fv;.

En effet, la famille des X; Xy T — est épimorphique par hypothése, d’autre part,
comme C est génératrice par épimorphismes stricts, pour tout i, la famille des fleches
S — X, Xy T de source S € ob C est épimorphique, donc par transitivité la famille
des fleches v : S — T de source dans ob C qui se factorisent par un des X; Xy 7T est
épimorphique. Or ce sont les fleches v : S — T'de source dans C pour lesquelles il existe
uni € Ietung : § = X, telqueu;g = fv. Comme l'ensemble de ces flechesv : S = T
est contenu dans F/ C, donc de cardinal < I1,, il peut s’indexer par I’ensemble d’indices
J, d’ou le lemme.

Notons maintenant qu'un morphisme f : T — X est connu quand on connait les
fv;, qui sont connus quand on connait les g;. donc card Hom(T', X) est majoré par le
cardinal de ’ensemble des familles (i(j), S U8 j) jeJ s comme le cardinal de ’ensemble

des applications j — I est < IT'", et comme pour une telle application j + i(j) fixée,
le cardinal de I'ensemble des familles correspondantes .S, f;, v; est majoré par celui de

I’ensemble des applications de J dans FYC X F(C, qui est < - puisque card(F/C X

FI(C) = II? = II,, on trouve que le premier membre de (7.6.1) est majoré par IT'- x
11

I, = T, ce qui achéve la démonstration de 7.6.

PROPOSITION 7.7. Soient E une catégorie ou les produits fibrés sont représentables,
(X )aeca une famille d’objets de E génératrice, (¢;);cy une famille de foncteurs ¢; : E —
E; commutant aux produits fibrés. Pour que (@;) soit conservative (5.1), il faut et il suffit
que pour tout @ € A et pouf tout sous-objet X' de X, distinct de X, il existe uni € I tel
que @;(X') = @,(X,) ne soit pas un isomorphisme. Dans ce cas, si E est une %-catégorie
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et si A est U-petit, il existe une partie U-petite J de I telle que (¢;) ;e soit déja une famille
conservative de foncteurs.

La nécessité de la condition envisagée de conservativité étant évidente, prouvons
sa suffisance. En vertu de 6.1 (iv), il suffit de prouver que (¢;) est conservative pour
les monomorphismes. Soit # : Y’ — Y un monomorphisme dans E qui n’est pas un 56
isomorphisme, il faut prouver qu’il existe i € I tel que @,(u) n’est pas un isomorphisme.
Par hypothése sur (X ), il existe un a et un morphisme X, — Y qui ne se factorise pas
par Y', en d’autres termes, tel que I'image inverse X’ de Y’ soit un sous-objet de X,
distinct de X ,. Par hypothese, il existe un i € I tel que @;(X’) = @(X) ne soit pas
un isomorphisme. Comme @;(X") =~ ¢(X,) Xour) @;(Y"), il s’ensuit bien que ¢;(Y') —
@;(Y) n’est pas un isomorphisme.
La deuxiéme assertion de 7.7 résulte aussitot de la premiére, compte tenu de 7.4.

COROLLAIRE 7.7.1. Soient E une %-catégorie ou les produits fibrés sont représentables,
et admettant une famille génératrice d’objets qui soit U-petite. Alors pour toute famille
génératrice (Y;);cy de E, il existe une sous-famille génératrice U-petite (Y;);cj(cardJ €
U).

Il suffit en effet d’appliquer 7.7 a une %-petite famille génératrice (X,),c4 de E et a
la famille des foncteurs @; (i € I') représentés par les Y.

PROPOSITION 7.8. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine génératrice par
épimorphismes stricts, D une catégorie, Hom' (E, D) la sous-catégorie pleine de Hom(E, D)
formée des foncteurs qui commutent aux limites inductives du type C,y, ou X est un objet
quelconque de E. Alors le foncteur F — F|C induit un foncteur pleinement fidéle

Hom'(E, D) — Hom(C, D).

Par suite, siHom(C, D) est une %-catégorie (1.1.), par exemple (1.1.1. b)) si C est %-petite 57
et D est une %-catégorie, alors Hom' (E, D) est également une %-catégorie.

Soient F, G : E — D deux foncteurs dans le premier membre, etu : F — G un
homomorphisme. Si X = h_r)nX ; dans E et si F et G commutent a la limite inductive
envisagée, alors u(X) : F(X) — G(X) s’identifie a la limite des morphismes u(X;) :
F(X;,) = G(X;), et est donc connu quand on connait les u(X;). Ceci montre que le
foncteur envisagé dans 7.8 est fidéle, compte tenu de I'implication a) = b) dans 7.2 (i).
Soit inversement v : F|C — G|C un homomorphisme, prouvons qu’il provient d'un
homomorphisme u : F — G. On définira, pour tout X € ob E,

uX): F(X)= li_II)lF(Xi) — G(X) = li_n)qG(Xi)
Cx Cx
comme la limite inductive des v(X;). Il est immédiat que ’on obtient bien un homomor-

phisme fonctoriel en X, doncunu : F — G, et enfin que le morphisme induit par u de
F|C dans G|C est v, ce qui acheve la démonstration.

7.9. Familles et sous-catégories cogénératrices. Soient E une catégorie, C une
sous-catégorie pleine de E. On dit que C est cogénératrice par monomorphismes stricts
(resp. cogénératrice par monomorphismes, resp. cogénératrice, resp. cogénératrice pour
les épimorphismes, resp. cogénératrice pour les épimorphismes stricts) sila sous-catégorie
pleine C° de E” est génératrice par épimorphismes stricts (resp. etc.). Terminologie ana-
logue pour les familles. Tous les résultats du présent numéro concernant la notion de 58
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sous-catégorie génératrice et ses variantes (7.1), redonnent donc des résultats corres-
pondants pour les notions duales, que nous laissons au lecteur le soin de formuler pour
sa satisfaction personnelle.

PROPOSITION 7.10. Soient E une catégorie, C une sous-catégorie pleine génératrice (7.1),
D une sous-catégorie pleine de E. Pour que D soit cogénératrice (7.9), il faut et il suffit que

,U
pour toute double fleche Tu:>> X dans E de source T € obC, avecu # v, il existe une
flechew : X — I debutI € ob D, telle que wu # wv.

Par définition, dire que D est cogénératrice signifie que pour toute double fleche

Y% X dans E telle que u # v, il existe une fleche w : X — I, avec I € ob D,
telle que wu # wv. Donc 7.10 signifie simplement qu’il suffit de tester cette propriété
lorsque Y € ob C. Or comme C est génératrice, I’hypothese u # v implique qu’il existe
f T — Ytelle que uf # vf, d’'ou par hypothese 'existence d’'une w : X — I de but
I € ob D telle que w(uf) # w(vf), d' ot wu = wu, C.Q.FD.

COROLLAIRE 7.11. Les notations étant celles de 7.10, supposons que les objets I de D
sont des objets injectifs de E, i.e. tels que pour tout monomorphisme X — Y dans E, 'ap-
plication Hom(Y, I') - Hom(X, I) correspondante soit surjective. Supposons de plus que

u,v
toute double fleche T——= X dans E se factorise en une double fléche épimorphique (re-
u' v’
sp. épimorphique effective) Y ——= X suivie d’'un monomorphisme i : X' — X. Alors
dans le critére 7.10 pour que D soit cogénératrice, on peut se borner aux doubles fleches
(u, v) qui sont épimorphiques (resp. épimorphiques effectives).

On en conclut :

COROLLAIRE 7.12. Soit E une %-catégorie admettant une petite sous-catégorie généra-
trice C, et telle que tout objet de E soit source d’'un monomorphisme dans un objet injectif
de E. Supposons de plus que pour tout T € ob C, la somme T LT dans E soit représentable,
et que tout morphisme de source T L1 T se factorise en un épimorphisme effectif suivi d’un
monomorphisme. Alors E admet une petite sous-catégorie pleine D cogénératrice. De facon

précise, on peut prendre D telle que card ob D < HT T'cobC peardHom(T".T [ T))?,

En effet, en vertu de 7.11, il suffit pour tout 7' € ob C et pour tout quotient effectif
X de T I T, de choisir un plongement de X dans un objet injectif I de E, et de prendre
pour D la sous-catégorie pleine de E engendrée par ces I. La conclusion résulte alors de
7.5.

ExEMPLEs 7.13. Pour construire de petites sous-catégories cogénératrice en termes
de petites sous-catégories génératrices, on est donc amené a chercher des conditions
pour qu'une %-catégorie E admette « suffisamment d’injectifs », i.e. que tout objet se
plonge dans un objet injectif (par un monomorphisme). Il est bien connu [Tohoku] que
cette condition est satisfaite dans une %-catégorie abélienne a (petites) limites inductives
filtrantes exactes (axiome AB 5 de loc. cit.) admettant une petite famille génératrice. La
construction de loc. cit. n’est d’ailleurs pas liée de fagon essentielle aux catégories abé-
liennes, et marche également dans la catégorie des faisceaux de #-ensembles sur un
espace topologique X € %. Nous n’énoncerons pas ici les propriétés d’exactitude qui
font marcher la construction en question, et nous bornerons a signaler que dans le cas
particulier de la catégorie des faisceaux d’ensembles sur X, on se rameéne immédiate-
ment au cas de loc. cit. de la facon suivante. On note que si Oy est un Anneau sur X,
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alors tout objet injectif I de la catégorie des O y-Modules est aussi injectif en tant qu’ob-
jet de la catégorie des faisceaux d’ensembles. En effet, si Fest un faisceau d’ensembles, et
Ox[F]le « Ox-Module libre engendré par F», on a par définition un homomorphisme
de faisceaux d’ensembles

() F — Ox[F]
donnant lieu a un isomorphisme, fonctoriel en F
Homgy (Ox[F], 1) = Hom(F, I).

Comme le foncteur F — O y[F] transforme manifestement monomorphisme en mono-
morphisme, il s’ensuit aussitot que si I est un O y-Module injectif, c’est aussi un faisceau
d’ensembles injectif. Il s’ensuit que si le morphisme () est un monomorphisme (ce qui
est le cas si on prend pour Oy un Anneau constant de valeur un anneau A # 0), alors un
plongement de O y[ F*] dans un O y-Module injectif I donne un plongement de F dans
le faisceau d’ensembles injectif sous-jacent a 1.

Le méme argument s’applique, sans changement, au cas de la catégorie des faisceaux
de %-ensembles sur un %-site, qui sera introduite dans I’exposé suivant.

L’intérét de existence d’une petite sous-catégorie cogénératrice réside surtout dans
le critére de représentabilité 8.12.7 plus bas.

8. Ind-objets et pro-objets
8.1. Foncteurs cofinaux et sous-catégories cofinales.

DErFINITION 8.1.1. Soit
(8.1.1.1) .1 —1T

un foncteur. On dit que @ est un foncteur cofinal si pour toute catégorie C et pour tout fonc-
teuru : I' - C, considéranth'_r)n u etlimuo @ comme des objets de Hom(G(7-Ens))° (2.1,
2.3.1) (ou 7 est un univers tel que I, I' € 7, et que C soit une 7-catégorie), le morphisme
canonique

(8.1.1.2) li_r)nu‘:(p—)li_n)lu

est un isomorphisme. Lorsque @ est le foncteur d’inclusion d’une sous-catégorie de I', on
dit que I est une sous-catégorie cofinale si @ est cofinal.

8.1.2. Remarquons que pour @, u données, la bijectivité de (8.1.1.2) ne dépend pas
du choix de 'univers 7.

Revenant a la définition des termes figurant dans (8.1.1.2) (2.1, 2.3.1), on voit que dire
que @ est cofinal signifie aussi que pour tout univers 7 tel que I et I’ soient 7-petits, et
tout foncteur

v: 1" — (7-Ens),
I’'homomorphisme canonique

(8.1.2.1) l(iiqv—ﬂ(ir_nvo(p

est un isomorphisme i.e. une bijection. Pour voir que cette condition est bien nécessaire,
on observera, posant v = v°, qu’elle signifie aussi que la condition de la définition 8.1.1
est remplie quand on y fait C = (7-Ens)° (ce qui implique que les limites inductives
envisagées dans (8.1.1.2) sont représentables dans C).
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. Il est immédiat sur la définition que le composé de deux foncteurs cofinaux est cofinal.

PropPOSITION 8.1.3. Soit ¢ : I — I’ un foncteur.

a) Pour que @ soit cofinal, il faut que @ satisfasse la condition :
F 1) Pour tout objet i’ de I', il existe un objet i de I tel que (i) majorei’ (i.e. tel
que Hom(i', (i) # ).
b) Supposons I filtrante. Pour que @ soit cofinal, il faut et il suffit que @ satisfasse la

condition (F 1) ainsi que la condition suivante :
! !

F 2) Pour tout objet i de I et toute double fléche i’ :;,g @(i) dans I’ de but (i),
il existe une fléche h : i — j dans I telle que p(h) f’ = p(h)g’.
De plus, si ¢ est cofinal, I est filtrante.
c) Supposons I' filtrante, et @ pleinement fidéle. Pour que ¢ soit cofinal, il faut et il
suffit qu’il satisfasse la condition F 1) de a). Cela implique que I est filtrante.

Démonstration. Pour la nécessité dans a) et b), on utilisera la définition 8.1.1 dans le seul
cas ou u est le foncteur d’inclusion canonique (1.3.3)

u:l < I
(un univers % tel que I, I’ soient %-petits étant choisi). On peut alors interpréter (8.1.1.2)
comme une fleche de I’ (3.1), dont le but est le foncteur final sur I’ 3.4). On voit im-
médiatement que la condition F 1) exprime que cette fleche est un épimorphisme de I,
i.e. est surjective sur chaque argument (compte tenu que les limites inductives dans I’ se
calculent « argument par argument »). Cela prouve a). Supposons maintenant [ filtrante
et @ cofinal. Alors [ est filtrante : en effet, la condition que deux objets de I’ soient ma-

jorés par un troisieme résulte aussitot de la méme condition sur I, et de F 1), et il faut
seulement encore prouver la condition PS 2) de 2.7, i.e. que pour toute double fleche

f/’g/ : l‘! 3]’
dans I’, il existe une fleche A’ : j' — k' de I’ telle que h' f" = h'g’. Or en vertu de

F1)on peut supposer k' de la forme ¢(i). Mais comme par ’hypothése ¢ cofinal, pour
tout objet i’ de I’ hm ‘Hom(i’, ¢(i)) est 'ensemble réduit a un élément, il résulte de la

description standard des limites inductives filtrantes dans (Ens) (2.8.1) que cela implique
lexistence d’une fleche h : i — j dans [ telle que @(h)f' = @(h)g’. Cela achéve donc
de prouver que I’ est filtrant, et prouve en méme temps la condition F 2).

Pour prouver que les conditions énoncées dans b) sont suffisantes pour que @ soit
cofinal, on utilise la forme 8.1.2 de la définition. On constate aussitét que la condition
F 1) implique que (8.1.2.1) est un monomorphisme i.e. est injectif sur chaque argument,
tandis que la condition F 2) (jointe a F 1) assure qu’il est bijectif (compte tenu du calcul
des limites projectives dans v argument par argument). Cela prouve donc b).

Enfin, si I’ est filtrante et ¢ pleinement fidéle, alors il est immédiat que la condition
F 1) implique que [ est filtrante, et implique la condition F 2). Donc c) résulte de a) et de
b).

8.1.4. Lorsque I' est une catégorie filtrante, I une sous-catégorie pleine de I’, on
voit donc par 8.1.3 c) que la condition que I soit cofinale dans I’ ne dépend que de la
partie Ob I de 'ensemble préordonné OB I’ (pour la relation de préordre « x < y»
< «Hom(x,y) # @»). Si J' est un ensemble préordonné, J une partie de J', on dira
parfois que J est une partie cofinale de J' lorsque tout élément de J' est majoré par
un élément de J. Lorsque J' est filtrante, cela signifie donc que le foncteur d’inclusion
F <& F' pour les catégories associées est cofinal.
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8.1.5. Dans la suite, nous n’utiliserons la notion de foncteur cofinal que dans les
cas ou les catégories I et I’ sont filtrantes. Classiquement, on se bornait méme a des
catégories associées a des ensembles préordonnés (i.e. dans lesquelles il existe au plus
une fleche de source et de but donnés). Il apparait cependant que cette restriction est
génante dans les applications, les catégories filtrantes « naturelles » qui s’introduisent
dans de nombreuses applications n’étant pas des catégories ordonnées. Le résultat sui-
vant, dit a P. DELIGNE, montre cependant qu’il n’y a pas de différence essentielle entre
les deux points de vue :

PrROPOSITION 8.1.6. Soit I une petite catégorie filtrante. Alors il existe un petit ensemble
ordonné E, et un foncteur cofinal ¢ : & — I, ot & désigne la catégorie associée a E.

Supposons d’abord que 'ensemble préordonné Ob I n’ait pas de plus grand élément.
Appelons sous-diagramme de I un couple D = (O, F) formé d’une partie F de F/(I) et
d’une partie O de Ob I, tel que pour toute f € F, la source et le but de f appartiennent
a 0. Un élément e de O est appelé objet final du sous-diagramme D si pour tout x € D’,
I’ensemble Hom(x, e) N F des fleches de D de source x et de but y a exactement un
élément f,, si pour toute fleche g : x — yde D,ona f, = f,°getsi f, = id,. Soit
E l'ensemble des sous-diagrammes finis D de I ayant un élément final unique @(D),
et ordonnons E par inclusion. Si D, D’ sont deux éléments de E et D C D’, alors il
existe une unique fleche @(D’, D) de D' de source (D), de but ¢(D’), et si on a des
inclusions D C D’ € D” dans E, on a évidemment ¢(D”, D) = (D", D')p(D’, D) ; on
a également @(D, D) = id(p( p)- On trouve donc un foncteur ¢ : & — I, et tout revient
a prouver que E est filtrant et que @ est cofinal. Compte tenu de 8.1.3 b), on doit faire
trois vérifications :

1) Condition F 1) de 8.1.3 : pour tout i € I, on prend pour D le sous-diagramme
de I réduit a I'objet i et sa fleche identique, alors i < @(D) = i. Cette condition
F 1) montre en méme temps que E # @.

2) Condition F 2) : Pour touti € Ob I, tout D € E et toute double fleche i = @(D),
trouver un diagramme D’ € E, contenant D, tel que (D', D) : @(D) — @(D’)
égalise la double fleche. Or comme [ est filtrant, il existe un objet j de I et une
fleche f : @(D) — j qui égalise la double fleche. Comme I n’a pas de plus grand
élément, on peut supposer que j est un majorant strict de (D), ce qui implique
qu’il est distinct de tous les autres objets de D. Soit alors D’ le sous-diagramme
de I dont 'ensemble d’objets est OU {j}, et 'ensemble des fleches est formé des

fleches de D, plus les composés x — @(D) L J,oux estun objetde Det f, est
'unique fleche de D de source x et de but (D), et id;. Il est clair alors que D’
est un sous-diagramme fini de I, qu’il admet j comme unique objet final, donc
D’ € E, et D’ satisfait a la condition voulue.

3° Deux sous-diagrammes D, D’ C E sont contenus dans un méme D” € E. On
peut en effet trouver un majorant strict j de @(D) et de @(D’),

(D)

o

e

@(D") ,
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et on prend pour D” le sous-diagramme dont I’ensemble des objets est la réunion
de 'ensemble des objets de D, de D’ et de {j}, et 'ensemble des fleches est la
réunion de 'ensemble des fleches de D, de D', de I’ensemble des composés fo f
(x objet de D) et ' f/, (x" objetde D’), et {id;}. On obtient bien ainsi un sous-
diagramme fini de E, montrons que, quitte a remplacer j, f, f' par j’, gf, gf’
avec g . j — j' convenable, on peut obtenir que j soit un objet final de D’. 1l
revient au méme de dire que pour tout x qui est a la fois objet de D et de D',
ona ff, = f'f/,.Orc’estla d’'un ensemble fini de doubles-fleches qu’il s’agit
d’égaliser par un g : j — j’, ce qui est possible puisque I est filtrante.

Cela acheve la démonstration dans le cas envisagé. On ramene le cas général a celui-
ci, en introduisant la catégorie filtrante N associée a 'ensemble ordonné N des entiers
naturels, et en notant que la catégorie N X I est filtrante, qu’elle n’a pas de plus grand
élément, et que la projection N X I — [ est un foncteur cofinal.

CoROLLAIRE 8.1.7. Soit I une %-catégorie. Pour qu’il existe un petit ensemble ordonné
filtrant E, et un foncteur cofinal & — 1, il faut et il suffit que I soit filtrante et que Ob I
admette une petite partie cofinale 1" (8.1.4).

C’est nécessaire en vertu de 8.1.3 a), et suffisant en vertu de 8.1.6 appliqué a la sous-
catégorie pleine de I définie par I’.

DEFINITION 8.1.8. Soit I une catégorie filtrante. On dit que I est essentiellement petite
si I est une %-catégorie, et si elle satisfait aux conditions équivalentes de 8.1.7.

8.2. Ind-objets et foncteurs ind-représentables.

8.2.1. Nous fixons dans la suite une %-catégorie C, que nous considérons toujours
comme plongée dans la catégorie C des %-préfaisceaux a I’aide du foncteur canonique
(1.3.1)

(8.2.1.1) h:CoC.
Nous appellerons ind-objet de C (ou systéme inductif de C), tout foncteur
(8.2.1.2) .1 —C,

ou I est une catégorie filtrante (2.7), appelée la catégorie d’indices du ind-objet. (I est par
ailleurs quelconque, et nous n’exigeons pas, notamment, que I soit une %-catégorie.) Il
sera souvent commode de désigner un ind-objet ¢ par la notation indicielle (X;);cqp 1>
ou méme (par nouveau abus de notation) (X;);cs, ou (X;); ou (X;), ou X; = ¢(i) pour
i € ob I. Cette notation n’est ni plus ni moins abusive que la notation utilisée classi-
quement pour les systémes inductifs indexés par les ensembles ordonnés filtrants (ou
la mention des morphismes de transition est également absente). Les X; s’appellent les
objets composants du ind-objet 2. On fera attention que dans le cas général envisagé ici,
les « morphismes de transition » @(f) du systéme inductif sont indexés par ’ensemble
F? I des fleches de I, qui ne s’identifie pas en général a une partie de ObI X Ob I'; en
d’autres termes, pour i et j donnés, j majorant i, il peut exister plus d'un morphisme de
transition de X; dans X ;.

8.2.2. Lesind-objets & = (X;);c; de C les plus utiles sont ceux pour lesquels la ca-
tégorie d’indices I est essentiellement petite (8.1.8) ; un tel ind-objet est appelé essentiel-
lement petit. Si (X;),cy est ainsi, utilisant le fait que dans Cles petites limites inductives
sont représentables (3.1), on peut considérer

(8.2.2.1) L&) Elimh - Z =lim X, € ob €,
— —

1
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ou la derniere limite est prise dans C. Donc L(X) est le préfaisceau
(8.2.2.2) LX) : Y — li_n)qum(Y,Xi)

1

sur C. On dit que ce préfaisceau est le préfaisceau ind-représenté par le ind-objet X' =
(X))ier de C. Un préfaisceau F sur C est appelé un préfaisceau ind-représentable s’il est
isomorphe a un préfaisceau L(Z’) ind-représenté par un ind-objet essentiellement petit.
Il résulte d’ailleurs de 8.1.6 que dans cette définition, on peut supposer que I est une
petite catégorie, et méme que I est associée a un ensemble ordonné € %.

8.2.3. Considérons un ind-objet & = (X;);cs, donné par un foncteur ¢ : I — C,
et soit

u:l' —1

un foncteur, ou [ est une deuxiéme catégorie filtrante. Alors le foncteur @ o u est un ind-
objet 2 de C de catégorie d’indices I’, qui en notation indicielle s’écrit (X,))ier>
qu’on appelle le ind-objet de C déduit de (X;),c; par changement de catégories d’indices
a l’aide du foncteur u. Si I'et I’ (i.e. 2 et ') sont essentiellement petits, on trouve un
morphisme canonique

(8.2.3.1) LX) = li_n)lXu(i,) — L(X) = li_r)nXi
i’ i
entre les préfaisceaux ind-représentés par 2’ et Z respectivement. Lorsque u est un

foncteur cofinal (8.1.1), alors & est essentiellement petit si et seulement si 2 I'est (8.1.7),
et 'homomorphisme précédent (8.2.3.1) est un isomorphisme

(8.2.3.2) LX) ~ L(D).
8.2.4. Soient
(8.2.4.1) X=X)ep Y = (Yj)jel

deux ind-objets de C essentiellement petits, indexés par des catégories (filtrantes et es-
sentiellement petites) I et J. On appelle morphisme du ind-objet 2 dans le ind-objet %
tout morphisme

(824.2) LX) — L)
entre les préfaisceaux qu’ils ind-représentent. On pose
(8.2.4.3) Hom,pg_op (X, %) = Homa(L(X), L(Y)).

(On supprime l'indice ind-ob au Hom si on ne craint pas de confusion). On définit la
composition des ind-objets de € comme le composition des morphismes des préfaisceaux
qu’ils ind-représentent. Si 7° D % est un univers contenant %, et si on se borne aux ind-
objets essentiellement petits qui sont € 7, ceux-ci forment donc 'ensemble d’objets
d’une catégorie, dont I'’ensemble des fleches est formé des triples (2, %, u), ou X et ¥
sont des ind-objets essentiellement petits € Z'etouu : £ — % est un morphisme de
ind-objets, i.e. un morphisme L(Z") - L(%). La catégorie ainsi obtenu est notée

(8.2.4.4) IndoAC, ).
Lorsque 7" = %, on la note simplement
(8.2.4.5) Indg,(C) ou Ind(C),

et on I'appelle catégorie des ind-objets de C relativement a %, en supprimant la mention
de % quand aucune confusion n’est a craindre.
Evidemment, si 7" C 7' sont deux univers contenant %, Indy{C, %) est une sous-
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catégorie pleine de Indy,/ (, %); il résulte alors de 8.2.3 que le foncteur d’inclusion est
une équivalence de catégories :

(8.2.4.6) Inds(C, %) 5 Indy (C, ).

Cela montre en particulier que tout ind-objet essentiellement petit de C définit un élément
deInd(C), a isomorphisme unique preés. Cette constatation justifie ’abus de langage, assez
courant en pratique, consistant a identifier tout ind-objet essentiellement petit de Ca un
objet de Ind(C).

Il résulte aussitot des définitions que pour tout univers 7, nous avons un foncteur
canonique

(8.2.4.7) L : IndyAC, %) — C

qui est pleinement fidéle. Ces foncteurs sont évidemment connus a isomorphisme unique
pres, grace a (8.2.4.6), lorsqu’on connait 'un d’eux, et en particulier lorsqu’on connait le
foncteur canonique

(8.2.4.8) L : nd(C) — C.

Comme ce foncteur est pleinement fidele, on I'utilise fréquemment pour identifier un ob-
jet du premier membre avec le foncteur qu’il pro-représente, voire pour identifier Ind(C)
avec son image essentielle dans C, formée des préfaisceaux ind-représentables. On fe-
ra attention cependant que cette identification présente nettement plus d’inconvénients
que l'identification analogue de C a une sous-catégorie pleine de C par le foncteur h
(8.2.1.1), car contrairement a ce dernier, le foncteur (8.2.4.8) n’est pas en général injectif
sur les objets.

8.2.5. Explicitons la définition (8.2.4.3) en termes des expressions indicielles (8.2.4.1)
des ind-objets considérés. On trouve, compte tenu de la définition (8.2.2.1) :

. dfn . e
Hom(Z, %) ~ l(inHom(X,-, Y) = l(lnHom(Xi, L(%)) = l(inh_r.)nHomC(Xi, Y),
i i i
la derniére égalité provenant de (8.2.2.2) appliqué a %. On trouve donc une bijection
canonique

(8.2.5.1) Hom((X))iep () ey) = l(iLnli_r)nHomC(X,-,Yj).
iel jeJ

Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter la composition des morphismes de ind-
objets sur cette formule. Notons qu’il résulte aussitot de cette formule que 1’ensemble
Hom(Z', %) ’homomorphismes de ind-objets est %-petit, i.e. que les catégories (8.2.4.4)
sont des %-catégories. Il revient au méme de dire (en vertu de (8.2.4.6)) que la catégorie
Ind(C) est une %-catégorie, i.e. que le deuxiéme membre de (8.2.5.1) est petit lorsque 1,
J € U, ce qui résulte aussitot du fait que C est une %-catégorie donc les Hom(X;, Y))
sont petits.

8.2.6. Soit I une catégorie filtrante essentiellement petite. Alors on voit sur (8.2.5.1),
ou sur la fonctorialité de la limite inductive d’un foncteur I — C par rapport au dit
foncteur, qu’on a un foncteur canonique

(8.2.6.1) Hom(/,C) — Ind(C).
On fera attention que ce foncteur n’est pas en général pleinement fidele, ni méme fidele.

REMARQUE 8.2.7. Les définitions de 8.2.4 rendent claire la notion d’isomorphie de deux
ind-objets (essentiellement petits), qui signifie aussi I'isomorphie des préfaisceaux qu’ils
ind-représentent. On fera attention que c’est une notion d’isomorphie trés faible, si on
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la compare a la notion d’isomorphie dans des catégories de la forme Hom(/, C). Ainsi,
un grand nombre de relations assez naturelles qu’on peut imposer a un ind-objet (tel
que celle d’avoir ses composantes dans une sous-catégorie strictement pleine donnée,
ou celle d’étre strict (8.12 ci-dessous)) ne sont pas stables par isomorphisme. Il faudra
dong, si on tient a travailler avec des notions stables par isomorphisme de ind-objets,
« saturer » les notions envisagées en passant a la sous-catégorie strictement pleine de
Ind(C) engendrée par la sous-catégorie de Ind(C) formée des objets satisfaisant a la
condition envisagés. Voir par exemple la notion de ind-objet essentiellement constant,
introduite plus bas (8.4).

ExXERCICE 8.2.8. Soient  C 7 deux univers et C un %-catégorie qui appartienne a
7. On désigne par SysInd(C) la catégorie suivante :

a) Les objets de SysInd(C) sont les foncteurs ¢ : I — C ou [ est une catégorie
filtrante essentiellement %-petite appartenant a 7.

b) Soient (I, @) et (J,y) deux objets de SysInd(C). Un morphisme de SysInd(C)
de (I, @) dans (J,y) est une couple (m,u), ou m : I — J est un foncteur et ou
u : @ — yeomestun morphisme de foncteurs. La composition des morphismes
dans SysInd(C) se définit de maniere évidente.

Notons S 'ensemble des morphismes (m,u) : (I, @) — (J,¥) de SysInd(C) tel que
m soit cofinal et u un isomorphisme. Soit (1, @) un objet de SysInd(C). La catégorie F{(I)
des fleches de I s’envoie par deux foncteurs naturels dans I : la source et le but. De plus
ces deux foncteurs sont liés par le morphisme canonique de foncteurs v : source — but.
D’ou deux morphismes dans SysInd(C) de (F{(I), @ » source) dans (I, @) : p;(I, ) =
(source, id), p,(I, @) = (but, p*v : @ o source — @ o but). Notons p : SysInd(C) —
Ind(C) le foncteur évident. Soit B une catégorie. Montrer que le foncteur F — F o p:

Hom(Ind(C), B) — Hom(SysInd(C), B)
est pleinement fidele, et qu’un foncteur G : SysInd(C) — B appartient a 'image essen-
tielle si et seulement s’il possede les deux propriétés suivantes :
1) Pour tout s € S, F(s) est un isomorphisme de B.
2) Pour tout objet (1, ) de SysInd(C), F(p;(I, ®)) = F(p,(1, p)).
8.3. Caractérisation des foncteurs ind-représentables.

ProposITION 8.3.1. Soit F un préfaisceau ind-représentable sur C. Alors F est exact a
gauche, i.e. (2.3.2) pour toute catégorie finie J et tout foncteur @ : J — C tel queli_n} @ soit
représentable (i.e. 1(i£1(p° soit représentable), I’application canonique

F(lim @) — lim F = ¢

est bijective.

En effet, les préfaisceaux représentables étant évidemment exacts a gauche, il résulte
aussitot de 2.8 qu’il en est de méme de toute limite inductive filtrante de tels foncteurs,

C.QFD.

8.3.2. F étant un préfaisceau sur C, nous aurons a travailler souvent avec la caté-
gorie
(8.3.2.1) Cro Cp
qui désigne la sous-catégorie pleine du deuxiéme membre formée des fleches X — F de

source dans C. Il résulte de 1.4 que les objets de cette catégorie s’identifient aux couples
(X,u), ou X est un objet de C et u € F(X). Un morphisme de (X,u) dans (X', u’)
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s’interpréte alors comme une fleche f : X — X' dans C telle que Uon ait F(f)(u') = u.
Le foncteur « oubli du but » de C;r dans C induit un foncteur (qualifié de canonique).

(8.3.2.2) Cr— C,

déja considéré dans 3.4, ou on prouve que la limite inductive de ce foncteur existe dans
C (sans condition de petitesse sur C;r!) et est isomorphe canoniquement a F.

. Notons que si dans C les limites inductives finies sont représentables, et si F est
exact a gauche (i.e. les transforme en limites projectives finies de (Ens)), alors il en est
de méme dans C,, et fortiori (2.7.1) C)r est filtrante. Si, plus généralement, dans C les
sommes de deux objets et les conoyaux de doubles fleches sont représentables, et si F
les transforme en produits resp. en noyaux, alors C est stable sous les mémes types de
limites inductives finies, donc elle est filtrante si et seulement si elle est non vide, i.e. si
et seulement si le foncteur F n’est pas le foncteur constant de valeurs @.

THEOREME 8.3.3. Soient C une ?-catégorie, et F € oba F : C° — (%-Ens) un
U-préfaisceau sur C. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) F est ind-représentable (8.2.2).
(ii) La catégorie C; (8.3.2) est filtrante et essentiellement petite.
(iii) (si dans C les limites inductives finies sont représentables.) Le foncteur F est exact
a gauche, et ob C,. admet une petite partie cofinale (8.1.4).

(iii bis) (Si dans C les sommes de deux objets et les conoyaux de doubles fléches sont re-
présentables.) Le foncteur F transforme somme de deux objets de C en produits,
conoyaux de doubles fleches de C en noyaux, la catégorie C,r est non vide i.e. le
foncteur F n’est pas le foncteur constant de valeur @, enfin il existe une petite fa-
mille d’objets de C,r. telle que tout objet X de C,r soit majoré par un objet X,
i.e. admette un F-morphisme X; — X.

(iv) (si la catégorie C est équivalente a une petite catégorie.) La catégorie Cf. est fil-
trante.

(v) (Si la catégorie C est équivalente a une petite catégorie, et si les limites inductives
filtrantes y sont représentables.) Le foncteur F est exact a gauche.

Démonstration. (i) = (ii). Supposons Find-représenté par (X;);c . avec I petit. Prouvons
que Cf est filtrante. Soient X, X’ deux objets de C,f, i.e. des objets de C munis de
morphismes X — F, X' — F, prouvons qu’ils sont majorés par un troisieme objet de
C/r. Or les morphismes X — F, X’ — F proviennent de morphismes X — X;, X' —
X/, et quitte a remplacer i, i’ par un majorant commun dans Ob I, on peut supposer
i = i’, et on prend comme majorant commun de X, X’ I'objet X; muni du morphisme

canonique X; — F. Soit maintenant X :’g; X' e F une double fleche dans C)p,
prouvons qu’elle est égalisée par une fleche X' — X” de C;.Or h : X' — Fest donné
par un morphisme 4; : X' — X, et la condition hf = hg signifie qu’il existe a : i — j
dans I tel que @(a)(h;f) = @(a)(h;g), i.e. quitte a remplacer h; par @(a)h;, on égalise
f et g. Cela prouve que C est filtrante. Il est alors immédiat qu’elle est essentiellement
petite puisque les objets (X; = F)cqy, ; forment une petite famille dans Ob C;r qui est
cofinale.
(ii) = (i). Posons I = C,, et considérons le foncteur canonique (8.3.2.1)

On sait que le préfaisceau représenté par cet ind-objet de C est F (3.4), donc F est ind-
représentable par définition (8.2.2).
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(ii) « (iii). En effet, (ii) = (iii) car un foncteur ind-représentable est exact a gauche
(8.3.1), et (iii) = (ii) car on a signalé (8.3.1), que F exact a gauche implique que C,f est
filtrante, et on applique la définition 8.1.8 pour conclure que cette catégorie est essen-
tiellement petite.

(ii) < (iii bis) se prouve de méme que (ii) < (iii).

Les équivalences (ii) < (iv) et (iii) < (v) sont triviales, puisque pour C équivalente a
une petite catégorie, C;r est évidemment équivalente également a une petite catégorie
et a fortiori elle est automatiquement essentiellement petite des qu’elle est filtrante. Cela
achéve la démonstration de 8.3.3.

REMARQUE 8.3.4. Soit F : C' — C” un foncteur entre %-catégories. Il apparait que
la notion d’exactitude a gauche (2.3.2) ne présente guere d’intérét en pratique que si dans
C’ les limites projectives finies sont représentables. Dans le cas ou C” = (%- Ens), et ou
C’ est %-petit, écrivant C’ sous la forme C° (donc C = C’"), il convient de considérer
que la « bonne notion » qui remplace, dans le cas général, celle d’exactitude a gauche
est celle de ind-représentabilité de F (considéré comme préfaisceau sur C°; i.e. celle de
pro-représentabilité de F, considéré comme foncteur sur C’, cf. 8.10). Cette notion coin-
cide bien avec celle d’exactitude a gauche lorsque dans C’ les limites projectives finies
sont représentables i.e. dans C les limites inductives finies sont représentables (8.3.3).
Lorsque 'on ne suppose plus C’ %-petit ou tout au moins équivalente a une catégorie
U-petite, alors les deux notions pour un foncteur F, d’exactitude a gauche et de pro-
représentabilité, ne coincident plus nécessairement, méme si dans C’ les limites projec-
tives finies sont représentables (cf. 8.12.9). En fait, il semble que dans ce cas, les fonc-
teurs exacts a gauche non ind-représentables doivent étre considérés comme étant de
nature pathologique, les « bons » objets restant les foncteurs ind-représentables ; com-
parer 8.13.3. Pour le cas des foncteurs F : C' — C”, avec C’ et C” a nouveau des
U-catégories quelconques, nous développerons plus bas (8.11.5), plus généralement, une
notion qui « améliore » celle d’exactitude a gauche, (savoir celle d’un foncteur admettant
un foncteur pro-adjoint).

8.4. Ind-objets constants, essentiellement constants. Choisissons une catégo-
rie finale e, i.e. telle que Obe et F/ e soient réduits a un élément (par exemple, on peut
prendre pour e la sous-catégorie pleine de (Ens) formée par I’ensemble vide, si on veut
un choix canonique). C’est évidemment une catégorie filtrante et petite. Si X est un objet
de C, on lui associe le ind-objet constant indexé par e, de valeur X, soit c(X). Il est clair
que pour X variable, on trouve ainsi un foncteur pleinement fidele

(8.4.1) ¢ : C — Ind(C),

d’ailleurs injectif sur les objets, et par lequel nous identifierons C a une sous-catégorie
pleine de Ind(C). On notera que le foncteur composé

(8.4.2) CSmdc) S é

est le foncteur canonique £ (8.2.1.1).

8.4.3. Plus généralement, soit I une catégorie filtrante. Le foncteur constant sur 1
de valeur sur un objet X de C est aussi appelé le ind-objet constant de valeur X indexé par
1.1l est clair, si I est essentiellement petit, que cet ind-objet ind-représente le foncteur
h(X) représenté par X, donc cet ind-objet est isomorphe a c(X).

8.4.4. Un ind-objet X de C est dit essentiellement constant s’il est isomorphe (dans
une catégorie Indy{C, 7""), pour 7, 7"’ convenables) a un ind-objet de la forme c(X),
X € obC. L’objet X, qui est alors déterminé a isomorphisme canonique pres, est appelé
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la valeur du ind-objet essentiellement constant envisagé. Donc par définition, le foncteur
¢ de (8.4.1) induit une équivalence de C avec la sous-catégorie pleine de Ind(C) formée
des ind-objets qui sont essentiellement constants, cette sous-catégorie étant 'image es-
sentielle du foncteur c.

Evidemment un ind-objet constant est essentiellement constant, I'inverse n’étant
vrai que dans le seul cas, trivial, ou C est vide ou une catégorie ponctuelle.

8.5. Limites inductives filtrantes dans Ind(C).

PrRoOPOSITION 8.5.1. Soit C une %-catégorie. Dans Ind(C), les petites limites inductives
filtrantes sont représentables, et le foncteur canonique (8.2.4.8)

L :Ind(C)— C
y commute.

Compte tenu du fait que L est pleinement fidéle, les assertions de la proposition
équivalent a la suivante :

CoRroOLLAIRE 8.5.2. Toute petite limite inductive filtrante (dans C) de préfaisceaux ind-
représentables est ind-représentable.

Cela résulte facilement du critére 8.3.3 (ii). Le détail de la vérification est laissée au
lecteur.

8.5.3. Le cas «tautologique » de limites inductives filtrantes dans Ind(C) est celui
ou on part d'un ind-objet essentiellement petit & = (X;);c; de C. On a alors, dans c
donc aussi dans Ind(C) (ou dans 6) :

(8.5.3.1) X = lim X.
T
On fera attention, en écrivant cette formule, qu’il ne s’agit pas d’une limite inductive
dans C, et que méme lorsque cette derniére existe, elle n’est pas isomorphe dans Ind(C)
a X : en effet, le foncteur canonique (8.4.1) ¢ : C — Ind(C) ne commute pas en général
aux limites inductives filtrantes. (Cf. 8.5.5 ci-dessous.)
Pour obvier a cette possibilité de confusion dans I’écriture de (8.5.3.1), « certains au-
teurs » (= P. Deligne) préferent ’écrire
(8.5.3.2) T = «lim» X,
T
le role des guillemets étant d’indiquer que la limite inductive est prise dans une catégorie
de Ind-objets Ind(C). Par extension, il y aurait lieu alors de dénoter par «lim» toute
opération de limite inductive dans Ind(C) (sans que les composants du systéme inductif
envisagé dans Ind(C) soient nécessairement dans I'image, ou I'image essentielle, de ¢ :
C - Ind(QC)).
8.5.4. Pour calculer la limite inductive ou projective d’un foncteur

(8.5.4.1) @ : J — Ind(C),

ou J est maintenant une catégorie quelconque, il est souvent commode d’expliciter ¢ a
l’aide d’un foncteur

(8.5.4.2) b :JxI—C,

ou [ est une catégorie filtrante essentiellement petite, ou de préférence petite. Un tel @
définit en effet un foncteur

J+— (i+— &(j,i)) : J — Hom(l,C),
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d’ou, en composant avec fleche canonique (8.2.6.1) Hom(/, C) — Ind(C), un foncteur
(8.5.4.3) J— (i — @(j,i)) : J — Ind(C).

On pourra dire que @ est une expression indicielle de ¢, indexée par la catégorie (filtrante)
1, si le foncteur correspondant (8.5.4.3) est isomorphe a @. Nous étudierons plus bas
(8.8) des conditions générales d’existence d’une expression indicielle pour un foncteur
@ donné, et nous bornerons ici a partir d'un foncteur ¢ donné sous forme indicielle
(8.5.4.3), dans le cas ou J est une petite catégorie filtrante, pour indiquer dans ce cas
le calcul de «li_r)n» Q = «li_r)n.» @(j). La formule (8.5.3.2), et la formule d’associativité

des limites inductives (2.5.0) donne alors immédiatement la « calcul tautologique » de
<<1i_r)n» Q:

(8.5.4.4) «li_n)l» Q= «li_r)n» D,
J IxI
ie.
(8.5.4.5) <<£)n>> (i— @(,i) = <<li._rg1» D(j,i),
J Jot

Ainsi, le systéme inductif cherché n’est autre que @ lui-méme (la catégorie d’indices
étant J X I, qui est bien filtrante puisque J et I le sont).

EXERCICE 8.5.5. Soit C une %-catégorie

a) Prouver que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Dans C les petites limites inductives sont représentables, et le foncteur c :
C — Ind(C) y commute.

(iii) Le foncteur c est une équivalence de catégories.

(ii) Dans C les petites limites inductives sont représentables, et pour tout X €
Ob C, le foncteur Y = Hom(X, Y) commute aux dites limites.

(iv) Les petites limites inductives filtrantes sont représentables dans C, et le
foncteur limc¢ : IndC — C (cf. 8.7.1.5) est pleinement fidele (ou encore,
une équivalence).

b) Si C est une catégorie finie, prouver que les conditions précédentes équivalent

a la suivante : pour tout projecteur dans C (10.6), 'image est représentable dans

C.

8.6. Extension d’un foncteur aux ind-objets.
8.6.1. Soit

(8.6.1.1) f:c—cC’
un foncteur entre %-catégories. Pour tout ind-objet
.1 —C

de C (I une catégorie filtrante), le foncteur composé f o @ est un ind-objet de C’, noté
aussi Ind(f)(¢). En notations indicielles, si ¢ est écrit sous la forme & = (X;);cs, on
obtient

(8.6.1.2) Ind(f)(X)ier = (f(X)ier-
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Soit % = (Y});es un deuxiéme systéme inductif de C. On trouve alors une application
évidente, également notée u — Ind(f)(u) :

(8.6.1.3) Hom(Z, %) = {iiqh_p}lHom(Xi, Y) -
i
Hom(Ind(f)(X), Ind(f )(¥)) ~ l(gn h_r)n Hom(f (X)), f(Y))).
i
On constate immédiatement que ces applications sont compatibles avec la composition
des morphismes de ind-objets, en se référant a la formule non écrite de composition des
morphismes de ind-objets (8.2.5). On a ainsi obtenu, pour tout univers 7, un foncteur

(8.6.1.4) Ind(f) : IndoAC, %) — Indo(C’, %)
(notations de (8.2.4.5)), et en particulier un foncteur
(8.6.1.5) Ind(f) : Ind(C) — Ind(C").
Si on a un deuxiéme foncteur
g:C —C",
on a évidemment une identité de foncteurs entre catégories Ind (ou Indy, au choix) :
(8.6.1.6) Ind(gf) = Ind(g)  Ind(f),
et pour C’ = C, on a la sempiternelle formule
(8.6.1.7) Ind(id¢) = idppq(c) -

De fagon imagée, on peut donc dire que la catégorie Ind(C) dépend fonctoriellement de
C (de facon covariante) *. Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter méme une dépen-
dance 2-fonctorielle, en définissant, pour tout couple de %-catégories C, C’, un foncteur
canonique

(8.6.1.8) Ind(f) : Hom(C,C’) — Hom(Ind(C),Ind(C")),

et en précisant la nature fonctorielle des isomorphismes identiques (8.6.1.6) et (8.6.1.7).
8.6.2. Reprenons le foncteur (8.6.1.1), et considérons le foncteur correspondant (5.1)

(8.6.2.1) fi:€—0,
et le diagramme de foncteurs
Ind(C) n) L md(C)
(8.6.2.2) Lo Lo
¢ d &

ou les fleches verticales désignent les foncteurs canoniques L de (8.2.4.8). Comme le
foncteur f, « prolonge f» et commute aux limites inductives (5.4.3), et que les foncteurs
L et Lo commutent aux petites limites inductives filtrantes (8.5.1), il résulte de (8.5.3.2)

que pour tout ind-objet (X;);c; de C, on a dans C’ un isomorphisme canonique
Si(Le((Xier) = h_f)nf[Lc(Xi) = li_f)nLc/f(Xi) = Lo (f(X)iern)
i i

i.e. un isomorphisme canonique
SILo(X) =~ Lor(Ind(f)(X)).

3. Pour une dépendance contravariante, sous certaines conditions, cf. 8.11.
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On laisse au lecteur le soin de vérifier que ce dernier est fonctoriel, i.e. qu’il correspond
a un isomorphisme canonique

(8.6.2.3) fiLe = Lo o Ind(f).

En d’autres termes, le carré (8.6.2.2) est commutatif a isomorphisme canonique prés. Compte
tenu du fait que f, commute aux petites limites inductives, et de 8.5.1, on conclut de ceci :

PROPOSITION 8.6.3. Soit f : C — C’ un foncteur entre %-catégories. Alors le foncteur
Ind(f) : Ind(C) — Ind(C")
commute aux limites inductives filtrantes. De plus, il rend commutatif le diagramme suivant

C ! c’

Ccc CCI

Ind(f)

Ind(C) Ind(C")

ou les fléches verticales cc, ccr sont les foncteurs canoniques (8.4.1).

La derniére assertion est triviale sur les définitions, et a été mis pour la commodi-
té des références. Noter d’ailleurs que les propriétés énoncées dans 8.6.3 caractérisent
le foncteur Ind(f) a isomorphisme unique pres, comme étant induit par le foncteur f,
(8.6.2.1), comme il résulte de la démonstration qu’on vient de donner de (8.6.2.3).

PROPOSITION 8.6.4. Les notations sont celles de 8.6.3.

a) Pour que Ind(f') soit fidéle (resp. pleinement fidéle), il faut et il suffit que f le soit.

b) Pour que Ind(f) soit une équivalence de catégories, il faut et il suffit que f soit
pleinement fidéle, et que tout objet de C' soit isomorphe a facteur direct (10.6)
d’un objet dans I'image de f.

Démonstration.

a) Lanécessité résulte évidemment du fait que f est induit par Ind(f). Pour la suffi-
sance, il suffit d’utiliser la forme (8.6.1.3) de Ind(f) sur des ensembles Hom(Z', %),
en se rappelant que les limites inductives filtrantes d’ensembles, et les limites
projectives quelconques, transforment monomorphismes en monomorphismes,
isomorphismes en isomorphismes.

b) On peut supposer déja g donc Ind(f) pleinement fidéle. Comme tout objet de
Ind(C") est une petite limite inductive filtrante d’objets de C’, la pleine fidélité
de Ind(f) implique que pour ce foncteur soit essentiellement surjectif, il revient
au méme que tout objet X’ de C’ soit dans I'image essentielle. Or si on a un
isomorphisme

X' — «h'_r)n» (X)),
cet isomorphisme se factorise par un des f(X;), ce qui montre que X’ est un

facteur direct de f(X;), ce qui prouve la nécessité dans b). Pour la suffisance,
utilisant la pleine fidélité de Ind(f), elle résulte aussitot du

COROLLAIRE 8.6.5. Dans Ind(E) les images de projecteurs (10.6) sont représentables, et
le foncteur Ind(f) : Ind(C) — Ind(C") commute a la formation desdites images.
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Cela résulte en effet du fait que dans Ind(C) les petites limites inductives filtrantes
sont représentables (8.5.1) et que Ind(f) y commute (8.6.3), compte tenu que 'image d’'un
projecteur p : X — X s’interprete comme la limite inductive d’un systeme inductif
filtrant indexé par N

xExLZx— .
ou au choix, comme limite inductive du foncteur qu’on devine sur la catégorie filtrante
Payant un seul objet, et une fleche non identique I7 telle que IT> = IT.

8.7. Le foncteur li_r)nc : Ind(C) — C. Caractérisations universelles de la catégorie
Ind(C).

8.7.1. Reprenons une %-catégorie C, et le foncteur canonique
(8.7.1.1) ¢ : C — Ind(C).
Soit X = (X;);c; un objet de Ind(C). Il résulte immédiatement de la définition des limites
inductives représentables (2.1, 2.1.1) que h_n)l X; est représentable dans C si et seulement
si Padjoint a gauche de c est défini en 2, et que dans le cas li_n)ql_ X, (calculé dans C) n’est
autre que la valeur en 2 dudit adjoint a gauche :
(8.7.1.2) Homc(li_r)n X, Y) = Homy, ) (X ieps ¢(Y)).

i

Si on désigne par
(8.7.1.3) Ind(C)" c Ind(C)

la sous-catégorie pleine de Ind(C) formée des ind-objets de C qui admettent une limite
inductive dans C, il résulte de 'observation précédente que cette sous-catégorie est stric-
tement pleine, et que I'on a un foncteur canonique

(8.7.1.4) li_r)nc > Ind(C) — C,

dont la valeur en chaque objet (X;);cy de Ind(C)’ est sa limite inductive dans C. Dans le
cas particulier ou dans C les petites limites inductives filtrantes sont représentables, on
obtient donc un foncteur naturel

(8.7.1.5) li_n)lc : Ind(C) — C.

. Bien entendu, on peut définir les foncteurs précédents également sur des catégories
du type IndyAC, %)’, IndyAC, %), mais, compte tenu de (8.2.4.6), ils sont déja déterminés
(a isomorphisme unique pres) par la connaissance des foncteurs précédents, correspon-
dants au cas 7" = %.

. De la construction précédente du h_r)n comme un foncteur adjoint a gauche, il ré-

sulte immédiatement que ce foncteur commute aux limites inductives quelconques, et en
particulier aux petites limites inductives filtrantes (ces derniéres étant représentables
dans Ind(C) (8.5.1)). Notons aussi que Ind(C)’ contient toujours 'image essentielle de ¢
(formée des ind-objets essentiellement constants), et que I’on a un isomorphisme cano-
nique fonctoriel en X € obInd(C)’ :

(8.7.1.8) h_n)lcc(X) ~ X,
i.e., dans le cas favorable ou C est stable par petites limites inductives, on a un isomor-
phisme canonique

(8.7.1.9) lim ocidc.
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8.7.2. Considérons maintenant un foncteur
(8.7.2.1) f.:C—E,

ou E est une %-catégorie ou les petites limites inductives sont représentables, de sorte
qu’on a un foncteur

lim : Ind(E) — E.
—E
Comme on a défini également (8.6)
Ind(f) : Ind(C) — Ind(E),

on peut considérer le composé

(8.7.2.2) f=lim eInd(f) : Ind(C) — E,

qu’on appelle parfois le prolongement canonique de f aux ind-objets (mais qu’on se gar-
dera de confondre avec Ind(f)!). Comme composé de deux foncteurs commutant aux
petites limites inductives filtrantes (8.6.3, 8.7.1.7), ce foncteur lui-méme commute aux pe-
tites limites inductives filtrantes. De plus, il résulte de I'isomorphisme (8.7.1.9) appliqué
a E, et de (8.6.2.3), que f prolonge f a isomorphisme preés, i.e. qu’on a un isomorphisme
canonique

(8.7.2.3) Foco~f.

Il est assez clair d’ailleurs, compte tenu du fait que tout objet de Ind(C) est petite limite
inductive filtrante d’objets de C, que les deux propriétés précédentes caractérisent encore
£, a isomorphisme unique prés. On peut préciser ce point pour obtenir en méme temps
une caractérisation universelle, a équivalence pres, de Ind(C) parmi les %-catégories E
ou les petites limites inductives filtrantes sont représentables. Si E et F sont deux telles
U-catégories, désignons par

(8.7.2.4) Hom(E, F)’ c Hom(E, F)

la sous-catégorie pleine de Hom(E, F) formée des foncteurs qui commutent aux petites
limites inductives filtrantes. On a alors :

ProrosITION 8.7.3. Soit C une %-catégorie, et utilisons la notation ci-dessus (8.7.2.4).
Alors le foncteur canonique

cc : C — Ind(C)

est 2-universel parmi les foncteurs de source C et de but une %-catégorie a petites limites
inductives filtrantes représentables. En d’autres termes, Ind(C) est une telle catégorie (8.2.5,
8.5.1), et si E est une telle catégorie, le foncteur

(8.7.3.1) g+— goce : Hom(Ind(C), E)) — Hom(C, E)
est une équivalence de catégories.

Pour prouver ce dernier point, il suffit de vérifier que 'application f + f définie par
(8.7.2.2) peut se préciser par un foncteur

8.732) fr—— f= li_r)nE -Ind(f) : Hom(C, E) — Hom(Ind(C), E)’,
et que ce dernier est aussi-inverse de (8.7.3.1). Le détail de la vérification, essentielle-

ment triviale, est laissé au lecteur. On peut aussi invoquer 7.8 pour conclure d’abord que
(8.7.3.1) est pleinement fidéle, et (8.7.2.3) pour conclure qu’il est essentiellement surjectif.
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8.7.4. Reprenons un foncteur entre %-catégories
(8.7.4.1) f.:C—E,

ou E est une %-catégorie ou les petites limites inductives filtrantes sont représentables,
d’ot un foncteur

(8.7.4.2) [ (X))ies — lim f(X;) : Ind(C) — E.

Nous nous proposons d’étudier des conditions sur f qui assurent que f est pleinement
fidele, resp. une équivalence de catégories. Comme f est isomorphe au composé f o ¢,
et que cc : C — Ind(C) est pleinement fidéle, on voit que pour que f soit pleinement
fidele, il faut que f le soit. Quitte a remplacer C par son image essentielle dans E, on
voit donc qu’on ne perd pas en généralité, essentiellement, en supposant que f est le
foncteur d’inclusion d’une sous-catégorie C de E, ce que nous supposerons par la suite,
pour simplifier les notations.

PRrROPOSITION 8.7.5. Les notations sont celles de 8.7.4.

a) Pour que le foncteur f soit pleinement fidéle, il faut et il suffit que I’on ait :
(i) Tout objet X de C satisfait a la condition suivante :
(PF) Pour tout petit systéme inductif filtrant (Y;);cy dans C, de limite inductive
li_r)n_ Y, dans E, I'application canonique
1

(8.7.5.1) li_r)nHom(X,Yi) — Hom(X,li_r)nYi)
1 1
est bijective.
b) Pour que le foncteur f soit une équivalente de catégories, il faut et il suffit que C

satisfasse la condition (i), et les deux conditions suivantes :

(ii) C est une sous-catégorie de E génératrice par épimorphismes stricts (7.1).

(iii) Pour tout objet X de E, la sous-catégorie pleine C,x de E,y, formée des objets
X' au-dessus de X de source dans Ob C, est filtrante et essentiellement petite.

La condition (iii) est vérifiée en particulier si C est équivalente a une petite catégorie, et si
les limites inductives finies dans C sont représentables et le foncteur d’inclusion f : C - E
y commute (i.e. pour toute catégorie finie J et tout foncteur ¢ : J — C la limite inductive
de f @ est représentable et est isomorphe dans E a une objet de C).

Démonstration.

a) Avec les notations de la condition (i), si % désigne le ind-objet (Y;), 2 le ind-objet
constant défini par X, alors (8.7.5.1) n’est autre que 'application canonique

Hom(Z', %) — Hom((X), /(¥)),

donc si f est pleinement fidéle cette application est bien bijective. Réciproque-
ment, si ' = (X;);e; et ¥ = (Y;);e; sont deux ind-objets quelconques de E,
alors I'application u : Hom(Z', %) — Hom(f(X), f(¥)) est la limite projective
sur j des applications u; : Hom(Z;, %) — Hom(?(.fl"j), %), ou Sl"j est le ind-
objet constant de valeur X ; donc u est bijective si les u; le sont, et (i) implique
donc que f est pleinement fidéle.

b) Supposons (i), (ii), (iii) vérifiées, et prouvons que f est une équivalence. Il reste
a prouver qu’il est essentiellement surjectif, donc que tout X € ob E est dans

I'image essentielle. Or ’hypothése (ii) signifie que li_r)nC Z — X est un iso-
Ix
morphisme, et (iii) que la catégorie C,y est filtrante et essentiellement petite,
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donc X est I'image du ind-objet de E défini par le foncteur naturel C,y — E.
Inversement, supposons que f est une équivalence, donc en vertu de a), il reste
a vérifier (ii) et (iii). On peut supposer que E = Ind(C), C étant identifiée a la
sous-catégorie ¢(C) de E. Mais on sait (8.3.3 (ii)) que pour tout X € Ind(C),
identifié si on le désire au foncteur F sur C° qu’il ind-représente, C;y = C/p
est une catégorie filtrante essentiellement petlte (ce qui prouve (iii)) et que la
limite inductive dans € du foncteur Cr — C est F. A fortiori, il en est ainsi

dans la sous-catégorie pleine E de C puisque F = X est dans E, ce qui prouve
(ii). Reste a prouver la derniere assertion de b). Or ’hypothése faite sur C im-
plique évidemment que dans la catégorie C,y, les limites inductives finies sont
représentables, a fortiori la catégorie C,y est filtrante.

REMARQUE 8.7.5.2. Le raisonnement qu’on vient de faire montre plus généralement
que lorsque la condition (i) est vérifiée, alors I'image essentielle du foncteur pleinement
fidele f (8.7.4.2) est formée des X € ob E tels que la catégorie C,y soit filtrante et es-
sentiellement petite (condition automatiquement satisfaite si C satisfait les conditions

énoncées a la fin de b)), et que la limite inductive du foncteur canonique C,y — E soit
X.

COROLLAIRE 8.7.6. Soit Ep la sous-catégorie pleine de E formée des objets satisfaisant
la condition (PF) de 8.7.5 a). Alors pour tout foncteur J — Epp, J une catégorie finie, qui
admet une limite inductive X dans E, on a X € ob Epp. Le foncteur canonique (X;);c; —
li_r)nEXl- déduit de l'inclusiong : Epp < E

1

(8.7.6.1) g :Ind(Epp) — E

est pleinement fidele, et si dans E les limites inductives finies sont représentables et si Ep
est équivalente a une petite catégorie, alors I'image essentielle du foncteur f est formée des

objets X de E tels que le morphisme canonique lim( ) Y — X soit un isomorphisme. Si
Epp)x
on suppose de plus que la sous-catégorie Ep . de E est génératrice par épimorphismes stricts

(7.1), alors le foncteur (8.7.6.1) est une équivalence de catégories.

Tous les faits sont évidents, dans 'ordre ou ils sont donnés, compte tenu de 8.7.5, en
utilisant 2.8 pour la premiére assertion.

COROLLAIRE 8.7.7. Supposons que dans E les limites inductives finies soient représen-
tables. Soit C une sous-catégorie pleine de E, équivalente a une petite catégorie, et considé-
rons le foncteur (X;);c; = li_r)nEX,- :

i
(8.7.7.1) f :Ind(C) — E.
Soit Ep comme dans 8.7.6. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur f : Ind(C) — E est une équivalence.
(ii) La catégorie C dans E est génératrice par épimorphismes stricts, contenue dans
Epp, et tout objet de Epf est isomorphe dans E (ou dans Epp, cela revient au
méme (8.7.6)) a un facteur direct d’un objet de C.
Lorsque la sous-catégorie C de E est stable par facteurs directs (10.6), les condi-
tions précédentes équivalent encore aux suivantes :
(iibis) C = Epp, et C est génératrice dans E par épimorphisme stricts.
(iii) La sous-catégorie C de E est génératrice par épimorphismes stricts, contenue dans
Epp, et les limites inductives finies y sont représentables.
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Lorsque de plus dans E les limites inductives finies sont représentables, ces
conditions équivalent aussi a
(iii bis) La sous-catégorie C de E est génératrice par épimorphismes stricts, contenue dans
Epp, et stable dans E par limites inductives finies (ou ce qui revient au méme, par
sommes finies, et par conoyaux de doubles fleéches).

97 On sait déja (8.7.5) que la condition (i) implique que C C Epp, et que C est génératrice
par épimorphismes stricts ; prouvons aussi qu’alors tout objet X de Epf est isomorphe a
un facteur direct d’'un objet de C. En effet on sait que X est une limite inductive filtrante
li_n}. X, dans E d’objets de C, et par définition de Epp, on voit que pour i convenable
l’hc;momorphisme canonique X; — X admet un inverse a gauche, de sorte que X est
bien facteur direct de 'objet X; de C. Cela prouve que (i) = (ii) (sans hypothése sur C
ni E, d’ailleurs). Prouvons (ii) = (i). Comme C est équivalente a une petite catégorie
et tout objet de Epf est facteur direct d'un objet de C, on voit que Epf est également
équivalente a une petite catégorie, donc en vertu de 8.7.6 le foncteur (8.7.6.1) est une
équivalence de catégories, et on conclut grace a 8.6.4 b) appliqué a 'inclusion £ < Epp.

Lorsque tout facteur direct dans E d’un objet de C est dans C, il est clair que (ii) ©
(ii bis). D’autre part (ii bis) implique (iii) resp. (iii bis) en vertu de 8.7.6. Enfin, (iii) (et a
fortiori (iii bis)) implique (i) en vertu de 8.7.5. Cela acheve la démonstration.

EXERCICE 8.7.8. (Enveloppes de Karoubi). Soient C une %-catégorie, E = Ind(C), et
Epp D Clasous-catégorie pleine de E définie dans 8.7.6.

a) Prouver que dans Eprles images de projecteurs sont représentables, et que tout
objet de Epf est facteur direct d’un objet de C.

b) Appelons karoubienne une catégorie F dans laquelle les images de projecteurs
sont représentables. Soit alors

. C—K

98 un foncteur pleinement fidele, tel que K soit karoubienne et que tout objet de
K soit facteur direct d'un objet de 'image de C. Prouver que @ est 2-universel
parmi les foncteurs de C a valeurs dans des catégories karoubiennes, de fagon
précise : pour toute catégorie karoubienne F, le foncteur

gr— gop : Hom(K, F) — Hom(K, F)

est une équivalence de catégories. (On utilisera le fait que tout foncteur com-
mute aux images de projecteurs.) La catégorie K munie de @, déterminée a équi-
valence pres (elle-méme déterminée a isomorphisme unique prés) par les pro-
priétés précédentes, s’appelle I’enveloppe de Karoubi CdeC. (Comparer aussiIV
7.5.)
c) Déduire de a) et b) que Ind(C) p , munie du foncteur C — Ind(C) pr induit par
: C — Ind(C), fait de Ind(C) p r une enveloppe de Karoubi de C.

d) Montrer que tout foncteur f C — (' se prolonge de fagon essentiellement
unique en un foncteur f : — C’ des enveloppes de Karoubi, et que si on
prend ces enveloppes de Karoub1 comme dans c), f est le foncteur induit par
Ind(f) : Ind(C) — Ind(C’). Montrer que les conditions de 8.5.4 b) équivalent
encore 4 la suivante : f est une équivalence de catégories.

EXERCICE 8.7.9. Soit E une %-catégorie.

a) Montrer que les conditions sont équivalentes :
(i) E estéquivalente a une catégorie de la forme Ind(C), avec C une %-catégorie.
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(i bis) Comme (i), avec de plus C karoubienne (8.7.8 b)).

(if) La sous-catégorie Eppde E (8.7.6) est génératrice par épimorphismes stricts,
et pour tout objet X de E, (Epf),y est une catégorie filtrante essentielle-
ment petite.

Montrer que si C est une %-catégorie karoubienne telle que E soit équiva-
lente a Ind(C), alors C est équivalente a Ep (par une équivalence déterminée a
isomorphisme unique pres). Etablir une 2-équivalence entre la 2-catégorie for-
mée des catégories E satisfaisant aux conditions précédentes et les foncteurs
entre icelles commutant aux petites limites inductives filtrantes, et la 2-catégorie
formée des %-catégories karoubiennes et les foncteurs quelconques entre icelles.

b) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) E estéquivalente a une catégorie de la forme Ind(C), ou C est une %-catégorie

ou les limites inductives finies sont représentables.
(i bis) Comme (i), mais avec de plus C karoubienne.

(ii) Les limites inductives finies dans E sont représentables, la sous-catégorie
Epp de E est génératrice par épimorphismes stricts, et pour tout objet X
de E, il existe une petite partie I de Ob Epf,x telle que tout objet de Epp,y
soit majoré par un objet de I. (Utiliser 8.9.5 b).)

8.8. Représentation indicielle d’'un foncteur J — Ind(C).
8.8.1. Soit
@ . J — Ind(C)ie. ¢ € ObHom(J,Ind(C))
un foncteur, C étant une %-catégorie. Rappelons (8.5.4) qu’une représentation indicielle
de @ est par définition un ind-objet de Hom(J, C)

v . I — Hom(J,C),

I catégorie filtrante essentiellement petite, dont la limite inductive dans Hom(J, Ind(C))
soit isomorphe a @ par un isomorphisme donné. Donc ¢ admet une représentation indi-
cielle si et seulement si il est isomorphe a une limite inductive filtrante essentiellement
petite dans Hom(J, Ind(C)) d’objets de la sous-catégorie pleine Hom(J, C). Nous di-
rons que la catégorie J est admissible pour C si tout foncteur ¢ : J — Ind(C) admet
une représentation indicielle.

Comme dans Ind(C) les petites limites inductives filtrantes sont représentables (8.5.1),
il en est de méme dans Hom(J, Ind(C)), et elles se calculent « argument par argument ».
Par suite, le foncteur d’inclusion

(8.8.1.1) Hom(J,C) & Hom(J, Ind(C))
se prolonge canoniquement en un foncteur
(8.8.1.2) Ind(Hom(J, C)) — Hom(J, Ind(C))

(8.7.2). Les éléments de 'image essentielle de ce foncteur sont alors précisément les ¢
admettant une représentation indicielle ; donc dire que J est admissible pour C signifie
aussi que le foncteur (8.8.1.2) est essentiellement surjectif. Signalons a ce propos :

PROPOSITION 8.8.2. Si la catégorie J est équivalente a une catégorie finie, le foncteur
canonique (8.8.1.2) est pleinement fidéle; donc J est admissible pour C si et seulement si
c’est une équivalence de catégories.

En vertu de 8.7.5 a) tout revient a prouver que pour tout petit systéme inductif filtrant
(@,);cr dans Hom(J, C) et tout objet ¢ de Hom(C, J), I'application canonique

(8.8.2.1) h;)nHom(gm @;) — Hom(gp, lg)n ®;)

1 1
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est bijective, ou li_n)qi @; désigne la limite inductive prise dans Hom(J, Ind(C)). Or, si ¢,
y sont deux foncteurs J — C, on a un diagramme exact d’ensembles, fonctoriel en ¢ et
[/

Hom(p.y) — [ Hom(e(X).w(X) = [] Hom(p(X).w(¥)).

XeObJ feFLJ
f:X-Y

Comme les limites inductives filtrantes commutent aux noyaux de doubles fleches et
aux produits finis, la bijectivité de (8.8.2.1) s’ensuit quand J est finie. Le cas ou J est
équivalente a une catégorie finie se rameéne aussitot au cas précédent.

ProposITION 8.8.3. Soit ¢ : J — Ind(C) un foncteur, avec J équivalente a une petite
catégorie. Pour que @ admette une représentation indicielle, il suffit qu’il satisfasse aux
deux conditions suivantes, et cela est également nécessaire lorsque J est équivalente a une
catégorie finie :

a) La catégorie Hom(J, Oy (formée des fleches de Hom(J, Ind(C)) de but ¢ et de
source dans Hom(J, C)) est filtrante.
b) Pour tout objet j de J, le foncteur

(8.8.3.1) w — y(j) : Hom(J, C),, — C,;)
est cofinal. i.e. satisfaisant aux conditions F 1), F 2) de 8.1.3.

Démonstration. Supposons a) et b) vérifiées, prouvons que @ admet une représentation
indicielle. On peut supposer évidemment J petite. Soit

(8.8.3.2) I =Hom(J,C),,,

qui est une catégorie filtrante par hypothese, et supposons d’abord I essentiellement pe-
tite, de sorte que « 'inclusion » de I dans Hom(J, C) définit un ind-objet de Hom(J, C),
i = ;. De plus, on a un homomorphisme canonique

(8.8.3.3) li_gny/i — o,
1
donné argument par argument par ’homomorphisme
limy;(j) — () = lim X
I Crot)
déduit du foncteur (8.8.3.1). Comme ce dernier est cofinal, on en conclut que (8.8.3.3) est
un isomorphisme, d’ot la conclusion. Dans le cas ou on ne suppose pas I essentiellement
petite, il suffit de construire une sous-catégorie pleine essentiellement petite I, telle que
(8.8.3.3) reste un isomorphisme en prenant lim au lieu de lim . Pour ceci, il suffit que
—1 —1I
les foncteurs composés
/
induits par les foncteurs (8.8.3.1) soient tous cofinaux. On conclut alors par le lemme

suivant, dont la démonstration est immédiate grace au critére (8.1.3 b)), et est laissée au
lecteur :

LEMME 8.8.3.4. Soient I une ?%-catégorie filtrante, et

une petite famille de foncteur cofinaux de I dans des catégories filtrantes essentiellement
petites. Alors il existe une sous-catégorie pleine I' de I qui est filtrante et essentiellement
petite, et telle que les foncteurs induits par les f; soient cofinaux.
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Prouvons enfin la nécessité dans 8.8.3 lorsqu’on suppose J équivalente a une caté-
gorie finie. Une représentation indicielle de ¢ a I’aide d’une catégorie d’indices filtrante
essentiellement petite I définit un foncteur y

(8.8.3.5) I - u Hom(J, C),,
~ < I
N ~ I
~ \Wj |
N ~ |
SQ [
\-\ \

Coiy >

et il suffit de prouver que y et chacun des foncteurs y; qui s’en déduit sont cofinaux :
en vertu de 8.1.3 b) il s’ensuivra bien que Hom(J, C),,, est filtrante, et par définition
8.1.1 que la fleche verticale de (8.8.3.5) est également cofinale. En vertu de 8.8.2 on peut
identifier @ a un objet de Ind(E), ou E = Hom(J, C), et le fait que le foncteur

W:I—)E/(p,

déduit de ind-objet ¢ de E indexé par I, est cofinal est un fait général, qui se vérifie
immédiatement a ’aide des criteres (F 1) et (F 2) de 8.1.3. La méme raison (ou E, ¢ sont
remplacés par C, ¢(j)) montre que y; est cofinal, ce qui acheve la démonstration.

REMARQUE 8.8.4. a) Dans le cas ou J est équivalente a une catégorie finie, si ¢
admet une représentation indicielle, on a vu que (8.8.3.5) est un foncteur cofinal,
ce qui implique que la catégorie Hom(J, C),,, est elle-méme essentiellement
petite.

b) Supposons que dans C les limites inductives finies soient représentables. Alors
il en est de méme dans E = Hom(J, C), et celles-ci se calculent argument
par argument, et ce sont également des limites inductives dans Hom(J, C) et
a fortiori dans Hom(J, Ind(C)). Il s’ensuit aussitét que la condition a) de 8.8.3
est alors automatiquement satisfaite, et tout revient a regarder la condition b).
Jignore si elle est automatiquement satisfaite lorsque de plus J est supposée
petite.

Nous en arrivons au résultat principal du présent numéro :

ProrosITION 8.8.5. Soit J une catégorie équivalente a une catégorie finie, et supposons
de plus J rigide i.e. que pour tout j € Ob J, tout endomorphisme de j soit l'identité. Alors
J est admissible pour C (quelle que soit la %-catégorie C), i.e. tout foncteur J — Ind(C)
admet une représentation indicielle.

Quitte a remplacer J par une catégorie équivalente, nous pouvons supposer que J
est réduite i.e. que deux objets isomorphes de J sont identiques. Alors J est méme finie.
Nous procédons par récurrence sur card Ob J, le cas ou ce nombre est < 0 étant trivial ;
nous le supposerons donc > 1. Soit j, un objet maximal de J, i.e. tel que pour toute fleche
J. — J, il existe une fleche j — j,; compte tenu du fait que J est rigide, cela implique
que j, — j est un isomorphisme, et comme J est réduite, cela implique j, = j. Soit donc
J' la sous-catégorie pleine déduite de J en lui enlevant I'objet j,, et J” la sous-catégorie
pleine réduite a I'objet j,. La proposition résulte alors du

LEMME 8.8.5.1. Soient J une catégorie finie, J' et J" deux sous-catégories pleine telles
queObJ = Ob J'UOb J”, et que pour tout j' € ObJ' etJ” € ObJ", onaitHom(j", ') =
@.SiJ" et J” sont admissibles pour C, il en est de méme de J.

104

105



52 L. PREFAISCEAUX

Tout revient a prouver les critéres a) et b) de 8.8.3, ce qui revient a faire six vé-
rifications élémentaires, savoir les deux derniéres conditions des catégories filtrantes
pour Hom(J, C),,,, et les conditions F 1) et F 2) pour les foncteurs (8.8.3.1), dans le cas
j€O0bJ’ et je ObJ” successivement; ces dernieres conditions impliquant d’ailleurs
que Hom(J, C),,, est non vide. La vérification assez fastidieuse n’offre pas de difficulté,
et est laissée au lecteur. (Le rédacteur a vainement cherché une démonstration élégante
qui court-circuiterait ces déplaisantes vérifications.)

106 EXERCICE 8.8.6. a) Soient J, J' deux catégories admissibles pour C,'une d’elles
étant finie. Prouver que J X J' est admissible pour C. (Utiliser 8.8.2.)
b) Prouver qu’une petite catégorie discrete est admissible pour toute catégorie C.
c) Soit J une catégorie satisfaisant les conditions suivantes : (i) J est rigide, (ii)
Ob J est dénombrable, (iii) Pour deux objets quelconques j, j' de J, Hom(j, j’)
est fini, (iv) Pour tout objet j de J,’ensemble des objets de J qui sont majorés par
Jj i.e. qui sont source d’une fleche de but j, est fini. Montrer que J est admissible
pour toute %-catégorie C. (Montrer d’abord qu’on peut écrire J comme réunion
filtrante de sous-catégories pleines finies J,, telles que tout objet de J majoré
par un objet de J,, soit dans J,,. Vérifier ensuite les critéres a), b) de 8.8.3.)

ExXERCICE 8.8.7. Nous identifions dans les notations un ensemble ordonné et la caté-
gorie qu’il définit.

a) Soit C un ensemble ordonné. Soit C '’ensemble des parties A de C qui sont

filtrantes et telles que x € A et y < x implique y € A. Soit L, : C —» C

I'application qui associe a tout x € C I'ensemble L,(x) des y € A tels que

¥ < x. Montrer que L est une application injective et que 'ordre de C est induit

par celui de C'. Pour tout A € C’, considérons I'inclusion f(A) : A — C, c’est

un ind-objet de C; pour tout ind-objet ¢ : I — C de C, soit g(¢p) € C la

partie de C formée des éléments de C majorés par un élément de la forme ¢@(i).

107 Montrer qu’on obtient ainsi deux équivalences quasi-inverses 'une de I'autre

f.8

~
~

Ind(C) C,
transformant le foncteur L, en le foncteur canonique L : C — Ind(C).

b) Supposons que pour tout x € C,’ensemble des éléments majorant (resp. minorant)
x est fini. Montrer que tout ind-objet (resp. pro-objet) de C est essentiellement
constant, et méme que pour touttel @ : I — C(resp. ¢ : I° - C) il existe un
i, € Ob I tel que le foncteur induit sur /;; soit constant (i.e. transforme toute
fleche en un isomorphisme).

c) Prenons C C N° X N formé des couples d’entiers naturels (j, i) tels que i > ;.
Montrer que N est isomorphe & I'ensemble ordonné déduit de N (identifié a
un sous-ensemble ordonné de N' comme dans a)) en lui ajoutant un plus grand
élément co. Montrer que C est isomorphe 4 N° X N'. Considérons le foncteur

o:N—C . 9()=(. ).
Montrer que :
1) la limite projective de @ n’est pas représentable dans C, bien que les limites
projectives filtrantes dans C soient représentables (et soient essentiellement
constantes, en vertu de b)).

2) Pour tout foncteur y : N° — C, on a Hom(y, ¢) = @, et a fortiori le foncteur
@ n’admet pas de représentation sous forme indicielle.
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ExERcICE 8.8.8. Soient X = N LI N 'ensemble somme de deux copies de N, s la
symétrie de X, et pour tout i € N, soit X; la partie 4,,; LI 4; de N (ou 4; désigne la
partie de N formée des j tels que j < i). Soit C la sous-catégorie de la catégorie des
sous-ensembles de X, dont les objets sont les X, et les fleches les applications entre des
X; qui sont induites par I'identité de X ou par sa symétrie s, et C la catégorie définie de
facon analogue, mais ou on admet de plus I'objet X.

a) Montrer que Ind(C) est équivalente a C, le foncteur canonique C — Ind(C)
correspondant a I'inclusion C — C . Montrer qu’il n’existe pas de couple (Y, f)
d’un objet Y de C et d’'un endomorphisme f de Y, et de morphisme d’objets a
endomorphisme de Ind(C) de (Y, f) dans (X, s).

b) En conclure que si J est la catégorie ayant un seul objet, et en plus de la fleche
identique une seule fleche d’ordre 2, alors le foncteur J — Ind(C) défini par
(X, s) n’admet pas de représentation indicielle.

8.9. Propriétés d’exactitude de Ind(C).

PROPOSITION 8.9.1. Soit C une %-catégorie.
a) Les foncteurs canoniques L (8.2.4.8) et ¢ (8.4.1)

CSmdc) S é

commutent aux limites projectives.

b) Supposons que dans C les limites inductives finies soient représentables, et que C
soit équivalente a une petite catégorie. Alors dansInd(C) les petites limites projec-
tives sont représentables.

c) Sidans C les petites limites projectives (resp. les limites projectives finies) sont re-
présentables, alors il en est de méme dans Ind(C). Soit J une catégorie qui est finie
et rigide, ou discréte; si les limites projectives de type J sont représentables dans C,
ce méme type de limites projectives est représentables dans Ind(C).

d) Les petites limites inductives filtrantes dans Ind(C) (elles sont représentables en
vertu de 8.5.1) sont exacts a gauche, i.e. commutent aux limites projectives finies.

Démonstration.

a) Le fait que L commute aux limites projectives résulte du fait qu’il est pleinement
fidele et du calcul des limites projectives dans C « argument par argument »,
qui implique que pour vérifier qu'un systeme projectif de morphismes F —
F;, (i € I) dans C fait de F une limite projective des F;, il suffit de vérifier
que l'assertion analogue est vraie pour les systémes projectifs d’applications
ensemblistes Hom(X, F) - Hom(X, F;), pour tout X € ObC. Or C C Ind(C).

Le fait que ¢ commute aux limites projectives résulte formellement du fait
que L y commute, ainsi que le composé Loc : C — C

b) Compte tenu de a), ’assertion revient a dire que toute limite projective de pré-
faisceaux ind-représentables est ind-représentable, ce qui résulte aussit6t du cri-
tere 8.3.3 (v), compte tenu qu’une limite projective de foncteurs exacts a gauche
est exact a gauche (ce qui résulte du fait que « les limites projectives commutent
aux limites projectives » (2.5.0)).

c) Résulte formellement de la propriété analogue de c (3.3), et du fait que L est
conservatif (étant pleinement fidele) et commute aux limites du type envisagé
(a) et 8.5.1).

d) II est bien connu (cf. 2.3) que la représentabilité des limites projectives finies
équivaut a celle des limites projectives des types
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vide, ..., \/

(correspondants a des ensembles ordonnés finis particuliers), et celle des petites
limites projectives revient a celle des produits et des limites projectives finies.
Donc la deuxiéme assertion faite dans (c) implique la premiére.

Supposons d’abord I fini. Utilisant le résultat 8.8.5 sur la représentabilité des foncteurs
@ . J — Ind(C) sous forme indicielle (8.5.4)
(8.9.1.1) ¢:JxI—C,

Pexistence des 1(21 @ est donc un cas particulier du résultat plus précis et plus général :

CoROLLAIRE 8.9.2. Considérons un foncteur ¢ : J — Ind(C) donné sous forme in-
dicielle ®@ (8.9.1.1), J étant une catégorie finie. Si pour tout i € Ob I, le foncteur partiel
Jj — @(j,i) a une limite projective (resp. inductive) représentable dans C, alors ¢ a une
limite projective (resp. inductive) représentable dans Ind(C), et on a un isomorphisme ca-
nonique

(8.9.2.1) l(iLngo ~ «li_r)n»l(iLn(D(j, i)

(resp. o

(8.9.2.2) li_r)n(p ~ «li_r)n»l(iLn@(j, i),
l. ,

ou l(iLnj (resp. . li_r)nj) est calculé dans C. :

Pour la premiere formule, on utilise simplement que dans Ind(C) les limites induc-
tives filtrantes commutent a lim , et que ¢ commute a lim (8.9.1d) et a)) :
(—j «—J

. . . N T . Ind(C) gy . . .

l(ingo = &n«h_r)n» D(j,i) «— «h_r)n»l(in ( )CD(], i)~ <<h;)n>> 1(216‘ D(j,i).
Jj i i J l J

La seconde se prouve de méme, en utilisant la commutation des limites inductives de type

I aux limites inductives de type J (2.5.0) et le fait que ¢ commute aux limites inductives

de type J, prouvé dans 8.9.4 a) ci-dessous.

Cas J discret. Ce cas est contenu dans ’assertion plus précise suivante :

CoROLLAIRE 8.9.3. Soient I, des catégories filtrantes essentiellement petites indexées
par un petit ensemble A, et pour tout a € A, soit X (a) = (X(“)ia)iaela un ind-objet de C
indexé par 1. Soit I la catégorie produit des 1, et supposons que pour touti = (i) eca € 1,
le produit HaeA X(a); soit représentable dans C. Alors le produit HaeA X (a) est repré-
sentable dans Ind(C), et il est canoniquement isomorphe a 'ind-objet indexé par I donné
par la formule

(8.9.3.1) [T «lim» X(@);, = «lim» (H A(a)l-a>,

acA i€l i=(ig)gca€l \a€A

ou le produit du deuxiéeme membre est le produit calculé dans C. (On notera que I est filtrant
et essentiellement petit, les I, I’étant.)

En effet, il et bien connu (et immédiat par réduction au cas ou on travaille dans la
catégorie des ensembles) que la formule envisagée est valable quand on calcule les limites
dans C. La conclusion résulte alors du fait que L commute aux limites envisagées (8.9.1
a) et 8.5.1).
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REMARQUES 8.9.4. La démonstration donnée de 8.9.2, 8.9.3 montre, plus générale-
ment, que si pour touti € Ob I, l(iLn.Q(j, i) (resp. h_n)q @(j,i)) calculé dans Ind(C) est
J J

représentable, alors il en est de méme de l(ln @ (resp. de h_r)n @). Ceci et argument de
1

c) montre que pour une catégorie donnée J provenant d’'un ensemble ordonné fini ou
discret (ou plus généralement, qui est C-admissible (8.3.1)), les limites projectives (re-
sp. inductives) de type J sont représentables dans Ind(C) si (et seulement si) pour tout
foncteur ¢ : J — C, la limite projective (resp. inductive) de ¢ calculée dans Ind(C) est
représentable. Dans le cas non respé, cela signifie aussi, en vertu de (a), que toute limite
projective de type J de préfaisceaux représentables sur C est ind-représentable.

PROPOSITION 8.9.5. Soit C une %-catégorie.

a) Le foncteur canonique
¢ . C — Ind(C)

est exact a droite (donc exact, compte tenu de 8.9.1 a)).

b) Si les limites inductives finies (resp. les sommes finies) sont représentables dans
C, alors les petites limites inductives (resp. les petites sommes) sont représentables
dansInd(C). Soit J un ensemble préordonné fini ou discret ; si les limites inductives
de type J sont représentables dans C, il en est de méme dans Ind(C).

Démonstration.
a) Supposons que dans C on ait X =~ li_n)ql X, ou J est une catégorie finie, X et les
X dans C. On a alors, pour tout ind-objet % = (Y;);c; de C':
Hom(X, %) ~ h_g)lHom(X, Y,) ~ li_gql(imeom(Xj, Y)
i i

2.8 . ) .
~ l(glh_r)nHom(Xj, Y) ~ @Hom(Xj, %),
j i J

et la conclusion voulue résulte de la comparaison des termes extrémes.

b) On a déja noté dans 8.8.4 que les assertions faites résultent de a) et de 8.9.2, du
moins pour les limites inductives finies. Pour prouver les conclusions faites dans
les cas infinis, on est ramené au cas des sommes, qui peut s’interpréter comme
une limite inductive filtrante de sommes finies, et on conclut donc grace a 8.5.1.

REMARQUE 8.9.6. On a déja observé que le foncteur ¢ ne commute pas en général aux
limites inductives filtrantes, donc pas non plus aux sommes infinies, contrairement a ce
qui a lieu pour L : Ind(C) — C. Par contre, & I'exception de la commutation aux limites
inductives filtrantes (8.5.1), L n’a pratiquement jamais de propriétés de commutation a
quelque autre type de limites inductives (objet initial, somme de deux objets conoyaux
de doubles fleches). Ainsi, si C admet un objet initial @, qui est donc objet initial de
Ind(C) en vertu de a), @ n’est jamais objet initial de c (i.e. identique au préfaisceau
constant de valeur @), puisque Hom(@ ., @) # @ !

ProrosiTION 8.9.7. Soit
f.:C—C’
un foncteur entre %-catégories, et soit J une catégorie finie et rigide (8.8.5). Si les limites
inductives (resp. projectives) de type J sont représentables dans C et si f y commute, alors
Ind(f) : Ind(C) — Ind(C'’) commute également a ce type de limites.

Cela résulte aussitot de 8.8.5 et du calcul 8.9.2 des limites finies dans une catégorie
de ind-objets, pour un foncteur représenté sous forme indicielle.
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CoROLLAIRE 8.9.8. Si dans C les limites inductives (resp. projectives) finies sont repré-
sentables, et si f est exact a droite (resp. a gauche) alors il en est de méme de Ind(f) ; dans
le cas non respé, Ind(f) commute méme aux petites limites inductives quelconques.

La premiére assertion résulte de 8.9.7. La deuxiéme résulte de la premiere, compte
tenu que Ind(f) commute aux limites inductives filtrantes (8.6.3).

EXERCICE 8.9.9. Soit C une #-catégorie.

a) Supposons que dans C les sommes finies sont représentables. Montrer que si
dans Cles sommes finies sont disjointes (resp. universelles) (cf. I14.5), alors dans
Ind(C) les petites sommes sont disjointes (resp. universelles).

b) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un épimorphisme suivi
d’un monomorphisme (resp. en un épimorphisme effectif suivi d'un monomor-
phisme, resp. en un épimorphisme suivi d’un monomorphisme effectif, resp. un
épimorphisme effectif suivi d'un monomorphisme effectif). Montrer que Ind(C)
satisfait a la méme propriété. Dans le dernier cas respé, on conclut donc que
tout épimorphisme de Ind(C) est effectif, tout monomorphisme de Ind(C) est
effectif, tout bimorphisme de Ind(C) est un isomorphisme ; montrer que dans ce
cas tout épimorphisme (resp. monomorphisme) de Ind(C) peut se représenter
par un systéme inductif d’épimorphismes (resp. de monomorphismes) de C. Si
on suppose de plus que dans C tout épimorphisme (resp. tout monomorphisme)
est universel, la méme propriété est vraie dans Ind(C).

c) Supposons C additive (resp. abélienne), alors Ind(C) I'est également.

d) Soient X = « li_r)nI » X; un ind-objet de C, R = X une relation d’équivalence

dans X. Pour tout i € Ob [, soit R; = X, la relation d’équivalence dans X
(considéré comme objet de Ind(C)) induite par R via X; — X. (On suppose
que le produit fibré R; = R Xy, y X; X X; dans (Ind(C)) est représentable par
un objet de Ind(C), ce qui est le cas si dans C les limites projectives finies sont
représentables.) Montrer que pour que R soit effective, il suffit que les R; le
soient.

e) Soient X un objet de C, R une relation d’équivalence dans c¢(X) i.e. dans X
considéré comme objet de Ind(C). Supposons que dans C les produits fibrés
soient représentables. Pour que R soit effective, il faut que R soit de la forme
«lim » R;, ot les R; sont des relations d’équivalence dans X (regardé comme

1

un objet de C), et cette condition est suffisante si on suppose que dans C les
relations d’équivalence sont effectives.

f) Supposons que dans C tout morphisme se factorise en un épimorphisme effectif
suivi d'un monomorphisme effectif, et que les limites projectives finies soient
représentables. Soit X un objet de C, et R un sous-objet de X X X, regardé
comme élément de Ind(C). Ecrivons R sous la forme « li_n)q” Z;,ou (Z;);er est
une famille filtrante croissante de sous-objets de X X X dans C (c’est possible
grace a b)). Montrer que pour que R soit une relation d’équivalence dans X, il
faut et il suffit que pour tout i € Ob I, existe un j € Ob I qui contienne s(Z;) et
Z,; o Z;, ou s est la symétrie de X X X.

g) Supposons que dans C les limites projectives finies ainsi que les sommes finies
soient représentables, que toute relation d’équivalence y soit effective, et tout
morphisme s’y factorise en épimorphisme effectif suivi par un monomorphisme
effectif. Montrer que dans Ind(C) les relations d’équivalence sont universelles
si et seulement si C satisfait a la condition suivante :
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ST) Pour tout objet X de C et tout sous-objet Z de X X X dans C, si on définit
par récurrence la suite de sous-objets Z, (n > 0) de X X X dans C par
Z, =272 27Z,=Suw(Z,s(Z,),Z, > Z,) (le Sup pris dans I’ensemble des
sous-objets de X X X, qui existe grace aux hypothéses faites sur C), alors la
suite (Z,,),>( est stationnaire.

k) Montrer que dans Ind((Ens)), les relations d’équivalence ne sont pas nécessai-

rement effectives.

* NB. Pour des critéres pour que Ind(C) soit un topos, cf. VI 8.9.9.,

EXERCICE 8.9.10. Soit C une %-catégorie. Posons Pro(C) = (Ind(C"))® (cf. 8.11). 117

a) Supposons que dans C les sommes finies (resp. les petites sommes) sont repré-
sentables. Montrer que si elles sont disjointes (cf. II 4.5), alors Pro(C) satisfait la
méme condition.

b) Soit J un petit ensemble, tel que les sommes indexées par J soient représen-
tables dans C, donc aussi dans Pro(C). Soit (X (a)),c s une famille d’éléments de
Pro(C), avec X(a) = « l(iI_nI » Xia' Montrer que pour que la somme des X (a)

dans Ind(C) soit universelle, il suffit qu’il en soit de méme pour chacune des
familles l(in X; . ou(igeer € HaEJ 1,,. En conclure que si dans C les sommes
de type J sont universelles, pour qu’il en soit de méme dans Pro(C), il faut et
il suffit que pour toute famille (X (a)),c; comme dessus, avec I, = I pour tout

a € J, ’homomorphisme canonique dans Pro(C)

« I(&n » H, X(a); «— « l(ln » U, ey X(O()ia
1 el

soit un isomorphisme. En conclure que dans Pro((Ens)) les sommes de type J
sont universelles si et seulement si J est fini.

EXERCICE 8.9.11. Soit C une %-catégorie.

a) Soit (X; = X),c; une famille de morphismes dans C. Montrer que pour qu’elle
soit épimorphique dans Ind(C), il suffit qu’il existe une sous-famille finie qui
soit épimorphique dans C. Prouver que cette condition est également nécessaire
lorsqu’on suppose que dans C toute famille finie de morphismes de but X; se fac-
torise en une famille épimorphique, suivie d'un monomorphisme effectif (10.5). 118
(Pour cette derniere assertion, soit P1’ensemble des parties finies de I, ordonné
par inclusion, et soit X’ = (X});cp le ind-objet formé des images des sous-
familles finies de la famille donnée, enfin soit X" = X1/ X = « lim » X1I x1 X.
Montrer que les deux morphismes canoniques X = X" sont distincts, mais
coincident sur les X7.)

b) Supposons que dans C toute famille finie de morphismes de méme but se facto-
rise en une famille épimorphique, suivie d'un monomorphisme effectif. Prouver
que Ind(C) admet une petite sous-catégorie génératrice par épimorphismes (7.1)
si et seulement si C admet une petite sous-catégorie C’ telle que tout objet de C
soit but d’une famille épimorphique finie de source dans C’. Lorsqu’on suppose
que C admet une petite sous-catégorie génératrice (7.1), alors Ind(C) admet une
petite sous-catégorie génératrice par épimorphismes si et seulement si C est
équivalente a une petite catégorie. (Pour ce dernier énoncé, utiliser 7.5.2).

¢) Ind((Ens)) n’admet pas de petite sous-catégorie génératrice.

EXERCICE 8.9.12. Soit C une %-catégorie, et considérons Pro(C) = Ind(C"°)".
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a) Montrer que si Pro(C) admet une petite sous-catégorie P’ génératrice par épi-
morphismes (7.1), alors il existe une petite sous-catégorie C’ de C qui est géné-
ratrice par épimorphismes dans Pro(C). (Prendre la catégorie des composants
des objets de P’.)

b) Montrer que la catégorie Pro((Ens)) n’a pas de petite sous-catégorie génératrice
par épimorphismes. (Si C’ est comme dans a), choisir un ensemble X dont le
cardinal majore strictement les cardinaux des éléments de C’, et considérer le
pro-ensemble 2 formé par les complémentaires dans X des parties de cardinal <
card(X). Montrer que pour tout ensemble Y non vide de cardinal < card(X), on
a Hom(Y, ') = @, mais que 2 n’est pas isomorphe au pro-ensemble constant
@.)

8.10. Notions duales : pro-objets, foncteurs pro-représentables. Soit C une
U-catégorie. On appelle pro-objet de C tout foncteur

(8.10.1) ¢ I"'—C,

ou [ est une catégorie filtrante essentiellement petite (appelée la catégorie d’indices), et
comme d’habitude I° désigne la catégorie opposée. Soit 7" un univers tel que 7" O %.
On fera attention que les pro-objets de C indexés par des I € 7 sont en correspondance
biunivoque avec les ind-objets de C° indexés par des I € 7, en associant a tout tel ind-
objety : I — C°lepro-objet ¢ = yw”° : I° — C. S’inspirant de cette correspondance, on
définit « par transport de structure et renversement des fleches » la notion de morphisme
entre pro-objets de C a partir de la notion analogue (8.2.4.2). (8.2.5.1) pour les in-objets,
et on définit en conséquence la catégorie des pro-objets de C indexés par des I € 7/ et
un isomorphisme canonique :

(8.10.2) ProoAC, %) ~ IndoAC", U)’;

pour 7" = % on parle simplement de la catégorie des pro-objets de C, notée Prog,(C) ou
simplement Pro(C), qui est donc définie par

(8.10.3) Pro(C) = Prog,/(C, %) ~ Ind(C*)".
Si deux pro-objets sont donnés sous forme indicielle

la formule (8.2.5.1) prend ici la forme

(8.10.5) Hom(X', %) ~ l(irfnli_gnHom(X,-, Y).

J 1
Le foncteur (8.4.1) appliquée a C* donne, par passage aux catégories opposées, un fonc-
teur canonique (dénoté par la méme lettre ¢ s’il n’y a pas risque de confusion), permettant

d’identifier C a une sous-catégorie pleine de Pro(C) :
(8.10.6) ¢ . C — Pro(C);

c’est pour avoir un tel foncteur, et non C — Pro(C)°, qu'on a «renversé les fleches »
dans la définition des morphismes de pro-objets a partir de la définition analogue pour
les ind-objets. Les pro-objets dans I'image essentielle de (8.10.6) s’appellent encore pro-
objets essentiellement constants.

Posons

(8.10.7) C = (C°) = Hom(C, (Ens)),
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alors le foncteur (8.2.4.7) peut étre considéré comme un foncteur canonique pleinement
fidele

(8.10.8) L : Prog(C, %) — C°,
et on trouve en particulier
(8.10.9) L : Pro(C) & C°.

Nous laisserons au lecteur le soin de traduire, au fur et mesure des besoins, les résul-
tats des sections précédentes et de celles qui suivent du langage des ind-objets dans celui
des pro-objets. Suivant le contexte mathématique, c’est I'un ou I'autre langage qui est
le plus utile, sans compter les cas ou les deux notions s’introduisent simultanément, par
exemple lorsqu’il y a lieu de considérer des catégories complexes comme Pro(Ind(C))
ou Ind(Pro(C)). Nous nous contentons de donner quelques indications supplémentaires,
pour fixer la terminologie et les notations, et préciser le « yoga ».

8.10.10. Un foncteur covariant F : C — (Ens) est dit foncteur pro-représentable s’il
est dans I'image essentielle de (8.10.9) (ou 8.10.8, cela revient au méme) ; la sous-catégorie
pleine de C formée de ces foncteurs est donc équivalente a Pro(C)°. On préférera généra-
lement travailler dans la catégorie opposée, image essentielle en tant que sous-catégorie
de (8.10.9), qui est donc équivalente a Pro(C) lui-méme. En accord avec cet usage, il est
souvent préférable de regarder les foncteurs covariants

F : C — (Ens)

comme des objets de Hom(C, (Ens))° = C°, et d’écrire en conséquence la catégorie des
homomorphismes
X — Fdans C°,

i.e. des couples (X,u) d’'un objet X de C et d'unu € F(X), comme

(8.10.11) F\C.
Avec cette convention, on trouvera donc un foncteur covariant (foncteur source)
(8.10.12) AC -G,
et 3.4 se récrit sous la forme
(8.10.13) F5 « lim » X
—
(RCr

8.10.14. Le critere 8.3.3 appliqué a C° devient un critére de proreprésentabilité pour
F : il faut et il suffit que (p\C)" soit filtrante et essentiellement petite, cette derniére
condition étant superflue si C est équivalente a une petite catégorie; si de plus dans
C les limites projectives finies sont représentables, il revient au méme de dire que F'y
commute i.e. est exact a gauche.

8.10.15. Dans Pro(C) les petites limites projectives filtrantes sont représentables
et le foncteur (8.10.9) y commute ; en d’autres termes, ce foncteur transforme limites
projectives en Pro(C) en limites inductives de C = Hom(C, (Ens)), tout comme son
composé C — C° avec (8.10.6), qui partage avec lui la faicheuse propriété d’étre contra-
variant quand on la considére & valeurs dans C. On fera attention que les foncteurs pro-
représentables de C dans (Ens) sont les foncteurs qui sont des petites limites inductives
filtrantes de foncteurs représentables (et non des limites projectives, comme la termino-
logie pourrait éventuellement le suggérer).

8.11. Ind-adjoints et pro-adjoints.
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8.11.1. Soit
(8.11.1.1) f:C—CcC

un foncteur entre ?%-catégories, d’ou un foncteur F — F o f
(8.11.1.2) f*:C —C.

On dit que f admet un ind-adjoint si le foncteur précédent transforme foncteurs ind-
représentables en foncteurs ind-représentables. Comme f* commute aux limites induc-
tives, et que la sous-catégorie pleine de C’ formée des foncteurs ind-représentables est
stable par petites limites inductives filtrantes, il revient au méme de dire que f admet un

ind-adjoint, ou que f* applique objets de C (identifié a une sous-catégorie pleine de 6)
dans des foncteurs ind-représentables sur C, i.e.

(8.11.1.3) X — Hom(f(X),Y') est ind-représentable pour tout Y’ € Ob C"’.

Une autre facon d’exprimer la condition que f admette un ind-adjoint est de dire qu’il
existe un foncteur

(8.11.1.4) g : Ind(C’') — Ind(C)

qui soit essentiellement induit par f*, i.e. tel qu’on ait un isomorphisme de bifoncteurs
(8.11.1.5) Homy,q(c)(X, g(%")) = Homy, 4oy (f(X), "),

ouX € ObCetY’ € ObInd(C’). En fait, il suffit méme d’avoir un foncteur

(8.11.1.6) g, . C' — Ind(C)

et un isomorphisme de bifoncteurs

(8.11.1.7) Homy,4c)(X, g&.(Y")) ~ Homer (f(X), Y')

en X € ObC,Y’ € ObC’. Le foncteur g (resp. g,) est évidemment déterminé a isomor-
phisme unique pres par f, et inversement on reconstitue f a isomorphisme canonique
prés par la connaissance de ce g (resp. g.). Il est clair sur (8.11.1.5) que le foncteur g com-
mute aux limites inductives, et qu’il « prolonge » le foncteur g, ; cela le détermine donc
a isomorphisme unique pres en termes de g, (8.7.2). Le foncteur g, et parfois aussi le
foncteur g, qu’il prolonge, est appelé le foncteur ind-adjoint de f (inutile ici de préciser :
a droite, car l'autre, s’il existe, s’appellera le pro-adjoint, cf. 8.11.5 plus bas).
Bien entendu, lorsque f admet un adjoint a droite

fad : C/ _>C,

il admet un ind-adjoint g, et celui-ci est isomorphe canoniquement au prolongement
canonique de f aux ind-objets :

(8.11.1.8) g ~ Ind(f29).

La notion de ind-adjoint est donc une généralisation naturelle de la notion d’adjoint a
droite.
Considérons maintenant le prolongement canonique

(8.11.1.9) Ind(f) : Ind(C) — Ind(C").
On a alors :

ProPOSITION 8.11.2. Pour que le foncteur f : C — C’ admette un ind-adjoint, il
faut et il suffit que le foncteur Ind(f) (8.11.1.9) admette un adjoint a droite. Ce dernier est
canoniquement isomorphe au ind-adjoint (8.11.1.4).



8. IND-OBJETS ET PRO-OBJETS 61

Le suffisance et la derniére assertion sont triviales sur la formule de ind-adjonction
(8.11.1.5). Pour la nécessité, on note que par passage a la limite projective sur cette for-
mule sur des X, on déduit un isomorphisme d’adjonction en les pro-objets £ = (X)),

et 7' :
(81121) Homlnd(c)((%', g(?’)) (ad Homlnd(cl)(lnd(f)(‘%‘)’ ?/)’
C.QFD.

COROLLAIRE 8.11.3. Si f admet un ind-adjoint, alors Ind(f) commute aux limites in-
ductives, et le ind-adjoint g commute aux limites projectives.

PROPOSITION 8.11.4. Pour que le foncteur f : C — C’ admette un ind-adjoint, il faut
que f soit exact a droite, et cette condition est suffisante lorsque C est équivalente a une
petite catégorie.

Cela résulte du critere (8.11.1.3), et de 8.3.1 et 8.3.3 (iv).
Pour un autre critére en termes de la notion de foncteur accessible, cf. 8.13.3.
8.11.5. Considérons maintenant le foncteur F +— F o f

(8.11.5.1) f*:¢ —C

induit par f. On dira que f admet un pro-adjoint si le foncteur précédent applique fonc-
teur pro-représentable en foncteur pro-représentable, i.e. s’il existe un foncteur (appelé
foncteur pro-adjoint de f)

(8.11.5.2) g : Pro(C’') — Pro(C),
et un isomorphisme de bifoncteurs

(8-115-3) HomPro(C)(g(?/)’ SZ') = HomPro(C’)(?/’ f(%))

Bien entendu, dire que f admet un pro-adjoint signifie que f° admet un ind-adjoint,
de sorte que les notions et résultats pour les ind-adjoints se traduisent trivialement en
termes de pro-adjoints. Signalons seulement que f admet un pro-adjoint si et seulement
siPro(f) : Pro(C) — Pro(C’) admet un adjoint d gauche, et que dans ce cas le foncteur g
précédent est un tel adjoint a gauche de Pro(f) ; et qu’il faut pour ceci que f soit exact a
gauche, cette condition étant également suffisante lorsque C est équivalente a une petite
catégorie. Dans ce cas, f est donc exact si et seulement si il admet a la fois un ind-adjoint
et un pro-adjoint.

ExempLE 8.11.6. Considérons le cas d’un foncteur
f : C —> (Ens).

Si ce foncteur admet un pro-adjoint, il est pro-représentable, et la réciproque est vraie
si et seulement si la sous-catégorie pleine de C formée des foncteurs pro-représentables
est stable par petits produits; c’est le cas en particulier si C est équivalente a une petite
catégorie (8.10.14) ou si dans C les petits produits sont représentables (8.9.5 b) appliquée
a C°). A peu de choses prés, on peut donc dire que pour un foncteur f : C —» C’,
la notion d’existence d’un pro-adjoint est la généralisation naturelle de la notion de pro-
représentabilité de f, qui est définie lorsque C’ = (Ens).

8.12. Ind-objets et pro-objets stricts. Application a un critére de représenta-
bilité.
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8.12.1. Soit
X = (Xier
un ind-objet de la %-catégorie C, et soit F le préfaisceau qu’il ind-représente. On voit
alors aussitot qu’il revient au méme de dire que les morphismes canoniques
X, — F =«lim » X
—
i
sont des monomorphismes de Ind(C) (ou, ce qui revient au méme, de é\, i.e. des mono-

morphismes de foncteurs « argument par argument »), ou de dire que pour toute fleche
i — jde I, la fleche de transition correspondante

est un monomorphisme. Lorsque ces conditions sont remplies, et si de plus I est une ca-
tégorie ordonnée, on dit que 2 est un ind-objet strict. On notera que cette condition n’est
pas invariante par isomorphisme de ind-objets ; un ind-objet sera appelé essentiellement
strict s’il est isomorphe a un ind-objet strict. Un préfaisceau sera appelé strictement ind-
représentable s’il est ind-représentable par un ind-objet strict ; donc F = « h_r)n » X; est

strictement ind-représentable si et seulement si £ = (X);cy est essentiellement strict.

. Soit F un préfaisceau sur C, et considérons la sous-catégorie pleine de C,j formée
des fleches X — F de source dans C qui sont des monomorphismes. On I'appellera la
catégorie des sous-foncteurs représentables de F'; c’est la catégorie associée a 'ensemble
ordonné des sous-foncteurs représentables de F, ordonné par I'ordre induit de celui de
I’ensemble des sous-objets de F. Il résulte alors aussitot des définitions :

PROPOSITION 8.12.2. Pour que le préfaisceau F sur C soit strictement ind-représentable,
il faut et il suffit que la catégorie (ordonnée) I des sous-foncteurs représentables de F soit
filtrante et essentiellement petite et que l'on ait

(8.12.2.1) limX;, = F.

T
Lorsque pour tout objet X de C, I'ensemble des sous-objets de X dans C est petit (par exemple
si C admet une petite sous-catégorie génératrice (7.4)), cela implique que la catégorie des
sous-foncteurs représentables est méme petite.

. Si F est strictement ind-représentable, il y a donc une fagon privilégiée de le ind-
représenter par un ind-objet, et ce dernier est méme un ind-objet strict : on prend la
représentation (8.12.2.1). Un ind-objet strict ¥ est dit saturé s’il est isomorphe a un ind-
objet de la forme (X;) figurant dans (8.12.2.1), pour Fconvenable ; donc il existe a isomor-
phisme unique pres, un seul ind-objet strict saturé isomorphe au ind-objet strict donné,
savoir celui envisagé dans 8.12.2, en prenant F = h_r)n % (limite dans 6')

. Supposons qu’on sache déja que ’on puisse trouver une petite partie cofinale dans
I’ensemble Ob C,f, ce qui est le cas en particulier si F est ind-représentable ; alors il
s’ensuit que la méme condition est vérifiée dans la sous-catégorie pleine I envisagée dans
8.12.2, donc on peut dans le critere 8.12.2 omettre la condition que I soit essentiellement
petite.

8.12.3. Soit F un préfaisceau sur C, et considérons un objet

u:X —F

de C)r. On dit que u (ou le couple (X, u)) est minimal si pour toute factorisation de u en

/
(8.12.3.1) xLx L F
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avec p un épimorphisme strict (10.2), p est un isomorphisme. Considérant u comme un
objet de F(X) (1.4), dire que u est minimal signifie donc que tout épimorphisme strict
p: X — X' telqueu € Im(F(p) : F(X') » F(X)) est un isomorphisme. Cette notion
s’éclaire par la partie a) du lemme suivant :

LEMME 8.12.4. Soit F un préfaisceau sur C.

a) Supposons que F transforme conoyaux en noyaux et considérons un morphisme
u.X —F,

avec X € Ob C. Pour que u soit un monomorphisme, il suffit, lorsque dans C les
conoyaux de doubles fléches sont représentables, que u soit minimal ; cette condition
est également nécessaire si dans C les produits fibrés sont représentables.

b) Supposons que dansC les h_r)n finies soient représentables. Pour que la sous-catégorie
des sous-foncteurs représentables de F (8.12.1.1) soit filtrante (pas nécessairement
petite) et ait pour limite inductive F, il suffit que F soit exact a gauche et que tout
morphismeu : X — F, avec X € Ob C, se factorise en

/
u
X->X —F
/ .. ey , , . . .
avec u' minimal; cette condition est également nécessaire si dans C les produits
fibrés sont représentables.

c) Supposons que C admette une petite sous-catégorie génératrice (7.1), et que I la
catégorie des sous-foncteurs représentables de F soit filtrante, alors I est petite.

Démonstration.

a) Supposons # minimal, prouvons que u est un monomorphisme, i.e. que pour
toute double-fleche v, v’ : Y = X telle que uv = uv’, on a v = v'. En effet,

/

si X' = Coker(v, v"), alors u se factorise en X L xS F (F transformant
conoyaux en noyaux), et comme p est un épimorphisme strict par construc-
tion, il s’ensuit que p est un isomorphisme i.e. v = v’. Supposons que u est
un monomorphisme, prouvons qu’il est minimal. Considérons une factorisation
(8.12.3.1) ; comme p est un épimorphisme strict, c’est le conoyaux de la double
fleche canonique v, v’ : X Xy» X = X, et comme (u'p)v = (u'p)v’ et que
u'p = u est un monomorphisme, on a v = v’ donc p est un isomorphisme.

b) Suffisance : Comme F est exact a gauche, C,f est filtrante. Comme on sait que
F =1lim X, on est ramené par 8.1.3 ¢) a prouver que la sous-catégorie pleine

Ide Cp des sous-objets de F est cofinale dans C,r; or en vertu du « il suffit »
dans a), c’est ce qu’assure ’hypothése que tout objet de C,r est majoré par un
objet « minimal ». Nécessité : Comme toute limite inductive filtrante de fonc-
teurs exacts a droite est itou, la premiere condition est trivialement nécessaire.
La deuxieme résulte alors du «il faut » dans a).

c¢) Un sous-foncteur représentable X < F de F est connu quand on connait la
sous-catégorie pleine C/y de C/p, ou C est une petite sous-catégorie génératrice
fixée de C. (Utiliser I’hypothese [ filtrante.) Comme C;j; est petite, 'ensemble
de ses sous-catégories pleine est petit, d’ou le conclusion.

PROPOSITION 8.12.5. Soit C une ?%-catégorie ou les limites inductives finies sont repré-
sentables, et admettant une petite sous-catégorie génératrice (7.1). Soit F un préfaisceau sur
C. Pour que F soit strictement ind-représentable, il suffit qu’il satisfasse les deux conditions
suivantes, et celles-ci sont également nécessaires si dans C les produits fibrés sont représen-
tables :
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a) F est exact a gauche.

b) Tout couple (X, u), avec X € ObCCetu € F(X), est majoré dans C,p par un couple
minimal (8.12.3), i.e. il existe un couple minimal (X',u") (X' € ObC,u’ €
F(X)) et un morphisme f : X —» X' tel queu = F(f)(u’).

La suffisance résulte de 8.12.2 et de 8.12.4 b), c), la nécessité de 8.3.1 et de 8.12.4 a).

REMARQUE 8.12.6. Lorsque F transforme sommes amalgamées de C en produits fi-
brés, on voit aussitdt que pour un couple (X, u) donné comme dans b), I'’ensemble des
quotients stricts X’ de X tels que u € Im(F(X') — F(X)) est filtrant décroissant, ce
qui implique que si ’ensemble des quotients stricts de X est artinien, alors la condition
b) de 8.12.5 est automatiquement satisfaite. Si donc la condition précédente sur X est
satisfaite pour tout objet X de C (on dit aussi alors, parfois, que les objets de C° sont ar-
tiniens), alors il résulte de 8.12.5 que F est strictement ind-représentable si et seulement
si F est exact a gauche ; dans ce cas, F est donc strictement ind-représentable des qu’il
est ind-représentable (8.3.1).

COROLLAIRE 8.12.7. Soit C une %-catégorie ou les petites limites projectives sont repré-
sentables, et admettant une petite sous-catégorie cogénératrice (7.9, 7.13). Alors un foncteur
F : C — (Ens) est représentable si et seulement si F commute aux petites limites projec-
tives.

La nécessité est claire. Pour la suffisance, on applique 8.12.5 a la catégorie opposée C°.
Pour prouver d’abord que Fest (strictement) pro-représentable, on est ramené a prouver
que tout couple (X, u), X € ObC et u € F(X), est majoré par un couple « minimal ».
Or la famille (X;);c; des sous-objets stricts de X tels que u € Im(F(X;) = F(X)) est
petite (7.5 sous forme duale). Grace au fait que F est exact a gauche, elle est co-filtrante
(8.12.6), et grace au fait que F commute aux petites limites projectives on voit que X' =
l(ir_ni X est un plus petit objet de cette famille. (Utiliser le fait que, F étant exact a gauche,

transforme monomorphismes en monomorphismes.) Siu’ € F(X') est 'unique élément
dont 'image dans F(X) est u, on voit alors que (X', u’) est un couple minimal majorant
(X, u). Cela prouve que F est pro-représentable, et la conclusion résulte alors du

LEMME 8.12.8.1. Soit F : C — (Ens) un foncteur, ou C est une %-catégorie ou les petites
limites projectives sont représentables. Pour que F soit représentable, il faut et il suffit qu’il
soit pro-représentable et qu’il commute aux petites limites projectives.

La nécessité est claire, prouvons la suffisance. Dire que F est représentable signifie
évidemment que p\C admet un élément initial (en fait, les objets initiaux de p\C sont
précisément les isomorphismes F — X, i.e. les données de représentation pour F). Or
F étant proreprésentable, (,\C°) est filtrante et équivalente a une petite catégorie, donc

X = 1(21 © X est représentable dans C, et comme F commute a la limite envisagée, il
(RCY
s’ensuit que X est un objet initial de f\C, C.Q.FD.

COROLLAIRE 8.12.8. Les hypothéses sur C étant celles de 8.12.7, soit f : C - C' un
foncteur de C dans une U-catégorie C'. Pour que f admette un adjoint a gauche, il faut et
il suffit que f commute aux petites limites projectives.

Cela se rameéne en effet trivialement a 8.12.7, en appliquant cet énoncé aux foncteurs
composés de la forme X —» Hom(Y’, f(X)).

ExEMPLEs 8.12.9. Comme on a signalé dans 7.13, les hypothéses sur E de 8.12.7 et
8.12.8 sont vérifiées si C est la catégorie des %-faisceaux d’ensembles sur un espace to-
pologique X € % (ou plus généralement, sur un %-site (I (3.0.2)). Donnons un exemple



8. IND-OBJETS ET PRO-OBJETS 65

instructif *> qui montre que I’hypothése d’existence d’une petite sous-catégorie cogé-
nératrice D de C n’est pas surabondante dans 8.12.7. Prenons pour C la catégorie des
groupes éléments de %. Soit J 'ensemble des classes d’isomorphie de groupes simples
€ C, choisissons pour tout j € J un groupe simple G, dans la classe de j, et soit I I'en-
semble ordonné filtrant des parties %-petites de J, et pour i € I, soit X; = II;;G ;. Les
X, forment alors un systéme projectif (X;);c; dans E, a morphismes de transition des
épimorphismes, et le foncteur correspondant
(*) F(X) :li_n)lHom(Xi,X)

1
prend ses valeurs dans (%- Ens) (bien que ’ensemble d’indices I n’ait évidemment pas un
cardinal € %); plus précisément, montrons que pour toute petite sous-catégorie pleine
C, de C, il existe un i, € I tel que la restriction de F'a C, soit représentable par X , ce qui
prouvera a la fois que F est a valeurs dans %- Ens, et qu’il commute aux petites limites
projectives. Pour prouver notre assertion, il suffit de noter que pour tout X € ObC,, le
cardinal de 'ensemble J(X) des j € J tels qu’il existe un homomorphisme non trivial
de G; dans X est nécessairement petit, puisque un tel morphisme est nécessairement un
monomorphisme (G; étant simple); par suite, si i, est la partie de J réunion des J(X)
pour X € obC,, i, est petit i.e. i, € I, et il fait I'affaire. D’autre part il est clair que F
n’est pas représentable, puisque on a card I & %. De ceci et de 8.12.7 on conclut donc que
la catégorie C des groupes € % n’admet pas une petite sous-catégorie pleine cogénératrice.
Comme l'objet Z de C est d’autre part un générateur, il résulte alors de la démonstration
de 7.12 qu’il existe un groupe G a deux générateurs qui ne se plonge pas dans un objet
injectif de la catégorie C des groupes € %. Il semble d’ailleurs plausible que C n’admette
pas d’autre objet injectif que les groupes unités.

8.13. Foncteurs proreprésentables et foncteurs accessibles.

8.13.1. Dans le présent numéro, nous utilisons quelques notions et résultats du pa-
ragraphe suivant, et notamment 9.11 et 9.13, pour obtenir un critére de proreprésen-
tabilité que nous utiliserons (incidemment) dans IV 9.16. C désigne par la suite une
U-catégorie satisfaisant la condition L de 9.1 b), cette condition étant remplie par exemple
si dans C les petites limites inductives filtrantes sont représentables.

PROPOSITION 8.13.2. Soient C comme ci-dessus, et
f : C —> (Ens)
un foncteur.
a) Supposons que chaque objet de C est accessible (9.3). Si f est pro-représentable, f
est accessible (9.2) et exact a gauche.
b) Supposons que dans C les limites projectives finies soient représentables, et que C

admette une filtration cardinale (9.12). Si f est accessible et exact a gauche, alors
f est proreprésentable.

Démonstration.

a) L’hypothese sur C signifie que les foncteurs covariants représentables de C dans
(Ens) sont accessibles. Il en est donc de méme de toute petite limite inductive
de tels foncteurs (9.6 (i)), donc aussi de tout foncteur pro-représentable.

b) En vertu de 8.3.3 (iii), il reste a prouver que dans Ob(z\C)’ il y a une petite
sous-catégorie cofinale. Or par hypotheése il existe un cardinal I7 tel que f soit
IT-accessible. Soit alors (X, u), u € F(X), un objet de p\C. Avec les notations

3.(dti a H. BASS).
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de 9.12 ¢) on a alors X = h_r)n X;, avec [ filtrant grand devant IT et les X;
1
dans C' = FiltH(C), dou F(X) «— li)n F(X;). Cela montre que la petite sous-
1
catégorie (y\C’)° est cofinale dans (p\C)°, et achéve la démonstration.

CoROLLAIRE 8.13.3. Soit C une %-catégorie satisfaisant aux conditions suivantes :

a) Dans C les limites projectives finies sont représentables.

b) Dans C les petites limites inductives filtrantes sont représentables.

c) Le foncteurKer sur la catégorie des doubles fleches de C est accessible (par exemple,
il commute aux petites li_n)lﬁltrantes).

d) Tout épimorphisme strict de C est strict universel (10.2).

e) Il existe une petite sous-catégorie de C génératrice par épimorphismes stricts (7.1).

Sous ces conditions, un foncteur f : C — (Ens) est proreprésentables si et seulement si il
est exact a gauche et accessible (9.2).

En effet, les conditions de 8.13.2 a) et b) sur C sont vérifiées, en vertu de 9.11 et 9.13
respectivement.

COROLLAIRE 8.13.4. Soit f : C — C’ un foncteur entre U-catégories satisfaisant aux
conditions a) a e) de 8.13.3. Pour que f admette un pro-adjoint, il faut et il suffit que f soit
exact a gauche et accessible.

Comme les foncteurs représentables 2y, : X' - Hom(Y’, X’) : C' — (Ens) sont
exacts a gauche et accessibles (9.11), si f a ces mémes propriétés, il en est de méme de ses
composés avec les foncteurs précédents, qui sont donc proreprésentables par 8.13.3,i.e. f
admet un proadjoint. Inversement, supposons que f admet un proadjoint, et soient C|
une petite sous-catégorie génératrice de C, IT un cardinal tel que les Y’ € Ob C’ soient
I1-accessibles ; pour prouver que f est IT-accessible, il suffit donc de prouver qu’il en est
ainsi de ses composés avec les hy,, Y’ € ObC’; or par hypothese ces composés sont
proreprésentables, donc ils sont accessibles (8.13.3), donc IT-accessibles pourvu qu’on
prenne IT assez grand, C.QFD.

9. Foncteurs accessibles, filtrations cardinales et construction de petites
sous-catégories génératrices

Le présent paragraphe, de nature plus technique que les autres paragraphes de cet
exposé, ne servira dans ce séminaire que dans IV 9 et dans VI 4, qui ne sont pas utilisés
ailleurs dans le Séminaire. Il s’impose donc d’omettre la lecture du présent paragraphe,
du moins en premiére lecture !

9.0. Toutes les catégories envisagées dans le présent numéro sont supposées étre
des %-catégories. Sauf pour les petites catégories d’indice I, J... que nous aurons a
utiliser, les développements qui suivent s’appliqueront surtout a des « grosses » catégo-
ries E, F... qui sont stables par petites limites inductives filtrantes. Il suffira cependant
le plus souvent qu’'une condition un peu plus faible soit vérifiée (condition L dans 9.1
ci-dessous). Tous les cardinaux envisagés dans le présent numéro sont supposés € %.

Suivant une suggestion de P. DELIGNE, nous allons étudier, pour un foncteur f :
E — Fentre grosses catégories, une condition de commutation de f a certains types de
limites inductives filtrantes, condition remarquablement stable, et qui sera vérifiée pour
les foncteurs les plus importants qu'on rencontre dans la nature. Les applications que
nous avons en vue, pour notre séminaire, sont 9.13.3, 9.13.4 (utilisés dans VI 4) et surtout
9.25, qui donne, dans un cas non trivial, I’existence d’une petite famille génératrice dans
une catégorie de sections d’une catégorie fibrée ; ce résultat sera utilisé dans IV 9.16.
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DEFINITION 9.1. a) Soient I un ensemble préordonné, = un cardinal. On dit que
I est grand devant x si I est filtrant, et si toute partie de I de cardinal < = admet
un majorant dans 1.

b) Soit E une catégorie. Si & est un cardinal, on dit que E satisfait la condition L,
si pour tout petit ensemble ordonné I grand devant n, E est stable par les limites
inductives de type 1. On dit que E satisfait a la condition L s’il existe un cardinal
7 € U tel que E satisfasse a la condition L.

9.1.1. Lorsque dans 9.1a) onaz > 2, la deuxiéme condition énoncée implique déja
que [ est filtrant, et si z est fini, I grand devant 7 signifie simplement que [ est filtrant.
Nous ne nous intéresserons guére par la suite qu’au cas ou z est infini. Notons que si 7,
7’ sont deux cardinaux tels que z” > x, alors I grand devant z’ implique évidemment /
grand devant 7.

9.1.2. Comme annoncé dans 9.0, les conditions L ;, L doivent étre considérées comme 140
des variantes techniques de la condition plus forte de stabilité par petites limites in-
ductives filtrantes. Il est clair que si 7, 7" sont des cardinaux tels que #” > , alors la
condition L, implique la condition L .

DEFINITION 9.2. Soit f : E — F un foncteur. Si I1 est un cardinal, on dit que f est
I1-préaccessible (resp. I1-accessible) si E satisfait Ly (9.1) et si pour tout ensemble ordonné
1 € U grand devant I1, et tout systéme inductif (X;);c; dans E de type I, le morphisme
canonique

lim /(X,) — f(lim X;)
est un monomorphisme (resp. un isomorphisme). On dit que f est préaccessible
(resp. accessible) (relativement a l'univers %) s’il existe un cardinal I € % tel que f soit
I1-préaccessible (resp. IT-accessible).

La catégorie des foncteurs IT-accessibles (resp. accessibles) de E dans F sera noté
Hom(E, F)p resp. Hom(E, F),..

9.2.1. Evidemment, un foncteur commutant aux petites h_n)l filtrantes (p. ex. un fonc-
teur admettant un adjoint a droite) est IT-accessible pour tout cardinal IT > 2.

DEFINITION 9.3. Soient E une catégorie, X un objet de E,
hy . E — (%-Ens)

le foncteur covariant qu’il représente, I € % un cardinal. On dit que X est un objet
I1-préaccessible (resp. IT-accessible) de E si le foncteur h’y est I1-préaccessible (resp. I1- 141
accessible) ; on dit que X est préaccessible (resp. accessible) s’il existe un cardinal I1 € U

tel que X soit un objet I1-préaccessible (resp. I1-accessible) de E.

9.3.1. Ondésigne par Eyla sous-catégorie pleine de E formée des objets IT-accessibles
de E.

Lorsqu’on applique la définition 9.3 & une catégorie de la forme Hom(C, F), la ter-
minologie introduite présente a priori une ambiguité avec la terminologie analogue in-
troduite dans 9.2, lorsqu’on interprete les objets de Hom(C, F) comme des foncteurs; il
ne semble pas cependant qu’il y ait un risque de confusion sérieux.

DEFINITION 9.4. Soient E une catégorie, 1 € % un cardinal. On dit que E est une caté-
gorie m-préaccessible (resp. m-accessible) s’il existe dans E une petite sous-catégorie pleine
C qui est génératrice (7.1) et dont les objets sont w-préaccessibles (resp. m-accessibles) (9.3).
On dit que E est une catégorie pré-accessible (resp. . accessible) s’il existe un cardinal x € U
tel que E soit -préaccessible (resp. m-accessible).
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Pour des exemples importants, cf. 9.11.3 plus bas.

ProPoSITION 9.5. Soit f : E — F un foncteur entre catégories telles que F soit ac-
cessible et que tout objet de E soit accessible. Alors, si f admet un adjoint a gauche, f est
accessible.

En effet, par hypothése, F admet une petite famille conservative de foncteurs repré-
sentables F — (%- Ens) qui sont accessibles, donc on est ramené aussitot a montrer que
le composé de favec chacun des foncteurs précédents est accessible. Or comme f admet
un adjoint a gauche, ces composés sont des foncteurs E — (%- Ens) représentables, donc
accessibles d’apres ’hypothése sur E.

PROPOSITION 9.6. Soient E et F deux catégories, & € % un cardinal et considérons
la sous-catégorie pleine Hom(E, F);; de Hom(E, F) formée des foncteurs Il-accessibles
(9.2) de E dans F.

(i) Cette sous-catégorie est stable par tout type de h_n)l qui est représentable dans F.

(ii) Supposons F m-accessible (9.4), et soit J une catégorie telle que card F/ J < «
et que les l&n de type J soient représentables dans F, donc les l(lr_n de type J sont
représentables dans Hom(E, F). Alors la sous-catégorie Hom(E, F); est stable
par les 1(21 de type J.

COROLLAIRE 9.7. Soient E et F deux catégories, avec F accessible (9.4). Alors la sous-
catégorie pleine Hom(E, F),.. de Hom(E, F) formée des foncteurs accessibles est stable
par tout type de limite inductive ou projective, relative a une petite catégorie d’indices J,
qui est représentable dans F (donc dans Hom(E, F)).

Preuve de 9.6. L’assertion (i) résulte trivialement de la commutation du foncteur h_r)n
aux limites inductives quelconques. Pour (ii), soit (f);c; un systeme projectif de fonc-
teurs I1-accessibles E — F, f = l(in f; sa limite projective, qui se calcule « argument
par argument », prouvons que f est I1-accessible, i.e. que pour tout ensemble ordonné
1 € % grand devant 11, et tout systéme inductif (X;),c; dans E, le morphisme canonique

lim((tim f,)(X,)) — (lim /)(lim X,)
i Jj Jj i
est un isomorphisme. Or le calcul « argument par argument » du foncteur l(in f; nous
J
permet d’identifier le morphisme canonique précédent au morphisme canonique
h_{)n{gnfj(Xi) — {gnhg)lfj(Xi)
i jooi
associé au bifoncteur
(i) — f,(X)) : IxJ —> F.
Donc 9.6 est une conséquence de I’assertion plus générale :

COROLLAIRE 9.8. Soient F une catégorie Il1-accessible, I un ensemble ordonné grand
devant I1, J une petite catégorie telle que card F{ < II, et que les 1(21 de type J soient

représentables dans F, h : 1 X J — F un foncteur; alors le morphisme canonique

(9.8.1) lim lim h(i. j) —> lim lim (i, )
l J J 1

est un isomorphisme. En d’autres termes, le foncteur

(9.8.2) h_r)n : Hom(I,F) — F

1
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144  commute aux limites projectives de type J (pour toute petite catégorie J telle que card F{ (J) <
I1 et telle que les limites projectives de type J soient représentables dans F). Ou encore, pour
toute J comme ci-dessus, le foncteur

(9.8.3) lim : Hom(J, F) — F
_)
J
est IT-accessible.

Comme par hypothése F admet une famille conservative de foncteurs covariants
représentables IT-accessibles g : F — (%-Ens), on voit aussitdt qu'on est ramené a
prouver 9.8 dans le cas ou F = %-Ens. Nous prouverons alors I’assertion sous la forme
de la commutation de (9.8.2) aux l(gl de type J, avec card F¢ J < I1. Comme [ est filtrant,
nous savons que (9.8.2) commute aux limites projectives finies (2.8). On est donc ramené
par un argument standard (cf. 2.3) a prouver qu’il commute aux produits indexés par
un ensemble J tel que card J < II. Cela nous rameéne a prouver la bijectivité de (9.8.1)
lorsque J est discrete. Prouvons I'injectivité : considérons deux éléments a, b du premier
membre, ils proviennent donc de Hj h(i,, j) pour i, € I convenable, soient Hj a(i,, j)
et Hj b(i,, j) ; supposons que les éléments Hj h(co, j) du deuxieme membre qu’ils défi-
nissent soient égaux, i.e. que pour tout j, il existe i(j) > i, tel que a(i,, j) et b(i,, j) aient
méme image dans A(i, j). Comme [ est grand devant card J, il s’ensuit qu’il existe un ma-

jorant commun i; € I de toutlesi(j), ce qui implique que les deux éléments envisagés de
Hj h(i,, j) ont méme image dans Hj h(iy, j), donc définissent le méme élément du pre-
mier membre de (9.8.1), ce qui établit I'injectivité. Pour la surjectivité, soit Hj a(oo, j) 145
un élément du second membre ; donc pour tout j € J, a(co, j) provient d’'un élément

de h(i(j), j), pour un i(j) € I convenable. Comme précédemment, on peut trouver un
majorant commun i € [ des i(j), donc Hj a(oo, j) provient d'un élément Hj a(i,j) de

Hj h(i, j), donc est dans I'image de (9.8.1). Cela acheve la démonstration.

COROLLAIRE 9.9. Soit F une catégorie IT-accessible (resp. accessible), alors pour toute
catégorie J telle que card FY' J < II (resp. toute petite catégorie J) et pour tout fonc-
teur (X;);ey : J — F dont la limite inductive dans F est représentable, si les X; sont
IT-accessibles (resp. accessibles) il en est de méme de l(lr_n X;.

En effet, le foncteur F — (%- Ens) représente par lim X ; est la limite projective des
—)

foncteurs représentés par les X, et on applique 9.6 (ii) au systeme projectif formé par
ces foncteurs.

REMARQUE 9.10. Dans les énoncés 9.6, 9.7, 9.8 et 9.9 on peut remplacer partout les
mots « IT-accessibles », « accessibles » par « IT-préaccessible », « préaccessibles ». La dé-
monstration donnée prouve en effet également cette variante des énoncés précédents.

ProPosITION 9.11. Soit E une catégorie, satisfaisant la condition L (9.1), C une petite
sous-catégorie pleine génératrice (7.1). On suppose satisfaite la condition :

a) E est stable par noyaux de doubles fléches, et le foncteur Ker sur le catégorie des
doubles fleches de E est accessible (par exemple, il commute aux petites limites 146
inductives filtrantes).

Alors tout objet de E est préaccessible (9.3), a fortiori E est préaccessible. Sup-
posons que C soit méme génératrice par épimorphisme stricts (7.1), et supposons
que E satisfasse aux conditions :

b) E est stable par produits fibrés.
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c) Toute petite famille épimorphique stricte dans E est épimorphique stricte univer-
selle (10.3), ou dans E les petites sommes directes sont représentables, et tout épi-
morphisme strict de E est un épimorphisme strict universel.

Alors tout objet de E est accessible, a fortiori E est accessible.

Le fait que, moyennant (a), tout objet de E soit accessible, résulte du fait que pour
tout objet X de E, 'ensemble des sous-objets stricts de E est petit (7.4), et du

LEMME 9.11.1. Sous les conditions de (9.11a), soient X € ob E et II un cardinal tels que
E satisfasse Ly (9.1), que le foncteur Ker dans (9.11a) soit IT-accessible, et que I’ensemble
des sous-objets stricts de X soit de cardinal majoré par I1. Alors X est I1-préaccessible.

En effet, si I est un ensemble grand devant I, (Y;);c; un systéme inductif dans E
de limite inductive Y, et (4;,v; : X =3 Y;) une double fleche telle que la double fleche

u,v
composée X —= Y satisfasse u = v, prouvons qu'il existe j > i dans I tel que u; = v;.
Pour ceci, considérons le systéeme inductif des doubles fleches (u U X = Yj) i>is
dont la limite inductive est (u, v). Par hypothése on a X = Ker(u, v) = h_r)n Ker(u;,v;) =

li_r)n. Xj, ou Xj = Ker(uj, Uj). Or les Xj sont des sous-objets stricts de X, donc il existe
J

une partie I’ de I formée d’indices j > i, telle que card J < I et que tout X soit
égal aun des X;; (i’ € I"). Comme [ est grand devant I1, il existe un majorant j de I’
dans I. Alors X contient tout les X ;» pour j' > i, donc X; — X est un épimorphisme
(puisque la famille des X ;; — X est épimorphique), donc un isomorphisme puisque c’est
un monomorphisme strict. Donc on a u; = v;, ce qui prouve 9.11.1.

La deuxiéme assertion de 9.11 résulte de la premiere, et du

LEMME 9.11.2. Sous les conditions de (9.11a), b), c), soient X un objet de E, et Il un
cardinal infini tels que E satisfasse Ly (9.1), que 'on ait card ob C,yx < I1, que pour deux
objets X! — X et X" — X de Cyx, X' Xx X" soit II-préaccessible, enfin que X soit

I1-préadmissible. Alors X est un IT-accessible.

Avec les notations de la démonstration de 9.11.1, il suffit de prouver que tout mor-
phisme u : X — Y provient d'un morphisme u; : X — Y;. Or considérons la famille
des morphismes Y; — Y, qui est épimorphique stricte; grace a b) et c), la famille des
Y, Xy X — X est également épimorphique stricte ; d’autre part, pour tout i, comme C

est génératrice par épimorphismes stricts, la famille des fleches
T — Y, Xy X

de source dans C est épimorphique stricte. Dans la deuxiéme alternative envisagée dans
c), on peut trouver une telle fleche épimorphique stricte, de source, une (petite) somme
d’objets de C. En vertu de la transitivité de la notion de famille épimorphique stricte

universelle (I 2.5) il s’ensuit alors que la famille des fléches T, — X de source dans C
qui se factorisent par un des Y; Xy X est épimorphique stricte. Soit J ’ensemble d’indices
de cette famille, qui est de cardinal majoré par card ob C,x < II. Choisissons pour tout
a € Juni =i(a) € I et un X-morphisme 7, — Y; Xy X, ou ce qui revient au méme, un
Uy - T, — Y, tel que p;v, = uf,, oup; : Y, = Yestle morphisme canonique. Comme
I est grand devant I1, on peut choisir i(a) indépendant de a, soit i. Pour tout couple

d’indices a, f € J, considérons les composés
Pry Vg pr, Ut Ty Xy T 3 Y.

Leurs composés avec Y; — Y sont égaux, donc, comme T, X x Tj est I1-préaccessible par

hypothese, il existe un indice i’ = i(a, f) > i tel que les composés des fléches envisagées
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avec Y; — Y;, soient égales. Comme ’ensemble des couples a, f est de cardinal < IT?> =
IT (IT étant infini), il s’ensuit encore que I’on peut choisir i’ indépendant de a, f. On peut
évidemment supposer i’ = i. Mais alors, la famille (f, : T, — X) étant épimorphique
stricte, on peut trouver un morphisme u; : X — Y; tel que 'on ait u; f, = v;. On a alors
p;u; = p, car pour tout @ on a (p;u;) f, = p;(u; f,) = p;v, = uf,, etla famille des f, est
épimorphique. Cela achéve la démonstration de 9.11.2.

REMARQUE 9.11.3. On voit, comme cas particulier de 9.11, que dans la catégorie E 149
tout objet est accessible, dans chacun des deux cas suivants : 1) E est une %-catégorie
abélienne a limites inductives filtrantes exactes et admettant une petite sous-catégorie
génératrice (ici, c’est la deuxiéme alternative de c), qui s’applique). 2) E est la catégorie
des faisceaux d’ensembles sur un espace topologique X € %. Plus généralement, il suffit
que E soit la catégorie des faisceaux d’ensembles sur un %-site (II 2.1), ou encore, que E
soit un %-topos (IV 1.1).

DEFINITION 9.12. Soit E une catégorie. On appelle filtration cardinale de E une filtra-
tion croissante (Filtﬂ (E))r>p1, de E par des sous-catégories strictement pleines Filt? (E),
indexée par les cardinaux II € U tels que IT > 11, (ou I, est un cardinal infini fixé,
dépendant de la filtration cardinale envisagée), et satisfaisant aux conditions suivantes :

a) Pour tout IT > II,, Filt" (E) est équivalente a une petite catégorie.

b) E satisfait a Ly (9.3), et pour tout IT > I1,, Filt'!(E) est stable dans E pour les
limites inductives filtrantes indexées par des ensembles ordonnés I grands devant
11, tels que card I < I1.

c¢) Pour tout I1 > I1,, et tout X € ob E, on peut trouver un isomorphisme

X ~lim X;,
—
I
ou (X;);cy est un systéme inductif dans E indexé par un ensemble ordonné I grand 150
devant I1 (9.1), et ou les X; sont dans Filt’! (E). De plus, si X € ob Filt!!(E),
I’ > 11, on peut prendre I tel que card I < IT'".

9.12.1. On notera qu’il résulte de b) et c) que tout X € ob E appartient a un
Filt' (E), pour IT assez grand.

ExXEMPLE 9.12.2. Prenons E = (%-Ens), @, = X, Filt”(E) = sous-catégorie pleine
de E formée des ensembles tels que card X < I1. Plus généralement :

PROPOSITION 9.13. Soit E une %-catégorie. On suppose que E est stable par petites h_r)n
filtrantes, par somme de deux objets et par conoyaux de doubles fléches, que E est stable
par produits fibrés, et que les morphismes épimorphiques dans E sont épimorphiques stricts
universels. Soit C une petite sous-catégorie pleine de E qui est génératrice par épimorphismes
stricts. Soit I1, un cardinal infini > card F¢ C. Pour tout cardinal IT > I, soit FiltH(E) la
sous-catégorie strictement pleine de E formée des objets X de E tels qu’il existe une famille
épimorphique stricte (X; — X);c; de but X, telle que cardI < II et que X; € obC
pour touti € I. Alors (FiltH(E))HZHO est une filtration cardinale de E. De plus, pour tout

X € obFilt” (E), le cardinal de ensemble des fléches de C,y (et a fortiori, de I’ensemble
des objets de C,y ) est majoré par IT™-.

Cette derniere assertion n’est autre que 7.6.
Pour montrer qu’on a une filtration cardinale, il faut prouver les conditions a), b) et
c) de 9.12. La condition a) résulte aussitdt de 7.5.2. Pour b), supposons qu’on ait X =
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li_r)nl X;, avec card ] < IT etles X; € ob Filt" (E). Donc la famille des morphismes

canoniques X; — X est épimorphique stricte, et par hypothese sur les X, il existe pour
tout i € I une famille épimorphique stricte (X;; — X;);e;., avec card J; < II. Passant
aux sommes LI, X; et Ll; ; X, on voit par transitivité des épimorphismes stricts universels
(I2.5) que la famille des composés X;; — X; — X (indexée par I'ensemble somme des J;,
pour i € I) est épimorphique stricte. Or on a card J < IT? = IT, d’ou la conclusion. (NB.

on a seulement utilisé le fait que h_r)n X; existe, et non le fait que [ soit grand devant I7, ni
I

méme filtrant.) Prouvons enfin c¢). Notons que pour tout X € ob E, la famille des fleches
X; — X de source dans ob C est strictement épimorphique, puisque C est génératrice
par épimorphismes stricts, et évidemment petite, donc il existe un cardinal IT > I1, tel
que X € ob Filt'(E). Il reste & prouver que si on a des cardinaux I1T’ > IT > II, et si

X € obFilt"’ (E), alors on a un isomorphisme
X ~ h'_r)nX[-,
I

avec I grand devant IT, card I < IT'" les X ; dans ob Filt” (E). Or on a, C étant généra-
trice par épimorphismes stricts,

() X ~1limT.

—

Cx
Notons aussi qu’en rajoutant successivement a C des sommes et des conoyaux de doubles
fleches de C, et de méme pour la catégorie ainsi obtenue etc, on se raméne au cas ou C
est stable par somme de deux objets dans E et par conoyaux de doubles fleches dans
E, et ceci sans détruire I'hypotheése I1, > card F¢ C. On peut supposer de plus que, si
E contient un objet initial fixé @, on ait @y € ob C. Ceci implique que la catégorie
C,x est stable par somme de deux objets et conoyaux de doubles fleches. Elle est alors
filtrante, car elle est non vide, puisque si elle était vide, la relation (*) montrerait que X
est un objet initial, donc C,y contient la fleche @y — X, une contradiction. Soit alors I
I’ensemble, ordonné par inclusion, des sous-catégories pleines i de C,y qui sont filtrantes
et telles que card obi < I1. Pour tout i € I, soit X; € ob E la limite inductive du foncteur
composé i —» C;xy — E, qui existe par hypotheése. Alors on a évidemment

limX; ~lim7T ~ X.
— —
1 C/X
D’autre part, on a déja noté que cardob C;y < IT’ . 1 g’ensuit que I est grand devant

II, et que card I < (H’H")H = ' — ' ep vertu du lemme suivant, dont la
démonstration est laissé au lecteur (ot on fera I = C)y, ¢ = IT’ H°) :

LEMME 9.13.1. Soient J une catégorie filtrante, ¢ et Il deux cardinaux tels que ¢ >
Sup(card F¢ J, IT), et telle que card Hom(j, J') < II, pour tout couple d’objets j, j' de J.
Soit I I’ensemble des sous-catégories pleines filtrantesi de J telles que cardobi < I1. Alors,
ordonné par inclusion, I est grand devant I1, et on a card I < !,

Ceci achéve la démonstration de 9.13.

REMARQUE 9.13.2. Un léger effort supplémentaire doit permettre de remplacer dans
9.13 ’hypothese que E est stable par petites limites inductives filtrantes par ’hypothese
que E satisfait a L (9.1), si on suppose E stable par petites sommes, ou que dans E toute
famille épimorphique est épimorphique universelle. Il faut alors, dans la démonstration
de c), choisir 71, tel que E satisfasse a L, et se borner aux sous-catégories pleines

151
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i de C;x qui sont non seulement filtrantes, mais telles que ’ensemble préordonné ob i
soit grand devant I1,. Utilisant 8. et 'hypothése que FE satisfait a Lj; , on trouve alors
que les X; existent, et on devrait conclure par une variante convenable de 9.13.1, que le
rédacteur n’a pas vérifiée.

PROPOSITION 9.14. Soient f : E — F un foncteur accessible (9.2) entre deux catégo-
ries munies de filtrations cardinales (FiltH(E))HZH° et (FiltH(F))HZH:. Alors il existe un
cardinal IT, > Sup(I1,, I1]) tel que pour tout cardinal Il > II,, on ait

!/

(9.14.1) FEITEY) c Rt (F).
En particulier, si l'on a Il = 2¢ avecc > 11, d'ou ' =2¢ =2¢ = [T ona
(9.14.2) fET(E)) c Filt" (F).

Signalons tout de suite le

CoROLLAIRE 9.15. Soit E une catégorie, munie de deux filtrations cardinales 154
(FiltH(E))HZH° et (Filt’H(E))HZHO/. Alors il existe un cardinal IT; > Sup(Il,, I1.) tel

que, pour tout cardinal ¢ > 11, posant I1 = 2°, on ait Filt'(E) = Filt/H(E).

Preuve de 9.14. Soit ¢ un cardinal tel que ¢ > Sup(/1,, I1.), et tel que f soit c-admissible.
Soit d’autre part I1; > c tel que I'on ait

(%) fEFilt°(E)) c Filt"1 (F).

Il existe un tel IT;, grace au fait que Filt°(E) est équivalente & une petite catégorie (9.12
a)), donc f(Filt°(E)) 'est également, de sorte qu’'on peut appliquer 9.12.1 aux objets de
cette derniére pour trouver une Filt”’ (F) qui les contient tous (compte tenu que les
Filt” (F) sont des sous-catégories pleines). Soit donc IT > II;, et X € ob FiltH(E),
prouvons que f(X) € Filt” n (F). Ecrivons en effet
X = h_r)n X,
I

avec les X; € obFilt°(E), I grand devant ¢, card I < IT¢ < o (9.12¢)). Comme f est
c-admissible, I grand devant ¢, on a

f(X) =~ li_?)lf(Xi),
et comme card I < IT' et f(X;) € ob Filt’ (F) C ob Filtnnl (F) par (x),ona f(X) €

Filt” " (F) par 9.12 b), C.QED.

9.15.1. La notion de filtration cardinale 9.12 n’a guere d’intérét que lorsque les ob-
jets de E sont accessibles. Signalons qu’il résulte de 9.11 que cette condition est satisfaite
lorsque, en plus des hypotheses de 9.13, on suppose que le foncteur Ker sur la catégorie 155
des doubles fleches de E est accessible. Signalons d’autre part :

PROPOSITION 9.16. Soit E une catégorie munie d’une filtration cardinale (FiltH(E))HZHO.

Supposons que les éléments de Filt"-(E) soient des objets accessibles de E ; alors il existe un
cardinal I1; > II, dans % tel que les objets de Filt"-(E) soient I1,-accessibles; si I1; est
choisi ainsi, alors pour tout cardinal I1 > II,, on a (avec les notations de 9.3.1) :

(9.16.1) Ep CFilt"(E) € Egyn.,.
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L’existence de IT; résulte immédiatement du fait que Filt""(E) est équivalente a une
petite catégorie (9.12a)). Soit alors IT > I1,.Si X est dans Filt!!(E), écrivant X =~ h_r)n X;
I

aveccard I < IT"-, X, € ob Filt’"*(E) pour tout i (9.12c)), alors il résulte de 9.9 que X est
IT™--accessible, d’ot1 la deuxiéme inclusion (9.16.1). Supposons que X soit IT-accessible,
et écrivons X =~ li_n)ll X, avec I grand devant II et les X; € ob Filt!l(E) (9.12¢)). Par

hypothése sur X, 'isomorphisme donné X — h_r)n X; se factorise par un des X;, donc
I

X est isomorphe a un facteur direct de cet X;. On en conclut que X € ob Filt"'(E), donc
la premiere inclusion (9.16.1), grace au

LEMME 9.16.2. Tout objet de E qui est un facteur direct d’un objet de Filt" (E) est dans
Filt" (E).

En effet, si X est I'image d’un projecteur p dans I'objet Y de E (i.e. d'un endomor-
phisme p tel que p* = p), et si I est un ensemble ordonné filtrant, X est limite inductive
du systeme inductif filtrant (Y;),c; défini par ¥; = Ypourtouti € I, p 1 Y, = Y;sii <.

Prenant I grand devant I1, et card I < I, on voit donc que si Y € Filt”! (E), il en est de
méme de X en vertu de 9.12 b).

COROLLAIRE 9.17. Sous les conditions de 9.16, pour tout cardinal ¢ > II,, posant 11 =
2¢, Filt"(E) est identique a la sous-catégorie strictement pleine de E; de E formée des
objets IT-accessibles.

COROLLAIRE 9.18. Soient E une catégorie satisfaisant la condition L (9.1), ou I est
un cardinal, et C une sous-catégorie pleine de E. On désigne par Ind(C) 7 la sous-catégorie
pleine de la catégorie Ind(C) des ind-objets de C (8.2) formée des ind-objets de la forme
(X))ier> ou I est un ensemble ordonné grand devant I1. Considérons le foncteur canonique
(9.18.1) (X)jcr — li_r)nX[ : Ind(C);; — E.

1
a) Pour que ce foncteur soit pleinement fidéle, il faut et il suffit que tout objet X de C
soit un objet IT-accessible (9.3) de E.
b) Plagons-nous sous les conditions de 9.17, en particulier I = 2¢, et prenons C =
Filt'!(E). Alors le foncteur (9.18.1) est une équivalence de catégories.

L’assertion a) est une généralisation immédiate de 8.7.5 a), et se prouve de la méme
facon. Alors b) résulte de 9.17 et de la condition 9.12 c) des filtrations cardinales, qui
implique que le foncteur envisagé est essentiellement surjectif.

COROLLAIRE 9.19. Sous les conditions de 9.17, soient C = FiltH(E), F une %-catégorie,
et considérons le foncteur

(9.19.1) Hom(E, F);; — Hom(C, F)

induit par le foncteur «restriction a C» f — f|C), ou la source de (9.19.1) est la catégorie
des foncteurs I1-accessibles de E dans F (9.2). Le foncteur précédent est pleinement fidéle. Si
F satisfait a la condition Ly (9.1), alors le foncteur (9.19.1) est une équivalence de catégories.

La premiére assertion se prouve comme 7.8, en utilisant 9.18 b). La deuxiéme s’obtient
en construisant un foncteur quasi-inverse de (9.19.1), en associant a tout foncteur f :
C — Flefoncteur (X;);c; — h_r)n f(X;)deInd(E ;) dans F, et en utilisant 9.18 b) pour en

]

déduire un foncteur f : E — F. Tout revient a montrer que cedernier est IT-accessible.
Or cela se prouve comme ’assertion analogue 8.7.3.
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COROLLAIRE 9.20. Soient E une catégorie admettant une filtration cardinale et telle que
tout objet de E soit accessible (cf. 9.16), F une catégorie. Alors :

a) La catégorie Hom(E, F),,.. des foncteurs accessibles de E dans F (9.2) est une
U-catégorie. (NB on rappelle (9.0) que les catégories données E, F sont supposées
étre des %-catégories.)

b) Supposons que F soit stable par petites limites inductives filtrantes. Pour toute sous-
catégorie pleine C de E équivalente a une petite catégorie, a foncteur d’inclusion
i : C — E, considérons le foncteur correspondant

iy : Hom(C, F) — Hom(E, F)

(5.1). Pour qu’un foncteur f : E — F soit accessible, il faut et il suffit qu’il existe 158
une petite sous-catégorie C de E, telle que f soit dans I'image essentielle du foncteur
précédent i,.

Démonstration.

a) Il suffit de prouver que pour tout cardinal I7 tel que E satisfasse L, la sous-
catégorie pleine Hom(E, F);; de Hom(E, F),.. est une %-catégorie. Il suffit
évidemment de le vérifier pour les cardinaux de la forme 2¢, avec ¢ assez grand.
Mais alors cela résulte de 9.19, puisque (C = Filt” (E) étant essentiellement
petite) Hom(C, F) est évidemment une %-catégorie.

b) Par transitivité de la formation des foncteurs i), on peut dans I’énoncé se borner
aux sous-catégories C de la forme FiltH(E), ou I7 est comme dans 9.17. On voit
alors aisément que le foncteur composé Hom(FiItH (E), F) » Hom(E, F); —
Hom(E, F), ou la premiére fleche est quasi-inverse de (9.19.1), et la deuxiéme
est I'inclusion, n’est autre que le foncteur i), a isomorphisme pres. Donc ’asser-
tion b) résulte de 9.19.

*EXERCICE 9.20.1. (Le présent exercice utilise les notions de site et de topos, déve-
loppés dans les exposés II et IV.) Soient E un %-topos, 7 un univers tel que € 7, C
une petite sous-catégorie pleine génératrice du %-topos E, I1, € 7% un cardinal infini tel
que I1, € card F/ C. Pour tout cardinal IT > I1,, IT € %, soit FiItH(E) la sous-catégorie
strictement pleine de E formée des objets X tels qu’il existe une famille épimorphique
stricte (X; = X);c7 de but X, telle que card I < IT et que X; € Ob C pour tout i € I. 159

a) Montrer que (FiltH(E)) 11> 17, est une filtration cardinale de la %-catégorie E, et
qu’on peut choisir I7, tel que pour tout IT > II,, on ait les inclusions

E C Filt"(E) ¢ En.,

ou pour tout cardinal ¢, E, désigne la sous-catégorie strictement pleine de E
formée des objets c-accessibles.

b) Choisissant un cardinal IT > IT, tel que IT = IT'> (par exemple IT de la forme
2¢, avec ¢ > I1,), et posant C = Filt”(E), montrer qu’on a une équivalence de
catégories

Ind(C),; = E,

(notation Ind(C) 7 de 9.18).
c) Gardonslesnotations de b), et soient 7"un univers telque % C 7 E;, le 7-topos
de 7-faisceaux sur le site E (muni de sa topologie canonique). Désignons par
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Ind(C, 7") 7 la catégorie des 7~ Ind-objets de C indexés par des ensemblesd’in-
dices préordonnés grands devant I1. Montrer qu’on a une équivalence de caté-
gories

Ind(C, 7)) = E.,.

d) Soient ¢ € 7 un cardinal, Ind(E, 7"). la sous-catégorie pleine de Ind(E, 7")

formée des 7-ind-objets de E indexés par un ensemble préordonné qui est grand

160 devant tout cardinal < c. Prenant ¢ = card %, montrer qu’on a une équivalence
de catégories

Ind(E, 7). = E,. *

9.21. La présente section 9.21 développe des préliminaires techniques pour la dé-
monstration du théoréme 9.22 ci-dessous, qui constitue le résultat principal du présent
paragraphe 9. Soit

(9.21.1) p:E—>B

un foncteur fibrant, ou B est une petite catégorie, et ou les foncteurs images inverses
f*:E 5 — E,

associés aux fleches f : @ — f de B sont accessibles (9.2). En particulier, les catégories

fibres E, (¢ € ob B) satisfont a la condition L (9.1), donc, B étant petite, il existe un

cardinal 1] € % tel que toutes les catégories E, satisfont a la condition L /. Soit
11, € % un cardinal infini > I1/, de sorte que I'on a

(9.21.2) I1, > 11/, E, satisfait LH/ pour tout @ € ob B.

D’ailleurs, les hypotheses faites impliquent aussitot 'existence d’un cardinal ¢ € % sa-
tisfaisant aux conditions suivantes :

a) c estinfini,
b) ¢ > card F/ B,
(9.21.3) c) pour toute fleche f : @ — f dans
B, le foncteur f* @ E; — E, est
c-accessible.

161  Supposonsde plus qu’on puisse trouver, pour chaque a € ob B, une sous-catégorie pleine
C, de E,, satisfaisant les conditions suivantes :

((a) Pour tout X € obC,, X est
c-accessible dans E, (9.3).

b) Pour tout X € ob E,, on peut trou-

(9.21.4) J ver un isomorphisme X =~ h_r)n X;

dans E,, ou les X; sont dans C,
et ou I est un ensemble ordonné
L grand devant c.

Soit IT un cardinal tel que I'on ait
(9.21.5) II>1, , doncll>II,
et pour tout @ € ob B, soit
(9.21.6) CIcE,
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formée des objets qui se peuvent représenter sous la forme 11_1)1’1 X, ou I est un ensemble
I

ordonné grand devant I1., tel que card I < I1, et ou les X; sont dans C,. Il est clair alors,

grace a7.5.2, que C[1 est essentiellement petite, i.e. est équivalente a une petite catégorie.
Soit

(9.21.7) F =Homyg(B, E)
la catégorie des sections de E sur B, et soit
(9.21.8) F'cF

la sous-catégorie strictement pleine de F formée des sections X : @ — X(a) telles que
pour tout @ € ob B on ait

X(a) e CH.
1l est clair, les CT étant essentiellement petites, qu’il en est de méme de la catégorie F7. 162
Nous allons montrer que cette catégorie est génératrice, et plus précisément :

LEMME 9.21.9. Sous les conditions et avec les notations précédentes, on a ce qui suit :
(i) Tout objet de F est accessible (9.3). Si d est un cardinal > II., et si a — X (a) est
un élément de F tel que pour tout a, X(a) soit d-accessible dans E,, alors X est
d-accessible dans F.
(ii) Supposons II < c, ou que I1. soit fini (i.e. les E, stables par petites li_n)lﬁltrantes).
Alors tout objet X de F est isomorphe a un objet de la forme Ii_r)nl X;, ou les X; sont

dans F'! et ot I est grand devant IT.

Pour prouver (i), notons qu’en vertu de (9.21.4) et de 9.9, tout objet de E, est acces-
sible. D’autre part, F satisfait a la condition L 17> €n vertu du

LEMME 9.21.10. Soit p : E — B un foncteur fibrant, F = Hompg(B, E), I une catégo-
rie, i = X; un foncteur de I dans F. Pour que li_n)ll X, soit représentable dans F, il suffit que

pour tout a € ob B, h_r)n X (@) soit représentable dans la catégorie fibre E,, ; lorsqu’il en est
ainsi, alors h_r)n X, «se calcule argument par argument ». En particulier, si les catégories
I

fibres satisfont d la condition Ly, (I1; étant un cardinal donné) il en est de méme de F.

Nous laissons le détail de la démonstration (facile) de 9.21.10 au lecteur, en nous 163
contentant de remarquer qu’il est commode d’utiliser le résultat suivant, dont la dé-
monstration est immédiate :

COROLLAIRE 9.21.10.1. Avec les hypotheses et notations de 9.21.10 pourp : E — B, et
pour I, pour tout a € ob B, le foncteur d’inclusion E, — E commute aux limites inductives
de type 1.

Revenant alors aux conditions générales de 9.21.9, soit X un objet de F. Comme pour
tout @ € ob B, X(a) est accessible dans E, il existe un cardinal d € % tel que pour tout
a, X (a) soit d-accessible dans E,. On peut choisir d > I1., de sorte que F satisfait a L
en vertu de 9.21.10. Utilisant encore 9.21.10 pour le calcul des limites inductives lim Y;

dans F, avec I grand devant d, on constate aussitdt que X est d-accessible. Cela prouve
@
Nous allons prouver maintenant 9.21.9 (ii) en plusieurs étapes ((9.21.11) a (9.21.16)).
Soit donc
X i a+— X(a)
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un objet de F. En vertu de (9.21.4 b)), on peut, pour tout @ € ob B, trouver un ensemble
ordonné I, grand devant ¢, et un isomorphisme X (a) = h_n)q | X(a);, oui = X(a);
ie

a
est un systeme inductif de type I, dans E, les X(a); dans C,. Considérons I'’ensemble
ordonné produit I = II,1,; il est clair qu’il est grand devant c, et que les systemes
inductifs précédents donnent naissance a des systémes inductifs dans les E,

(9.21.11) i+— X(a); €obC,i€obl,
indexés par le méme ensemble ordonné I, et a des isomorphismes

(9.21.12) X(a) > lim X (); dans E,,
I

pour tout @ € ob B. Nous supposons fixées par la suite des données (9.21.11) et (9.21.12).

LEMME 9.21.13. Sous les conditions précédentes, on peut trouver une application ¢ :
I — I telle que @(i) > i pour tout i € I, et une application (i, f) — A(i, f) de I X FI B
dans Fl E, satisfaisant aux conditions suivantes :

a) Pouri € I, (f : a — p) € FUB, A(i, f) est un f-morphisme de X(a); dans
X (B)y)> rendant commutatif le diagramme

X(f)

X(a) X(p)
X(B) i)
X(“)i
a f ﬂ )

ou les fleches verticales sont les morphismes canoniques déduits de (9.21.12).
b) Pour touti € I, et (f : @ — f) € Fl B, on a commutativité dans le diagramme

X(Bg2i
X (), (i) XB)gi
] X )
X(a);
s
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. i f 8 s
c) Pour tout couple de fléches consécutives @ — f — y de B, on a commutativité dans
le diagramme suivant

X(f) X(g)

X(a) X(p) X(y)
soie NP0
Ly M

A,
X (a), (i.gf)
f g
« p v
ou les fleches verticales sont celles déduites de (9.21.12).
On notera d’ailleurs que la commutativité des deux trapézes supérieurs dans b) est 166

déja contenu dans a), de sorte que b) affirme en fait la commutativité du triangle inférieur
du diagramme envisagé.
Prouvons 9.21.13. Soient i € I, et f : a — f une fleche dans B. Considérons le

X()
composé X (a;) = X(a) — X(f) =~ l'i)n.X(ﬂ)j, il définit un morphisme dans E :
J

X(); = [H(X(B) = [*(lim X(B);) ~ Lim f*(X(p))),
J J
ou la derniere égalité provient du fait que f™ est c-accessible (9.21.3 c)et que I est grand
devant c. En vertu de (9.21.4 a)), comme X (a) € ob C,, le morphisme envisagé se facto-
rise par un f*(X(a)j), ou j a priori dépend de i et de f € FI (B). Mais en vertu de (9.21.3
b)), et comme I est grand devant c), on peut choisir j indépendant de f, soit j = ¢@(i).
I étant filtrant, on peut supposer @(i) > i. On trouve ainsi, pouri € I et f € FI F, un
morphisme
X(a); — (X By

ou ce qui revient au méme, un f-morphisme

A f) 5 X@); — X(B) i

qui par construction rend commutatif le diagramme

X(f)
X(a) X(p)
X By
() y
X(a);
a / p
Considérons alors, pour i, f, g donnés, le triangle inférieur du diagramme envisagé dans 167

9.21.13 ¢); il n’est pas clair qu’il est commutatif, mais les deux composés X(a); =
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X (ﬂ)(pz(l.) deviennent égaux aprés composition avec X (f) 20 = X (f), comme il ré-
sulte de la commutativité des deux trapézes supérieurs, et du trapeze contour global, qui
sont les diagrammes D(f), D(g) et D(g f) respectivement. Donc, comme X(a)(pz(l-) est
c-accessible (9.21.4 a)) et que X(a) ~ li_n)ljel X(a);, avec I grand devant c, il s’ensuit

qu’on peut trouver un élément j > @2(i) de I, tel que les deux fléches envisagées de-
viennent égales aprés composition avec X(f) 2, — X(B);. A priori, j dépend de i, f
et g. Mais pour i fixé, 'ensemble des couples possibles f, g est de cardinal > 2 =c,en
vertu de (9.21.3 a) et b)), donc, I étant grand devant ¢, on peut choisir j indépendant de
fetde g, soit j = @' (i) > @?(i) > @(i). Soit alors, pour tout i € I'et f : a — f,

A )2 X — X(B)yr
le f-morphisme composé X(a); = X(B),;) = X(B)y )> ou la deuxieme fleche est le
morphisme de transition. Il est alors immédiat, par construction, que (¢’, A") satisfait
les conditions 9.21.13 a) et c), pour (@, 4). Procédant de méme pour la condition b), on
voit qu’on peut choisir ¢’ de telle facon que cette condition soit également satisfait pour
(¢', A"). Cela achéve la preuve de (9.21.13).
9.21.14. Soit maintenant
JcClI

une partie de I satisfaisant les conditions suivantes :

a) J est filtrante,

b) pour tout j € J,on a ¢(j) € J,

c) Pour tout a € ob B, X j(a) = li_r)nieJ X (a); est représentable dans E,.

Les conditions a) et ¢) sont satisfaites en particulier si J est grand devant 1] (9.21.2). Il ré-
sulte alors de 9.21.10.1 que pour tout a € ob B, X j(@) est la limite inductive hm o X(a);
dans E. Or pour une fleche f : a — fde B, les fleches A(i, f), pour i Varlable dans J, dé-
finissent grace a (9.21.13 b)) un morphisme de ind-objets de (X (a););cy dans (X (f),);c-
d’ou un homomorphisme

Xy (f) 1 X (@) = X ,;(P)

sur les limites inductives, qui est manifestement un f~-homomorphisme. Utilisant (9.21.13
(c)), on trouve que 'on a des relations de transitivité

X(8f) =X (&)X ,;(f)

de sorte que I'on a défini une section X; € ob F de E sur B. Enfin (9.21.13 a)) nous
montre que les homomorphismes canoniques

X (@) — X(a) , a€obB,
sont fonctoriels en a, de sorte qu'on a un homomorphisme canonique
Uy . XJ — X.
D’autre part, si
J'>oJ
est une autre partie de I satisfaisant aux conditions a), b), c¢) ci-dessus, on trouve un
homomorphisme canonique
”J’,J . XJ_)XJ/,
de sorte que les X ; forment un systéme inductif dans F, paramétré par 'ensemble (or-
donné par inclusion) des parties J de I satisfaisant les conditions envisagées. Enfin, les

homomorphismes u ci-dessus définissent un homomorphismes de ce systeme inductif
dans (le systeme inductif constant défini par) X.
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9.21.15. Soit maintenant K un ensemble de parties J de I, satisfaisant aux condi-
tions a), b), ¢) envisagées dans 9.21.14, et supposons que K soit filtrant, et de réunion 1.
Alors il est clair que I'on a

lim X; = X,

—

Jek
en utilisant 9.21.10.1 qui nous rameéne a vérifier qu’on a un isomorphisme argument par
argument.

Prenons par exemple pour K ’ensemble de toutes les parties J de I qui sont grandes
devant I1/, stables par ¢, et telles que card J < II. Alors par définition (9.21.6) de Céj ,
on a, pour tout « € ob B, X j(a) € ob Cé], donc X; € ob FT_ Par suite, 9.21.9 (ii) sera
prouvé si nous établissons que K est grand devant IT (donc filtrant) et de réunion 1. 11
suffira évidemment, pour ceci, de prouver que toute partie .S de I telle que card S < I
est contenue dans une J € K. Cecirésultera en effet de I'hypothese préliminaire énoncée 170
dans 9.21.9 (ii), et du

LEMME 9.21.16. Soient I un ensemble ordonné, Il un cardinal infini, ¢ : I — I une
application de I dans lui-méme.

a) Supposons I filtrant. Alors pour toute partie S de I telle que card S < I1, il existe
une partie filtrante J D S de I, telle que ¢(J) C J et card(J) < I1.

b) Soit I/ un cardinal < II, et supposons I grand devant II. Alors pour toute partie
S de I telle que card S < 11, il existe une partie J O S de I grande devant I1.,
telle que p(J) C J et card J < II.

Prouvons par exemple b) (la démonstration de a) étant analogue et plus simple). Soit
Pl’ensemble des parties de I de cardinal < I1, et soit T = iy : P — I une application
telle que pour T" € P, iy soit un majorant de 7T dans I ; existence de cette application
exprime simplement ’hypothése que I est grand I1. Soit A un ensemble bien ordonné
tel que card A = I1, et tel que pour tout a € A, I'ensemble des a’ < a soit de cardinal
< I1.1l s’ensuit en particulier, comme I1] < II, que A est grand devant I1.. Définissons
par récurrence transfinie des applications

S+—S,:P— P (a€A),

par les formules suivantes :
Se =58, 8,01 =8, Up(S) U lis }, S, =U,_, S, siaun ordinal limite.
Posons alors, pour S € P, 171

I =J s,
acA
Il est clair alors que J(S) D S, que J() est stable par ¢, que card J(S) < IT (puisque
card A = II), enfin que J(S) est grand devant I1. (en utilisant le fait que A est grand
devant I1/,
Cela démontre 9.21.16 et acheve la démonstration de 9.21.9.
Signalons aussi une variante de 9.21.9 :

LEMME 9.21.17. Les notations sont celles de 9.21.9. On désigne par F' la sous-catégorie
pleine Homcartgz(B, E) de F = Hompg(B, E) formée des sections cartésiennes de E sur
F. Alors :

(i) Tout objet de F' est accessible. Plus précisément, soit « — X (a) un élément de F’,
et soit d un cardinal tel qued > I1], d > c, et tel que pour tout a € ob B, X (a)
soit un objet d-accessible de E. Alors X est un objet d-accessible de F'.
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(ii) Supposons Il < c et que les foncteurs f* . E; — E, soient I1.-accessibles, ou
que les catégories E, soient stables par petites limites inductives filtrantes, et que
les foncteurs f* : E; — E, commutent aux dites limites inductives. Alors tout
objet X de F' est isomorphe d un objet de la forme li_r)nl X;, ot pour touti € I, X;

est un objet de la sous-catégorie pleine F'"" = F'nF™ de F', et oil I est grand
devant I1.

La démonstration étant toute analogue a celle de 9.21.9, nous nous contentons d’in-
diquer les points ou une modification de cette derniére est nécessaire. On note d’abord :

LEMME 9.21.18. L’énoncé 9.21.10 reste valable lorsqu’on y remplace F = Hompg(B, E)
par F' = Homcartg(B, E), pourvu que 'on suppose que les foncteurs images inverse
f* 1 Eg — E, commutent aux limites inductives de type I.

Si donc sous les conditions de 9.21.17, d est un cardinal tel que d > cetd > I1., il
résulte de ce qui précéde et de ’hypothese (9.21.3 c)) que pour tout ensemble ordonné
I grand devant d, les limites inductives de type I sont représentables dans F’ et se cal-
culent argument par argument, d’ou la conclusion 9.21.17 (i) par un argument immédiat.

Pour prouver (ii), il faut donner un complément a 9.21.13 :

LEMME 9.21.19. Sous les conditions de 9.21.13, supposons que X € ob F' i.e. que X soit
une section cartésienne de E sur B. Alors on peut renforcer la conclusion par U'assertion qu’il
existe une fonction u qui, a touti € I et toute fléche f : a — [ de B, associe un morphisme
ul, f): f*XP); — X (@) i dans E,, de telle facon que l'on ait :

d) Pourtouti € I et toute fléche f : a — [ de B, les deux diagrammes suivants sont
commutatifs :

f*X(ﬂ)(p2(,~) X(a)(p2(,~)

W ONY) u(@(),f)

X (@) i) X (@) i)

m

7 X(B);

x(“)i

Pour le prouver, on procéde comme dans 9.21.3, en considérant le morphisme compo-

X _1
sé fX(X(P);) = fH(X(P) L X (a), ou (comme déja dans I’écriture de la condition

d)) on identifie dans les notations un f-morphisme R — .S de E avec le morphisme
correspondant R — f*(S) de E,. Comme X (a) = li_r)n‘X(a)j, et I grand devant c, on
J

peut factoriser le morphisme précédent par un des X (a);, ou j a priori dépend de i et de
/., mais peut étre choisi indépendant de f, soit y(i). Quitte a agrandir la fonction ¢ de
9.21.13, on peut supposer que ¥ = ¢. En procédant comme pour les conditions b) et c)
de 9.21.13, on voit que, quitte a agrandir encore I’application ¢, on peut supposer que les
deux diagrammes de 9.21.19 d) sont commutatifs.

9.21.20. L’application ¢ étant choisie comme dans 9.21.19, reprenons I’argument de
9.21.14, ou il faut cependant supposer que J satisfait, en plus des conditions énoncées a)
b) c), a la condition :
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d) Pour tout fleche f : @ — fdans B, le foncteur f* : E; — E, commute aux
limites inductives de type J.

Je dis que, moyennant cette condition supplémentaire, la section X ; de E sur B est 174
cartésienne, i.e. pour toute fleche f : @ — f de B, le morphisme

(%) X (@) — f*X,(B)
est un isomorphisme. En effet, en vertu de la condition d) ci-dessus, le but du morphisme
envisagé s’identifie a h_r)n fH(X(P),), et le morphisme s’obtient par passage aux li_r)nJ

1
a partir du morphisme de ind-objets dans E,,

(X(a)i)ie,] B (f*)(X(ﬂ)i)jeJa

déduit des morphismes A(i, ) : X(a); — f*(X(ﬂ)(p(,-)) pour i € J. Or les conditions
explicitées dans 9.21.19 nous assurent que ’homomorphisme précédent de ind-objets
est en fait un isomorphisme, un inverse étant obtenu par ’homomorphisme déduit du
systeme des u(i, f), pour i € J. Cela prouve notre assertion que () est un isomorphisme,
donc que X € ob F’.

9.21.21.  Nous allons supposer maintenant que les foncteurs f* : E; — E, sont
IT!-accessibles. Alors les conditions sur J envisagées dans 9.21.20 sont satisfaites si J est

grand devant IT/, stable par ¢ et tel que card J < I1, et on achéve la démonstration de
9.21.17 comme en 9.21.15.

THEOREME 9.22. Soitp : E — B un foncteur fibrant, ou B est une catégorie essentielle- 175
ment équivalente a une petite catégorie, et ou pour toute fleche f : a — f dans B le foncteur
image inverse f* : E5 — E, est accessible (9.2). Supposons de plus que pour tout a € ob E,
la catégorie fibre E, admette une filtration cardinale (9.12) et que tout objet de E, soit ac-
cessible (9.3). Alors chacune des catégories F = Hompg(B, E) et F' = Homcartg(B, E)
admet une petite sous-catégorie pleine génératrice par épimorphismes stricts (7.1), et chacun
de ses objets est accessible.

Il est immédiat que 1’énoncé ne change pas essentiellement quand on remplace B
par une sous-catégorie pleine B, telle que le foncteur d’inclusion B, — B soit une équi-
valence, et E par E, = E Xp B,. Cela nous permet de supposer que B est une petite
catégorie.

Soit, pour tout a € ob B, (FiltH(E)) M>11, Une filtration cardinale de E,. Soit ¢, € %
un cardinal satisfaisant les conditions suivantes :

c,> Sup Il, , c,>cardFlB;
acobB

(9.22.1) pour toute fleche f : @ — fde B, f* : Ej — E, est c,-accessible;

pour toute @ € ob B, les objets de Filte (E,) sont c,-accessibles.
Posons
c =2%,
de sorte que ¢ > c,, et pour tout @ € ob B, soit
C, = Flt°(E,).

Je dis que les conditions préliminaires a 9.21.9 et 9.21.17 sont vérifiées, en faisant I1 = 176
11, = c. C’est clair pour (9.21.2) et (9.21.3). Pour (9.21.4 a)), cela résulte de 9.17, et (9.21.4

b)) résulte de la condition 9.12 c) pour une filtration cardinale. Notons d’ailleurs que

la condition 9.12 b) des filtrations cardinales implique que pour tout « € ob B, on a

CIl = ¢, = Filt“(E,), oit C[T est défini dans (9.21.6). Par suite, 9.22 résulte de 9.21.9 et

de 9.21.17, et de facon plus précise, on a prouvé le
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COROLLAIRE 9.23. Sous les conditions de 9.22, sic, € U est un cardinal satisfaisant aux
conditions (9.22.1), et sic = 2%, alors la sous-catégorie F¢ de F (resp. F'“ de F') formée des
X tels que X (a) € obFilt“(E) pour tout @ € ob B est essentiellement petite et génératrice
par épimorphismes stricts ; plus précisément, tout objet X de F (resp. F') est isomorphe a un
objet de la forme li_r)n{ X;, ot les X; sont dans F¢ (resp. dans F'€), et ou I est un ensemble

ordonné grand devant c.

Moyennant des hypotheéses légerement plus fortes dans 9.22, on peut d’ailleurs pré-
ciser considérablement 9.22 et 9.23 :

COROLLAIRE 9.24. Sous les conditions de 9.22, supposons que chacune des catégories E,,
(a € ob E) est stable par petites limites inductives filtrantes, et que pour tout IT > II,,
Filt"! (E,) est stable par limites inductives filtrantes indexées par des ensembles ordonnés
filtrants I tels que card I < II (ce qui renforce légérement la condition 9.12b) des filtrations
cardinales). Dans le cas ou c’est F' qu’on considére, supposons de plus que pour toute fléche
f i a — pde B, le foncteur f* : E; — E, commute aux petites limites inductives
filtrantes. Soit enfin ¢, € % un cardinal satisfaisant aux conditions (9.22.1), et considérons,
pour tout cardinal IT > ¢ = 2%, la sous-catégorie strictement pleine F'T (resp. F')de F
(resp. de F') formée des X tels que l'on ait X (a) € FiltH(Ea) pour tout a € ob B. Alors les
sous-catégories envisagées définissent une filtration cardinale (9.12) de F (resp. de F').

Il faut vérifier les conditions a), b), ¢) de 9.12. Les conditions a) et b) résultent des
conditions analogues pour les filtrations cardinales données des E,, et de 9.21.10 (re-
sp. 9.21.18, compte tenu de la deuxiéme des conditions (9.22.1)). Reste a prouver c), dont
la premiére partie résulte aussitot de 9.21.9 (resp. 9.21.17), en faisant I1] =0, I1, = c. 1l

reste & prouver que si on a deux cardinaux IT’ > IT > c, alors pour tout X dans F! ’
!’
(resp. Fr Jona X ~lim X, avec les X; dans F'T (resp. F’H), K grand devant 11,
i€k

—ie
etcard K < IT""!. Pour ceci, reprenons les démonstrations de 9.21.9 (ii) et de 9.21.17 (ii).
On peut supposer que chaque I, est de cardinal < IT’ en vertu de la condition 9.12 c)
sur la filtration cardinale de E,, donc on aura

card I < (H/”)cardobB < (H/H)c = 7' e = H,H.

L’ensemble d’indices K utilisé dans 9.21.15 resp. 9.21.21 est ’ensemble des parties J de
I qui sont filtrantes (i.e. grandes devant I/ = 0), stables par ¢ et telles que card J < IT.
Il est alors immédiat que 'on a

2
card K < (card ! < (H’”)H =" ="

ce qui acheve la démonstration de 9.24.

Pour terminer, il convient de donner un énoncé débarrassé des hypotheses un peu
techniques de 9.22, en remplacant celles-ci par la conjonction, pour les E,, des hypo-
theses qui interviennent dans 9.11 (qui assurent 1’accessibilité des objets des E) et dans
9.13 (qui assurent I'existence d’une filtration cardinale dans E) :

COROLLAIRE 9.25. Soit p : E — B un foncteur fibrant, ot B est une catégorie équi-
valente a une petite catégorie, et ou pour toute fleche f : a — f de B, le foncteur
f* 1 Eg > E, est accessible (9.2). On suppose de plus que, pour tout a € ob B, la ca-
tégorie fibre E,, satisfait aux conditions suivantes :

a) E, admet une petite sous-catégorie pleine, génératrice par épimorphismes stricts

(7.1).
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b) E, est stable par produits fibrés, par noyaux de doubles fléches, par sommes de
deux objets et par conoyaux de doubles fléches, enfin par petites limites inductives
filtrantes >

c) Le foncteur Ker(u, v) sur la catégorie des doubles fleches de E, est accessible (par
exemple, commute aux petites limites inductives filtrantes).

d) Tout épimorphisme strict de E,, (10.2) est un épimorphisme strict universel.

Sous ces conditions, chacune des catégories F = Hompg(B, E) et F' = Homcartpg
(B, E) admet une petite sous-catégorie génératrice par épimorphismes stricts, et tous ses
objets sont accessibles (9.3).

De plus, 9.24 nous donne :

COROLLAIRE 9.26. Sous les conditions de 9.25, et dans le cas ot on considére F' =
Homcartg(B, E), supposons que les foncteurs f* : E; — E, commutent aux petites
limites inductives filtrantes. Alors F (resp. F') admet une filtration cardinale, qu’on peut
expliciter par le procédé de 9.24.

10. Glossaire

Pour la commodité du lecteur, nous rassemblons ici les définitions de quelques termes
utilisés dans les numéros précédents. Nous désignons par C une catégorie.

10.1. Cartésien, Cocartésien. Un diagramme de C

A B

C D

est dit cartésien s’il est commutatif et si le morphisme canonique de A dans le produit
fibré C X, B est un isomorphisme. Il est dit cocartésien si le diagramme correspondant
de la catégorie opposée a C est cartésien.

10.2. Epimorphisme, épimorphisme strict. etc. Cf. 10.3.

10.3. Famille épimorphique, épimorphique stricte. etc. : Une famille

de fleches de méme but dans C est dite famille épimorphique, si pour tout objet C de C,
I'application induite par les f; :

(10.3.1) Hom,,(B,C) — [ [ Hom(4,.C)
i

est injective.

On dit que la famille envisagée est épimorphique stricte si I'image de 'application
(10.3.1) est formée des familles (g;) telles que pour tout objet R de C, tout couple d’indices
i, j € I et tout couple de flechesu : R — A;, v 1 R — Ajavec fu = f;v, on a aussi
giu = g;v. Lorsque les produits fibrés A;Xp A sont représentables pour i, j € I, il revient
au méme de dire que I'image essentielle de (10.3.1) est formée des (g;) telles que pour
tout couple d’indices i, j € I, on ait g; pr, = g; pr,, ou pr , pr, sont les deux projections
de A; Xp A;. On dit que la famille (f;);c; est une famille épimorphique effective si la

3. Cette derniére condition étant probablement inutile, cf. 9.13.2.
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condition précédente est vérifiée, i.e. si elle est épimorphique stricte, et si les produits
fibrés A; X4 A; sont représentables.

On dit que la famille (f;),c; est une famille épimorphique universelle, (resp.
épimorphique effective universelle) siles morphismes f; sont quarrables (10.3), et si pour
toute fleche B’ — B, la famille des fleches f] : A] — A; Xg B’, i € I, déduite de la
famille (f;),c; par changement de base B’ — B, est épimorphique (resp. épimorphique
effective).

La notion de famille épimorphique stricte universelle sera définie dans (II 2.5, 2.6). No-
tons que lorsque les morphismes f; sont quarrables (par exemple si dans C les produits
fibrés sont représentables) cette notion coincide avec celle de famille épimorphique effec-
tive universelle (utiliser II 2.4). Dans le cas général, on a entre les six variantes envisagées
de la notion d’épimorphicité les implications logiques :

épimorphique
effective
universelle
, . . épimorphique
épimorphique b striIc)teq
effective universelle
épimorphique épimorphique
/stﬂ/ universelle
épimorphique

Un morphisme f : A — Bde o/ s’appelle un épimorphisme (resp. un épimorphisme strict,
resp. un épimorphisme effectif, resp. un épimorphisme universel, resp. un épimorphisme ef-
fectif universel, resp. un épimorphisme strict universel) si la famille de morphisme réduit
au seul élément f est épimorphique (resp. ...).

10.4. Famille monomorphique, monomorphique stricte. etc. Une famille de
fleches f; : A; — B de C est dite monomorphique (resp. monomorphique stricte,...) si
en tant que famille de fleches de la catégorie opposée C° elle est épimorphique (re-
sp. épimorphique stricte,...). Une fleche f : A — B de < est appelée un monomor-
phisme (resp. un monomorphisme strict....) si la famille réduite a f est monomorphique
(resp. monomorphique stricte,...), i.e. si f en tant que fleche de la catégorie opposée C°
est un épimorphisme (resp. un épimorphisme strict,...).

10.5. Monomorphisme, monomorphisme strict. etc.Cf. 10.4.

10.6. Projecteur, image d’un projecteur, facteur direct d’'un objet. Soit f :
X — X un endomorphisme d’un objet de C. On dit que f est un projecteur si on a
f% = f. Alors le couple (f,idy) admet un conoyau représentable X' si et seulement
si il admet un noyau représentable X", et lorsqu’il en est ainsi, il existe un unique iso-
morphisme u : X' — X" dans Ctel queiup = f,oup : X - X'eti : X" - X
sont les morphismes canoniques.* On identifie alors généralement X’ et X”, et on I'ap-
pelle I'image du projecteur f; on dit que le projecteur f admet une image si Ker(f,idy)

4. N.D.E. : La représentabilité du noyau, ou du conoyau, est également équivalente a I’existence de
morphismes i, p et d’un isomorphisme u tels que iup = f et pi = u~'. En particulier, cette propriété est
stable par n’importe quel foncteur.
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est représentable i.e. Coker(f,idy) est représentable. Un sous-objet (resp. un quotient)
Y de X est appelé un facteur direct de X si on peut trouver un projecteur f dans X se
factorisant par Y, et admettant Y comme image en tant que sous-objet (resp. en tant que
quotient) de X. On dit parfois, par abus de langage, qu'un objet de C est un facteur direct
de X, s’il est isomorphe a I'image d’un projecteur dans X.

10.7. Quarrable. Une fleche f : A — Bde Cest dite quarrable si pour toute fleche
B’ — Bde C, le produit fibré A Xz B’ est représentable dans C.

10.8. Quotient, quotient strict. etc.

Soit A un objet de C. Deux épimorphismes f : A - B, f' : A — B’ de source A
sont dits équivalents s’il existe un isomorphisme u : B — B’ telqueuf = f'.On obtient
ainsi une relation d’équivalence dans I'ensemble des épimorphismes de source A, dont
les classes sont appelées les quotients, ou objets quotients, de A. Pour tout quotient de A,
on suppose généralement choisi un élément de cette classe, soit f : A — B, et on parle
souvent (par abus de langage) du quotient B de A (ou du quotient f : A — Bde A). On
dit que B est un quotient strict (resp. un quotient effectif, resp. un quotient universel,...) si
le morphisme f : A — B est un épimorphisme strict (resp. un épimorphisme effectif,
resp. un épimorphisme universel,...) (10.3).

10.9. Relations d’équivalence. Soient F, G deux préfaisceaux d’ensembles sur C.
Un diagramme p, p, : F =3 G est appelé une relation d’équivalence sur G si pour tout
objet A de C, 'application

(p1(A4), pr(A4)) © F(A) — G(A) X G(A)

induit une bijection de F(A) sur e graphe d’une relation d’équivalence sur 'ensemble
G(A).

Un diagramme p;, p, : B = C dans C est appelé une relation d’équivalence sur C
si le diagramme de préfaisceaux correspondant est une relation d’équivalence. Lorsque
dans C les produits finis et produits fibrés sont représentables, un foncteur @ : C - C’
commutant aux produits finis et produits fibrés transforme les relations d’équivalence
sur C en relation d’équivalence sur @(C).

Soit IT : C — D un morphisme de & tel que le produit fibré C X C soit repré-
sentgble. Alors le diagramme pr, pr, : C Xp C 3 C est une relation d’équivalence
sur C.

10.10. Relation d’équivalence effective, effective universelle. Une relation d’équi-

valence py, pp : R =3 A sur un objet A de C est dite relation d’équivalence effective s’il
existe un morphisme IT : A — B tel que le carré

R P2 A
P1 T
A B

soit cartésien et cocartésien. (Le morphisme 7 est le conoyau du couple (p;, p,), et est
donc déterminé a isomorphisme unique pres). Le morphisme 7 est alors un épimor-
phisme effectif; si c’est un épimorphisme effectif universel (10.3) on dit que la relation
d’équivalence est effective universelle.
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10.11. Sous-objet, sous-objet strict. etc. Ce sont les notions duales de celles de
quotient, quotient strict etc. (10.8).
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II. Appendice : Univers (par N. BourRBAKI("))

185
1. Définition et premiéres propriétés des univers
DEFINITION 1. Un ensemble U est appelé un univers s’il satisfait aux conditions :
(Ul sixeUetsiy€e€ x,alorsy e U;
(UIl) six,y € U, alors {x,y} € U;
(UIM) six € U, alors P(x) € U;
(UIV) si(x,).er est une famille d’éléments de U, et si I € U, alors la réunion Uaeixa
appartient a U ;
(U.?) six, y € U, alors le coupe (x,y) € U.
N.B. Comme il a été je crois décidé pour les prochaines éditions, on définit le couple a
la Kuratowski par (x,y) = {{x, ¥}, {x}}, la condition (U. ?) est inutile car elle résulte de
(UID).
EXEMPLES. 1) L’ensemble vide est un univers noté U..
2) Considérons les mots finis non vides formés avec les quatre symboles ” {”,” }".,” "
186 et "@” (cf. Alg.I). Définissons, par récurrence sur la longueur n d’'un tel mot, la
notion de mot significatif :
(a) Pour n = 1, seul le mot @ est significatif’;
(b) pour qu'un mot A de longueur # soit significatif; il faut et suffit qu’il existe
p mots significatifs distincts A, ..., A, (p > 1) de longueurs < n tels que
A={A, Ay ..., Ay}
Par exemple @, {@}, {{@}, {{D}},{D,{D}}} sont des mots significatifs. Il est clair,
par récurrence sur la longueur, que tout mot significatif désigne un terme de la Théorie
des Ensembles; par exemples, si A = {A}, Ay, ..., A,}, A désigne I'ensemble dont les
éléments sont Ay, A,,..., et A, ; ces termes sont évidemment des ensembles finis. Soit
U, 'ensemble des ensembles ainsi obtenus. On vérifie aisément que U, satisfait aux
conditions (U.I), (U.IT), (U.III) et (U.IV) de la déf. 1 (mais non a cette idiote de (U. ?), ce qui
n’est pas grave si on veut bien décanuler le couple). Donc U, est un univers. On notera
que les éléments de U sont finis, et que U; est dénombrable.
Dans les énoncés qui suivent, U désigne un univers.
PROPOSITION 1. Si X € Uetsiy C x, alorsy € U.
En effet, on a P(x) € U par (UIll), d’ou y € P(x) et y € U par (U).
COROLLAIRE. Six € U, tout ensemble quotient y de x est élément de U.
En effet y est une partie de P(x). D’ou y € U par (U.III) et la prop. 1.
187 PROPOSITION 2. Six € U,ona {x} € U.

Ca résulte de (U.II) appliqué pour y = x.

PROPOSITION 3. Tout couple, tout triplet, tout quadruplet d’éléments de U est un élé-
ment de U.

C’est vrai pour les couples d’apres le N.B. ou (U.?). On en déduit le cas des triplets
car (x,y, z) = ((x, ), z), puis celui des quadruplets car (x, y, z,7) = ((x, y, 2),1).

PROPOSITION 4. Si X, Y € U, alors X XY € U.

4. Nous reproduisons ici, avec son accord, des papiers secrets de N. BOURBAKI. Les références de ce
texte se rapportent a son savant ouvrage.
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En effet, pour x € X, {x} X Y est la réunion de la famille {(x, y)},cy; comme on a
{(x,y)} € U d’apres (UI), (UII) et la prop.3, on a {x} XY € U d’apres (U.IV). Enfin
X X Y est la réunion de la famille ({x} X Y) cy; c’est donc un élément de U d’apres
(U.IV) encore.

COROLLAIRE 1. Si X, Y, Z, ... sont des éléments de U, tous les ensembles de ’échelle
construite sur X, Y, Z, ... sont des éléments de U (cf. chap.lV, §).

Ca résulte en effet d’applications successives de la prop. 4 et de (U.III).

COROLLAIRE 2. Si (x,),e; est une famille d’éléments de U et si I € U, l’ensemble
somme XX, est un élément de U.

En effet, cet ensemble somme est une partie du produit (UO[e X0 X I (chap. 1I),
produit dont les deux facteurs sont éléments de U (par (U.IV) et 'hypothese). On applique
alors les prop. 4 et 1.

PROPOSITION 5. Si X et Y sont des éléments de U, toute correspondance entre X etY
(en particulier toute application de X dansY) est un éléments de U.

En effet, une telle correspondance C est un triplet (X, Y, I") ou I" est une partie de
X XY (le graphe de C) (chap.IL, §). Ona I' € U d’apres les prop. 4 et 1. D’ou C € U par
la prop. 3.

PROPOSITION 6. Si X, Y € U, tout ensemble Z de correspondances entre X et Y (en
particulier d’applications de X dansY) est élément de U.

En effet, Z est une partie de { X } X {Y'} X P(X X Y). Or ce produit est élément de U
d’aprés la prop.2 et le cor. a la prop.4. On a donc Z € U par la prop. 1.

COROLLAIRE. Si(x,),c; est une famille d’élémentsde U, etsil € U,ona Il c;x, €
U.

En effet, ce produit est un ensemble d’applications de I dans Uae 7 X et cette réunion
est élément de U par (UIV).

PROPOSITION 7. Si X est une partie de U dont le cardinal est au plus celui d'un élément
de U, alors X est un élément de U.

Soit I un élément de U tel que card(X) < card(/). On a une surjection i —= x; d’'une
partie I’ de I sur X. Alors X est la réunion de la famille ({x;}),c;s ; or cette réunion est
élément de U par la prop. 1, la prop. 2 et (UIV).

COROLLAIRE. SiU est non vide toute partie finie de U est un élément de U, et U a des
éléments de cardinal fini arbitraire.

Par contre, si U = @, @ est une partie finie de @ mais non un élément de @.

En effet, si U est non vide, la prop. 2 montre qu'un ensemble x, a un élément ap-
partient a U. Par récurrence sur n, posons x,,; = P(x,). On a x, € U par (UII), et
card(x,, ;) = 240 de sorte que U a des éléments de cardinal fini arbitrairement
grand.

REMARQUE. Il résulte de la prop. 2 et du cor. a la prop. 7 que tout univers non vide
U contient I'univers U; de l'ex. 2; en effet on a @ € U d’apres la prop. 1. Ainsi U; est
I'intersection de tout les univers non vides. Plus généralement :

PROPOSITION 8. Si(U,),c; est une famille non vide d univers, alors U = ﬂ/leL U,
est un univers.

Ceci résulte aussitot de la déf. 1.
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2. Univers et espéces de structures

Soit & une espece de structure ; supposons, pour fixer les idées et alléger I'exposé,
que chaque structure d’espéce & est définie sur un ensemble de base. Soit (X,.S) une
structure d’espece £ (X étant I'ensemble de base, et .S la structure), et soit U un univers.
Si X € U, alors tous les objets constitutifs de la structure S sur X sont éléments de U
(par le cor. 1 de la prop. 4, n° 1 et par (U.I)) de sorte que la structure (X,.S) est élément
de U.

Supposons maintenant que & soit une espece de structure avec morphismes. X et X'
sont des éléments de U munis de structures d’espéce &, alors ’ensemble des morphismes
de X dans X' est encore un élément du U (n° 1, prop. 6).

Considérons alors la catégorie (U-E) définie au § 1, n° 2, ex. ¢). Comme les objets et
les fleches de (U-&) sont des éléments de U, (U-E) est un couple de parties de U, muni
d’un quadruplet d’applications ; ce n’est pas, en général, un élément de U. La notation
X € (U-€) voudra dire que X est un élément de U muni d’une structure d’espéce €£.

La catégorie (U-&) est stable pour de nombreuses opérations :

a) Si X € (U-E), et si X' est une partie de X qui admet une structure induite, alors
X' € (U-E€). Carésulte de la prop. 1, n° 1.

b) Si X € (U-E), et si X” est un ensemble quotient de X qui admet une structure
quotient, alors X" € (U-E) (cor. de la prop. 1, n° 1).

c) Si X,Y € (U-&), et si X X Y admet une structure produit, alors X X Y € (U-&)
(prop. 4, n° 1). Plus généralement, si (X;),;c; est une famille d’éléments de (U-&),
sional € U, etsi Il;c;X; admet une structure produit, alors I1;c; X; € (U-&)
(cor. de la prop. 6). Assertions analogues pour les structures sommes (cor. 2 de la
prop. 4).

d) Soient I un ensemble préordonné, et (X, f;); je; un systéme projectif (resp. inductif)
d’ensembles munis de structures d’espece & et de morphismes ; soit L la limite
de ce systeme, au sens du chap. III. Si X; € U pour tout i,si I € U, et si L admet
une structure limite projective (resp. inductive), alors on a L € (U-&) : en effet
L est une partie de I1;c; X; (resp. un ensemble quotient de X;.;X;), et est donc
un élément de U d’apres le n° 1.

Donnons encore quelques exemples plus particuliers :

*1) Soient X, Y € (U-Top) deux espaces localement compacts. Alors 'ensemble
C(X,Y) des applications continues de X dans Y, muni de la topologie de la
convergence compacte (Top. Géné. X), est un élément de (U-Top). En effet on
aC(X,Y) € Udapres la prop. 6 dun® 1.«

*2) Soient X, Y € (U- Ab). Alors le groupe Hom,(X,Y) est un élément de (U- Ab)
par la prop. 6 du n° 1. Si on suppose de plus qu’on a Z € U, le produit tensoriel
X ®7 Yest un élément de (U- Ab) ; en effet ce produit tensoriel est un quotient
de ZX*Y, lequel est une partie de Z*X*Y, qui lui-méme est un élément de U par
les prop. 4 et 6 dun® 1.

*3) Soit X € (U-Unif) un espace uniforme. Alors son complété X est un élément
de (U- Unif). En effet X est un ensemble de classes d’équivalences de filtres de
Cauchy sur X; or un filtre sur X est un élément de P(P(X)), donc une classe
d’équivalence de filtres est un élément de P(P(P(X))), de sorte que X est un
élément de P(P(P(P(X)))), donc un élément de U par (U.III) et (U.I).«
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N.B. Moralité, Bourbaki devra veiller & bien « canonifier » ses constructions. Par
exemple, dans celles o on adjoint un élément oo (compactifié d’Alexandroff, corps pro-
jectif), il y aura intérét a prendre co = @ (car @ est élément de tout univers non vide) et a
former I’ensemble somme de {@} et de 'ensemble donné. Bien entendu il faudrait aussi
« canonifier » I’ensemble & deux éléments servant a construire les ensembles sommes ;
ainsi {@, {@}} me parait un bon candidat car il appartient a tout univers non vide.

3. Univers et catégories

Soient U un univers et C une catégorie. Nous écrivons C € U si on a Ob(C) € U
et FI(C) € U. Cette écriture est justifiée du fait que C est le sextuplet formé de Ob(C),
de FI (C) et des quatre applications structurales; donc si Ob(C) € U et FI(C) € U, ces
quatre applications sont éléments de U (n° 1, cor. 1 de la prop. 4), donc aussi le sextuplet
C (n° 1, prop. 3, cum grano salis). Ceci est d’ailleurs un cas particulier du n® 2, si 'on
considere 'espéce de structure « cat » de catégorie. Avec les notations du n° 2, la relation
C € U s’écrit aussi C € (U- cat).

On notera qu’une catégorie comme (U- Ens), (U- Ord), (U- Top) ou (U- Gr) n’est pas,
en général, un élément de U.

Soient C, D deux catégories et U un univers tels que C, D € U. Si C’ est une sous-
catégorie de C,ona C’ € U; la catégorie produit C X D, la catégorie somme de C et D, les
catégories opposées C° et D° sont aussi éléments de U (cf. n® 2). La catégorie de foncteurs
E = Hom(C, D) est également un élément de U : en effet Ob(E) est un ensemble de
couples d’applications Ob(C) — Ob(D), F¢/(C) — F{(D), donc Ob(E) € Uparlen® 1;
quant a F¢ (E), c’est un ensemble de morphisme fonctoriels, c’est-a-dire d’applications
Ob(C) — F{(D),dou Fl(E) € U par la prop. 6 dun® 1.

PROPOSITION 9. Soient £ une espéce de structure avec morphismes, et U, U’ deux
univers tels que U' C U. Alors (U’ -E) est une sous-catégorie pleine de (U-E).

En effet, si x et y sont des objets de (U’-E), ce sont par définition des objets de (U-E).
Quant a Hom(x, y), c’est la méme ensemble dans les deux catégories (cf. . § 1, n° 2, ex.
c)).

N.B. On notera que ’hypotheése que U et U’ sont des univers est inutile, de sorte que
la prop. 9 remonterait avantageusement au § 1, n° 4. Mais la Tribu a demandé qu’elle soit
ici.

REMARQUE. Il arrive que les axiomes de I'espéce de structure & impliquent que les
cardinaux des ensembles munis de structures d’espece & soient bornés par un cardinal
fixe, soit ¢ (* par exemple '’espece de structure de groupe fini, de groupe de type fini, de
module de type fini sur un anneau fixe A, ou d’algebre de type fini sur A «). Supposons
alors qu’il existe un élément z de U’ tel que ¢ < card(z). Alors, pour tout ensemble
x muni d’une structure d’espéce &, il existe un élément x’ de U’ équipotent a x, par
exemple une partie de z ; munissons x’ de la structure déduite de celle de x par transport
de structure ; on obtient ainsi un élément de (U’-&). Il s’ensuit que le foncteur d’inclusion
de (U'-E) dans (U-E) est alors essentiellement surjectif (§4, n° 2, déf. 2) et est donc une
équivalence de catégorie (§4, n° 3, th. 1).

4. L’axiome des univers

Les fort agréables résultats de stabilité du n° 2 n’ont d’intérét que si on peut les appli-
quer a autre chose qu’aux deux petits univers U, et U; décrits au n° 1. Nous ajouterons
donc aux axiomes de la Théorie des Ensembles I’axiome suivant :
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(A.6) Pour tout ensemble x, il existe un univers U tel que x € U.

Cet axiome implique que, si (x,),c est une famille d’ensembles, il existe un univers
U tel que x, € U pour tout @ € [ : il suffit, en effet, d’appliquer (A.6) a x = Uae[ X, et
d’appliquer la prop. 1 dun® 1.

En particulier, étant donnée une catégorie C, il existe un univers U tel que C € U
au sens du n° 3 : on applique ce qui précede a la famille (Ob(C), F¢ (C)). Ceci s’applique
aux catégories de la forme (V-&) ou £ est une espéce de structure avec morphismes et V'
un ensemble, un univers par exemple ; en général ona V' # U.

Par exemple, si V est un univers, on a Ob(V-Ens) = Vet F/ (V-Ens) C V(n° 1, prop.
5). Les univers U tels que (V-Ens) € U sont donc ceux tels que V' € U. Or la relation
V € V est impossible pour un univers : en effet, pour toute partie A de V, on aurait
A € V(n 1, prop. 1), dou card(P(V)) < card(V), ce qui est impossible.

5. Univers et cardinaux fortement inaccessibles

Soit U un univers. D’aprés la condition (U.I) de la déf. 1 tout élément x de U est une
partie de U ; on a donc card(x) < card(U). Comme les cardinaux des parties de U forment
un ensemble bien ordonné, le cardinal

(1) cU) = Sup__,; card(x)

existe. Notons que, pour tout cardinal ¢ < ¢(U), il existe un élément x de U tel que
card(x) = c; en effet, il existe par définition y € U tel que ¢ < card(y) < c¢(U), et 'on
prend pour x une partie convenable de y. Réciproquement, si x € U, on a card(x) <
c¢(U);eneffet ona P(x) € U par (UIIl), d’ou ¢ard(x) < (). Le cardinal ¢(U) a donc les
propriétés suivantes :
1) Si c est un cardinal < ¢(U), on a 2¢ < ¢(U); en effet, si x est un élément de U
de cardinal ¢, on a P(x) € U par application de (U.IIl), d’ou 2¢ < ¢(U).
2) Si(c;),e; est une famille de cardinaux telle que c¢; < ¢(U) pour tout 4 € I et
que card(/) < c(U), alors le cardinal somme X, ;c; est < c¢(U). En effet soit
x; € U tel que card(x,) = ¢, ; quitte a remplacer I par un ensemble d’indices
équipotent, on peut supposer qu'on a I € U; alors 'ensemble somme des x;
est élément de U (cor. 2 de la prop. 4 du n° 1), ce qui démontre notre assertion.

Posons la définition suivante :

DEFINITION 2. Un cardinal d est dit fortement inaccessible si :

(FL.1) Sic est un cardinal tel que c < d, on a2¢ < d.
(FL.2) Si (c;),er est une famille de cardinaux telle que c; < d pour tout A € I et si
card(/) < d, alors X, jc; < d.

ExeEmpPLES. Le cardinal 0 et le cardinal infini dénombrable sont fortement inacces-
sibles. Aucun cardinal fini non nul n’est fortement inaccessible. Ainsi nous venons de
démontrer que I’axiome (A.6) des univers implique la relation :

(A’.6) Tout cardinal est strictement majoré par un cardinal fortement inaccessible.

Inversement :
THEOREME 1. La relation (A’.6) implique I'axiome (A.6) des univers.

En effet soit A un ensemble. Il s’agit de construire un univers U dont A est élément.
Définissons par récurrence une suite (4,),( d’ensembles au moyen de :

(2) Ag = A, A, | =réunion des éléments de A, = ensemble des éléments de A,,.
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Posons B = U;’;O A,. Soit, par (A’.6), ¢ un cardinal fortement inaccessible tel que
card(B) < c.

Il existe un ensemble bien ordonné I tel que card(I) = c. Quitte a remplacer I par
son plus petit segment de cardinal ¢, on peut supposer que tout segment de I distinct de
I a un cardinal < c. Nous noterons & le plus petit élément de 1. 11 résulte de ’hypothese
sur les segments que I n’a pas de plus grand élément (sinon on l'enléverait), donc que
tout élément de I admet un successeur ; pour a € I, nous noterons s(a) le successeur de
a

Ceci étant, définissons, par récurrence transfinie, une famille (B,),c; d’ensembles au
moyen de :

Bé’ =B
(3) BS((X) - B(X U T(Ba)
B, = UBﬁ si @ n’a pas de prédécesseur.
p<a

a

Posons U = Uae ; Bo- Nous allons montrer que U est I'univers cherché.

On a d’abord A € U, car A = A, est une partie de B = B, donc un élément de
P(Bg) C Byg).

Notons ensuite que, pour touta € I,ona:

(4) card(B,) < c.

Procédons en effet par récurrence transfinie sur a. C’est vrai pour a = & par hypothése.
De (4) on déduit card(By,)) < card(B,) + pcard(By) < ¢ 4 ¢ (par (FL1)) = ¢ (car c est
infini). Enfin, si @ n’a pas de prédécesseur, 'ensemble I’ des f < @ a un cardinal < ¢
par construction ; d’ou (si card(Bﬂ) < ¢ pour tout # < a), card(B,) = card(| J Bp) <
2 e card(By) < ¢ (par (FL.2)). Ceci démontre (4).

Montrons maintenant qu’on a

per’

(5) card(x) < ¢ pour tout x € U.

En effet, il suffit de montrer que, pour tout @ € I, on a « card(x) < ¢ pour tout x € B, ».
Procédons encore par récurrence transfinie sur a. C’est vrai pour a = &, car, six € Be =
B,ilexisten > Otelquex € A, ;dou X C A, par(2),x C Betcard(x) < card(B) < c.
Le cas ou @ n’a pas de prédécesseur est évident. Enfin, si x € B, et si a = s(ff), on a
soit x € By et I’assertion « card(x) < ¢ » est vraie par récurrence, soit x € ?(Bﬂ), d’ou
X C By et I'assertion « card(x) < ¢ » est vraie par (4).

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer que U est bien un univers :

(UI) Soient x € Uety € x.1l s’agit de montrer qu'on a y € U. Autrement dit il s’agit
de montrer que, pour tout @ € I, on a la relation :

«x€ Byetyex = y€ B,».

On procéde encore par récurrence transfinie sur a. C’est vrai pour a = & car
X € Bz = Bimplique x € A, pour un certain n; donc,siy € x,onay € A,
d’ou y € B = Bg. Le passage a un élément a sans prédécesseur est évident.
Passons enfin de @ a s(a): si x € Bs(a) et siy € x, on a, soit x € B, d’'ou
y € B, C By, par récurrence, soit x € P(B,), d’ou encore y € B, C B,

(U.Il) Soient x, y € U. Comme la famille (B,),c est croissante par (3), il existe « € 1
tel que x, y € B,. Alors {x,y} € P(B,) C By, CU.
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(U.IO) Soit x € U. 1l existe alors a € I tel que x € B,,. I suffit donc de montrer que,
pour tout @ € I, on a la relation :

«x € B, = Px) e Bs(s(a)) » .

On procede encore par récurrence transfinie sur a. Sia = £, onax € A,
pour un certain n,d’oi y C A,,; C B = B¢ pour toute partie y de x ; ainsi on a
y € P(Bg) C Bye) pour tout y € P(x),d’ou P(x) C Bs(g) et P(x) € SD(BS(S)) C
By(sey) de sorte que notre assertion est vraie pour « = &£. Le passage a un
élément a sans prédécesseur est immédiat, car f < a implique alors s(s(f)) < a.
Passons enfin de a a s(a); soit x € By,); si x € By, ona P(x) € By C
B(s(s(ay)) Par récurrence; si x € P(B,), ona x C By, dou P(x) C P(B,) et
P(x) € P(P(B,)) € Bi(s(s(a)))-

(UIV) Soit (x,) ek une famille d’éléments de U telle que K € U. Il s’agit de montrer
que la réunion x = U 1ex X4 est élément de U. Pour tout A € K, choisissons un
a(4) € I tel que x; € B, ;). Montrons que I'ensemble a(K) des a(4) est majoré
dans I : en effet, s’il ne I’était pas, on aurait :

1= JiE al,
A€EK
ce qui contredirait (FL.2) car card(K) < ¢ et card([£, a(4)] < ¢ pour tout 4 €
K. Soit donc f un majorant de a(K); on a x; € By pour tout A € K car la
famille (B,),e; est croissante. On a donc x; € By d’aprés ce qu'on a vu dans
la démonstration de (UI), d’ou x = ek Xa C By. Par (3) il s’ensuit qu'on a
x € By, doux eU. C.QFD.

DEFINITION 3. Soient x, y deux ensembles et n un entier > 0. On dit que y est un
composant d’ordre n de x s’il existe une suite (x;);— ., telle que xy = x, x, = y, et
Xj41 € X pour j =0,...,n—1.

.....

Ainsi x est le seul composant d’ordre 0 de x. Les composants d’ordre 1 (resp. 2) de
x sont les éléments de x (resp. les éléments des éléments de x). On dit que y est un
composant de x s’il existe n > 0 tel que y soit composant d’ordre n de x. La relation
« y est un composant de x » est une relation de préordre. D’apres le schéma de sélection-
réunion (chap.II, ...) la relation « y est un composant de x » est collectivisante par rapport
a y, de sorte que les composants de x forment un ensemble.

DEFINITION 4. Soit ¢ un cardinal. On dit qu’on ensemble x est de type c (resp. de type
strict ¢, de type fini) si tout les composants de x ont des cardinaux < c (resp. < c, finis).

ExEMPLES. Les éléments de 'univers U; (n° 1, ex. 2) sont tous de type fini. Si ¢ est un
cardinal, et si x est de type c (resp. type strict ¢, type fini), alors tout composant de x et
toute partie de x sont de type c (resp. type strict c, type fini) ; de méme P(x) est de type
2¢ (resp. de type strict 2, de type fini). Si x est de type c et si ¢ < ¢’, alors x est de type
c’.

LEMME. Soient ¢ un cardinal fortement inaccessible non dénombrable, et X un en-
semble de type strict c. Alors il existe un cardinal d < c tel que X soit de type d.

En effet, pour tout entier n, notons d,, le cardinal de 'ensemble X, des composants
d’ordre n de X.Onady = 1, d; = card(X) < ¢, et, comme X, = UyeX ¥, on en

n—1

déduit, par récurrence sur n et usage de (FI.2), qu'on a d,, < ¢ pour tout n. Alors les
d, sont majorés par le cardinal d = X;5d;, qui est < ¢ par (F1.2) et 'hypothese de
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non dénombrabilité de c. Alors, si Y est un composant d’ordre n de X, on a card(Y) <
card(X,, ) < d. C.QFD.

PROPOSITION 10. Soient U un univers et ¢ un cardinal fortement inaccessible. Alors
Iensemble U' des x € U qui sont de type strict ¢ est un univers.

Eneffet,six,y€ U’ etsiz € x,onaévidemmentz€ U’ et {x,y} € U'.Six € U’,
on a card(x) < ¢, d’ou card(P(x)) < c par (FL.1) ; comme un composant de P(x) est, ou
bien P(x), ou bien une partie de x, ou bien un composant de x, on a P(x) € U’. Enfin
si (x,)4es est une famille d’éléments de U’ telle que I € U’, on a card(Ua x,) < ¢ par
(FL.2) ; comme tout composant d’ordre > 0 de Ua X, est un composant d’'un x,, on a bien

U, x« €U’ C.QFD.
Remarque sur le cardinal ¢(U). Soient U un univers et ¢(U) le cardinal défini par (1). i.e.
c(U) = Sup__,; card(x).

On a évidemment c¢(U) < card(U), car, rappelons-le, x € U implique x C U. Mais
I'égalité c(U) = card(U) n’est pas toujours vraie. Par exemple soit (x,),c; une famille
non dénombrable de symboles avec les axiomes :

«xy = {x,} pouttouta € I» , «x, #xgsia# p»

(autrement dit x, est un ensemble a un seul élément, a savoir lui-méme). Formons,
comme dans l'ex. 2 du n° 1, les « mots significatifs » formés avec les symboles @&, x,,
{,} etc Chacun désigne un ensemble fini. Soit U 'ensemble de ceux-ci. On vérifie ai-
sément que les conditions de la déf. 1 sont satisfaites, de sorte que U est un univers.
Comme les mots significatifs sont des suites finies d’éléments d’un ensemble de cardinal
card(I)+4 = card(/); on a card(U) = card(]) (chap. IIT; en fait card(U ) > card(]) suffit,
et c’est évident). D’autre part, ¢(U) est le cardinal dénombrable, d’ou ¢(U) < card(U).

L’inégalité stricte c(U) < card(U) tient a ce qu’on a introduit ici des ensembles x,
tels que x, € x,. Si on interdit des horreurs de ce genre, on obtient card(U) = ¢(U) pour
tout univers U, ainsi que d’autres fort jolis résultats « ne pouvant servir a rien ». C’est
ce qu’on va faire au numéro suivant.

6. Ensembles et univers artiniens

DEFINITION 5. On dit qu’un ensemble x est artinien s’il n’existe aucune suite infinie
(X)) telle que x, = x et que x| € x,, pour toutn > 0.

ExEMPLES. Les ensembles @, {@}, {@, {@}}, plus généralement les éléments de I'uni-
vers U; du n’ 1, sont artiniens.

En termes imaggés, si x est artinien, et si on prend un élément x; de x, puis un élément
X, de xy, etc., le processus doit s’arréter, et on arrive a un composant x,, de x qui est vide.
Autrement dit les ensembles artiniens sont « construits a partir de @ » ; ceci sera précisé
plus tard (cf. (*) dans la démonstration du th. 2).
Les ensembles artiniens jouissent évidemment des propriétés suivantes :
(AR.I) Si x est artinien, toute partie de x et tout composant de x sont artiniens. Pour
que x soit artinien, il faut et il suffit que tout élément de x soit artinien.
(AR.II) Si x et y sont artiniens, alors {x, y} est artinien.
(AR.II) Si x est artinien, /P(x) est artinien.
(AR.IV) Toute réunion d’ensembles artiniens est un ensemble artinien.

Ces propriétés montrent aussitét qu’on a la
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PROPOSITION 11. Si U est un univers, l'ensemble des éléments artiniens de U est un
univers, nécessairement artinien.

COROLLAIRE. Si x est un ensemble artinien, il existe un univers artinien U tel que
x e U.

En effet, par 'axiome (A.6), x est élément d’un univers V’; on prend pour U 'ensemble
des éléments artiniens de V.
La proposition suivante est encore moins utile que le reste du n° :

PROPOSITION 12. Soit A un ensemble artinien. Alors :

a) Pourtoutx € A,onax & x;

b) Six,y € A, on ne peut avoir a la foisx € yety € x;

c) Pour tout x € A, la relation «y est un composant de z » entre composants y, z de
x est une relation d’ordre;

d) Pour tout élément non vide x de A, il existey € x tel quex Ny = @.

En effet la négation de a) (resp. de b)) entraine I'existence d’une suite infinie (x,),>q
contredisant le déf. 5, a savoir (x, x, x, ... ) (resp. (x,y,X,y,X,¥,...)). La négation de c)
veut dire qu’il existe x € A, des composants y, z de x distincts, et des suites d’apparte-
nances :

YEy €€y, €2 , ZEZ EEZ EY;

d’ol, comme dans b), une suite infinie (X,)n>0 contredisant le déf. 5. Enfin, si d) est fausse,
il existe un élément non vide x de A tel que xNy # @ pour tout y € x; on pose x, = x, et
on prend pour x; un élément de x ; comme x N x; # &, on prend pour x, un élément de
X N x; et caetera; plus formellement on définit par récurrence une suite infinie (x,),>
d’éléments de x au moyen de x; € x, x,,;| € X, N x pour n > 1; alors la suite (x,),>¢
contredit la déf. 5.

REMARQUE. Soit B un ensemble. Pour que B soit artinien, il faut et il suffit que tout
ensemble A d’ensembles de composants de B satisfasse a la condition d) de la prop. 12.
En effet la nécessité résulte de (AR.I) et de la prop. 12. Réciproquement, si B n’est pas
artinien, il existe une suite infinie (x,),( avec x, = Bet x| € x, pour tout n > 0; on
prend alors pour A la partie réduite a I’ensemble X des x,, ; ainsi A contient un élément
non vide X tel que, pour tout élément y de X, on ait yNn X # @ (en effet y est de la forme
X, etonax, ; €ynX).

THEOREME 2. Soit ¢ un cardinal infini. Alors :

a) La relation «x est un ensemble artinien de type c (resp. de type strict c) » est collec-
tivisante par rapport a x ; ’ensemble A, des ensembles artiniens de type c a pour
cardinal 2¢.

b) Sic est fortement inaccessible, 'ensemble U, des ensembles artiniens de type strict
c est un univers de cardinal c ; le cardinal c(U,) = SUp, . card(x) est c.

c) Si un univers U admet un élément de cardinal c, tout ensemble artinien de type c
appartient a U (autrement dit A, C U).
c’) Si un univers U est non vide, tout ensemble artinien de type fini est élément de U.

Avant de démontrer le th. 2, déduisons en quelques corollaires illuminants :

COROLLAIRE 1. Si un univers U est artinien, alors card(U) est fortement inaccessible,
et U est I'ensemble des ensembles artiniens de type strict card(U).
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En effet posons c¢(U) = sup__,; card(x). C’est un cardinal fortement inaccessible
(début du n° 5). Supposons le d’abord non dénombrable ; alors, pour tout cardinal infini
¢ < c(U), tout ensemble artinien de type c est élément de U par c) ; donc tout ensemble
artinien de type strict ¢(U) est élément de U par le lemme du n’ 5. Cette derniére assertion
reste valable si ¢(U) est dénombrable par ¢’). Inversement, d’apres (U.I), tout ensemble
de U est de type strict ¢(U). Donc U est I'univers U,y de b), d’ou ¢(U) = card(U) par
b).

Il résulte du cor. 1 qu’on univers artinien est déterminé de facon unique par son car-
dinal (d’ailleurs fortement inaccessible). On a donc une « correspondance biunivoque »
entre univers artiniens et cardinaux fortement inaccessibles. En particulier :

COROLLAIRE 2. Larelation d’inclusionU C U’ entre univers artiniens est une relation
de bon ordre.

En effet la relation ¢ < ¢’ entre cardinaux est une relation de bon ordre (chap. III) et,
avec les notations du b) du th. 2, les relations ¢ < ¢’ et U, C U,/ sont équivalentes.

Notons que le th. 2, b) donne une seconde démonstration du th. 1 (n° 5).

Passons a la démonstration du th. 2. Etant donné un ensemble A, nous appelle-
rons chaine de A toute suite finie (x;);—, . , telle que x; = A et que x;,; € x; pour
j=0,...,n—1.Les chaines de A forment un ensemble, d’apres le schéma de sélection-
forme (x;);=9, ., avec q < n seront dites plus petites que X'; on obtient ainsi, sur G(A),
une structure d’ensemble ordonné. Pour que A soit artinien, il faut et il suffit que G(A)
soit un ensemble ordonné « noethérien » (c.a.d. satisfaisant aux conditions équivalentes
du chap. I1I, § 6, n° 5).

Nous allons montrer que :

(*) Si A est artinien, il est déterminé de facon unique par la classe d’isomorphisme de I’en-
semble ordonné G(A).

En effet, étant donnés un ensemble ordonné G et un élément g € G, nous noterons
S(g) 'ensemble des g’ € G telsque g < g’ et que g < h < g’ implique h = g
ou h = g’ (autrement dit 'ensemble des « successeurs immédiats » de g). Considérons
I'application 6 qui, a toute chaine X = (x, ..., x,) de G(A) fait correspondre I'ensemble
X, ; on a alors, pour tout X € G(A) :

0(X) = {0(X")]|X" € S(X)}.

Comme A est 'image par 6 du plus petit élément X, = (A) de G(A), il va nous suffire de
montrer que 6 est uniquement déterminée par la classe d’isomorphisme de I'ensemble
ordonné G(A). Or ceci résulte du lemme suivant :

LEMME 1. Soient G un ensemble ordonné noethérien et ¢ une application de G telle
que, pour tout g € G, on ait :

(1) p(g) = {pE)lg € S(g)}.

Alors ¢ est déterminée de facon unique. De plus, si U est un univers contenant un élément
équipotent a G, @ prend ses valeurs dans U.

L’hypothese implique qu’on a ¢(g) = @ si g est un élément maximal de G.

Soient, en effet, @ et ¢’ deux applications telles que (1) soit vraie; si ¢ # @', U'en-
semble des g € G tels que @(g) # @’(g) est non-vide, donc admet un élément maximal
h car G est noethérien ; on a alors ¢(g) = ¢@’(g) pour tout g > h, en particulier pour tout
«successeur » g € S(h); d’ou @(h) = ¢'(h) par (1), ce qui est une contradiction ; on a
donc bien ¢ = ¢’. Soit maintenant U un univers contenant un élément x équipotent a
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G ; montrons que ¢ prend ses valeurs dans U ; sinon soit 4 un élément maximal parmi
les g € G tels que @(g) & U;ona ¢(g’') € U pour tout g’ € S(g) de sorte que

e(h) = {p(g")lg’ € S(h)}

est une partie de U ; or, comme son cardinal est inférieur a card(G) donc au cardinal d’'un
élément de U, on a p(h) € U (n° 1, prop. 7) ; cette contradiction montre que ¢ prend ses
valeurs dans U.

Ceci étant, démontrons le a) du th. 2. On peut se borner a I’assertion non-respée, car
I'autre en découle aussitdt. Soit ¢ un cardinal infini. Si A est un ensemble de type con a :

(2) card(G(A)) < c.

En effet, si on note A, 'ensemble des composants d’ordre n de A, on a card(4,) < ¢
et card(A4,,,) < ¢ - card(4,), dou card(4,) < c" par récurrence; or ¢" = c car c est
infini (chap. III); d’ou card(U:o:O A,) < card(N) - ¢ = c (chap. Ill); or G(A) est un
ensemble de suites finies d’éléments de Un A, de sorte qu’on a bien I'inégalité (2) (chap.
III). Ceci étant, si E est un ensemble de cardinal ¢, la donnée d’une structure d’ordre
sur une partie E’ de E équivaut a la donnée de la partie de E X E formée des (x,y)
tels que x € E’, y € E' et x < y. Dongc, en vertu de (2), les classes d’isomorphisme des
ensembles ordonnés G(A) (ou A est de type c) forment un ensemble §, et on a card(§,) <
card(P(E X E)) = 2¢. Soit §, la partie de §, formée des classes d’ensembles ordonnés
noethériens ayant un plus petit élément ; si, a tout G € §/, on fait correspondre la valeur
de la fonction @ du lemme 2 au plus petit élément de G, on obtient une application 6 de
5. dont I'image contient tous les ensembles artiniens de type c¢. Ces derniers forment
donc bien un ensemble A, et on a card(A,) < card(F)) < card(F,) < 2°.

Reste a voir qu'on a card(A,) = 2¢. Pour cela il suffit de voir qu’il existe un ensemble
artinien B de type c et de cardinal c, car les parties de B seront alors des éléments de A,.
Cette existence résulte du lemme suivant :

LEMME 2. Pour tout cardinal c, il existe un ensemble artinien B de type c et de cardinal

On proceéde par induction transfinie sur c¢. Pour ¢ = 0 on n’a pas le choix, et on
prend B = @. Si ¢ a un prédécesseur c¢’, soit B’ un ensemble artinien de type ¢’ et de
cardinal ¢’ ; on a alors ¢ < 2¢, de sorte qu’il existe une partie B de P(B’) de cardinal
c; les éléments de B sont des parties de B’ et ont donc des cardinaux < ¢’ < ¢; les
composants d’ordre supérieur de B sont des composants de B’, et ont donc aussi des
cardinaux < ¢’ < c¢. Enfin, si ¢ n’a pas de prédécesseur, on choisit, pour tout cardinal
¢; < ¢, un ensemble artinien B, de type c; et de cardinal ¢, ; alors B = | , B, répond a
la question. Ceci démontre le lemme 2, et achéve la démonstration de la partie a).

Passons a b). Soit ¢ un cardinal fortement inaccessible. On sait déja, par a), que les
ensembles artiniens de type strict ¢ forment un ensemble U,. Le fait que U, est un univers
résulte aussitdt des propriétés (AR.I) a (ARIV) des ensembles artiniens (début du n°),
et de majorations de cardinaux analogues a celles de la prop. 10 du n° 5. La relation
SUP ey, card(x) = crésultedu lemme 2, appliqué aux cardinaux < c. Enfin, pour montrer

que card(U,) = ¢, supposons d’abord ¢ non dénombrable ; d’apresle lemme dun’® 5, U, est
la réunion [ J d<c Ad» OU A désigne 'ensemble des ensembles artiniens de type d ; orona
card(A4,) = 2¢ < ¢ (par a)) ; d’autre part 'ensemble des cardinaux d < ¢ a un cardinal < ¢
(chap. IIT) ; d’ou card(U,) < ¢ - ¢ = ¢, et aussi card(U,) > ¢ car card(U,) > card(A,) = 2d
pour tout d < c.
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Le cas ¢ = 0 étant trivial, reste le cas ou ¢ est le cardinal infini dénombrable. Dans ce
cas U, est I'ensemble des ensembles artiniens de type fini (i.e. finis ainsi que tout leurs
composants), et on utilise un joli résultat de nature combinatoire.

LEMME 3. (D. Kénig ?). Considérons deux suites infinies (E,,),>1, (f,),>1 d’ensembles
finis E, et d’applications f, : E,., — E,. S’il n’existe aucune suite infinie (x,), telle
quex, € E, et que f,(x,,1) = x,, pour tout n, alors E,, est vide pour n assez grand.

Autrement dit, si toutes les suites (x,,) telles que f,(x,.;) = x, sont finies, leurs
longueurs sont bornées. Ca peut s’exprimer en termes de limites projectives : une limite
projective d’ensembles finis non vides est non vide (cf. Top. Géné., Chap. I, 2e éd. § 9, n°
6, prop. 8, 2°)).

Raisonnons, en effet, par 'absurde. S’il existe des E, non vides pour n arbitrai-
rement grand, aucun E, n’est vide (car E, = @ entraine £, ; = @ vu l'existence
de f, : E,;; — E,). Appelons «cohérentes » les suites finies (x;);<;<, telles que
fj(xj+1) = Xx; pour j = 1,...,n — 1. Démontrons, par récurrence sur n, 'existence
d’une suite cohérente (ay, ..., a,) (a; € E;) qui, pour tout g > n, peut étre prolongée en
une suite cohérente (a;, ..., a,, X, 1, ..., xq) de longueur g. C’est évident pour n = 0, car
aucun E, n’est vide. Passons de n a n + 1. Si, pour tout x € fn_l({an}) C E,,,, toutes
des suites cohérentes prolongeant (a4, ..., a,, x) avaient des longueurs bornées par un
entier g(x), alors toutes les suites cohérentes prolongeant (ay, ..., a,) seraient de lon-
gueurs bornées (par sup q(x)) car E, | est fini; il existe donc a,,,| € fla,}) tel que
la suite cohérente (ay, ... ,a,, a, ) admette des prolongements de longueur arbitraire.
Ceci étant on a une suite infinie (a,),>; qui contredit I'’hypothése.

Il résulte du lemme 3 que si A est un ensemble artinien de type fini, alors 'ensemble
ordonné G(A) de ses chaines est fini : on prend, en effet, pour E, 'ensemble des chaines
(x, €Ex,_; € €x; € A)an+ 1 termes (qui est fini car les composants de A d’ordre
< n + 1 sont en nombre fini et sont tout finis), et pour f, 'application (x,,; € x, €
Xpp1---) P (x, € x,_1 € ...). Or 'ensemble des classes d’isomorphisme d’ensembles
ordonnés finis est dénombrable : en effet, la donnée d’une structure d’ordre sur une partie
finie de N équivaut a celle de son graphe, qui est une partie finie de N X N ; d’autre part
I’ensemble des parties finies d’'un ensemble dénombrable est dénombrable (chap. III). 11
résulte de (*) et du lemme 1, que 'ensemble a des ensembles artiniens de type fini est
dénombrable. Il est infini par le lemme 2 (ou, plus simplement, par usage de la suite
(z,)p>0 définie au moyen de z_@, z,, | = {z,}). Ceci termine la démonstration de b).

REMARQUE. On vient de démontrer que, si A est un ensemble artinien de type fini, il
n’a qu'un nombre fini de composants. Il existe donc un entier n tel que A soit de type n.

Passons a la démonstration de ¢). Soient ¢ un cardinal infini, U un univers admettant
un élément de cardinal ¢, et A un ensemble artinien de type c. Alors I'ensemble ordonné
G(A) a un cardinal < ¢ (formule (2) ci-dessus). La seconde assertion du lemme 1, appli-
quée a G(A), montre que I'application (x, ..., x,) w x, de G(A) prend ses valeurs dans
U. Autrement dit tout les composants de A sont éléments de U. Ceci démontre c). La
démonstration de c’) est analogue : si A est un ensemble artinien de type fini, on vient
de voir que G(A) est fini; comme U est non-vide, il contient un élément équipotent a
G(A) par le cor. a la prop. 7 (n° 1). C.QFD.

212

213



102 BIBLIOGRAPHIE

7. Remarques métamathématiques vaseuses

a) L’axiome « tout ensemble est artinien » est inoffensif. En effet, si on a un modele
M de la Théorie des Ensembles, ’ensemble M’ des éléments artiniens de M est
aussi un modele (cf. prop. 11).

b) L’axiome (A.6) des univers (et I’axiome équivalent (A’.6) des cardinaux forte-
ment inaccessibles) est indépendant du reste de la Théorie des Ensembles. En
effet soit c le premier cardinal fortement inaccessible non dénombrable. L'uni-
vers U, des ensembles artiniens de type strict ¢ (th. 2, b)) est un modele de la
Théorie des Ensembles sans (A.6) : on appelle « ensembles » les éléments de U,
la « relation d’appartenance » est la restriction a U, de I'ordinaire, etc. Les « uni-
vers » du modele sont donc les univers ordinaires qui sont éléments de U,. Or
on a vu que les seuls univers qui sont éléments de U, sont les deux pequenos
Uy = @ et U;. Ainsi U, est un « ensemble » qui n’est élément d’aucun « uni-
vers ». On a donc un modele de la Théorie des Ensembles ou (A.6) est faux.

c) Bourbaki a été trop prudent en se contentant de « présumer » que 1’axiome de
Pinfini (A.5) est indépendant des axiomes et schémas précédents. Il 'est effecti-
vement, car 'univers dénombrable U, des ensembles artiniens de type fini est
un modele ou (A.5) est faux, et ou les axiomes et schémas précédents sont vrais.

d) II serait trés intéressant de démontrer que ’axiome (A.6) des univers est inof-
fensif. Ca parait difficile et c’est méme indémontrable, dit Paul Cohen.

215 L’adjectif « vaseuses » dans le titre veut dire qu'on ne s’est pas donné la peine, en
construisant des modeles, de canuler le symbole 7 de sorte qu’il n’en fasse pas sortir. La
clef de ¢a, si on considére un modele M, est de remplacer le 7, (% (x)) ordinaire par :

T (R(x)etx € M).

Encore faut-il vérifier que ca transforme bien les quantificateurs ordinaires en les quan-
tificateurs autrefois dits « typiques » :

Vxe M) , (3xe M).

EXERCICES. 1) Soit n un entier > 1. Montrer que 'ensemble des ensembles ar-
tiniens de type n est infini (les ensembles zy = @, z; = {@}, z,4| = {z,} sont
de type 1).

2) Appelons hauteur d’'un ensemble A la borne supérieure (finie ou infinie) des
entiers n tels qu’il existe une suite x, € x,_; € -+ € x; =. Montrer que les
ensembles de hauteur < n sont finis et forment un ensemble fini, dont le cardinal
P, se calcule au moyen de p, = 1, p,,; = 2P» (procéder par récurrence sur #, en
notant que les éléments d’un ensemble A de hauteur < n sont des ensembles de
hauteur < n —1).

3) Soit G un ensemble ordonné noethérien admettant un plus petit élément g et
tel que pour tout 4 € G, I'ensemble de g < A sont fini et totalement ordonné.

216 a) Montrer que tout élément & # gy de G admet un prédécesseur et un seul.

b) Soit ¢ 'application de G définie dans le lemme 1 (i.e. @(g) est, 'ensemble
des @(g’) ou g’ parcourt 'ensemble des successeurs de g). On pose A =
@(gp)- Montrer que A est un ensemble artinien. Pour g € G, soit g, < g; <
-+ < g, = glasuite des éléments < g;posons f(g) = (@(gy), (&1). ---» P(g,));
montrer que f est une application croissante et surjective de G sur l'en-
semble ordonné G(A) du texte. Montrer que, si f est injective, c’est un iso-
morphisme de G sur G(A).
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c) Pour g € G, soit M, 'ensemble des majorants de g. On suppose que, pour
tout couple d’éléments distincts g, g’ ayant méme prédécesseur p, les en-
sembles ordonnés M, et M,/ sont non isomorphes. Montrer que I"applica-
tion f de b) est alors un isomorphisme de G sur G(A). [Si f(g) = f(g') avec
g# g etsigy<g < <g,=getgy<g <. <g, =g sont
la suite des éléments < g et celles des éléments < g’, montrer que n = n’,
et qu’on peut supposer que g et g’ ont le méme prédécesseur p; considé-
rer alors I’ensemble des p € G tels qu’il existe deux successeurs distincts
g, g’ de p tels que f(g) = f(g’), un élément maximal g de cet ensemble,
et deux successeurs distincts A, h’ de g tels que f(h) = f(h'); noter que
les restrictions de f'a M, et a M, sont injectives, donc (par b)) sont des
isomorphismes de M, sur G(¢(h)) et de M}, sur G(p(h')) ; déduire de I’hy-
pothése de non-isomorphisme de M, et M, qu’on a @(h) # @(h’). ce qui
contredit f(h) = f(h")].

N.B. L’exercice 3) donne des renseignements trés précis sur la maniére dont sont
« fabriqués » les ensembles artiniens. On savait déja qu’un tel ensemble A est
déterminé par la classe d’isomorphisme de I'ensemble ordonné G(A) (lemme
1). On sait maintenant caractériser les ensembles ordonnés G isomorphes a des
G(A):

@) G est noethérien et admet un plus petit élément ;

f) Pour tout g € G, 'ensemble des h < g est totalement ordonné et fini (d’ou
I'existence et I'unicité du prédécesseur de g);

y) Si g, g’ sont des éléments distincts ayant méme prédécesseur, I’ensemble
M, des majorants de g et celui M,/ des majorants de g ne sont pas iso-
morphes.

4) Soit (A,),>¢ la suite des ordinaux finis, définie par Ay = @, A,,; = A, U {4, }.
Montrer que I’ensemble ordonné G(A,) a 2" éléments, et que le nombre de ses

éléments de hauteur g (au sens de I’exerc. 2)) est (Z )
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EXPOSE II

Topologies et faisceaux

J.-L. Verdier

Apres la définition des topologies et prétopologies (n°1) et des faisceaux d’ensembles
(n°2), on aborde dans le n°3 le théoréme central de cet exposé (3.4) : I'existence du fais-
ceau associé a un préfaisceau. Afin de couvrir tous les cas rencontrés dans la pratique,
Pexistence de ce foncteur est démontrée pour les préfaisceaux sur un #%-site (3.0.2). Les
n°4 et n° tirent les conséquences de ce théoréme sur le comportement des limites in-
ductives et projectives dans les catégories de faisceaux. Au n°6 on définit et étudie les
faisceaux a valeurs dans des catégories quelconques, pour porter tout de suite ’attention
sur les faisceaux d’anneaux, de groupes, de modules etc.

1. Topologies, familles couvrantes, prétopologies

DEFINITION 1.1. Une topologie sur une catégorie C est la donnée, pour tout objet X de
C, d’un ensemble J(X) de cribles de X, cette donnée étant soumise aux axiomes suivants :

T 1) (Stabilité par changement de base). Pour tout objet X de C, tout crible R € J(X),
tout morphisme f : Y — X(Y € ob(C)), le crible RXy Y de Y appartient a J(Y).

T 2) (Caractere local). Si R et R" sont deux cribles de X, si R € J(X), et si pour tout
Y € ob(C) et tout morphismeY — R le crible R’ Xy Y appartient a J(Y'), alors
R’ appartient a J(X).

T 3) Pour tout objet X de C, X appartient a J(X).

1.1.1. Les cribles appartenant a J(X) seront appelés les cribles couvrant X, ou en-
core les raffinements de X. Des axiomes (T1), (T2), (T3), on déduit immédiatement que
I’ensemble des cribles couvrant X est stable par intersections finies, et que tout crible
contenant un crible couvrant est un crible couvrant. L’ensemble J(X), ordonné par in-
clusion, est donc cofiltrant (I 8).

1.1.2. Soient C une catégorie, Tet T’ deux topologies sur C. La topologie T est dite
plus fine que la topologie T’ si pour tout objet X de C, tout raffinement de X pour la
topologie T’ est un raffinement de X pour la topologie T. On définit, de cette facon, une
structure d’ordre sur I’ensemble des topologies.

1.1.3.  Soit (T});c; une famille de topologies sur C. Les ensembles, pour tout objet
X de C, des cribles de X qui sont couvrants pour toutes les topologies T}, vérifient les
axiomes (T 1), (T 2) et (T 3) et définissent donc une topologie : la topologie intersection
des T;, i.e. la borne inférieure des 7;. C’est la plus fine des topologies qui soit moins fine
que toutes les topologies T;. La famille (T;);c; admet par suite une borne supérieure : la
topologie intersection des topologies plus fines que chacune des 7;.

1.1.4. En particulier la donnée J(X) = I’ensemble de tous les cribles de X, est une
topologie plus fine que toute topologie sur C, que nous appellerons topologie discréte.

Il existe une topologie moins fine que toute topologie sur C; la topologie pour la-
quelle J(X) = { X} pour tout X de C. Cette topologie est appelée la topologie grossiére
ou chaotique.
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1.1.5. Une catégorie C munie d’une topologie est appelée un site. La catégorie C est
appelée la catégorie sous-jacente au site.

DEFINITION 1.2. Soient C un site, X un objet de C. Une famille de morphismes (f, :
X, = X), a € A, est dite couvrante si le crible engendré par la famille f, (14.3.3) est un
crible couvrant X.

1.1.6. Soit C une catégorie. Donnons-nous pour chaque objet X de C, un ensemble
de familles de morphismes de but X. Il existe alors une topologie T qui est la moins fine
des topologies pour lesquelles les familles données soient couvrantes, a savoir I'intersec-
tion (1.1.3) de toutes les topologies en question. On appelle cette topologie la topologie
engendrée par les ensembles de familles de morphismes donnés. 1l est malaisé de décrire,
en général, tous les cribles couvrants de cette topologie. Cependant la situation est plus
agréable dans le cas suivant :

DEFINITION 1.3. Soit C une catégorie. Une prétopologie sur C est la donnée, pour chaque
objet X de C, d'un ensemble Cov(X) de familles de morphismes de but X, cette donnée étant
soumise aux axiomes suivants :

PT 0) Pour tout objet X de C, les morphismes des familles de morphismes de Cov(X)
sont quarrables. (Rappelons qu’un morphisme Y — X est dit quarrable si pour
tout morphisme Z — X le produit fibré Z X Y est représentable).

PT 1) Pour tout objet X de C, toute famille (X, — X),c4 appartenant a Cov(X), et tout
morphisme Y — X (Y € ob(C)), la famille : (X, Xx Y — Y),c4 appartient a
Cov(Y). (Stabilité par changement de base).

PT 2) Si(X, = X)qec appartient a Cov(X) et si pour chaquea € A, (Xﬂa - Xa)ﬂaeBa
appartient a Cov(X,), alors la famille (X, — X),cy _,p, (ou pour touty =
(a,p,), « € A, B, € B,, le morphisme X}, — X est le morphisme composé :
X, =Xy — X, — X) appartient a Cov(X). (Stabilité par composition).

id
PT 3) La famille : X ' appartient a Cov(X).

1.3.1. La définition de 1.1.6 nous permet de considérer, pour une prétopologie don-
née sur C, la topologie sur C engendrée par cette prétopologie. Notons que si C est une
catégorie ou les produits fibrés sont représentables, alors toute topologie T'de C peut
étre définie par une prétopologie, savoir celle pour laquelle Cov(X) est formé de toutes
les familles couvrant X pour la topologie T.

PROPOSITION 1.4. Soient C une catégorie, E une prétopologie sur C, T la topologie dé-
finie par la prétopologie E (1.1.6), X un objet de C. Désignons par Jg(X) I'ensemble des
cribles de X engendrés par les familles de la prétopologie, et par J (X ) I'ensemble des raffi-
nements de X pour la topologie T. Alors Jg(X) est cofinal dans J1(X). En d’autres termes,
pour qu’un crible R de X appartienne a J1(X), il faut et il suffit qu’il existe un crible
R’ € Jg(X) tel que R" C R.

PREUVE. Soit, pour tout objet X de C, J’(X) 'ensemble des cribles de X qui contiennent
un crible de J;(X). On a évidemment J'(X) C Jp(X). Pour montrer que J'(X) =
Jr(X), il suffit de montrer que la donnée des J'(X) définit une topologie sur C. Or les
J'(X) vérifient évidemment les axiomes (T 1) et (T 3). Il reste donc a vérifier (T 2). Pour
cela il suffit de démontrer que si R’ est un sous-crible de R € J(X) tel que pour tout
Y — R, lecrible R’ Xy Y de Yappartienne a J'(X), le crible R" appartient a J'(X). Or
le crible R est engendré par une famille (X, — X) appartenant a Cov(X), et pour tout
a le crible R” Xy X, contient un crible engendré par une famille (X; — X,) apparte-
nant a Cov(X,). On en déduit que le crible R’ contient un crible engendré par la famille
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(Xy, — X). Donc, d’apreés 'axiome (PT 2), R’ contient un crible de J5(X) et par suite
appartient a J'(X), C.QFD.

2. Faisceaux d’ensembles

DEFINITION 2.1. Soit C un site dont la catégorie sous-jacente est une ?%-catégorie. Un
préfaisceau F a valeurs dans % —Ens est dit séparé (resp. est un faisceau) si pour tout crible
R couvrant X, objet de C, I'application :

Hom (X, F) — Hom(R, F)

est une injection (resp. une bijection). Le sous-catégorie pleine de C~ dont les objets sont
les faisceaux est appelée la catégories des faisceaux d’ensembles sur C, et est notée le plus
souvent C *. Lorsqu’aucune ambiguité n’en résultera, nous dirons simplement catégorie des
faisceaux sur C; en revanche nous préciserons quelquefois en disant catégorie des faisceaux
a valeurs dans % — Ens ou encore catégorie des %-faisceaux.

PROPOSITION 2.2. Soient C une %-catégorie, 7 = (F));cy une famille de % -préfaisceaux
sur C. Désignons, pour chaque objet X de C, par J (X ) I’ensemble des cribles R — X tels
que pour tout morphisme Y — X de C de but X, le crible R Xy Y posséde la propriété
suivante : Uapplication

Hom (Y, F;) — Hom(R Xy Y, F;)

est bijective (resp. injective) pour tout i € I. Alors les ensembles J#(X) définissent une
topologie sur C, qui est la plus fine des topologies pour laquelle chacun des F; soit un faisceau
(resp. un préfaisceau séparé).

PREUVE. Les J +(X) vérifient évidemment des axiomes (T 1) et (T 3). Il reste a montrer
qu’ils vérifient (T 2). Pour cela il suffit de montrer que :

1) Si R” & R < X sont deux cribles de X, tels que R € J+(X) et tels que pour
tout Y — R (ou Y est un objet de C) le crible R’ Xy Y appartienne a J+(Y),
alors le crible R’ appartient a J#(X).

2) Si R" & R < X sont deux cribles de X tels que R’ € J#(X), alors le crible R
appartient a J #(X).

Notons que, dans le cas 2), pour tout Y — R (ou Yest un objet de C) le crible R Xy Y
appartient a J#(Y). Or, dans les cas 1) et 2), R est limite inductive des Y, objets de C,
au-dessus de R (I 3.4). Les limites inductives dans C~ sont universelles (I 3.3). Par suite
dans les cas 1) et 2), R’ est limite inductive des R’ X Y. Or, dans les cas 1) et (2), R’ Xy Y
appartient a J#(Y). On en déduit, en passant a la limite inductive sur les objets Y de C
au-dessus de R, que I'application

Hom (R, F;) — Hom (R, F))
est une bijection (resp. une injection) pour tout i € I. Par suite les applications
Hom(X, F;) — Hom(R', F;) , Hom(X, F;) — Hom(R, F))

sont, dans les cas 1) et 2), des bijections (resp. des injections). De plus, les hypothéses
1) et 2) sont visiblement stables par changement de base quelconque ¥ — X (Y objet

4. ou C, suivant ’humeur de la machine a écrire.
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de C). On en déduit alors que pour tout objet Y de C au-dessus de X et touti € I, les
applications

Hom (Y, F;) — Hom (R Xx Y, F;)
HomCA(Ya E) — Homc”(R, XX Y, E)

sont dans les deux cas des bijections (resp. des injections); ce qui montre que R’ et R
appartiennent a J #(X), C.Q.ED.

COROLLAIRE 2.3. Soient C une ?-catégorie, et pour tout X de C un ensemble K(X)
de cribles de X. On suppose que les K(X) vérifient ’axiome (T 1) de (1.1). Pour qu’un
préfaisceau F soit un faisceau (resp. un préfaisceau séparé) pour la topologie engendrée
(1.1.6) par les K(X), il faut et il suffit que pour tout objet X de C et tout crible R € K(X),
Papplication

Hom (X, F) — Hom (R, F)

soit une bijection (resp. une injection).

COROLLAIRE 2.4. En particulier, soit C une %-catégorie munie d’une prétopologie. Pour
qu’un préfaisceau F soit un faisceau (resp. un préfaisceau séparé), il faut et il suffit que pour
tout objet X de C et pour toute famille (X, — X) appartenant a Cov(X), le diagramme
d’ensembles

FX) - [[Fxp = J] FXaxxXp
a€A (a,f)EAXA
soit exact (resp. I’application
FX)— [] Fxp
a€A
soit injective).

PREUVE. On applique 2.3, puis (I 3.5) et (I 2.12).
On retrouve avec le corollaire 2.4 la définition donnée dans [1].

DEFINITION 2.5. Soit C une %-catégorie. On appelle topologie canonique de C la to-
pologie la plus fine pour laquelle les foncteurs représentables soient des faisceaux (2.2). Un
crible couvrant X pour la topologie canonique sera appelé crible épimorphique strict univer-
sel. Une famille couvrante pour la topologie canonique sera appelée famille épimorphique
stricte universelle. Lorsque de plus les morphismes de la famille couvrante sont quarrables,
la famille sera dite épimorphique effective universelle [2].

REMARQUE 2.5.1. Pour presque tous les sites qu’on a eu a utiliser jusqu’a présent, la
topologie est moins fine que la topologie canonique, en d’autres termes, les foncteurs
représentables sur C sont des faisceaux, i.e. les familles couvrantes de C sont épimor-
phiques strictes universelles. La seule exception a cette regle est le site C étudié au n° 5
(dont la topologie est plus fine, et le plus souvent strictement plus fine, que la topologie
canonique).

PROPOSITION 2.6. Pour qu’un crible R < X soit épimorphique strict universel, il faut
et il suffit que pour tout objet Y — X de C au-dessus de X, et pour tout objet Z de C,
Papplication :
Hom (Y, Z) — l(in Homc(., Z)
C/(YXyR)
soit une bijection.

PREUVE. Immédiat en appliquant 2.2 puis (I 5.3).
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REMARQUES 2.7. 1) Laproposition 2.6 donne une caractérisation des cribles épi-
morphiques stricts universels d'une catégorie C, indépendante de 'univers dans
lequel les préfaisceaux prennent leurs valeurs, a la seule condition que les en-
sembles de morphismes Hom(X, Y) de C appartiennent a cet univers. Elle per-
met ainsi de définir la topologie canonique pour toute catégorie C, sans qu’il
soit pour cela nécessaire de préciser les univers.

2) Soient C un site dont la catégorie sous-jacente soit une %-catégorie, Fun %-préfaisceau

et 7"un univers contenant . La catégorie sous-jacente a C est une 7-catégorie,
et F peut étre considéré comme un 7-préfaisceau. Le #%-préfaisceau F est un
faisceau (resp. un préfaisceau séparé) si et seulement si le Z-préfaisceau F est
un faisceau (resp. un préfaisceau séparé). En d’autres termes, la condition pour
un préfaisceau F d’étre un faisceau (resp. un préfaisceau séparé) ne dépend pas
(au sens qu’on vient de préciser) de I'univers dans lequel le préfaisceau F prend
ses valeurs. En particulier soient C un site et F un %-préfaisceau; on dit que F
est un faisceau (resp. un préfaisceau séparé) s’il existe un univers 7" contenant
% tel que la catégorie C soit une 7-catégorie et tel que F soit un 7-faisceau
(resp. un Z-préfaisceau séparé). Cette propriété ne dépend pas de I'univers 7.

3. Faisceau associé a un préfaisceau

DEFINITION 3.0.1. Soit C un site. On appelle famille topologiquement génératrice (ol
lorsqu’aucune confusion n’en résulte, famille génératrice) de C, un ensemble G d’objets de
C tel que tout objet de C soit but d’une famille couvrante de morphismes de C (1.2) dont les
sources sont des éléments de G.

DEFINITION 3.0.2. Soit % un univers. On appelle %-site un site C dont la catégorie
sous-jacente est une %-catégorie (I 1.1), qui posséde une petite famille topologiquement geé-
nératrice. Soit C une ?-catégorie ; on appelle %-topologie sur C une topologie sur C faisant
de C un U-site. On dit qu’un site C est U-petit, ou par abus de langage, petit, si la catégorie
sous-jacente a C est petite (I 1.0).

3.0.3. Il résulte immédiatement des définitions que toute topologie plus fine qu'une
%-topologie est une %-topologie, et qu’un petit site est un %-site.

PROPOSITION 3.0.4. Soient C un %-site, G une petite famille topologiquement généra-
trice de C. Pour tout X € ob C, désignons par J5(X) l'ensemble des cribles couvrant X
engendrés par une famille de morphismes

”(1
Y, — X),a€ A ouY, €G.

1) L’ensemble J;(X) est petit.

2) L’ensemble J;(X) est cofinal dans I’ensemble J (X)) de tous les cribles couvrant X,
ordonné par inclusion.

3) Pour tout R € J5(X), il existe une petite famille épimorphique (110.2) (u, : ¥ —
R),xa € A, avecY € G.

PREUVE. 1) Posons A(X) = Uy hom(Y, X). L’ensemble A(X) est petit (I 0)
et card(J5(X)) < 2card(AX)) par suite J(X) est petit.

2) Soit R € J(X). Posons A(R) = Lly.; Hom(Y, R) et soit R’ le crible de X en-
gendré par la famille (Y LR X),u € A(R).Ona R’ C R et il suffit de
montrer que R’ est couvrant. D’apres 'axiome (T 2) de 1.1, il suffit de montrer
que pour tout morphisme Z — R, Z € obC, le crible R’ Xy Z de Z est cou-
vrant. Or le crible R’ Xy Z contient le crible engendré par la famille de tous les
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morphismes Y — Z avec Y € G, famille qui est, par hypothése, couvrante. Le
crible R Xy Z de Z est donc couvrant (axiome T2 de 1.1).

3) Soit R € J5(X). La famille (Y 5 R), u € A(R) = Uy Hom(Y, R) est, par
hypothese, épimorphique. Or, pour tout Y € ob C, Hom(Y, R) est contenu dans
Hom(Y, X) qui est petit. Par suite A(R) est petit.

3.0.5. Soient C un %-site, 7 un univers tel que C € 7’et % C 7, G une U-petite fa-

mille topologiquement génératrice de C. La catégorie C~ des préfaisceaux de %-ensembles

229 sur C est une 7-catégorie (I 1.1.1). Soit X un objet de C. L’ensemble J (X ) des cribles cou-
vrant X est 7-petit et, ordonné par inclusion, il est cofiltrant (1.1.1). Pour tout Z-préfaisceau

F, la limite inductive li_ngJ(X) Hom (R, F) est donc représentable par un élément de V'

(I 2.4.1). De plus, il résulte de (3.0.4 3)) que, pour tout R € J;(X), Hom(R, F) est
U-petit, et comme J;(X) est un %-petit ensemble cofinal dans J(X) (loc. cit.), il résulte
de (I 2.4.2) que li_r)nJ(X) Hom (R, F) est %-petit. Choisissons alors, pour tout F et pour

tout X, un élément de % qui représente cette limite inductive et posons
LF(X)= h_r)n Hom (., F)
J(X)

Soitg : Y — X un morphisme de C. Le foncteur changement de base g* : J(X) — J(Y)
définit une application :

LF(g) : LF(X)— LF(Y).
qui fait de X —» LF(X) un préfaisceau sur C.

Le morphisme idy : X — X étant un élément de J(X) on a, pour tout objet X de
C, une application :

UF)X): F(X)— LF(X),
définissant visiblement un morphisme de foncteurs :

UF): F— LF.

Il est clair de plus que F — LF est un foncteur en F et que les morphismes ¢(F) défi-
nissent un morphisme

¢:1d— L.
Enfin soit R & X un raffinement de X. La définition de L F(X) et (I 1.4) nous fournissent

une application :

Zg : Hom(R, F) — Hom (X, LF),

g
230 et pour tout morphisme de C, Y — X, la définition du foncteur L F nous montre que le
diagramme ci-apres, est commutatif :

Zy Hom - (R, F) Hom - (X, LF)
) | |
ZRXXY . HomCA(R XX Y, F) —>HOch (Y, LF)

(les fleches verticales sont les fleches évidentes).
Copions alors [2].
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LEMME 3.1. 1) Pour tout raffinementip : R < X et toutu : R — F, le dia-
gramme :
U(F)
F LF
() u Zrw)
R¢ : X
IR

est commutatif.

2) Pour tout morphisme v : X — LF, il existe un raffinement R de X et un mor-
phismeu : R — F tel que Zg(u) = v.

3) SoientY un objetde Cetu,v : Y =3 F deux morphismes tels que {(F)ou = {(F)ov.
Alors le noyau du couple (u, v) est un raffinement de Y.

4) Soient R et R’ deux raffinements de X, u : R — Fetu : R — F deux
morphismes. Pour que Z g(u) = Zg/(u'), il faut et il suffit que u et u’ coincident
sur un raffinement R” <& R Xy R’.

PREUVE. La seule assertion non triviale est ’assertion 1). Il faut montrer que Zg(u)
ir = {(F) e u.Pour cela il suffit de montrer (I 3.4) que les composés de ces morphismes

g
avec tout morphisme ¥ — R (Y objet de C) sont égaux. Or, considérons f = ig o g etle
produit fibré R Xy Y:

0(F)
F LF
u Zgu)
R : X
IR
g f
g
RxyY —— Y.

l-l

Dans ce diagramme ci-dessus, i’ est un monomorphisme qui admet une section. Par
suite (1.3 3) i’ est un isomorphisme. Or par définition du morphisme ¢(F'), le morphisme
Zpxyyue g') est égal a /(F)ouog. D’autre part la commutativité du diagramme (*) nous
fournit I’égalité ZRXXY(u o g') = Zg(u) o f, et par suite on a bien I'égalité {(F)ouo g =
Zr(u)eigeg.

PROPOSITION 3.2. 1) Le foncteur L est exact a gauche (1 2.3.2).

2) Pour tout préfaisceau F, LF est un préfaisceau séparé.
3) Le préfaisceau F est séparé si et seulement si le morphisme {(F) : F — LF estun
monomorphisme. Le préfaisceau LF est alors un faisceau.
4) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) ¢(F) : F — LF est un isomorphisme.
(ii) F est un faisceau.

PREUVE. 1) II suffit de montrer (I 3.1) que pour tout objet X de C, le foncteur
F — LF(X) commute aux limites projectives finies. Or par définition de la
limite projective, le foncteur

F — Hom~(R,F) R < X € ob(J(X))
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232 commute aux limites projectives, et la limite inductive li_r)nJ(X) commute aux
limites projectives finies car J (X)) est une ensemble cofiltrant (I 2.7).

2) Soient X un objet de Cet f, g : X =3 LF deux morphismes qui coincident sur
un raffinement R & X de X. En vertu de 3.1 2), il existe un crible couvrant
R’ & X, qu’on peut toujours supposer contenu dans R, et deux morphismes
u,v : R’ 3 Ftels que Zg/(u) = fet Zg/(v) = g En vertude 3.1 1) on a
alors £(F) ocu = {(F) o v. Par suite (3.1 4)) u et v coincident sur un raffinement
R” & R’.Soit w le restriction de ua R”.On a Zgn(w) = Zg/(u) = Zg(v) et
par suite f = g. Le préfaisceau LF est donc séparé.

3) Si Fest séparé, le morphisme ¢(F) est un monomorphisme car une limite induc-
tive filtrante de monomorphismes est un monomorphisme. Si /(F) est un mo-
nomorphisme, le préfaisceau F est un sous-préfaisceau d’un préfaisceau séparé,
donc il est séparé. Montrons que L F est alors un faisceau. Soienti : R < X un
crible couvrant un objet X de C, et u : R — LF un morphisme. Il nous suffit de
montrer que u se factorise par X. Posons R’ = F X;p Retv = Zp/ (pr,) :

LF)

F LF

pr, u\
, pra i

R R X
P1 m

R" = Y

233 Pour montrer que u = v ¢ i, il suffit de montrer (I 3.4) que pour tout morphisme

m:Y — R(Yobjetde C),veiom =uem.Posons R” =Y Xy R’ et soient p; et

D, les projections. La projection R” 2. Y estun monomorphisme et fait de

R” un crible couvrant Y (3.1 2)).Onawvoeio pr, = {(F)epr, (3.11)), et par suite

veiepr, = uemep,. On en déduit veiepr, opy = uepr, op; i.e. veiomeopy = uemeop,.

Comme le préfaisceau LF est séparé,ona veiom=ueom, C.Q.FD.
4) Clair.

REMAROQUE 3.3. Soit J’(X) un sous-ensemble cofinal de J(X). On a
LF(X)= h_r)n Hom(., F).
J'(X)
En particulier, si la topologie de C est définie par une prétopologie X +— Cov(X)

(1.1.3), le foncteur L peut se décrire a 'aide des familles couvrantes de Cov(X) (I 2.12 et
I 3.5). En explicitant les formules on retrouve la construction de [

THEOREME 3.4. Soit C un %-site. Le foncteur d’inclusion i : C < C des faisceaux
dans les préfaisceaux admet un adjoint a gauche a, exact a gauche (12.3.2) :
a

C C

i

Le foncteurioa est canoniquement isomorphe au foncteur Lo L (cf. 3.0.5). Pour tout pré-
faisceau F le morphisme d’adjonction F — i a(F) se déduit par I'isomorphisme précédent
du morphisme ((LF){(F) : F — Lo L(F).

234 DEFINITION 3.5. Le faisceau aF est appelé le faisceau associé au préfaisceau F.
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Le théoréme 3.4 résulte immédiatement de la proposition 3.2.

PROPOSITION 3.6. Soient C un %-site et 7" O % un univers. Notons C;[ et C;% (resp. CA7
et Cy)) les catégories de U-préfaisceaux et de U-faisceaux (resp. de 7-préfaisceaux et de

7-faisceaux) et a,, : Cgy — Cy (resp. a,, : Cyr — Cy) les foncteurs « faisceaux associés »
correspondants. Le diagramme

)

c, = C’

i)

Cy - Cy.

ou les foncteurs verticaux sont les inclusions canoniques, est commutatif a isomorphisme
canonique pres.

PREUVE. Résulte de la construction des foncteurs a,eta, (3.4 et 3.0.5).

4. Propriétés d’exactitude de la catégorie des faisceaux

Les propriétés d’exactitude de la catégorie des faisceaux se déduisent des propriétés
d’exactitude de la catégorie des préfaisceaux via le théoréme 3.4. La présent numéro
explicite cette philosophie sur des énoncés-types parmi les plus utiles.

THEOREME 4.1. Soient C un U-site, C la catégorie des faisceaux,a : C — alefoncteur
faisceau associé, i : C—Cle foncteur d’inclusion.
1) Le foncteur a commute aux limites inductives et est exact.
2) Les %-limites inductives dans C sont représentables. Pour toute petite catégorie I
et pour tout foncteur E : I — C le morphisme canonique
lim E — a(limi o E)
T T
est un isomorphisme.
3) Les %-limites projectives dans C sont représentables. Pour tout objet X de C, le
foncteur sur C : F — F(X) commute aux limites projectives, i.e. le foncteur
d’inclusion i : C — C commute aux limites projectives.

PREUVE. Ces propriétés résultent essentiellement du théoréme 3.4 et de (I 2.11).

Ainsi, dans la catégorie des faisceaux, les produits indexés par un élément de %,
produits fibrés, sommes indexées par un élément de %, sommes amalgamées, noyaux,
conoyaux, images, coimages sont représentables.

COROLLAIRE 4.1.1. Soient C un %-site et F un faisceau d’ensembles sur C. L’homomor-
phisme canonique
limaX — F
—
C/F
est un isomorphisme.

PREUVE. Résulte de (I 3.4) et du fait que a commute aux limites inductives.

PROPOSITION 4.2. Tout morphisme de C, qui est a la fois un épimorphisme et un mono-
morphisme, est un isomorphisme.
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PReUVE. Soit u : G — H un morphisme de Cc qui est un épimorphisme et un mo-
nomorphisme. Remarquons tout d’abord que la morphisme u est un monomorphisme
de préfaisceaux (4.1 1)). Construisons la somme amalgamée H LI; H = K et les deux
morphismes canoniques iy, i, : H = K dans la catégorie des préfaisceaux. Comme u
est un monomorphisme de préfaisceaux, on vérifie immédiatement que le diagramme
ci-apres est cartésien et cocartésien (I 10.1) :

G . H

u i2

i

H K.

En appliquant le foncteur « faisceau associé », on obtient donc un diagramme cartésien
et cocartésien de la catégorie des faisceaux (4.1 1)) :

G = H
aiy
H ak.

Comme u est un épimorphisme de faisceaux, le morphisme ai; est un isomorphisme et
comme le diagramme (*) est cartésien, le morphisme u est un isomorphisme.

PrROPOSITION 4.3. 1) Les limites inductives dans C qui sont représentables, sont
universelles (I 2.5).
2) Toute famille épimorphique (1 10.2) de morphismes est épimorphique effective uni-
verselle (2.6).
3) Toute relation d’équivalence est effective universelle (I 10.6).
4) Les %-limites inductives filtrantes commutent aux limites projectives finies (I 2.6).

PREUVE. Les assertions 1) a 4) sont vraies dans la catégorie des ensembles donc dans
la catégorie des préfaisceaux (I 3.1). Les assertions 1) et 4) résultent alors immédiatement
des assertions correspondantes pour les préfaisceaux et de 4.1. Démontrons 3). Soit py,

~ P1
P, © R—= X une relation d’équivalence de C . Le diagramme R ——= X est alors
[

une relation d’équivalence de préfaisceaux (4.1.1)). Il existe donc un morphisme de pré-
faisceaux u : X — Y'tel que le diagramme

R P2 X

p1 u

X Y

soit cartésien et cocartésien dans la catégorie des préfaisceaux. En appliquant le foncteur
« faisceau associé », on obtient un diagramme cartésien et cocartésien dans la catégo-

pi
rie des faisceaux (4.1 1)). Par suite R —— X est une relation d’équivalence effective.
2

Comme toute relation d’équivalence est effective d’apreés ce qui précede, toute relation
d’équivalence est effective universelle. Démontrons 2). Soit (v; : X; - X),i € I, une
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famille épimorphique de C". D’apreés (II 2.6) et (I 2.12), il suffit de démontrer les assertions
suivantes :

a) Pour tout morphisme de faisceaux v : Y — X, la famille de morphismes pr,; :

X; Xy Y = Y, i € I, est une famille épimorphique de C .
b) Pour tout faisceau Z le diagramme d’ensembles :

Hom(X,Z) - [[Hom(X,,2) = [] Hom(X;xy X,.2)
iel (i,k)elxI
est exact.

Soient X' la réunion des images des morphismes u; au sens des préfaisceaux et j :
X" & X l'injection canonique. Pour tout i € I, le morphisme u; : X; - X se factorise
en un morphisme u; : X; — X' et le morphisme j, et la famille ] : X; - X', i € I,
est une famille épimorphique de C". Comme j est un monomorphisme, le morphisme
ai : aX' - X est un monomorphisme de faisceaux (4.1). Comme pour tout i € I, on
au; = ajau!, aj est un épimorphisme de faisceaux. Par suite aj est un isomorphisme
(4.2). Soit v : Y — X un morphisme de faisceaux. On en déduit par changement de
base un morphisme j, : X’ Xy Y — Yet des morphismesu/, : X; Xy Y — X' Xy Y.
Comme a commute aux produits fibrés, aj, est un isomorphisme. Comme les familles
épimorphiques de C~ conservent ce caractére par changement de base, la famille Uj s
i € I, est épimorphique dans C. Comme a commute aux limites inductives, la famille
auj, . X; Xy Y = a(X' Xx Y),i € I, est épimorphique dans C" d’ou a). Démontrons
b). Soit Z un faisceau. Comme aj est un isomorphisme, I’application

Hom(X, Z) — Hom(X', Z)

est une bijection. Comme les u], i € I, forment une famille épimorphique de C,le
diagramme d’ensemble :

Hom(X', Z) - [[Hom(X;.2) =[] Hom(X,xxs X,.2)
iel (ik)eIxI
est exact. Enfin comme X’ est un sous-préfaisceau de X, le préfaisceau X; Xy, X;,
(i, k) € I X I, est canoniquement isomorphe a X; Xy X,, d’'ou b).

REMARQUES 4.3.1. 1) La proposition 4.3 2) nous fournit formellement une se-
conde démonstration de 4.2 : Il est clair que, dans toute catégorie, un morphisme
qui est a le fois un épimorphisme effectif universel et un monomorphisme est
en fait un isomorphisme.

2) On déduit des propositions précédentes que tout morphisme dans la catégorie
des faisceaux se factorise de maniere unique en un épimorphisme effectif et un
monomorphisme effectif. Cette propriété généralise de fagon naturelle, pour les
catégories non additives, ’axiome (AB2) des catégories abéliennes (coim =~ im)

[Tohoku].

4.40. Soit C un %-site. Le foncteur h : C — C (I 1.3.1), composé avec le foncteur
faisceau associé, fournit un foncteur

ec: C— C,

appelé foncteur canonique de C dans C', qui sera constamment utilisé par la suite. Le
foncteur €. commute aux limites projectives finies. Lorsque la topologie de C est moins
fine que la topologie canonique, € est pleinement fidele, et commute aux limites pro-
jectives; il est alors, d’ailleurs, défini lorsque C ne posséde pas nécessairement de petite
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famille topologiquement génératrice. Nous n’étudierons pas en détail le comportement
de € par rapport aux limites inductives (cf. [SGA 3 IV]). Nous aurons cependant besoin
des propositions ci-apres.

THEOREME 4.4. Soient C un %U-site et (u; : X; = X),i € I, une famille de morphismes
de C de but X. Les conditions suivantes sont équivalentes * :
i) La famille (ecu; : ecX; = €cX), i € I, est une famille épimorphique de C (I
10.2).
ii) La famille (u; : X; = X), i € I, est une famille couvrante de C (1.2).

/

PREUVE. ii) = i). Soient R < X le crible engendré par les u;, i € I (I 4.3.3), et
u; : X; = R les morphismes induits par les u;. La famille des u;, i € I, est une fa-
mille épimorphique de C’, et R est un crible couvrant X. Par suite, pour tout faisceau F,
Papplication
Hom(X, F) — Hom(R, F)
est bijective et 'application

Hom(R, F) — [ [ Hom(X;, F)
i

est injective. Donc I'application

Hom(X, F) — [ [ Hom(X,, F)
i

est injective et par suite I’application

Hom(aX, F) — H Hom(aX;, F)
i

est injective, d’ou i).

i) = ii). Avec les notations introduites précédemment, soit J : R < X linjection ca-
nonique dans X du crible engendré par les u;, i € I. Il résulte de i) que le morphisme
de faisceaux aJr : aR — aX est a la fois un épimorphisme de faisceaux et un mono-
morphisme de faisceaux. C’est donc un isomorphisme de faisceaux (4.2). On a, avec les
notations du n° 3, un diagramme commutatif :

£(x) L(LX)

X LX aX
JR Lig e
/(R ¢(LR
R & LR (LR aR.

Tout d’abord, d’apres 3.1 2), il existe un crible couvrant J. 5, - S; — X et un morphisme
u; : Sy = LR tel que

(461) K(LX) °£(X) o JSl = QJR °€(LR) ouU = K(LX) o LJR °oUy.

Posons m = {(X) e Jg etn= LJgou;.Les morphismes m et n sont des morphismes de
S, dans LX. Soit .S, & S le noyau du couple de fleches (m, n). Pour tout objet Y de C
et tout morphisme @ : Y — S|, on a, en vertu de 4.6.1, {(LX)emea = {(LX)onoa.
II résulte alors de (3.1 3)) que le noyau S, X Y du couple de fleches (m o a,n o a) est

4. Lorsque le site C ne posséde pas nécessairement de petite famille topologiquement génératrice
et lorsque la topologie de C est moins fine que la topologie canonique, on a ii) = i) (cf. démonstration de
4.4).
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un crible couvrant Y. Par suite, d’apres I'axiome (T 2) des topologies, Jg @ S, & X
est un crible couvrant X. On a donc un morphisme u, : S, — LR et un diagramme
commutatif :

152
S, X
/
(4.6.2) " R o0
%LJR
LR LX

Soient Yun objetde Cet f : Y — S, un morphisme. D’apres 3.1 1), il existe un crible
couvrant Jp : Qy © Yetun morphisme vy : Q) — RtelsqueuyofoJy = LU(R)ev;.
Posons f = Jg o foJy, g = Jgeov;. Soient O, le noyau du couple (f,g) : O; 3 X
et Jo, © Oy < Y, l'injection canonique. Pour tout objet Z de C et tout morphisme
Yy © Z = Q, on a, en vertu de la commutativité de (4.6.2) :

UX)o foy=LX)odg ofodg oy=Llgouyofoly oy=
=LJgol(R)evjoy =UX)eJgoviey =UX)ogoy.
Il résulte alors de 3.1 2) que le noyau Q, Xo, Z du couple (f o y,g o y) est un crible
couvrant Z. D’aprés I'axiome (T 2) des topologies, Jo, : O < Yest un crible couvrant

Y. Pour tout morphisme f : Y — S, il existe donc un crible couvrant Jo, 1 Oy & Yet
un morphisme v, : O, — R tels que le diagramme ci-apres soit commutatif :

J
Y 4 S, e

X

J,
0y Tr

£]
0, R

Notons alors S, N R le produit fibré de .S, et de R au-dessus de X. Le crible (de Y) :
(53 N R) X, Y contient le crible Q, et par suite (S, N R) X, Yest un crible couvrant Y.
Il résulte alors de 'axiome (T 2) des topologies que S, N R est un crible couvrant X et
par suite le crible R qui contient .S, N R est un crible couvrant X, C.QF.D.

COROLLAIRE 4.4.4. Soient T la topologie du U -site e, T" (resp. T" ) la topologie la plus

fine sur e parmi celles pour lesquelles les objets de C sont des faisceaux (resp. des préfais-
ceaux) (2.2). AlorsT =T' =T".

En effet, on a trivialement T < T’ < T”, et 4.4 et 2.2 impliquent que T" < T,
C.QED.

DEFINITION 4.5. Un objet initial d’une catégorie A est un objet ¢ 4 qui représente la
limite inductive vide i.e. tel que pour tout X € ob A, il existe une fléche et une seule ¢p 4 —
X. On dit qu’un objet ¢ 4 est initial strict s’il est initial et si tout morphisme de but ¢ 4 est
un isomorphisme. Soit (S;), i € I, une famille d’objets d’une catégorie A. Supposons que la
somme s = ;S soit représentable. On dit que la somme S est disjointe si les morphismes
structuraux S; — S sont quarrables, s’ils sont des monomorphismes et si pour tout couple
i, j, i # j, le produit S; X S; est un objet initial de A. On dit que la somme S est disjointe

242



120 II. TOPOLOGIES ET FAISCEAUX

universelle si elle est disjointe et si elle reste somme disjointe aprés tout changement de base
T — §; il en résulte que pour tout couple i, j, i # j, les objets S; Xg Sj sont des objets
initiaux stricts de A.

ExXEMPLE 4.5.1. Dans la catégorie des ensembles, les sommes directes sont disjointes
et universelles. Il en est donc de méme dans toute catégorie de préfaisceaux d’ensembles
(I 3.1) et par suite dans toute catégorie de faisceaux d’ensembles sur un %-site (4.1); en
particulier, I'objet initial de C™ est strict.

PROPOSITION 4.6. Soient C une ?%-catégorie et (s; : X; — X),i € I, une famille de
morphismes de C. Pour toute %-topologie T sur C (3.0.2), on désigne par C;T la catégorie
de faisceaux correspondante et pares : C — C;T le foncteur correspondant.

1) Soit T une ?-topologie telle que

(e7(s)))
[[erx) —= er0)
i€l
soit un isomorphisme. Alors pour toute topologie T’ plus fine que T, le morphisme :

(€1 (sp))
[[er x) —— err(x)
i€l
est un isomorphisme.
2) Soit T une %-topologie sur C. Les propriétés suivantes (i) et (ii) sont équivalentes :
i) a) Lafamille(s; : X; — X),i € I, est couvrante pour T .
b) Pour tout i € I, le morphisme diagonal de préfaisceaux 4; : X; <
244 X; Xx X; est transformé par le foncteur « faisceau associe » (pour T ) en
un isomorphisme (ce qui est le cas si les s; sont des monomorphismes).
c) Pour tout couple (i, j),i # j, d’élémentsde I, le préfaisceau. X; Xx X est
transformé par le foncteur « faisceau associé » (pour T ) en l'objet initial
de CNT.
ii) e7(X) est somme de e (X;).

PREUVE. 1) Un faisceau Fpour T’ est un faisceau pour 7. Pas suite, pour tout
faisceau F pour T, le morphisme

Home (X, F) — [ [Home (X, F)
iel
est un isomorphisme, ce qui entraine I’assertion.
2) Par définition, on a la propriété ii) si et seulement si le morphisme de préfais-
ceaux

@ = (h(s).i € I): [ X)) — hXx)

est transformé par le foncteur « faisceau associé » en un isomorphisme i.e. (4.2)
si et seulement si a(@) est un épimorphisme et monomorphisme de faisceaux.
D’apres (4.4), le morphisme a(®) est un épimorphisme si et seulement si on a la
propriété a). Le morphisme diagonal

A: H h(X;) — (H h(X;)) Xpx) (H h(X}))

est somme directe d’'une famille A
suit :
p) Lorsque i = j, 4;; est le morphisme diagonal A(X;) — h(X;) Xnex)y M(X;)

L) (i, j) € ix I, de morphismes définis comme
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y) Lorsque i # j, 4; ; est le morphisme ¢ — h(X;) Xpx) h(Xj) (¢ désigne
I’objet initial de C’).

Le morphisme a(®) est un monomorphisme si et seulement si a(4) est un isomor-
phisme, et d’aprés (4.1) a(4) est isomorphisme si et seulement si les a(4; ;) sont des
isomorphismes i.e. si et seulement si on a les propriétés b) et c).

COROLLAIRE 4.6.1. Soient C une %-catégorie et X un objet de C.

1) Soit T une U-topologie sur C. L’objet X de C est transformé par le foncteur « fais-
ceau associé » (pour la topologie T ) en l'objet initial de C;T si et seulement si le
crible vide recouvre X.

2) Lorsque X est un objet initial strict de C, le faisceau associé a X, pour toute % -topologie
plus fine que la topologie canonique, est un objet initial.

PREUVE. 1) On prend pour ensemble I dans 4.6 2) 'ensemble vide.
2) D’apres 1) et 4.6 1), il suffit de montrer que le crible vide recouvre X pour la
topologie canonique i.e. (2.6) il suffit de montrer que pour tout objet Y — X
au-dessus de X, Y est un objet initial de X, ce qui résulte de la définition (4.5).

COROLLAIRE 4.6.2. Soient C un %-site et (s; : X; — X), i € I, une famille de mor-
phismes quarrables de C de méme but possédant les propriétés suivantes :

@) La famille des s;, i € I, est couvrante.

p) Pourtouti € I,s; : X; = X est un monomorphisme.

y) Pour tout couple (i, j), i # j, d’éléments de I, X; Xy X est recouvert par le crible
vide, i.e. pour tout faisceau F sur C, F(X; Xy X ) est un ensemble réduit a un
élément.

Alors ec(X) est somme des ec(X;), i € I.
PREUVE. Résulte immédiatement de 4.6 2) et de 4.6.1 1).

COROLLAIRE 4.6.3. Soient C une %-catégorie et (s; : X; — X), i € I, une famille de
morphisme quarrables de méme but. Supposons que la topologie canonique de C soit une
% -topologie. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Il existe une %-topologie T sur C, moins fine que la topologie canonique, telle que
€7 (X) soit somme des e (X;), i € I.
ii) L’objet X est somme disjointe et universelle (4.5) (dans C) des X.

PREUVE. ii) = i). Comme X est somme universelle des X;, i € I,1a famille des s;,i €
1, est couvrante pour la topologie canonique de C (2.6). La condition @) de 4.6.2 est donc
satisfaite lorsqu’on munit C de la topologie canonique. La condition f) est évidemment
satisfaite et la propriété y) résulte de 4.6 1) 2), d’ou i).
i) = 1ii). Soit 7 une topologie sur C moins fine que la topologie canonique telle que
€7 (X) soit somme des e5(X;). Pour tout faisceau F, pour 7, I'application canonique
Hom(X, F) — Hl_ Hom(X;, F) est une bijection. De plus, tout préfaisceau représentable
est un faisceau. Il en résulte aussitot que X est somme dans C des X;, i € I. Appliquant
ceci au cas ou I'ensemble I est vide, on voit que si un objet de C est transformé en
I'objet initial de C’, cet objet est un objet initial de C. Le foncteur e : C — C est
pleinement fidéle et commute aux limites projectives finies. Par suite la condition b)
de 4.6.2) entraine que les s;, i € I, sont des monomorphismes de C, et la condition c)
entraine, d’apres de qui précede, que les X; Xy X, i # j, sont des objets initiaux de C.
Par suite X est somme disjointe des X;. Comme €5 commute aux produits fibrés, cette
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derniére propriété est stable par tout changement de base Y — X, et par suite X est
somme disjointe et universelle des X;,i € I.

COROLLAIRE 4.6.4. Soient C une ?%-catégorie et X un objet de C. Supposons que la
topologie canonique sur C soit une %-topologie. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Il existe sur C une topologie moins fine que la topologie canonique telle que e5(X)
soit un objet initial de C..
ii) X est un objet initial strict de C.

PREUVE. On prend pour ensemble I I'ensemble vide dans 4.6.3.

PROPOSITION 4.7. Soient C une %-catégorie, C la catégorie des faisceaux sur C pour
la topologie canonique, e~ : C — C le foncteur canonique (4.4.0), R = X une relation
d’équivalence dans C admettant un conoyau Y dans C. Soit Il : X — Y le morphisme
canonique et supposons-le quarrable. Considérons alors les propriétés suivantes :

i) ec(Y) est le quotient de la relation d’équivalence e-(R) = €-(X).
ii) La relation d’équivalence R = X est effective universelle (cf. n° 7).

On a ii) = 1i).. Lorsque C posséde une %-topologie moins fine que la topologie canonique,
on ai) = ii).

PREUVE. ii) = i). Le morphisme canonique R — X Xy X est un isomorphisme. Soit
S — Yle crible engendré par # : X — Y. Pour tout préfaisceau F, on a un diagramme
exact (I12.12) :

Hom(sS, F) - Hom(X, F) = Hom(R, F).

Il suffit donc de montrer que pour tout faisceau F pour la topologie canonique, I’appli-
cation

Hom(X, F) — Hom(S, F)

est une bijection i.e. il suffit de montrer que S est couvrant pour la topologie canonique,
ou encore que le crible engendré par # : X — Y est couvrant, ce qui résulte de la
définition 2.5.

i) = ii). Le foncteur e~ : C — C commute aux limites projectives finies et est pleine-
ment fidele. Or le morphisme canonique e~(R) = J(X) X Jo(Y) J(X) est un isomor-
phisme (4.3). Par suite le morphisme canonique R — X Xy X est un isomorphisme. Le
morphisme €-(X) — €-(Y) est un épimorphisme, ce qui entraine (4.4) que 7 : X = Y
est un morphisme couvrant de C pour la topologie canonique, C.QFD.

PROPOSITION 4.8. Soit C un %-site. La catégorie des faisceaux sur C posséde les pro-
priétés suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables.

b) Les sommes directes indexées par un élément de % sont représentables. Elles sont
disjointes et universelles. (4.5).

c) Les relations d’équivalence sont effectives universelles.

Cela a été vu dans 4.1, 2) et 3), 4.3, 3), et 4.5.1.

Ces propriétés ont été mises en évidence car elles permettront plus tard de carac-
tériser les %-catégories équivalentes a des catégories de faisceaux sur des catégories
appartenant a % (IV 1.2).

REMARQUE. Rappelons que la propriété a) est équivalente a la propriété :
Il existe un objet final, et les produits fibrés sont représentables (I 2.3.1).
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4.9. Soient C un site dont la catégorie sous-jacente soit une %-catégorie. Alors la
catégorie C des -faisceaux sur C satisfait aux conditions envisagées dans I 7.3 ((i) ou
(ii), au choix), donc par loc. cit. les diverses variantes envisagées dans I 7.1 pour la notion
de famille génératrice dans C coincident. Ceci posé :

PROPOSITION 4.10. Avec les notations précédentes, considérons le foncteur canonique
€ : C > C (44.0), et soit G C obC une famille topologiquement génératrice dans C
(3.0.1). Alors la famille (e(X)) yeg d’objets de C est une famille génératrice. En particulier
la famille (e(X)) xeop ¢ d objets de C est génératrice.

11 faut prouver que tout morphisme u : F — F’ dans C tel que
(4.10.1) Hom(e(X), F) — Hom(e(X), F')

soit une bijection pour tout X € G, est un isomorphisme. Or Iapplication précédente
s’identifie a I'application

(4.10.2) u(X) : F(X) — F'(X),

et il faut montrer que si celle-ci est bijective pour tout X € G, il en est de méme pour
tout X € obC. Or soit (X; — X),;c; une famille couvrante de X par des objets de G,
et pour tout couple d’indices (i, j) de I, considérons ’ensemble de tous les morphismes

Xk = X;Xx X, dans C, avec X;jk € G (k variant dans un ensemble d’indices I; ;). On
obtient alors un homomorphisme de diagrammes exacts d’ensembles

FOXO— [[Faxo) = [[F&x 0
i ijk
j |
FOO — [[re) —=[]rx,0 .
i ijk
ou par hypothese les deux dernieres fleches verticales sont des bijections. Il en est donc
de méme de la premiére fleche verticale, C.Q.FD.

COROLLAIRE 4.11. Supposons que C soit un U-site (3.0.2). Alors la catégorie C est une
U-catégorie et admet une %-petite famille génératrice.

En effet, par hypothese on peut prendre dans 4.10 pour G une petite famille gé-
nératrice, ce qui prouve 'existence d’une petite famille génératrice. D’autre part, si F,
F'’ € ob C, un homomorphisme de F dans F’ est connu quand on connait I’homomor-
phisme (4.10.1) i.e. (4.10.2) pour tout X € ob G (I 7.1.1), d’ou s’ensuit que 'application

Hom(F, F') —> H Hom(F(X), F' (X))
XeG

est injective. Comme le deuxiéme membre est %-petit, il en est de méme du premier, ce
qui prouve que C est une #-catégorie.

COROLLAIRE 4.12. Soit C un %-site. Alors pour tout objet de C, I'ensemble des sous-objets
de X et I'ensemble des objets quotients de X est U-petit.

Cela résulte de I 7.4 resp. 1 7.5, qui s’appliquent grace a 4.11.
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5. Extension d’une topologie de Ca C’

PROPOSITION 5.1. Soient C un %-site et f : H — K un morphisme de C . Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

i) Pour tout X — K, avec X € ob C, le morphisme correspondant H Xy X — X a
pour image un crible couvrant de X.
251 ii) Le morphisme a(f) : aH — aK sur les faisceaux associés est une épimorphisme
de C .
ii bis) Pour tout faisceau F sur C, 'application Hom(K, F) —» Hom(H, F) déduite de f
est injective.

PREUVE. 1l est clair que ii) équivaut a ii bis).

Prouvons que (i) = (ii). En vertu de 4.4, (i) signifie que u : (H Xg X) — a(X) est
un épimorphisme. Or, comme a(H Xg X) ~ a(H) X (k) @(X), @ commutant aux l(in
finies (4.1), le morphisme envisagé se déduit de a(f) : a(H) — a(K) par changement
de base. Comme les épimorphismes de C sont universels, cela montre que (ii) = ().
Inversement, comme la famille des X; — K est épimorphique, il en est de méme de la
famille des a(X) — a(K) dans Cc (4.1), donc pour vérifier que a(f) : a(H) — a(K)
est épimorphique, il suffit de le voir apres tout changement de base du type précédent
a(X) — a(K), ce qui prouve i) = ii), C.Q.FD.

DEFINITION 5.2. 1) Un morphisme f : H — K satisfaisant aux trois conditions
équivalentes de 5.1 est appelé un morphisme couvrant. Une famille de morphismes
fi + H; = K,i € I, de méme but est dite couvrante si le morphisme correspondant
S U;H; = K est couvrant.

2) Un morphisme f : H — K est dit bicouvrant s’il est couvrant et si le morphisme
diagonal H — H Xy H est couvrant. Une famille f; : H;, — K, i € I, de
méme but est dite bicouvrante si le morphisme correspondant f : U, H; — K est
bicouvrant.

Par la condition i) de 5.1, dire qu’une famille (f; : H; = K), i € I, est couvrante,

signifie que pour tout morphisme X — K, avec X € ob C, la famille des H; Xx X — X,

252 i € I, apour image un crible couvrant de X ; ou encore, par ii), la famille des morphismes
a(f;) : aH, — aK dans C est épimorphique (compte tenu de ce que le foncteur a

commute aux sommes directes (4.1)).*

PROPOSITION 5.3. Soit C un %-site et f : H — K un morphisme de C". Les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) Le morphisme f est bicouvrant (5.2)).
i bis) Le morphisme f est couvrant et pour tout objet X de C et tout couple de morphismes
u,v: X 3 Htel que fu= fu, le noyau de (u, v) est un crible couvrant de X.
ii) Le morphisme a(f) : aH — aK est un isomorphisme de C .
ii bis) Pour tout faisceau F sur C, Uapplication Hom(K, F) — Hom(H, F) est une bi-
Jjection.

PREUVE. L’équivalence i) & i bis) résulte de la condition i) de 5.1, appliquée au mor-
phisme diagonal H — H Xy H ;’équivalence ii) < ii bis) est triviale.
i) = ii). Le morphisme a(f) : aH — aK est un épimorphisme (5.1). Comme le fonc-
teur a commute a la formation des produits fibrés (4.1), le morphisme diagonal aH —

4. Notons que la propriété pour un morphisme ou une famille de morphismes de C" d’étre couvrant
(resp. bicouvrant) est stable par changement de base.
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aH X,x aH est un épimorphisme (5.1). Comme le morphisme diagonal est toujours un

monomorphisme, ¢’est un isomorphisme (4.2). Par suite le morphisme a(f) est un mo-

nomorphisme. C’est donc un isomorphisme (4.2).

ii) = i). Comme le foncteur @ commute a la formation des produits fibrés, le morphisme

f et le morphisme diagonal H — H Xy H sont transformés par a en isomorphismes.

En particulier, ils sont transformés par a en épimorphismes. Ils sont donc couvrants,
C.QFD.

5.3.1. Ilrésulte de 5.3, et du fait que @ commute aux sommes directes, quune famille
(f; : H; - K),i € I, de morphismes de C est bicouvrante si et seulement si les f;
induisent sur les faisceaux associés un isomorphisme de la somme directe L;aH; sur
akK, ou encore si et seulement si, pour tout faisceau F, I’application

Hom(K, F) — | | Hom(H,, F)
i

est bijective.

PROPOSITION 5.4. Soit C un %-site. Il existe sur C une topologie (évidemment unique)
telle qu’une famille H; — K de fléches de C de méme but soit couvrante pour cette topologie
si et seulement si elle est couvrante au sens de 5.2. C’est aussi la topologie la moins fine sur

C" parmi les topologies T ayant les propriétés suivantes :

a) T est plus fine que la topologie canonique de C (i.e. toute famille épimorphique de
C est couvrante pourT).
b) Toute famille couvrante dans C est couvrante dans C .

PReEUVE. Nous nous bornerons a donner des indications. Nous laissons au lecteur le
soin de montrer que les familles couvrantes au sens de 5.2 sont les familles couvrantes
d’une topologie T, sur C (on utilise 4.1). Les familles couvrantes de la topologie cano-
nique sur C sont les familles épimorphiques sur C" (2.6 et I 3.1). Comme a commute
aux limites inductives (4.1), la topologie T est plus fine que la topologie canoniques
de C". De plus les familles couvrantes de C sont des familles couvrantes de Tc (5.1). Si
donc T' désigne la moins fine des topologie de C" possédant les propriétés a) et b), T
est plus fine que T". Soit (f; : H; — K), i € I, une famille couvrante de 7. Mon-
trons que (f;,i € I) est une famille couvrante de T'. Soient s; : H;, - H = 1lI;H;
les monomorphismes canoniques et f = (f;,i € I) : H = l;H; - K le morphisme
défini par les f;. La famille des s; est couvrante pour T"’. Pour montrer que (f;,i € I)
est une famille couvrante de T, il suffit donc de montrer, en vertu de ’axiome (T 2)
des topologies, que la morphisme f : H — K est couvrant pour T". Il existe une fa-
mille épimorphique de C', u; : X, — K, 1 € A, X, € obC (I 3.4). Pour montrer que
f i+ H — K est couvrant pour 7', il suffit donc, en vertu de I'axiome (T 2) des topolo-
gies, de montrer que pour tout 4 € A, le morphisme pr, : H Xg X; — X est couvrant
pour T’. Soit alors v; : Y; —» H Xg X, j € J, Y; € obC, une famille épimorphique
de C". La famille (pr,ev;,j € J) est couvrante pour T¢. C’est donc une famille cou-
vrante de C (5.1). C’est donc une famille couvrante de T’. Par suite le crible engendré
parpr, : H Xg X — X contient un crible couvrant pour T". Il est donc couvrant pour

T’ et par suite pr, . H Xg X — X est couvrant, C.QF.D.

REMARQUE 5.4.1. La démonstration de 5.4 montre en fait que toute topologie T’ sur
C , plus fine que la topologie canonique de C , est la moins fine des topologies T sur C
qui possedent les propriétés suivantes :

a) T est plus fine que la topologie canonique de C'.
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b) Toute famille couvrante pour 7' de la forme u; : X; — X, i € I, ou X etles X
sont des objets de C, est couvrante pour 7.

En particulier, toute topologie T’ sur C , plus fine que la topologie canonique, est
uniquement déterminée par les familles u; : X; — X, i € I, X; et X objets de C, qui
sont couvrantes pour T".

REMARQUE 5.4.2. On peut facilement montrer que pour toute topologie T’ sur C’,
plus fine que la topologie canonique, 'ensemble des familles de morphismes (X; — X),
i € I, de méme but de C, qui sont couvrantes pour T, est 'ensemble des familles cou-
vrantes d’une topologie sur C. Donc 5.4 et 5.4.1 permettent d’établir une correspondance
biunivoque entre les topologies sur C et les topologies sur C~ plus fines que la topologie
canonique.

5.5.0. Soit C une petite catégorie. Désignons par Caf’ensemble des sous-catégories
strictement pleines (tout objet isomorphe a un objet de la sous-catégorie est un objet de
la sous-catégorie) de C~ dont le foncteur d’injection admette un adjoint a gauche qui
commute aux limites projectives finies. Désignons aussi par 7 I'ensemble des topologies
sur C. Le théoreme 3.4 nous définit une application :

@& : T — Caf.
Nous allons définir une application en sens inverse. Pour cela, il faut associer a tout

!/
élément e=i" : C’ a: C", @’ adjoint & gauche de i') une topologie T, sur C. Pour
tout objet X de C, nous définirons J,(X) comme étant I’ensemble des sous-objets de
X dont le morphisme d’injection est transformé par @’ en un isomorphisme. On vérifie
immédiatement, a I’aide des hypothéses faites sur a’, qu’on définit ainsi une topologie
T, sur C. On a donc défini une application :

Y :.Caf— 7.
On a alors le résultat (di a J. GIRAUD) :
THEOREME 5.5. L’application @ est une bijection, et ¥ est application inverse.

PREUVE. L’application ¥ o @ est I'identité. En effet, ceci résulte immédiatement de 5.1.
a
L’application @ o ¥ est I'identité. En effet, soient (i’ : C' = C ) un élément de Caf,
T, la topologie qui lui correspond par ¥, C, la catégorie des faisceaux pour 7,. On dé-
montre alors, en utilisant la définition de la topologie 7, et la définition des morphismes
bicouvrants (5.2), I’équivalence des assertions suivantes :

i) Le morphisme u de C” est bicouvrant pour la topologie T,.
ii) Le morphisme u de C est transformé par @’ en un isomorphisme,

Il est clair que C’ est une sous-catégorie pleine de C,. Il suffit donc de montrer que
tout faisceau F pour la topologie T, est un objet de C’. Mais, d’apres I’équivalence ci-
dessus, le morphisme F — i’ o a’(F) est bicouvrant, et sa source et son but étant des
faisceaux, on en déduit par 5.3 (ii) que F — i’ o @’ (F) est un isomorphisme,  C.Q.F.D.

6. Faisceaux a valeurs dans une catégorie

6.0. Soient C et D deux catégories. Un foncteur contravariant de C dans D, F :
C° — D, est appelé un préfaisceau sur C a valeurs dans D.
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DEFINITION 6.1. Soient C un site, D une catégorie. Un préfaisceau F : C° — D est
appelé un faisceau sur C a valeurs dans D (ou, plus briévement, un faisceau a valeurs dans
D) si pour tout objet S de D, le préfaisceau d’ensembles :

X — Homp(S, F(X)) , X €ob(C)

est un faisceau. La sous-catégorie pleine de Hom(C°, D) formée des faisceaux sur C a va-
leurs dans D sera notée Hom™ (C°, D).

REMARQUES 6.2. 1) La condition 6.1 signifie que pour tout objet X de C, tout
crible couvrant R de X, et tout objet .S de D, on a un isomorphisme (I 3.5 et 2.1) :

Hom (S, F(X)) = lim F().
C/R

On retrouve ainsi, lorsque D est la catégorie des #-ensembles, la définition des
faisceaux d’ensembles (loc. cit.).

2) Soient D’ une %-catégorie et G : D — D’ un foncteur commutant aux limites
projectives. Le foncteur G transforme, par composition, les faisceaux a valeurs
dans D en faisceaux a valeurs dans D’.

6.3.0. Soient y une espece de structure algébrique définie par limites projectives
finies (I 2.9) et % — y la catégorie des y-ensembles qui appartiennent a ?%. Désignons par
esj . U —y — % —Ensle foncteur « ensemble sous-jacent ». Le foncteur esj commute aux
limites projectives et, par suite, d’apreés la remarque précédente, définit par composition
des foncteurs :

esj : Hom(C*,% —y) — C
esj~ : Hom™(C°, % —y) — C.

Le foncteur esj est appelé le foncteur « faisceau d’ensembles sous-jacent ». En fait,
il se factorise de facon canonique par la catégorie y — C des y-objets de C', et désignant
encore par esj le foncteur

Hom™(C*,% —y) — y - C
obtenu, on peut énoncer :

PROPOSITION 6.3.1. Le foncteur esj établit une équivalence de catégories entre le caté-
gorie des faisceaux sur C a valeurs dans % —y, celle des y-objets de la catégorie des faisceaux
d’ensembles, et la catégorie des y-objets de la catégorie des préfaisceaux d’ensembles dont le
préfaisceau sous-jacent est un faisceau.

PREUVE. La preuve utilise essentiellement (I 3.2) et le fait qu’une limite projective
finie de faisceaux dans la catégorie des préfaisceaux est un faisceau (4.1).

6.3.2. La proposition précédente justifie 'abus de langage qui consiste a identifier
un faisceau a valeurs dans % — y et la y-objet correspondant dans C . Nous ferons dé-
sormais systématiquement cet abus de langage.

Nous emploierons la terminologie classique : faisceaux de groupes, faisceaux de groupes
commutatifs (qQue nous appellerons le plus souvent faisceaux abéliens), faisceaux d’an-
neaux, faisceaux de A-modules etc.
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6.3.3. Nous désignons par
C;(resp. C;)

la catégorie des y-objets de C (resp. de C'). Lorsque y est 'espéce de structure « A-module »,
on écrit aussi C ,, ou simplement Eab lorsque A = Z.

Supposons que C soit un %-site. Le foncteur « faisceau associé » est exact a gauche
(4.1) et par suite :

PROPOSITION 6.4. Le foncteur d’inclusion i, : C;, - C;, admet un adjoint a gauche a,

exact a gauche, i.e. on a un isomorphisme :

14

Homc;(ay, ) N Homc;( sBy).

Soit X un objet de C,. Le faisceau d’ensembles sous-jacent a a,(X) est canoniquement
isomorphe au faisceau d’ensembles associé au préfaisceau d’ensembles sous-jacent a X. Le

morphisme de préfaisceaux d’ensembles sous-jacents au morphisme d’adjonctionid — i, a,

s’identifie au morphisme d’adjonction appliqué au préfaisceau d’ensembles sous-jacent.

259 PROPOSITION 6.5. Supposons que le foncteuresj : y—% — 2% —Ens admette un adjoint
a gauche* :
Homg, _gy(., esj(.)) — Hom,_o,(Lib(.), .).

Le foncteur esj C; — C (resp. esj : C; — C') admet un adjoint & gauche Lib

(resp. Lib ) et on a un isomorphisme canonique
Lib =a,Lib i.
PREUVE. La preuve est formelle et est laissée au lecteur.

'COROLLAIRE 6.6. Soit (X;), i € I, une famille génératrice de C (4.9). Alors la famille
Lib (X;) est une famille génératrice de C;.

PREUVE. Le preuve est formelle une fois qu’on a remarqué que le foncteur esj com-
mute aux limites projectives et qu’il est conservatif (esj (1) est un isomorphisme < u est
isomorphisme).

PROPOSITION 6.7. Soient A un ?%-faisceau d’anneaux, ou bien un petit anneau, C:4 (re-
sp. C ) la catégorie des faisceaux (resp. des préfaisceaux) de A-modules unitaires (6.3.3) sur
un %-site C. Alors C, est une %-catégorie abélienne vérifiant les axiomes (AB 5) (« exis-

tence de limites inductives filtrantes exactes a gauche ») et (AB 3)* (« existence de produits
infinis ») de [TonoxkU]. Elle posséde une famille de générateurs indexée par un élément de

«.

PREUVE. Il est clair que la catégorie C:4 est une catégorie abélienne vérifiant les

260  axiomes (AB 3), (AB 4), et (AB 5) (I 2.8 et I 3.3). On déduit alors de 6.4 que la catégo-
rie C;4 est une catégorie additive ou les noyaux et conoyaux sont représentables. Plus
précisément, soient i 4 et a4 les foncteurs inclusion dans les préfaisceaux et faisceaux
associés et u : X — Y un morphisme de CA. Le foncteur a4 est exact a gauche et com-

mute aux limites inductives. Le foncteur i , commute aux limites projectives. Par suite

4. On démontre qu’un tel adjoint existe toujours [C.F.] : groupe libre, groupe abélien libre, A-module
libre etc.
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le foncteur iya, : C — C; est un foncteur additif exact a gauche. On en déduit des
isomorphismes canoniques :

() i,(Ker(u)) — Ker(i 4 (1),
() coker(u) 5 a4 coker(i, (u)).
On a par suite un isomorphisme canonique :
(k%) coim(u) = a4 coim(i,(u)).
Montrons que le morphisme canonique coim(#) — im(u) est un isomorphisme. Pour
cela, il suffit de montrer, d’apres (*), que la suite :

0 — i (coim(u)) — i,4(Y) —> i 4(coker(u))
est exacte. Utilisant les isomorphismes (%) et (%) et remarquant que a4i 4(Y) est iso-
morphe a Y, on voit que cette suite est isomorphe a la suite :

0 — i a,(coim(i4(u)) — iqa,i (Y) — i4a,(coker(i4(u)),

qui n’est autre que la transformée par le foncteur i ya, de la suite :

0 — coim(i 4 (1)) — i4(Y) —> coker(i 4(u)).

Or, cette suite est exacte et le foncteur i ya 4 est exact a gauche. La catégorie C:4 est donc

une catégorie abélienne. Le foncteur a, : C;‘ - C:4 est exact a gauche et commute 261
aux limites inductives quelconques. Par suite il est additif, exact et commute aux limites
inductives. La catégorie C:4 vérifiant ’axiome (AB 5), il en est de méme de la catégorie

C:4. Enfin il est clair que dans la catégorie C,, les produits indexés par un élément de

% sont représentables et, par suite, que I’axiome (AB 3)* est vérifié, ce qui achéve la
démonstration de la premieére assertion.

Pour tout anneau A élément de %, le foncteur :
esj : 4 — A—module — % — Ens

admet un adjoint a gauche X 4 (A-module libre engendré). Il suffit donc d’appliquer 4.10
et 6.6 pour achever la preuve.

NoOTATION 6.8. Soit H un faisceau d’ensembles. Le faisceau de A-modules associé au
préfaisceau (cf. notation 6.5)

X +—Lib, HX) Xe€obC

est noté Ay. Lorsque H = a(X) (faisceau associé au préfaisceau représenté par X) on
écrit parfois simplement Ay (par abus de notation). La démonstration de 6.7 montre
que la famille de faisceaux de A-module &y, (X € ob(C)), est une famille génératrice,
indexée par un élément de %, de la catégorie des faisceaux de A-modules.

REMARQUE 6.9. D’aprés [TOHOKU], 6.7 montre que la catégorie C,, lorsque A est un
élément de %, possede suffisamment d’injectifs. On sait, par ailleurs, que les produits
infinis ne sont pas nécessairement exacts dans C , et, par suite, que la catégorie C;‘
n’admet pas, en général, suffisamment de projectifs [Roos].
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EXPOSE III

Fonctorialité des catégories de faisceaux

J.-L. Verdier

Dans I 5, on a étudié la comportement des catégories de préfaisceaux par rapport
aux foncteurs entre les catégories d’arguments. Dans cet exposé, on étend cette étude au
cas des sites et des catégories de faisceaux (n° 1 et 2). Apres avoir introduit la topologie
induite (n° 3), on aborde au n° 4 le lemme de comparaison qui jouera un réle impor-
tant dans Exp. IV. Au numéro 5, on étudie, pour le lecteur patient, certains diagrammes
commutatifs liés aux catégories localisées (du type C/X). Dans le théoréme I 5.1 on fait
des hypotheses de petitesse sur les catégories envisagées. Ces hypotheses ne sont pas,
en général, satisfaites par les sites rencontrés dans la pratique (%-sites). Ceci oblige a
quelques contorsions (4.2, 4.3, 4.4).

1. Foncteurs continus

DEFINITION 1.1. Soient C et C' deux %-sites etu : C — C' un foncteur entre les
catégories sous-jacentes. On dit que u est continu si pour tout faisceau d’ensembles F sur
C', le préfaisceau X — F o u(X) sur C est un faisceau.

Cette notion de continuité dépend a priori de I'univers % pour lequel les deux sites
sont des %-sites. La proposition 1.5 montre qu’elle n’en dépend pas.

1.11. Désignons pari : C~ — C (resp. i’ : C'~ — C") le foncteur d’inclusion
canonique des faisceaux dans les préfaisceaux. D’apres la définition 1.1, le foncteur u est
continu si et seulement s’il existe un foncteur u; : C'~ — C~ tel que l'on ait I’égalité
iug = u*i’ (avecu*F = F ou (15.0)).

ProprosITION 1.2. Soient C un petit site, C' un %-site etu : C — C' un foncteur entre
les catégories sous-jacentes. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) Le foncteur u est continu.
ii) Pour tout objet X de C et tout crible R < X couvrant X, le morphismeu, R < u(X)
est bicouvrant dans C' (II52etl5.1).4
iii) Pour tout famille bicouvrante H; — K, i € I, de C, la famille des u,H; — u,K,
i € I, est bicouvrante dans c’.
iv) Il existe un foncteur u® : C~ — C'”, commutant aux limites inductives et « pro-

longeant u », i.e. tel que le diagramme de foncteurs canoniques

u
C C’
€c €Cl
~ us ~
C c’ .

4. «Couvrant » au lieu de «bicouvrant » ne suffisait pas nécessairement, cf. exemple 1.9.3 ci-
dessous.
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soit commutatif a isomorphisme preés.

De plus, lorsque C n’est plus nécessairement un petit site, mais un %-site, on a toujours
1) = 1v) et le foncteur u® de iv) est nécessairement un adjoint a gauche du foncteur u

C' - C et est par suite déterminé a isomorphisme unique pres.

265 PrREUVE. La démonstration de i) & iv) lorsque C est un %-site sera faite en 4.2. Sup-
posons C petit. Il est clair que iii) = ii).

i) = iii): Soit H; — K, i € I, une famille bicouvrante de C . Pour tout faisceau F sur
C’, le préfaisceau u* F (I 5.0) est un faisceau sur C. Donc (II 5.3) Iapplication
canonique

Hom(K,u*F) — H Hom(H,,u*F),
i

est bijective. Par adjonction (I 5.1), on en déduit que ’application canonique

Hom(u K, F) — HHom(u!Hi, F)
i

est bijective. Par suite (II 5.3) la famille uy H; — u,K, i € I, est bicouvrante.
ii) = i): Soient X un objet de C, R & X un crible couvrant, Fun faisceau sur C’. D’apres
(I 5.3), 'application

Hom(u, X, F) — Hom(u R, F)
est bijective. Par adjonction (I 5.1), on en déduit que 'application
Hom(X,u*F) — Hom(R, u* F)

est bijective. Par suite u* F est un faisceau.

i) = iv): Utilisons les notations habituelle a et i (resp. a’ eti’) pour les foncteur « faisceau
associe » et «inclusion dans les préfaisceaux ». Pour tout faisceau G sur C,
posons u*G = a’u,iG. Pour tout faisceau Fsur C’, on a la suite d’isomorphismes
naturels :

Hom(G,u F) ~ Hom(iG, iu F) ~ Hom(iG,u"i' F)
~ Hom(u,iG,i' F) ~ Hom(a'u,iG, F).

266 (Le premier isomorphisme provient de ce que i est pleinement fidéle ; le deuxiéme
isomorphisme provient de la définition de u; ; les troisiéme et quatriéme isomor-
phisme s’obtiennent par adjonction). Par suite u® est adjoint a gauche a u,. En
particulier #* commute aux limites inductives. Pour tout préfaisceau K sur C et
tout faisceau Fsur C’, on a la suite d’isomorphismes naturels : Hom(u*aK, F) ~
Hom(aK,u F) ~ Hom(K, iu F) ~ Hom(K,u"i' F) ~ Hom(u,K, i’ F) ~ Hom(a'u,K, F)
(le troisieme isomorphisme provient de la définition de u, ;les autres s’obtiennent
par adjonction) ; d’ou un isomorphisme fonctoriel u*'aK =~ a'u, K. En particulier,
en utilisant cet isomorphisme lorsque K est représentable, on obtient, compte
tenu de I 5.4 3), un diagramme commutatif a isomorphisme pres :

u
C C’
€c €c!
~ S —_—
u
C c’
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iv) = ii): Soit h : C — C (resp. i’ : C' — C') le foncteur qui associe & un objet le
préfaisceau qu’il représente. Considérons le diagramme :

C . C’
h h'
CA u C,A
a a
c w c'”

Le carré du haut est commutatif (1.4 3)) et on a ah = €, a’h’ = €. Pour tout
objet K de C', on a un isomorphisme canonique (I 3.4) :
lim h(X) S K.
—
(h(X)—K)€ob(C/K)
Comme les foncteurs u,, u®, a et a’ commutent aux limites inductives, on en
déduit des isomorphismes :
lim wah(X) = wak,
—
(h(X)—K)€ob(C/K)
lim duh(X) = duKk.
é . .
(h(X)—K)€ob(C/K)
On a uih = h'u et, par hypothése, on a un isomorphisme a’h’'u ~ u*ah, d’oi un
isomorphisme :
u'aK ~ a'u K,
dont on vérifie immédiatement qu’il est fonctoriel en K. Le diagramme

u,

c* i c'”
a g’
c e c’

est donc commutatif a isomorphisme pres. Comme ai est isomorphe au foncteur
identique, on a un isomorphisme u* ~ a’u,i, d’ou'unicité de u*. Soitv : H — K
un morphisme bicouvrant de C". Alors a(v) est un isomorphisme (II 5.3) et par
suite a’u,(v) (isomorphe a u*a(}")) est un isomorphisme. Donc u,(v) est trans-
formé par @’ en un isomorphisme, et par suite u,(v) est bicouvrant (II 5.3), d’ou
ii).
L’assertion supplémentaire, dans le cas C petit, a été prouvée en cours de démons-
tration, C.Q.FD.
1.2.1. Le foncteur #* : C~ — C'” de 2.2 iv) pourra s’interpréter souvent comme
un foncteur « image réciproque » par un « morphisme de topos» C’'~ — C~, cf. IV 4.9.
Ses propriétés sont résumées dans la proposition suivante :

ProprosIiTION 1.3. Soitu : C — C' un foncteur continu entre un petit site C et un
U-site C’'.
1) Le foncteur u® est adjoint a gauche au foncteur u.
2) On a un isomorphisme canonique u® ~ a'ui.

267

268



136 III. FONCTORIALITE DES CATEGORIES DE FAISCEAUX

3) On a un isomorphisme canonique u*a ~ a’u,

4) Le foncteur u® commute aux limites inductives.

5) Lorsque le foncteur u, est exact a gauche (cf. I 5.4 4)), le foncteur u® lest aussi.
Plus généralement le foncteur u® commute aux types de limites projectives finies
auxquels le foncteur u, commute.

PREUVE. Les assertions 1), 2), 3), 4) ont été prouvées en cours de démonstration de
1.2. L’assertion 5) résulte de 'isomorphisme 2), compte tenu de ce qui i commute aux
limites projectives et de ce que @’ commute aux limites projectives finies (II 4.1).

REMARQUE 1.4. En combinant I 5.4 3) et 1.3 3) on obtient un diagramme :

C . C’
h h'

u,
c” : c'”
a a
(o Cc'",

269  ou le carré du haut est commutatif et le carré du bas commutatif a isomorphisme pres.
Mais les foncteurs a, a’, u,, u® ne sont définis qu’a isomorphisme prés. Le lecteur pourra
vérifier qu’on peut choisir les foncteurs g, @’ et u® de fagon que :

1) Les foncteurs composés ah et a’ h’ soient injectifs sur les ensembles d’objets ;
2) le diagramme

ah a/hl

c'~

soit commutatif.

Plus précisément, on peut choisir les foncteurs a et @’ de facon a remplir la condition
1). Les foncteurs a et a’ étant choisis, on peut choisir le foncteur u*® de fagon a remplir la
condition 2).

PROPOSITION 1.5. Soient % C ¥ deux univers, C et C' deux ?-sites,u : C — C’
un foncteur entre les catégories sous-jacentes. Alors u est continu relativement a % si et
seulement s’il est continu relativement a 7. De plus, lorsque u est continu, désignons par us,
(resp. u3,) le foncteur entre catégories de %-faisceaux (resp. 7-faisceaux) introduit en 1.2
iv). Alors le diagramme

uS
Cy C'y
(1.5.1)
uy
Cy — C'ys
270 ou les foncteurs verticaux sont les foncteurs d’inclusion canoniques, est commutatif a iso-

morphisme canonique pres.
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PREUVE. Nous ne ferons la démonstration que dans le cas ou C est Z-petit. Le cas gé-
néral sera démontré en 4.3. Il est clair que si le foncteur u* transforme tout 7-faisceau sur
C' en 7-faisceau sur C, il transforme tout %-faisceau sur C’ en %-faisceau sur C. Sup-

posons que u* transforme tout %-faisceau sur C’ en %-faisceau sur C. Notons C,, < C,

(resp. C ’A% o ! :7) les catégories de %-préfaisceaux et 7-préfaisceaux, ug, et uy les

foncteurs « image réciproque » pour les %-préfaisceaux et les 7-préfaisceaux respecti-

vement. On a un diagramme commutatif (cf. la construction explicite de u, dans 15.1) :
ugy

Cy — C'"y

(%)

Cy — Cc'"y.
Les foncteurs d’inclusion des % préfaisceaux dans les 7-préfaisceaux sont pleinement
fideles et commutent aux limites projectives. Il résulte alors de (I 5.1 1)) qu’on morphisme
bicouvrant de #-préfaisceaux est un morphisme bicouvrant de 7-préfaisceaux. Soit alors
R < X un crible couvrant un objet X de C. D’aprés 1.2 ii), le morphisme ug, R — ug,) X
est bicouvrant. Utilisant la commutativité de () et ce qui précéde, on en déduit que le
morphisme uq R — ug X est bicouvrant. Par suite (1.2), le foncteur u™ transforme les
7-faisceaux sur C’ en Z-faisceaux sur C. La commutativité de (1.5.1) résulte alors de la
commutativité de (x), de II 3.6 et de 1.3 2).

PROPOSITION 1.6. Soient C et C' deux U-sites, u : C — C' un foncteur entre les
catégories sous-jacentes. Considérons les conditions :
i) u est continu (cf. . 1.1 et 1.2).
ii) Pour tout famille couvrante (X; — X), i € I de C, la famille uX; - uX),i € I,
de C', est couvrante.
On a Iimplication i) = ii).
Supposons que la topologie de C puisse étre définie par une prétopologie T (11
1.3) et que le foncteur u commute aux produits fibrés.* Alors les conditions i) et ii)
sont équivalentes et sont équivalentes a la condition suivante :
iii) Le foncteur u transforme les familles couvrantes de T en familles couvrantes de C'.
En particulier, supposons que dans C les produits fibrés soient représentables et que le
foncteur u commute aux produits fibrés. Alors les conditions i) et ii) sont équivalentes.

PREUVE. Montrons que i) = ii). Soit X; — X, i € I, une famille couvrante de C. Pour
tout faisceau Fsur C’, u* F est un faisceau. Par suite, I’application

Hom(X,u*F) — HHom(X,-, u*F)
i

est injective (II 5.1). D’ol1 une application injective
Hom(u, X, F) — H Hom(u, X;, F).
i
Donc la famille u, X; — u, X, i € I, est couvrante dans C’ (I 5.1).

Toute famille couvrante de la prétopologie T est une famille couvrante de C, d’ou
ii) = iii). Montrons que iii) = i). Soit X un objet de C et X; — X, i € I, une famille

4. En fait, il suffit que n commute aux produits fibrés intervenant dans les changements de base
pour des morphismes provenant de famille couvrantes pour T.
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couvrante de Cov(X) (I 1.3). Les morphismes X; — X sont quarrables et le foncteur u
commute aux produits fibrés. Par suite, les produits fibrés u(X;) X, x) u(X;) sont repré-
sentables et canoniquement isomorphes a u(X; Xy X ;). Soit F un faisceau sur C’. Alors
le diagramme d’ensembles :

FuX) - [ Fax)) = [] Fax, xx X))

i,

est exact (I 2.1, 1 3.5 et I 2.12). Par suite le diagramme d’ensembles

wFX) - [[urFx) = []wr FXoxx X))
i ij

est exact. Donc u* F est un faisceau (II 2.4), d’ou i). La derniére assertion de 1.6 résulte
de ce qui précede et du fait que, lorsque les produits fibrés sont représentables dans C,
toutes les familles couvrantes de C * définissent sur C une prétopologie dont la topologie
associée est la topologie de C.

ProprosITION 1.7. Soient C un petit site, C' un %-site etu : C — C' un foncteur
continu. Soit y une structure algébrique définie par limites projectives finies, telle que dans
la catégorie des y-objets de % — Ens les %-limites inductives soient représentables *. On
utilise les notations de la proposition II 6.4. Le foncteur u; commute aux limites projectives
et par suite définit un foncteur ul; : C; — C'J. Le foncteur ul admet un adjoint a gauche
u, qui posseéde les propriétés suivantes :

273 1) On a un isomorphisme canonique u; — Q;u 1i,, et uy commute aux limites projec-

y!
tives finies auxquelles u,, commute.

N /u/

14 yorl

3) Le foncteur u; commute aux limites inductives.

4) Siu® est exact a gauche, le diagramme (notation de II 6.3.0)

2) On a un isomorphisme canonique u a, —a

N
~ uY

Cr c'~

4

esj esj,

Cc “ ol

est commutatif a isomorphisme prés et le foncteur uy est exact.
5) Supposons que le foncteur esj™ (resp. esj”~ ) posséde un adjoint a gauche Lib™ (re-
sp. Lib’™ ) (I 6.5). On a un isomorphisme canonique cuy Lib™ — Lib" " u’.

De plus, lorsque C n’est pas nécessairement un petit site mais un %-site, le foncteur u;

admet un adjoint a gauche u,. Enfin si V est un univers contenant % et si uyq, (resp. u,q)
désigne I’adjoint a gauche de u relativement a l'univers % (resp. 7), le diagramme suivant,
analogue au diagramme (1.5.1) :

4. indexées par les ensembles appartenant a un univers convenable.
4. On peut montrer en fait que cette condition est toujours satisfaite.
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(1.7.1)

est commutatif a isomorphisme canonique prés.

PrReUVE. La démonstration, dans le cas ou C est un petit site, est laissée au lecteur.
Elle sera complétée en 4.3 dans le cas ou C est un %-site.

NotatIoN 1.8. Nous emploierons dorénavant la notation u, pour désigner le foncteur
u}. Cette notation ne risque pas d’apporter de confusion, car le foncteur u (défini sur les
faisceaux d’ensembles) commute aux limites projectives finies.

De méme, lorsque u’® est exact a gauche, nous emploierons la notation u* pour dési-
gner le foncteur u;. Cet abus de notation est justifié par 1.7 4).

ExEMPLE 1.9.1. Soit X un petit espace topologique. Désignons par Ouv(X) la caté-
gorie des ouverts de X (les objets de Ouv(X) sont les sous-ensembles ouverts de X, les
morphismes de Ouv(X) sont les inclusions) munie de la topologie canonique. Une fa-
mille (U; Cc U), i € I, est couvrante si et seulement si les ouverts U; recouvrent U
(IT 2.6). Les faisceaux d’ensembles sur Ouv(X) sont donc les faisceaux d’ensembles au
sens de [TF]. Soit f : X — Y une application continue. On en déduit un foncteur
f~1 1 Ouv(Y) - Ouv(X) : pour tout ouvert U de Y, f~!(U) est I'image réciproque
de U par l'application f. Le foncteur f~! est un foncteur continu (1.6). Le foncteur
fs I Ouv(X)~ = Ouv(Y)™ est le foncteur image directe pour les faisceaux, au sens de
[TF]. Le foncteur (f~1)* : Ouv(Y)~ — Ouv(X)" est le foncteur image réciproque pour
les faisceaux au sens de [TF]. Le foncteur (f~')* commute aux limites projectives finies,
grace a 1.3 5).

ExEMPLE 1.9.2. Soient X un espace topologique et Y < X un ouvert de X. Tout ou-
vert de Yest un ouvert de X, d’ou un foncteur @ : Ouv(Y) — Ouv(X). Le foncteur @ est
continu (1.6). Le foncteur @, : Ouv(X)~ — Ouv(Y)™ est le foncteur « restriction a ¥'».
Le foncteur @3, : Ouv(Y); — Ouv(X)} (I1 6.3.3,11.7) est le foncteur « prolongement
par zéro en dehors de Y » introduit dans [TF]. Le foncteur @° : Ouv(Y)~ — Ouv(X)~
(1.3) est analogue au foncteur « prolongement par zéro » : pour tout faisceau H sur Y
et tout point y € Y, la fibre en y de @° H est canoniquement isomorphe a la fibre en y
de H ; pour tout point x € X, x € Y, la fibre en x de @° H est vide. Le foncteur @° est
appelé le foncteur « prolongement par le vide en dehors de Y ». Le foncteur @° commute
aux produits fibrés et aux produits finis sur un ensemble d’indices non vide, mais il ne
transforme pas l'objet final de Ouv(Y )™ en l'objet final de Ouv(X)~.

EXEMPLE 1.9.3. Soient C et C’ deux petits sites, u : C — C’ un foncteur entre les ca-
tégories sous-jacentes qui transforme toute famille couvrante de C en famille couvrante
de C’. Le foncteur u n’est pas continu en général (cf. cependant 1.6). Voici un contre-
exemple. Soit .S un ensemble de cardinal infini de I'univers %, et C la sous-catégorie
pleine de la catégorie des ensembles, dont les objets sont les sous-ensembles finis, non-
vides, de S. On munit C de la topologie canonique. On remarquera que les familles cou-
vrantes de C sont les familles surjectives d’applications et que les familles couvrantes
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ne sont pas vides. On remarquera de plus qu’il n’y a, a isomorphisme pres, que deux
faisceaux constants sur C : le faisceau de valeur ’ensemble vide et le faisceau de valeur
I’ensemble a un élément. Posons C = C’ et soitu : C — C’ un foncteur constant.
Le foncteur u transforme les familles couvrantes de C en familles couvrantes de C’. Le
foncteur u n’est pas continu. En effet, comme les préfaisceaux représentables de C’ sont
des faisceaux, pour tout objet X de C’, il existe un faisceau F sur C’ tel que le cardinal
de 'ensemble F(X) soit > 2, et par suite le préfaisceau u™ F n’est pas un faisceau.

2. Foncteurs cocontinus

DEFINITION 2.1. Soient C et C' deux %-sites etu : C — C' un foncteur entre les
catégories sous-jacentes. On dit que u est cocontinu s’il posséde la propriété suivante :

(COC) Pour tout objet Y de C et pour tout crible couvrant R < u(Y), le crible de Y
engendré par les fleches Z — Y telles que u(Z) — u(Y') se factorise par R, couvre Y.

PROPOSITION 2.2. Soient C un petit site, C' un %-site etu : C — C' un foncteur entre
les catégories sous-jacentes. Notons it, : C' — C' le foncteur adjoint a droite au foncteur
F — Fou=a"F(I5.1). Le foncteur u est cocontinu si et seulement si pour tout faisceau G
sur C, 41, G est un faisceau sur C'.

PREUVE. La condition est suffisante. Supposons que pour tout faisceau G sur C, le
préfaisceau 4, G soit un faisceau. Soient Y un objet de C et R < u(Y) un crible cou-
vrant. On a un isomorphisme Hom(u(Y), u,G) = Hom(R, u,G), d’ou par adjonction
(I 5.1) un isomorphisme Hom(@* o u(Y), G) 5 Hom(#*R, G). On en déduit (II 5.3) que
le morphisme #*R — @*u(Y) est bicouvrant. Mais le foncteur #* commute aux limites
projectives et par suite le morphisme #* R — #*u(Y) est un monomorphisme. C’est donc
un monomorphisme couvrant. D’autre part on a un morphisme canonique Y 2, a*u(Y)
déduit du morphisme d’adjonction id- — @*u, (I 5.4 3)). Faisons alors le changement de

p
base Y — ii*u(Y). On obtient un crible couvrant Y:

et lorsqu’on cherche les fleches Z — Y qui se factorisent par ce crible, on obtient le crible
décrit par la propriété (COC).

La condition est nécessaire : Soient .S un objet de C' et R & S un crible couvrant .S.
On doit démontrer que pour tout faisceau G sur C on a un isomorphisme

Hom(S, u,G) — Hom(R, u,G).

Utilisant alors la proposition II 5.3 et les isomorphismes d’adjonction, on voit qu’il
suffit de démontrer que le monomorphisme @#* R — #* S est couvrant. Pour cela, il suffit
de démontrer (I 5.1) que pour tout changement de base Y — 4*.S le crible 4" R X« g Y est
couvrant, (Y objet de C). Mais, d’apres les propriétés des foncteurs adjoints et I 5.4 3), le
morphisme Y — 4% se factorise par Y — a*u(Y) — 4*S, et par suite le crible 4" R X« g

, P, .
Y & Yest le transformé par le changement de base Y — #*u(Y) du monomorphisme
"R X g *u(Y) L~ 3*u(Y) . Or le foncteur #* commute aux limites projectives, et
par suite le monomorphisme q est le transformé par #* du crible R Xgu(Y) < u(Y), qui

est couvrant. L’hypothése (COC) nous permet alors de dire que la crible #* RX;«gY & Y
est couvrant, C.QED.
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ProprosITION 2.3. Soient C et C' deux U-sites etu : C — C' un foncteur cocontinu.
Notonsu* : €' - Cle foncteur u* = ai*i’, ot a désigne le foncteur « faisceau associé »
pour C', i* le foncteur F — F ou, i’ le foncteur d’inclusion C' — c’.

1) Le foncteur u™ commute aux limites inductives et est exact.
2) On a un isomorphisme canonique u*a’ ~ aii*, ou a’ désigne le foncteur « faisceau

associé » pour C' .
3) Le foncteur u™ admet un adjoint a droite u, : C — C'. Lorsque C est petit, le
diagramme
U, ~
c C’
(2.3.1) i i’
~ Uy ~
C c'r,

ou le foncteur du bas est adjoint a droite au foncteur i* (I 5.1), est commutatif a
isomorphisme canonique pres.
4) Soit 7" D U un univers. Notons u,,, : Cy — Cg (resp.u,  : C5 — Ci le
foncteur adjoint a droite relatif a 'univers % (resp. 7) dont Uexistence est affirmé
dans 3). Le diagramme

Usyy -
Cy Cy
2.3.2)
u, -
c, r C,

est commutatif a isomorphisme pres.

PREUVE. Les assertions 1) et 2) résultent immédiatement de II 3.4. L’assertion 3),
lorsque C est petit, résulte de 2.2. Lorsque C est un %-site, elle sera démontrée en 4.4.
L’assertion 4), lorsque C est petit, résulte de ’assertion de commutativité analogue lorsque
les topologies sur C et C’ sont chaotiques et de I 3.5. Lorsque les topologies sur C et C’
sont chaotiques, la commutativité de (2.3.2) se voit immédiatement sur la description
explicite de u,, (I 5.1).

2.4. Nous ne développerons pas ici les considérations relatives aux y-objets des
catégories de faisceaux. Il nous suffira de remarquer que les foncteurs u* et u,, introduits
dans ce numéro commutent toujours aux limites projectives finies (contrairement a ce
qui se passait dans le numéro précédent pour le foncteur u*). Pas suite ils se prolongent
naturellement en des foncteurs définis sur les y-objets, qui sont adjoints I'un de I'autre
et qui commutent aux foncteurs « faisceaux d’ensemble sous-jacent ». Nous ferons les
abus de notations signalés en 1.8, consistant a noter par u* et u, les prolongements aux
y-objets.

v
PROPOSITION 2.5. Soient C et C' deux U-sites et C——=C"' un couple de foncteurs,
u

ou v est adjoint a gauche de u. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Le foncteur u est continu.
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ii) Le foncteur v est cocontinu.

De plus, sous ces conditions équivalentes, on a des isomorphismes canoniques v, =~ ug,
v* ~ u’. En particulier, le foncteur u® commute aux limites projectives finies.

PREUVE. La propriété pour un foncteur d’étre continu ou cocontinu ne dépend pas de
I'univers % pour lequel C et C’ sont des %-sites (c’est immédiatement dans le cas d’un
foncteur cocontinu, et cela résulte de 1.5 dans le cas d’un foncteur continu). On peut
donc, quitte a augmenter 'univers, supposer que C et C’ sont petits. La proposition
résulte alors de 2.2 et I 5.6.

PROPOSITION 2.6. Soitu : C — C’ un foncteur continu et cocontinu entre deux % -sites.
Alors le foncteuru™ : C'™ — C~ (2.3) commute aux %U-limites inductives et projectives.
Notonsu, : C~ — C'" etu, : C~ — C'” les foncteurs adjoints a u* a gauche et a
droite respectivement. Le foncteur u, est pleinement fidéle si et seulement si le foncteur u,
est pleinement fideéle. Lorsque u est pleinement fidéle, u, est pleinement fidéle et la réciproque
est vraie lorsque les topologies de C et C' sont moins fines que la topologie canonique.

Le foncteur u* admet un adjoint a droite u, (2.3) et un adjoint a gauche u, (1.2). Le
foncteur u* commute donc aux limites inductives et projectives (I 2.11). Le fait que le
foncteur u, soit pleinement fidéle si et seulement si le foncteur u,, est pleinement fidéle
est une propriété generale des foncteurs adjoints (I 5.7 1). Lorsque u est pleinement fidéle,
le foncteur i, C — C'y, relatif aux 7-préfaisceaux, pour un univers 7 assez grand,

est pleinement fidele (I 5.7). Par suite le foncteuru, : C~ - C C' est pleinement fidele en
vertu de la commutativité de (2.3.1) et (2.3.2), donc u, est pleinement fidele d’apres ce qui
préceéde. La réciproque se déduit de 'existence du diagramme commutatif 1.2 iv), compte
tenu du fait que les foncteurs e et €.+ sont pleinement fideéles lorsque les topologies sont
moins fines que la topologie canonique, C.QFD.

ExeEMPLE 2.7. Avec les notations de 1.9.2, le foncteur
@ : Ouv(Y) — Ouv(X)

est continu (1.9.2) et cocontinu (2.2). De plus, soient i : Y — X l'injection canonique et

i1 : Ouv(X) —» Ouv(Y) le foncteur qu’elle permet de définir (1.9.1). Le foncteur i est

adjoint a droite au foncteur @. On a donc une suite de trois foncteurs adjoints :
@, @D

I
o, @

N

)
et des isomorphismes canoniques @* ~ (i™!)*, @, ~ i7!.

3. Topologie induite

3.1. Soient C’ un site, C une catégorie et u : C — C’ un foncteur. Pour tout
univers % tel que C’ soit un #%-site et C une %-petite catégorie, désignons par 74, la
plus fine parmi les topologies T sur C qui rendent u continu (1.1). (Une telle topologie
existe grace a II 2.2). La topologie I, ne dépend pas de 'univers %. En effet, si 7" D %
est un univers on a 79, = Iy, (1.1 et 1.5). La topologie Jy, est appelée la topologie induite
sur C par la topologie de C' au moyen du foncteur u *.

4. Lorsqu’aucune confusion n’en résulte cette topologie est appelée la topologie induite sur C par la

topologie de C’ .
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PROPOSITION 3.2. Soient C une petite catégorie, C' un ?-site,u : C — C' un foncteur,
I la topologie sur C induite par u. Soient X un objet de C et R — X un crible de X. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :
i) Le crible R < X est couvrant pour J.
ii) Pour tout changement de base Y — X, ou Y est un objet de C, le morphisme
u(RXyY) = u(Y) est bicouvrant dans c’ (I 5.2).

PREUVE. i) = ii): résulte de axiome (T 1) des topologies et de 1.2.
ii) = i): Pour tout faisceau F sur C’, 'application

Hom(Y,u*F) — Hom(R Xy Y,u*F)
est isomorphe, par adjonction (I 5.1), a I'application
Hom(u(Y), F) — Hom(u(R Xy Y), F)
qui est bijective (I 5.3). Par suite (I 2.2) le crible R < X est couvrant pour J.

CoROLLAIRE 3.3. Soient C’ un site, C une catégorie,u : C — C' un faisceau, I la
topologie sur C induite par la topologie de C'. Soit (X; — X) i € I, une famille de mor-
phismes quarrables de C et supposons que u commute aux produits fibrés *. Les propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) La famille X; — X, i € I, est couvrante pour J.
ii) La famille (u(X;) — u(X)), i € I, est couvrante.

PREUVE. i) = ii): résulte de 1.6.
ii) = i): Soit Z un univers tel que C soit %-petite et C’ un %-site. Soit R & X le crible
engendré par les X; — X. Le préfaisceau R est le conoyau du couple de fleches

(12.12 et 13.5)
L%, = 1T %
i,j i

(la somme directe est prise ici dans C”). Comme le foncteur u, commute aux
limites inductives (I 5.4), le préfaisceau u, R est le conoyau du couple de fleches

[ uxixx X = T ux.
ij i

Comme le foncteur u commute aux produits fibrés, le préfaisceau u R est le
conoyau du couple de fleches

H u(X;) Xy u(X;) 2 H u(X,),
i,j i

et par suite uyR — u(X) est un crible de u(X) engendré par les u(X;) — u(X),
i € I. Utilisant encore une fois le fait que # commute aux produits fibrés, on
montre que pour tout changement de base Y — X, ou Y est un objet de C,
u(RXx Y) = u(Y) est un crible de u(Y) engendré par les u(X;) X, x, u(Y) —
u(Y), i € I. Comme la famille u(X;) — u(X), i € I, est couvrante, la famille
u(X;) Xyxyu(Y) = u(Y), i € I, est couvrante. Donc u)(R Xy Y) — u(Y) est un
crible couvrant et par suite (3.2) R — X est couvrant pour 7, C.Q.ED.

COROLLAIRE 3.4. Soient C' un %-site, C une sous-catégorie pleinede C',u : C — C'
le foncteur d’inclusion. On suppose que les produits fibrés sont représentables dans C et que
u commute aux produits fibrés. Les conditions suivantes sont équivalentes :

4. En fait, il suffit que u commute aux produits fibrés de la forme X; X, X'.
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i) a) Pour tout objet X de C, toute famille couvrante (Y; - X), j € J, de C' est
majorée par une famille couvrante X; — X, i € I, ou les X; sont des objets
de C.
b) Il existe un petit ensemble G d’objets de C, tel que tout objet de C soit but d’une
famille couvrante dans C' de morphismes dont les sources sont dans G.
ii) La topologie induite par la topologie de C' est une U-topologie (13.0.2) et le foncteur
u est continu et cocontinu pour cette topologie.

PrReUVE. Résulte immédiatement de 3.3 et 2.1.

PROPOSITION 3.5. Soient C un %-site et e : C — C~ le foncteur canonique (I 4.4.0).
Munissons C~ de la topologie canonique. Alors la topologie du site C est la topologie induite
par la topologie de C~ .

PREUVE. Les familles couvrantes de C™~ pour la topologie canonique sont les familles
épimorphiques effectives universelles (II 2.5), i.e. (I 4.3) les familles épimorphiques. Soit
T la topologie du site C et Iy, la topologie la plus fine des topologies T’ sur C telles que
pour tout faisceau F sur C~, F o €. soit un faisceau pour 7". 1l suffit de montrer que
T = Iy, car alors Iy, est une #-topologie et par suite 7, est la topologie induite.

A) La topologie T est plus fine que T4, : Soit (X; — X), i € I, une famille couvrante
de 9. Alors pour tout faisceau Fsur C~, F(ec(X) — Hi F(ec(X;)) est injec-
tive et par suite (Il 5.2) (ecX; — €cX), i € I, est couvrante pour la topologie
canonique de C~, donc (Il 5.2) (X; — X), i € I, est couvrante pour T.

B) La topologie T est moins fine que Iy, : 1l suffit de montrer que e : C — C~
est continu (1.1). Or on démontrera en IV n° 1 que tout faisceau sur C~ est
représentable et par suite, pour tout faisceau F sur C~, F o ¢, est un faisceau
sur C. (On n’utilisera pas 3.5 jusqu’a IV 1).

Notons deux résultats qui seront utilisés en VI 7.

PROPOSITION 3.6. Soient (C;);c; une famille de sites, C une catégorie et pour touti € I,
u; . C; —» C un foncteur, U un univers tel que les catégories C; et C soient %-petites. 1l
existe une topologie 74, sur C qui est la moins fine des topologies pour lesquelles les u; soient
continus.La topologie T, ne dépend pas de 'univers % pour lequel les catégories considérées
sont petites.

La derniere assertion de 3.6 résulte de 1.5.
Soit T une topologie sur C. Alors les foncteurs u; sont continus si et seulement si
pour tout i € I et pour tout crible couvrant R < X d’un objet X de C;, le morphisme

u)(R) — u;(X)
de C est bicouvrant (1.2 (ii)). Donc 3.6 est une conséquence du

LEMME 3.6.1. Soient C une petite catégorie, (u; : F; = G;);,cy une famille de fleches de

C. Alors il existe sur C une topologie la moins fine parmi celles qui rendent les morphismes
u; couvrants (resp. bicouvrants) (I 5.2).

Dire que u : F — G est couvrant pour une topologie donnée T signifie que pour
toutes fleche X — G, avec X € ObC, la fleche F X; X — X correspondante est
couvrante, ou encore que la famille des fleches X' — X de C qui se factorisent par la
fleche précédente est couvrante. Le fait qu’il existe une topologie la moins fine parmi
celles pour lesquelles les u; : F; — G; sont couvrants résulte donc de I 1.1.6, d’ou
I'assertion non respée de 3.6.1. L’assertion respée s’en déduit, en se rappelant qu'un
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morphisme u : F — G est bicouvrant si et seulement si les morphismes u : F — Fet
diag : F — F Xg G sont couvrants.

ProposITION 3.7. Soient (C;);c; une famille de sites, C une catégorie, pour touti € I,
u; . C; = C un foncteur, et Ul un univers tel que les catégories C; et C soient %-petites. 1l
existe une topologie T4, qui est la plus fine pour laquelle les u; sont cocontinus. La topologie
Cq, ne dépend pas de univers U pour lequel les catégories considérées sont petites.

Soit % un univers pour lequel les catégories considérées sont petites. Les foncteurs
u; sont cocontinus pour une topologie ¥ de C si et seulement si pour tout i € 1 et
tout faisceau F sur C; le préfaisceau #;« F est un faisceau pour ¥ (2.2). Il en résulte que
la topologie Ty, est la topologie la plus fine pour laquelle les préfaisceaux i+ F, i € I,
F € ob C;, sont des faisceaux (II 2.2). La derniére assertion résulte de 2.2.

4. Lemme de comparaison

THEOREME 4.1. (lemme de comparaison). Soient C une petite catégorie, C' un site dont
la catégorie sous-jacente est une U-catégorie etu : C — C' un foncteur pleinement fidéle.
Munissons C de la topologie induite par u (3.1). Considérons les propriétés :

i) Tout objet de C' peut étre recouvert par des objets provenant de C.
ii) Le foncteur F — F o u induit une équivalence de catégories de la catégorie des
faisceaux sur C' dans la catégorie des faisceaux sur C.
On a toujours i) = ii). Lorsque C' est un U-site et lorsque la topologie de C’ est moins
fine que la topologie canonique, on a ii) = 1i).

4.1.1. Démontrons d’abord i) = ii). La démonstration se fait en deux pas.
Premier pas. Pour tout préfaisceau H de C’ le morphisme d’adjonction ¢ : uu*H —

H (I5.1) est bicouvrant (II 5.3) et le foncteur u, : C’ - C(1.1.1) est pleinement fidéle.
Soit C/H la petite catégorie dont les objets sont les objets ¥ de C muni d’'un mor-
phisme u(Y) — H, et dont les morphismes sont les diagrammes commutatifs :

u(Y) uo u(Y")
H .
Onau*H = lim Y (I13.4) et par suite (I 5.4) uyu*H = lim u(Y). Le mor-
—YeobC/H ’ ——YeobC/H

phisme d’adjonction est le morphisme évident qui résulte de la description de u,u*H
comme limite inductive. Le morphisme ¢ posséde la propriété suivante : (*) Pour tout
objet Y de C, tout morphisme m : u(Y) — H se factorise de maniére unique en le mor-
phisme canonique a(m) : u(Y) — wu* H et le morphisme ¢. Il résulte immédiatement
de i) que le morphisme @ est couvrant (I 5.1), montrons qu’il est bicouvrant. Soient p,
q : Z 3 uyw* H deux morphismes d’un objet Z de C’ dans H’ tels que @pp = @q. Pour
tout objet Y de C et tout morphisme n : u(Y) — Z, on a ppn = ¢qn. La propriété (x)
entraine alors que pn = gn, et comme les u(Y') recouvrent Z, le noyau de (p, q) est un
crible couvrant Z. Le morphisme @ est donc bicouvrant (I 5.3). Pour tout faisceau H sur
C’', u* H est un faisceau sur C noté u,H (1.1.1). On a de plus v’u H = a’uju H (1.3), et
le morphisme d’adjonction u’u,H — H s’obtient en appliquant le foncteur «faisceau
associé » au morphisme ¢ : uw*H — H. Par suite (I 5.3) le morphisme d’adjonction

u'u,H — H. est un isomorphisme. Donc u, : C’ — C est pleinement fidéle.
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Deuxiéme pas. Le foncteur u est cocontinu et le foncteur u® : C~ — C'™ (1.2) est plei-
nement fidéle. Par suiteu;, : C'~ — C~ est une équivalence. Soient Y un objet de C et
i © R % u(Y) un crible couvrant. Comme le foncteur u* commute aux limites projec-
tives (I 5.5) le morphisme u*(i) : u*(R) < u*u(Y') est un monomorphisme. Comme u est
pleinement fidéle, on a u*u(Y) ~ Y, d’ou un crible de Y, u*(i) : u*(R) — Y. Pour montrer
que u est cocontinu, il suffit de montrer que u*(i) : u*(R) < Y est un crible couvrant
pour la topologie induite sur C (2.1). Pour cela, il suffit de montrer (3.2) que pour tout
changement de base m : X — Y, le morphisme u,(u*(R) Xy X) — u(X) est bicouvrant.
Mais comme u* commute aux limites projectives, on a u*(R) Xy X = u* (R X,y u(X)) et
R X,,(yy u(X) est un crible couvrant X. Il suffit donc de montrer que pour tout objet Y de

C et tout crible couvrant i : R < u(Y), le morphisme de c’, uu*(R) —l)> u(Y), est
bicouvrant. Or ce morphisme se factorise en le morphisme d’adjonction u,u*(R) — R,
qui est bicouvrant (premier pas), et le monomorphisme R < u(Y') qui est couvrant. Il est
donc bicouvrant (II 5.3). Ceci montre que u est cocontinu. Comme u est continu et pleine-
ment fidéle, il résulte de 2.6 (utilisé dans le cas ou C est petit) que u® (noté u, dans 2.6) est
pleinement fidele. Comme v’ et u sont adjoints I'un de I'autre et qu’ils sont pleinement
fideles, ce sont des foncteurs quasi-inverses et par suite u, est une équivalence.

4.1.2. Démontrons maintenant que ii) = i). Les objets Y de C forment une famille
génératrice de C™~ (II 4.10) et par suite, pour tout objet X de C’, il existe une famille
épimorphique (dans C~) v; : Y; = u X, i € 1. On a uu(Y;) =Y, et, le foncteur u, étant
une équivalence de catégories, on a v; = uy(x;), ou les w; : u(¥;) — X forment une
famille épimorphique de C’". Il résulte alors de II 5.1 que la famille w; : u(Y;) — X,
i € I, est couvrante.

4.2. Fin de la démonstration de 1.2. Soient G une sous-catégorie pleine de C
dont les objets forment une petite famille topologiquement génératrice de C (II 3.0.1).
Munissons G de la topologie induite par le foncteur d’inclusion i : G — C (3.1). Le
foncteur (u o i), = i o u, (1.1.1) admet un adjoint a gauche d’apres la premiere partie de
la démonstration de 1.2. Comme i, est une équivalence de catégories (4.1), le foncteur
u, admet un adjoint a gauche u’® et on a un isomorphisme fonctoriel u® =~ (u < i)’ o i.
Montrons que le diagramme

C . C’
4.2.1) ec ccr
lox u Vol

est commutatif a isomorphisme prés. Pour tout faisceau H sur C’, on a
Homg, (ecruX, H) =~ u H(X), pour tout X € ob C. On a de plus Homg, WwecX,H) ~
Homg(ec X, ugH) par adjonction, puis Homx(ec X, u,H) =~ u H(X) par définition de
€c- D’olt un isomorphisme e uX =~ u’e-X pour tout X € ob C. Ceci démontre i) = iv).
Montrons que iv) = i). On a un diagramme commutatif

G " C u C’
(4.2.2) e ec ecr

~ .S ~ S —_~

G d C . C’,
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et par suite, d’aprés la premiére partie de la démonstration, le foncteur icu : G — C’ est
continu. On en déduit aussitdt par 4.1 et 1.1 que u est continu, d’ou iv) = i). On obtient
de plus 'unicité de u® ; connaissant, par la premiere partie de la démonstration, 'unicité
lorsque C est petit.

4.3. Fin de la démonstration de 1.5 et de 1.7. Soientu : C — C’ un foncteur
entre deux ?-sites et G une sous-catégorie pleine de C dont I’ensemble des objets est une
petite famille topologiquement génératrice de C (Il 3.0.1). Munissons G de la topologie
induite par le foncteur d’inclusion i : G — C. Il résulte immédiatement de 4.1 et de 1.1
que u est continu si et seulement si u ¢ i est continu. De cette remarque et de la premiere
partie de la démonstration de 1.5 résulte le cas général. Cette remarque permet aussi de
ramener la démonstration de 1.7 au cas ou la catégorie C est petite.

4.4. Fin de la démonstration de 2.3. Soientu : C — C’ un foncteur entre deux
U-sites, G une sous-catégorie pleine de C dont '’ensemble des objets est une petite famille
topologiquement génératrice de C (I 3.0.1), munie de la topologie induite par le foncteur
d’inclusioni : G — C. Il résulte de la démonstration de 4.1 (4.1.1 deuxiéme pas) que i est
cocontinu. Par suite, lorsque u est cocontinu, le foncteur uei : G - C " est cocontinu. De
plus, i* : C' — G est une équivalence de catégories (4.1). Donc le foncteur u* : C’ — C
admet un adjoint a droite. Ceci démontre 3). Pour démontrer 4), il suffit de remarquer
que (uei), ~ u, i, et quei, est une équivalence (4.1). La commutativité de (2.3.2) résulte
alors de la commutativité de ces diagrammes lorsque C est petit.

5. Localisation

5.1. Soient maintenant C un %-site et X un objet de C. Sauf mention expresse du
contraire la catégorie C/X sera munie de la topologie J induite par le foncteur jy :
C/X — C (3.1). La notation C/X désignera la catégorie C/X munie de la topologie 7.
La proposition I 5.11 nous montre que le foncteur jy, commute aux produits fibrés et
par suite transforme tout monomorphisme en monomorphisme. En particulier, pour tout
objet (Y — X) de C/X, le foncteur jy, établit une correspondance biunivoque entre les
cribles, dans la catégorie C/X, de 'objet (Y — X) et les cribles, dans C, de I'objet Y.

PROPOSITION 5.2. Soient C un %-site, X un objet de C et jy : C/X — C le foncteur
continu correspondant.

1) Un crible R d’un objet (Z — X) est couvrant dans C/X si et seulement si le crible
Jx1(R) & Z est couvrant dans C.
2) Le foncteur jy : C/X — C est cocontinu et continu.
3) Soitm : Y — X un morphisme de C'. On a alors le diagramme commutatif :
Jm

cry C/X

La topologie induite par le foncteur jy sur C/Y est égale a la topologie induite par
Jm sur C/lY.
4) La topologie induite par jy : C/X — C est une %-topologie (II 3.0.2).

PREUVE. 1) Sile crible R de (Z — X) est couvrant, le crible jy (R) < Z est
couvrant (1.6).
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Réciproquement, si le crible jy(R) — Z est couvrant dans C, on voit qu’il
en est de méme pour tout crible obtenu en faisant un changement de base dans
C/X. Le crible R est donc couvrant (3.2).

2) Se déduit immédiatement de 1) en appliquant 2.1.

3) Se déduit immédiatement de la description des cribles couvrants donnée par 1).

4) Soit (G);, i € I, une petite famille topologiquement génératrice de C. On vérifie
immédiatement que la petite famille (v : G; = X), u € ;c; Hom~(G;, X), est
topologiquement génératrice dans C/X.

Terminologie et notations 5.3. D’apres la proposition précédente le foncteur jy est a la
fois un foncteur continu et cocontinu. Il définit donc une suite de trois foncteurs adjoints
(4.3.2) entre les catégories de faisceaux d’ensembles (1.3 et 2.3) :

Jx - (CIX)” — C~
Jx =Jxs : C7 — (CIX)~
Jx« : (CIX)” — C™.
Dans la situation particuliére de la proposition 5.2 nous emploierons la terminologie
et les notations suivantes :
1) Le foncteur jy, sera appelé le foncteur image directe.
2) Le foncteur jy ; = jx sera noté jy et sera appelé le foncteur restriction a C/X.

293 3) Le foncteur j3 sur les faisceaux d’ensembles sera appelé le « foncteur prolon-
gement par le vide a la catégorie C » et sera noté jy, (cf. 2.9.2).

On a donc une suite de trois foncteurs adjoints entre (C/X)~ et C~ :
Jxvs Jx> Jxs
ProPOSITION 5.4. Le foncteur jy, : (C/X)™ — C~ se factorise par la catégorie C~laX
(a est le foncteur faisceau associé) :

crxy” = C~/aX — C~. Le foncteur :
ey : (CIX)” — ClaX

est une équivalence de catégories. Le foncteur restriction a C/ X, composé avec I’équivalence

e, est isomorphe au foncteur « changement de base par aX — € », (€ l'objet final de C”~) :
T

F s (FxaX — aX),

PREUVE. L’image par jy, de 'objet final de (C/X)~ est I'objet aX ; d’ou la factori-
sation. Pour montrer que le foncteur ey est une équivalence, nous nous bornerons a
quelques indication. D’apres I 5.11, un préfaisceau sur C/X est défini par un préfais-
ceau F sur C muni d’'un morphisme F — X. On démontre alors que les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) Le préfaisceau sur C/X défini par F — X est un faisceau.
ii) Le diagramme suivant est cartésien (on dénoté par i et a les foncteurs injection
dans les préfaisceaux, et faisceau associé) :

F iaF
X iaX
294 On en déduit alors immédiatement que ey est une équivalence. La derniére assertion

est triviale.
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PROPOSITION 5.5. 1) Soient C un %-site, X un objet de C . Le diagramme ci-
dessous de catégories et foncteurs est commutatif a isomorphismes canoniques pres :

. . .
CIX — X (CcIX) —2  (CIX)” x (CIX)"

% e x ¢

X alX ilaX

c/X Cc/X — ClaX

CliaX —— C"/X.

Les notations a, et iy désignent les foncteurs « faisceau associé » et injection
dans les préfaisceaux pour le site C/X. La notation a/X désigne le prolongement
naturel du foncteur a (faisceau associé pour le site C) a la catégorie des fléches
de but X, de méme pour la notation i/aX. Enfin la notation = désigne le foncteur
changement de base par la fleche canonique X — iaX.

2) Soit de plusm : Y — X un morphisme de C . Le diagramme ci-aprés est commu-
tatif a isomorphisme canonique pres :

C laX/aY

(CIX) la, Y

T

(C/IXIY)”

ClaY ‘Y (CIY)"

La fléche f est le prolongement naturel de [’équivalence e™/X a la catégorie des 295
fléches de but a, Y, et est par suite une équivalence de catégories. La fléche g n’est
autre que I’équivalence de 5.4 appliquée a la situation (C/X)/[m].
3) Désignons par j,x, . C7laX — C~ le foncteur «oublions aX », et par jry
C~ — C~laX le foncteur « produit par aX ». Les diagrammes ci-aprés sont com-
mutatifs a isomorphisme canonique pres :

c/x) — fou lou /X (CIX)”
[eVX

.a! j;
ClaX — 2 c - C X ClaX.

PREUVE. La preuve de ces assertions est immédiate a partir de la définition des équi-
valences e’y (5.4) et ey (I 5.11).
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EXPOSE IV
Topos

A. Grothendieck et J.-L. Verdier

0. Introduction

0.1. Nous avons vu dans ?? diverses propriétés d’exactitude de catégories de la
forme € = catégorie des faisceaux d’ensembles sur &, ou € est un petit site, propriétés
qu’on peut exprimer en disant qu’a beaucoup d’égards, ces catégories (que nous ap-
pellerons des topos) héritent des propriétés familieres de la catégorie (Ens) des (petits)
ensembles. D’un autre co6té, 'expérience a enseigné qu’il y a lieu de considérer diverses
situations en Mathématique surtout comme un moyen technique pour construire les catégo-
ries de faisceaux (d’ensembles) correspondantes, i.e. les « topos » correspondants. Il apparait
que toutes les notions vraiment importantes liées a un site (par exemple ses invariants
cohomologiques, étudiés dans ??, divers autres invariants « topologiques », tels ses in-
variants d’homotopie étudiés récemment par M. ARTIN et B. MAZUR [1] et les notions
étudiées dans le livre de J. GIRAUD sur la cohomologie non commutative) s’expriment en
fait directement en termes du topos associé. Dans cette optique, il convient de regarder
deux sites comme étant essentiellement équivalents lorsque les topos associés sont des
catégories équivalentes, et de considérer que la donnée d’un site (du moins dans le cas,
surtout important en pratique, ou sa topologie est moins fine que sa topologie canonique)
revient a celle d’un topos & (savoir le topos associé, formé des faisceaux d’ensembles sur
le site), et d’'une famille génératrice d’éléments de & (cf. II 4.9, et 1.2.1 ci-dessous). Ce
point de vue est analogue a celui qui consiste a associer un groupe a tout systéeme de
générateurs et tout systéme de relations entre ces générateurs, et a attacher son intérét
plutot a la structure de ce groupe qu’au systeme de générateurs et relations qui ont ser-
vi a engendrer (considérés comme des données accessoires de la situation). D’ailleurs
le «lemme de comparaison » III 4.1. fournit de nombreux exemples de couples de sites
%, €' non isomorphes, et méme non équivalents en tant que catégories, et donnant
naissance a des topos équivalents, de sorte qu’il y a lieu de considérer € et €’ comme
essentiellement équivalents.

0.2. Dans le présent exposé, nous donnons une caractérisation des topos par des
propriétés d’exactitude simples (due a J. GIRAUD), nous étudions la notion naturelle de
morphisme de topos, inspirée par la notion d’application continue d’un espace topolo-
gique dans un autre, et nous développons dans le cadre des topos certaines constructions
familieéres en théorie des faisceaux habituelle (faisceaux Hom, faisceaux produit tenso-
riel, supports). Enfin, nous montrons (en suivant M. ARTIN) comment on peut reconsti-
tuer un topos a partir d’'un « ouvert » de celui-ci, du « fermé » complémentaire, et d'un
certain foncteur exact a gauche qui les relie, qui, a peu de choses pres, peut étre choisi
d’ailleurs arbitrairement.

0.3. On a la un procédé de recollement de topos qui, appliqué a des topos prove-
nant d’espaces topologiques ordinaires, donnera en général un topos qui ne sera plus
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du méme type. Cela est une premiere indication de la stabilité remarquable de la notion
de topos par diverses constructions naturelles, qui manque a la notion d’espace topo-
logique (dont la notion de topos est inspirée). Pour un deuxiéme exemple remarquable,
signalons aussi celle de topos classifiant relatif a un groupe d’un topos (cf. [1] ou 5.9 ci-
dessous), inspirée de la notion classique d’espace classifiant d’'un groupe topologique, et
la notion de « topos modulaire » associé a divers « probléemes de modules » en Géométrie
Algébrique ou en Géométrie Analytique [10] [13].

D’autres topos, tel le topos étale d’un schéma (étudié systématiquement dans le pré-
sent Séminaire, a partir de Exp. VII) ou le topos cristallin d’un schéma relatif [6] s’in-
troduisent de fagon naturelle lorsqu’on veut développer pour des variétés algébriques
abstraites (et plus généralement des schémas) des théories de cohomologie utilisables,
qui remplacent la cohomologie de Betti classique des variétés algébriques sur le corps
des complexes.

0.4. On peut donc dire que la notion de topos, dérivé naturel du point de vue fais-
ceautique en Topologie, constitue a son tout un élargissement substantiel de la notion
d’espace topologique *, englobant un grand nombre de situations qui autrefois n’étaient
pas considérées comme relevant de l'intuition topologique. Le trait caractéristique de
telles situations est qu’on y dispose d’une notion de «localisation », notion qui est for-
malisée précisément par la notion de site et, en derniere analyse, par celle de topos (via
le topos associé au site). Comme le terme de « topos » lui-méme est censé précisément
le suggérer, il semble raisonnable et 1égitime aux auteurs du présent Séminaire de consi-
dérer que l'objet de la Topologie est I’étude des topos (et non des seuls espaces topolo-

giques).

0.5. Il nous a semblé utile d’inclure dans cet exposé général sur les topos un assez
grand nombre d’exemples, dont beaucoup n’ont que des rapports lointains avec le but
initial que se proposait ce séminaire, (c’est-a-dire I’étude de la cohomologie étale). Le
lecteur pressé, intéressé exclusivement par la cohomologie étale, pourra bien entendu
omettre sans inconvénients la lecture de ces exemples, ainsi d’ailleurs que de la plus
grande partie du présent exposé, auquel il lui suffira de se reporter en cas de besoin.

1. Définition et caractérisation des topos

DEFINITION 1.1. On appelle %-topos, ou simplement topos si aucune confusion n’est a
craindre, une catégorie E telle qu’il existe un site C € % tel que E soit équivalente a la
catégorie C des U -faisceaux d’ensembles sur C.

1.1.1. Soit E un %-topos. Nous considérons toujours E comme muni de sa topologie
canonique (I 2.5), qui en fait donc un site, et méme, en vertu de 1.1.2 d) ci-dessous, un
U-site (II 3.0.2). Sauf mention expresse du contraire, nous ne considérerons pas d’autre
topologie sur E que celle qu’on vient d’expliciter.

1.1.2. OnavudansII 4.8, 114.11 quun %-topos E est une %-catégorie (I 1.1) satis-
faisant aux conditions suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables dans E.

b) Les sommes directes indexées par un élément de % sont représentables dans E.
Elles sont disjointes et universelles (I 4.5).

c) Les relations d’équivalence dans E sont effectives universelles (I 10.10).

d) E admet une famille génératrice (II 4.9) indexée par un élément de %.

4. Cf. [9], ou 4.1 et 4.2 plus bas, pour les relations précises entre la notion de topos et celle d’espace
topologique.
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En fait, nous allons voir que ces propriétés intrinseques caractérisent les %-topos :

THEOREME 1.2. (J. Giraud). Soit E une %-catégorie. Les propriétés suivantes sont équi-
valentes :
i) E est un ?%-topos (1.1).

ii) E satisfait aux conditions a), b), c) et d) de 1.1.2.

iii) Les %-faisceaux sur E pour la topologie canonique sont représentables, et E posséde
une petite famille génératrice (condition 1.1.2 d)).

iv) Il existe une catégorie C € % et un foncteur pleinement fidélei : E — c (ot c
désigne la catégorie des U-préfaisceaux sur C) admettant un adjoint a gauche a
qui est exact a gauche.

i") Il existe un site C € U, tel que les limites projectives soient représentables dans C
et que la topologie de C soit moins fine que sa topologie canonique (Il 2.5), tel que
E soit équivalent a la catégorie C des %-faisceaux d’ensembles sur C.

De plus :

CoROLLAIRE 1.2.1. Soit E un %-topos, C une sous-catégorie pleine de E, qu'on munit
de la topologie induite (Il 3.1) par celle de E (1.1.1). Considérons le foncteur

E— C

qui associe a tout X € ob E la restriction a C du foncteur représenté par X. Ce foncteur est
une équivalence de catégories si et seulement si ob C est une famille génératrice de E.

L’équivalence i) < iv) résulte aussitot de II 5.5, et on a déja rappelé plus haut qu’on
ai) = ii). Comme i’) = i) trivialement, il reste a prouver ii) = iii) et iii) = i’), ce qui sera
fait dans 1.2.4 et 1.2.3 ci-dessous. Le corollaire s’obtient alors en remarquant que le fonc-
teur envisagé se factorise en £ — E - C~, de sorte que, E — E étant une équivalence
en vertu de (iii), la question revient a celle de déterminer quand E — C  est une équi-
valence. On conclut alors grace au « lemme de comparaison » III 4.1, cf. démonstration
1.2.3 ci-dessous.

1.2.3. Démonstration de iii) = i’). Soit X = (X;),c;, I € %, une petite famille gé-
nératrice de E. Comme E est une %-catégorie, I’ensemble des classes d’isomorphie de
diagrammes finis dans E dont les objets sont des éléments X; est #-petit. Par suite le plus
petit ensemble X’ d’objets de E, contenant les limites projectives finies d’objets de X, est
une réunion dénombrable de petits ensembles et est donc petit *. Posant XD = (M)’
et X = Un X™, on voit que, quitte & augmenter la famille de générateurs, on peut sup-
poser que X est stable par limites projectives finies. Soit 7 un univers contenant % tel
que FE soit 7Z-petite. Pour tout objet H de E, notons I(H ) I'ensemble I, ; Hom(X;, H).
Soient H un objet de E et H' < H le sous-faisceau de H, pour la topologie cano-
nique, « réunion » des images des morphismes u : X; — H, (u,i) € I(H) (I 4.1).
Comme H' est un sous-faisceau d’un #-faisceau, H' est un %-faisceau. Il est donc re-
présentable. Comme la famille X est génératrice et que pour tout i € I, 'application
Hom(X;, H') - Hom(X;, H) est bijective, le morphisme H’ < H est un isomorphisme
(IT 4.9). Par suite (IT 5.2) la famille (v : X; — H), (u,i) € I(H), est couvrante pour la
topologie canonique de E. Donc tout objet de E peut étre recouvert, pour la topologie
canonique de E, par des objets de X. Soient C la sous-catégorie pleine de E définie par
les objets de X et u : C < E le foncteur d’inclusion. La topologie € induite sur C par la
topologie canonique de E est moins fine que la topologie canonique de C, et lorsque %
possede un élément de cardinal infini, les limites projectives finies sont représentables

4. Nous raisonnons ici sur les classes d’objets de E & isomorphisme pres.
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dans C. Il résulte de ?? que le foncteur F — Fou est une équivalence de E sur la catégorie
des %-faisceaux sur C pour la topologie C, C.Q.FD.

1.2.4. Démonstration de ii) = iii). La démonstration comporte quatre pas.

Soit 7" un univers contenant %, tel que E soit un élément de 7 Soient E la caté-
gorie des 7-faisceaux sur E pour la topologie canonique, et Jp : E — E le foncteur
canonique.

.Soit (g; : G; —» H),i € I € %, une famille épimorphique de E. Si les G; et les
produits fibrés G; X G; sont représentables, alors le faisceau H est représentable.

En effet, la somme directe Hz‘e ; G; est représentable dans E (I 4.1) par un fais-

ceau représentable G (propriété b) et II 4.6). Il en est de méme pour la somme directe
K = H(i,j)e]xl G; X G;. De plus, le diagramme K = G — H est exact et K est le

carré fibré de G au-dessus de H. (Cette derniére propriété est vraie dans la catégorie des
préfaisceaux, donc vraie dans la catégorie des faisceaux (II 4.1.) On en déduit, d’apreés c)
et I1 4.7, que la faisceau H est représentable.

.Soit X,, a € A € %, une famille de générateurs de E. Pour tout faisceau H, dé-
signons par I(H) 'ensemble HaeA Hompg(X,, H). La famille (u : X, - H,(u,a) €

I1(H)) est épimorphique dans E. Lorsque H est un %-faisceau, I(H) est un élément de
«.

En effet, tout faisceau H étant but d’une famille épimorphique de morphismes dont
les sources sont des faisceaux représentables (I 3.4 et II 4.1), il suffit de montrer la pre-
miere assertion lorsque le faisceau H est représentable. Soit alors G I'image de la famille
(u:X,— H,(u,a) € I(H)). Le morphisme G — H est un monomorphisme. Par suite,
on est dans la situation du premier pas, car X, X X est isomorphe a X, Xy X5 qui est
représentable, et de plus I(H) est un élément de %. On en déduit que G est représen-
table. Mais X, étant une famille génératrice, G — H est un isomorphisme. La derniére
assertion est triviale par définition des #-faisceaux.

. Tout sous-faisceau d’un faisceau représentable est représentable.

En effet, soit G — H un sous-faisceau d’un faisceau représentable. G est alors un
U-faisceau. La famille (u : X, = G,(u,a) € 1(G)) est donc épimorphique dans E et
indexée par un élément de %. De plus, les produits fibrés X, X X 5 sont isomorphes aux
produits fibrés X, X X4 qui sont représentables. Par suite, on est dans la situation du
premier pas et G est représentable.

. Tout ?-faisceau est représentable.

En effet, en vertu du premier et du deuxiéme pas, il suffit de montrer que les produits
fibrés X, Xy Xy sont représentables. Or, ces produits fibrés sont des sous-objets des
produits X, X X On conclut donc par le troisieme pas. Ceci achéve la démonstration
du théoreme 1.2.

REMARQUE 1.3. Bien entendu, pour un %-topos donné E, il n’y a pas en général de
facon privilégiée de le représenter a équivalence prés sous la forme C', avec C un petit
site ; ou, ce qui revient essentiellement au méme en vertu de 1.2.1 lorsque I'on se borne
aux C dont la topologie est moins fine que la topologie canonique, il n’y a pas de petite
famille génératrice privilégiée dans E. Lorsqu’on cesse d’imposer a C la condition que
C soit petit, il y a par contre (en vertu de 1.2 iii)) un choix tout a fait canonique d’un
U-site C tel que E soit équivalent & C, & savoir E lui-méme! Ceci est une des raisons
techniques pour lesquelles il n’est pas commode en pratique de travailler seulement avec
des petits sites : en fait, les sites les plus importants de tous, savoir les Z-topos, ne sont
pas petits ! De plus, les sites générateurs de topos qui s’introduisent dans de nombreuses
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questions en géométrie algébrique (voire en topologie, cf. 2.5) ne sont pas non plus pe-
tits ; exemples : le site étale d’un schéma (VIL1).

PROPOSITION 1.4. Soient E un ?%-topos, E' une catégorie (pas nécessairement une %-catégorie),

F un préfaisceau sur E a valeurs dans E'. Pour que F soit un faisceau a valeurs dans E' (II
6.1), il faut et il suffit que F transforme %-limites inductives dans E en limites projectives
dans E'.

Soit 7" un univers contenant % et tel que E’ soit une 7-catégorie. Composant F
avec les foncteurs Hom(X’,—) : E’ — 7-Ens définis pas les objets X' de E’, on
est ramené au cas ou E’ = 7-Ens, ou 7 est un univers. Supposons que F transforme
?-limites inductives en limites projectives, alors il résulte aussitot des définitions que
F est un faisceau, puisque une famille couvrante X; — X dans &, par définition de
la topologie canonique &, permet de considérer X comme une limite inductive du dia-

X

x{

iN X,
forme %-limites inductives en limites projectives. Si 7° C %, on peut supposer 7" = %
et il suffit d’appliquer le critére 1.2 iii). Pour traiter le cas général, il faut travailler un
peu plus. Soient C une sous-catégorie pleine de E engendrée par une famille génératrice
indexée par un élément de %, etu : C — E le foncteur d’inclusion. Munissons C de la
topologie induite par la topologie canonique de E (III 3.5). Notons C,, C~% les catégories

gramme | X; Xy . Supposons que F soit un faisceau, et prouvons qu’il trans-

de faisceaux sur C, E:y la catégorie des V-faisceaux sur E pour la topologie canonique,

Jg © E — Eg le foncteur canonique, iy o @ C; — Co, le foncteur d’inclusion. Le
diagramme :

()

ou les fleches verticales sont induites par le foncteur F +— Fou, est commutatif. Il résulte
de la construction explicite du foncteur faisceau associé (II 3) et de II 4.1 que le foncteur
ig; 9 commute aux %-limites inductives. De plus, il résulte de III 5.1 et de 1.5 que les

fleches verticales de () sont des équivalences de catégories. Par suite Jp : E — E~7
commute aux #-limites inductives. Pour tout objet X de E, on a :

F(X) ~ Hom " (Jg(X), F).
7
Donc F transforme les Z-limites inductives de E en limites projectives.

COROLLAIRE 1.5. Soient E un %-topos, E' une %-catégorie, f : E — E' un foncteur.
Pour que f admette un adjoint a droite, il faut et il suffit que f commute aux ?%-limites
inductives.

C’est une conséquence immédiate de 1.4 pour le cas E’ = %-Ens.

COROLLAIRE 1.6. Soient E, E' deux %-topos, f : E — E' un foncteur. Les conditions
suivantes sont équivalentes :

i) f commute aux %-limites inductives.
ii) f admet un adjoint a droite.
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iii) f est continu (I 1.1).

L’équivalence i) < ii) a été vue dans 1.5. Pour prouver i) < iii), appliquons la défi-
nition des foncteurs continus, en choisissant un univers 7 tel que € 7"(donc E, E’
sont des sites Z-petits). Il faut exprimer que pour tout Z-faisceau F sur E’, le composé
F o f est un faisceau sur E, c’est-a-dire (1.4) qu’il transforme %-limites inductives en
limites projectives. Il suffit pour ceci que I'on ait i), puisque en vertu de 1.4 F lui-méme
transforme 7-limites inductives en limites projectives ; c’est aussi nécessaire comme on
voit en prenant pour F un foncteur représentable.

CoROLLAIRE 1.7. Avec les notations de 1.6, pour que f soit le foncteur image inverse u*
pour un morphisme de topos (3.1) u : E' — E, il faut et il suffit que f soit exact a gauche
et transforme familles épimorphiques en familles épimorphiques.

La nécessité est triviale par définition (NB tout foncteur exact a droite transforme
épimorphisme en épimorphisme). La suffisance résulte de III 1.6, qui implique que f est
continu sous les conditions indiquées, donc commute aux %-limites inductives en vertu
de 1.6.

REMARQUE 1.8. Avec les notations de 1.5, on peut montrer que f admet un adjoint a
gauche si et seulement si il commute aux #-limites projectives. En d’autres termes, un
foncteur covariant E — (%-Ens) est représentable si et seulement si il commute aux
2-limites projectives %. Nous indiquons seulement le principe de la démonstration, qui
se fait en deux étapes :

a) Des arguments standards [5, n° 195, § 3] montrent que si F commute aux 1(i£1, il
est proreprésentable par un systéme projectif strict (7;);cs, ou I est un ensemble
ordonné filtrant, pas nécessairement petit. On peut supposer que si i > j, alors

T, — T, n’est pas un isomorphisme, et sous cette hypothése, Fest représentable
si et seulement si [ est petit (ce qui implique en fait que la systéme projectif est
essentiellement constant).

b) Pour prouver que [ est petit, sachant que pour tout objet X de E, 'ensemble

F(X) = h_r)n Hom(T;}, X) lest, il suffit de disposer d’une petite famille cogé-

nératrice (X jﬁ ey (i-e. qui est génératrice pour la catégorie opposée E°). Or on
montre que dans un %-topos E existe toujours une petite famille cogénératrice.

c) Pour prouver ce dernier point, on note par des arguments standards [Toh] que
tout objet X de E admet un monomorphisme dans un objet « injectif » ; puis que
pour toute famille génératrice (L,) de E, si on plonge ainsi chaque L, dans un
objet injectif I, la famille (1,,) est cogénératrice.

2. Exemples de topos

2.0. Nous avons réuni dans le présent numéro un assez grand nombre d’exemples
typiques de topos, que le lecteur aura déja eu 'occasion de rencontrer par ailleurs, et qui
sont destinés a lui faciliter 'acces au « yoga » des topos. Pour d’autres exemples (tirés
de la géomeétrie algébrique) de topologies sur des sites, donnant lieu a autant de topos, il
pourra consulter SGA 3 IV 6, et (pour le topos étale) 'exposé VII du présent séminaire.
Comme nous ne référerons guére par la suite au présent numéro que pour des questions
de notations ou de terminologie, nous laissons au lecteur le soin de faire a titre d’exercice
la vérification des énoncés dont nous avons assorti ces exemples pour son instruction

4. Un énoncé plus général se trouve dans I 8.12.8, 1 8.12.9, 'esquisse de démonstration qui suit a) a
c) correspondant a la démonstration donnée dans loc. cit.
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générale. Tous les exemples du présent numéro seront précisés dans 4, ot on examinera
leur dépendance fonctorielle par rapport aux données, et dans les numéros suivants a
titre d’illustration des notions générales relatives aux topos.

2.1. Topos associé a un espace topologique. Soient X un petit espace topolo-
gique, Ouv(X) la catégorie des ouverts de X, munie de la topologie canonique (III 1.9.1).
Nous désignerons par Top(X) le topos des %-faisceaux sur Ouv(X). Ce topos est équi-
valent a la catégorie des espaces topologiques étalés au-dessus de X, en associant a tout
tel espace X' sur X le faisceau U — I'(X'/U) = Homy(U, X') sur Ouv(X) [TF]°. On
ne pourra pas s’empécher de noter parfois, par abus de langage, par la méme lettre X le
topos Top(X') défini par 'espace topologique X.

C’est évidemment I’exemple précédent qui a servi principalement de guide et de sup-
port intuitif pour le développement de la théorie des topos. On fera attention cependant
que les topos déduits des espaces topologiques sont de nature tres particuliere, di au
fait notamment qu’ils ont été décrits par des sites C = Ouv(X) ou tous les morphismes
sont des monomorphismes (donc dont la catégorie sous-jacente se réduit a un ensemble
préordonné). De ceci résulte en particulier que les faisceaux représentés par les objets de
C sont des sous-faisceaux du faisceau final, et par suite que les sous-faisceaux du faisceau
final forment une famille génératrice du topos envisagé. Cette propriété n’est pas partagée
par la plupart des topos qui s’introduisent de facon naturelle en géométrie algébrique ou
en algebre, cf. exemples plus bas. Elle est a peu de choses prés caractéristique des topos
de la forme Top(X) (cf. 7.1.9 plus bas).

On vérifie facilement que I'application Ouv(X) — Top(X), qui associe a tout ou-
vert de X le faisceau qu’il représente, est une bijection de Ouv(X) avec 'ensemble des
sous-objets de 'objet final de Top(X), cette bijection étant méme un isomorphisme pour
les structures d’ordre naturelles, i.e. induisant un isomorphisme des catégories corres-
pondantes. Cela suggere qu’il doit étre possible de reconstituer a homéomorphisme pres
I’espace topologique X, lorsqu’on connait Top(X) a équivalence pres. Nous verrons plus
bas (4.2) qu’il en est bien ainsi, moyennant une légére restriction sur X.

2.2. Topos ponctuel ou final, et topos vide ou initial. Lorsque X est un espace
topologique réduit a un seul point, le foncteur

F — F(X) : Top(X) — %-Ens

est une équivalence de catégories. Ceci montre en particulier que la catégorie %-Ens
est un %-topos. Nous avons vu sur des exemples dans Exp. II que cet %-topos est ty-
pique du point de vue propriétés d’exactitude, en ce que la vérification de beaucoup de
propriétés (notamment des propriétés d’exactitude) des topos généraux se ramene a ce
topos particulier. L’interprétation que nous en donnons ici en termes de 1’espace topo-
logique ponctuel justifie I'abus de langage consistant a appeler topos ponctuel un topos
équivalent a la catégorie -Ens (bien que, en tant que catégorie, il ne soit pas du tout
équivalent a la catégorie ponctuelle !). C’est la terminologie qui correspond a l'intuition
géométrique correcte du role joué par ces topos. On appelle parfois, par abus de langage
également, topos final un topos ponctuel, cf. 4.3 ; on dira « le topos final » pour le topos
(%-Ens).

Lorsque X est réduit a ’espace topologique vide, donc Ouv(X) a la catégorie ponc-
tuelle, alors un préfaisceau F sur Ouv(X) est un faisceau si et seulement si sa valeur en
I'unique objet ¢ de Ouv(X) est un ensemble réduit a un point. Il s’ensuit que Top(D) est

5.N.D.E. : Ici [TF] indique la référence [8]
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isomorphe a la catégorie des Z-ensembles réduits a un point, catégorie qui est équiva-
lente a la catégorie ponctuelle. De ceci on conclut en particulier que la catégorie ponc-
tuelle (ainsi que toute %-catégorie équivalente a celle-ci) est un ?%-topos. On I'appelle
parfois, par abus de langage, le topos vide ou topos initial (cf. 4.4) ; on prendra garde qu’il
n’est pas équivalent a la catégorie vide.

2.3. Topos associé a un espace a opérateurs. Soient X un espace topologique, G
un groupe discret opérant sur X par homéomorphismes. On a défini alors dans [Toh]®
5.1 la catégorie des G-faisceaux sur X, ou comme nous dirons aussi, des faisceaux sur
(X, G); ce sont les faisceaux (d’ensembles) sur X, munis d’opérations de G compatibles
avec celles de G sur X. On constate aussitot, a ’aide du critére de Giraud 1.2 iii), que cette
catégorie est un topos (NB % est sous-entendu dans tout ceci), qu’on notera simplement
Top(X, G). Lorsque G est réduit au groupe unité, on retrouve 'exemple 2.1; lorsque X
est réduit a I'espace ponctuel, on trouve le topos des ensembles sur lesquels G opere a
gauche (ou G-ensembles), appelé aussi topos classifiant du groupe discret G, et noté Bg.
On vérifie facilement que le seul sous-objet de 'objet final e du topos B est e ou le
faisceau vide ¢, en particulier, si G n’est pas réduit au groupe unité, les sous-objets de
I'objet final du topos classifiant B ne forment pas une famille génératrice de Bg;. Donc
B n’est pas équivalent alors a un topos du type Top(X) envisagé dans 2.1.

La notion de G-faisceau était introduite dans loc. cit. pour développer la théorie co-
homologique des G-faisceaux abéliens. Interprétant ces derniers comme les faisceaux
abéliens du topos (X, G), ladite théorie se trouve incluse dans celle de Exp. V, dévelop-
pée dans le cadre des topos généraux.

On peut se proposer plus généralement d’attacher un topos approprié a un espace
topologique X, muni d’'un groupe topologique G (pas nécessairement discret) d’auto-
morphismes, qui donnerait naissance a une théorie cohomologique adéquate. De méme
dans le contexte des variétés différentiables, ou analytiques réelles ou complexes, ou des
schémas. C’est effectivement possible, cf. 2.5 ci-dessous.

2.4. Topos classifiant d’'un Groupe. Soit E un topos, et G un Groupe de E. Soit
(E, G) la catégorie des objets de E sur lesquels G opére. On voit aussitdt, grace au critere
de Giraud, que c’est un topos. On I’appelle topos classifiant du Groupe G, et on le note Bg;.
Lorsque E est le topos ponctuel (2.2) i.e. lorsque G est un groupe ordinaire, on retrouve
le topos classifiant de 2.3.

La terminologie adoptée ici se justifie, du fait que le topos B joue un réle universel
pour la classification des « torseurs » (ou fibrés principaux homogenes) sous G, ou plus
généralement sous les G = f*(G), ou E’ est un topos « au-dessus de E » i.e. muni
d’un morphisme f : E’ — E (cf. 3.1 ci-dessous). Ce role, explicité dans [3 Chap V]
ou dans 5.9 plus bas, montre que B joue, dans le contexte des topos, le méme role que
les classiques espaces classifiants des groupes topologiques en théorie homotopique des
espaces topologiques. Ces derniers peuvent étre regardés (cf. 2.5) comme une version
affaiblie des premiers, obtenue en ne retenant du topos classifiant que le seul «type
d’homotopie » dudit topos, en un sens convenable qu’il n’y a pas lieu de préciser ici.

2.5. «Gros site » et « gros topos » d’'un espace topologique. Topos classifiant
d’un groupe topologique. °

6. N.D.E. : Ici [Toh] indique la référence [4].
6. L’introduction de ces sites et topos est due a M. GIRAUD, qui a mis également en évidence leurs
avantages sur le « petit » site traditionnel.
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Soit U — Esp ou simplement (Esp) la catégorie des espaces topologiques € 7. On
sait que dans (Esp) les limites projectives finies sont représentables. Considérons sur
(Esp) la prétopologie (??) pour laquelle Cov(X) est 'ensemble des familles surjectives
d’immersions ouvertes u; : X; — X. Nous considérerons (Esp) comme un site a I’aide
de la topologie engendrée par la prétopologie précédente. Pour tout objet X de (Esp),
considérons la catégorie

(Esp)/x

des objets de (Esp) au-dessus de X, i.e. des espaces topologiques au-dessus de X, comme
un site, grace a la topologie induite par celle de (Esp) via le foncteur d’oubli (Esp),y —
(Esp) (IIT 5.2 4)). Ce site est appelé le gros site associé a X. On fera attention qu’il n’est pas
€ %; ce n’est pas non plus un %-site au sens de II 3.0.2, donc des précautions sont né-
cessaires pour lui appliquer les résultats habituels. Pour pallier cet inconvénient, on peut
choisir un univers 7"tel que % € 7, de sorte que (Esp),y devient un 7~site, et on peut
travailler avec le Z-topos associé (Esp),y, qui pourra étre noté TOP(X) et sera appelé le
gros topos de X. Si on répugne a agrandir %, on peut choisir un cardinal ¢ majorant les
cardinaux de X et de tous les espaces topologiques qu’on compte faire intervenir dans
les raisonnements (le plus souvent, Sup(card X, card R) sera suffisant!), et on remplace
(Esp),x par la sous-catégorie (Esp);, formée des X' sur X tels que card X’ < ¢, munie
de la topologie induite, et on note TOP(X) le topos des faisceaux sur ce site. Pour fixer
les idées, supposons que ce soit la premiére définition qui ait été adoptée.

L’avantage du gros topos de X sur le petit, c’est que le site qui le définit contient
(Esp),x comme sous-catégorie pleine ; comme la topologie de ce site est manifestement
moins fine que la canonique, on voit que le foncteur canonique de (Esp),y dans TOP(X),
associant a tout espace X' sur X le faisceau qu’il représente, est pleinement fidéle. Par
suite, un espace X' sur X est connu a X-isomorphisme prés quand on connait le faisceau
(€ Top(X)) qu’il définit; donc la notion de faisceau sur (le gros site de) X peut étre
considéré comme une généralisation de celle d’espace topologique au-dessus de X, a
l’aide de laquelle toutes les constructions de la théorie des faisceaux prennent un sens
pour les espaces topologiques sur X.

Ainsi, lorsque G est un objet-groupe de la catégorie (Esp),y des espaces topologiques
au-dessus de X, on peut lui associer le topos classifiant B (2.4), d’ou des groupes de co-
homologie classifiante, des groupes d’homotopie classifiante etc. (définis comme les in-
variants correspondants du 7-topos Bg;). En particulier, lorsque X est un espace ponc-
tuel, G s’identifie a un groupe topologique ordinaire. On peut vérifier, moyennant les
conditions locales habituelles assurant que la cohomologie singuliére des produits car-
tésiens G" coincide avec la cohomologie au sens des faisceaux (pour des coefficients
constants, disons), par exemple si G est localement contractible, que la cohomologie du
topos classifiant de G est canoniquement isomorphe a celle de I'’espace classifiant de G
au sens des topologues.

L’introduction des topos classifiants (via les « gros sites ») a sur les espaces classi-
fiants ’avantage de fournir une théorie plus riche, puisqu’ils fournissent notamment
des invariants cohomologiques utiles pour des coefficients plus généraux que les coef-
ficients constants ou localement constants. De plus, la définition envisagée ici s’adapte
de fagon évidente aux autres contextes habituels : variétés différentiables, variétés ou
espaces analytiques (réelles ou complexes, au choix), schémas. Ce point de vue permet
notamment de faire le lien entre I’étude des classes caractéristiques du point de vue tra-
ditionnel et du point de vue « arithmétique », en considérant les « groupes classiques »
comme provenant de schémas définis sur ’anneau des entiers; cf. [7] pour des indica-
tions dans ce sens. De méme, les résultats généraux de J. GIRAUD [3] sur la classification
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des extensions de Groupes, développés dans le cadre trés général et trés souple des to-
pos, peuvent grace aux « gros topos » se spécialiser en des résultats sur la classification
d’extensions de groupes topologiques, ou de groupes de Lie réels ou complexes, qui ne
semblaient guére connus des topologues que dans le cas des extensions a noyau abélien

[11].

2.6. Topos de la forme C. Soit C une petite catégorie. Alors la catégorie C des
U-préfaisceaux sur C est évidemment un %-topos, puisqu’elle est de la forme C, o on
munit C de la topologie chaotique. Nous donnerons plus bas quelques détails sur les
relations entre C et C. Notons seulement ici qu’un topos E équivalent a un topos de la
forme C est de nature assez spéciale, du fait qu’il admet une petite famille génératrice (X;)
formée d’objets connexes projectifs, i.e. d’objets X tels que le foncteur Y — Hom(X,Y)
transforme épimorphismes en épimorphismes et sommes en sommes : il suffit en effet
de prendre dans C la famille génératrice formée des foncteurs représentés par les X €
ob C. Notons d’ailleurs que si dans un topos E on a une famille couvrante X; — X,
avec des X; qui sont projectifs et connexes, alors toute autre famille couvrante de X est
majorée (I 4.3.2,14.3.3) par la précédente. Par suite, dans un topos E de la forme C tout
objet X admet une famille couvrante majorant toutes les autres. Un topos de la forme
Top(X) (2.1), avec X un espace topologique dont les points sont fermés, n’a la propriété
précédente que si X est discret.

Lorsque la catégorie C a un seul objet, C s’identifie a un monoide G. Un préfaisceau
sur C s’identifie alors a un ensemble sur lequel G opere a droite (puisque c’est un fonc-
teur G° — (Ens)), et C est le topos des ensembles a monoide d’opérateurs a droite, qu’on
pourra aussi noter Bg-, compte tenu de 2.3 : c’est le topos des ensembles a monoide d opé-
rateurs G° (le monoide opposé a G). Lorsque G est un groupe, utilisant I'isomorphisme
g~ g~! de G sur G°, on retrouve le topos classifiant B de 2.3.

2.7. Topos classifiant d’'un pro-groupe.

2.7.1.  Soit & = (G,);c; un systeme projectif de groupes, avec G;, I € %.On suppose
le systeme projectif strict. i.e. les morphismes de transition G; — G; surjectifs. Si E est
un ensemble, on appelle opération de & sur E (a gauche, disons) la structure suivante : a)
une famille (E;);c; de parties de E, de réunion E; b) pour tout i € I, une opération du
groupe G; sur I'ensemble E;; on suppose de plus ces données soumises a la condition
suivante : pour j > i, E; est le sous-ensemble de E y formé des éléments fixes sous le
groupe noyau de G; — G;. On dit aussi que & opére sur E (a gauche) si on s’est donnée
une opération de G sur E (a gauche). Les ensembles € % munis d’une opération de &
forment une catégorie de facon évidente. On constate aussitot, grace au critére de Giraud,
que cette catégorie est un #-topos. On le note B¢ et on I'appelle topos classifiant de G.
Lorsque I admet un objet initial i,, posant G = G, , on retrouve le topos classifiant de
2.3.

2.7.2.  Un autre exemple important est celui ol les groupe G; sont finis, de sorte que

G =1limG;
(_

est un groupe topologique compact totalement discontinu, ou groupe profini. Une opé-
ration de & sur E revient alors a une opération de G sur E qui est continue, ou ce qui
revient au méme, telle que le stabilisateur de tout point de E est un sous-groupe ouvert
de G. Le topos classifiant By, sera aussi noté B, ou, bien entendu, G doit étre considéré
comme muni de sa topologie profinie.
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2.7.3. 1l est facile de vérifier, utilisant les remarques de 2.6, que le topos Bg défini
par un systeme projectif strict & = (G;);c; de groupes n’est équivalent a un topos de la
forme C que si ce systeme projectif est essentiellement constant ; dans le cas d’un groupe
profini, cela signifie que ce groupe est en fait fini.

2.7.4. L’interprétation géométrique suivante du topos classifiant B; d'un groupe
discret G est utile, pour donner une intuition géométrique correct de ces topos. (Cf. aussi,
dans le méme sens, 4.5, 5.8, 5.9 et 7.2 ci-dessous.) Soit X un espace topologique connexe,
localement connexe et localement simplement connexe, x un point de X, G son groupe
fondamentale en x. (NB il est connu qu’a isomorphisme pres, tout groupe discret G peut
s’obtenir ainsi.) Alors la théorie de Galois des revétements de X fournit une équivalence
entre la catégorie B des G-ensembles, et la catégorie des revétements étales de X, i.e. des
espaces X' sur X qui sont localement X-isomorphes a des X-espaces de la forme X X I,
ou I est un espace discret. (comparer SGA 1V 4,5). Cette derniére peut d’ailleurs s’in-
terpréter comme la catégorie des faisceaux localement constants sur X, i.e. la catégorie
des objets localement constants (IX 2.0) du topos Top(X).

Lorsque G est un groupe profini, on a une interprétation géométrique analogue de
Bg, comme la catégorie des X-schémas qui sont sommes de revétements finis étales d’'un
schéma X connexe, muni d’un point géométrique x et d'un isomorphisme G ~ 7;(X, x).
Il est connu encore que tout groupe profini peut s’obtenir comme groupe fondamental
d’un schéma connexe convenable (spectre d’un corps si on veut). Enfin, ou rencontre
également des pro-groupes (pas nécessairement profinis ni essentiellement constants)
pour la classification des revétements des espaces connexes et localement connexes qui
ne sont pas localement simplement connexes, ou la classification des revétements étales
pas nécessairement finis ou ind-finis de schémas connexes non normaux. Pour ce dernier
cas, cf. SGA 3 X 6.

EXERCICE 2.7.5. Définir pour un topos E la notion de connexité, de locale connexité 6
de simple connexité et de simple connexité locale. Définir la notion d’objet constant et
localement constant de E (cf. IX 2.0). Soit f : E’ — E un morphisme de topos (3.1),
avec E’ simplement connexe (par exemple E’ le topos ponctuel (2.2)), et E connexe et
localement connexe. Définir un pro-groupe strict 7;(E, f) = (G;);e; = & (appelé pro-
groupe fondamental de E en f) et une équivalence de catégories de By avec la catégorie
des objets localement constants de E.®. Montrer que lorsque E est localement simplement
connexe, 7;(E, f) est essentiellement constant et s’identifie donc a un groupe discret
ordinaire 7 (E, f), qui s’appelle le groupe fondamental de E en f. Montrer que tout pro-
groupe strict & est isomorphe (comme pro-groupe) au pro-groupe fondamental d’un
topos connexe et localement connexe convenable en un f convenable, avec E’ le topos
ponctuel (prendre E = Bg, et f : E' — E défini par le foncteur oubli f* : £ — E’ =
(Ens)). Lorsque & est essentiellement constant, i.e. isomorphe (comme pro-groupe) a un
groupe discret ordinaire, prouver qu’on peut prendre ci-dessus E localement simplement
connexe (prendre encore E = Bg).

2.8. Exemple d’'un faux topos. Soit & = (G);),c; un pro-groupe strict, ou I est
ordonné filtrant et oui > jimplique que G; — G, n’est pas un isomorphisme. Supposons
que l'on ait card(/) ¢ %. Considérons la catégorie des ensembles E € % sur lesquels
& opére a gauche (2.7.1). C’est une #-catégorie, et on voit comme dans 2.7.1 que cette
catégorie satisfait aux conditions a), b), c¢) de 1.1.2. Cependant ce n’est pas un %-topos,

6. cf. 8.71).
6. On pourra s’inspirer de SGA 3 X 6.
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car on voit qu’il n’admet pas de famille génératrice qui soit %-petite. On voit de méme
que ce n’est un Z-topos pour aucun univers 7.

3. Morphismes de topos

DEFINITION 3.1. Soient E et E' deux %-topos. On appelle morphisme’ de E dans E’, ou
parfois (par abus de langage) application continue de E dans E’, un tripleu = (u,,u*, @),
formé de foncteurs

u,:E—E |, u:.:E —E
et d’un isomorphisme @ «d’adjonction » de bifoncteursen X' € ObE’',Y € Ob E :
@ : Homg(u*(X"),Y) = Homp/ (X', u,(Y)),

le foncteur u™ étant de plus soumis a la condition d’étre exact a gauche, i.e. de commuter
aux limites projectives finies. Le foncteur u, est appelé le foncteur image directe pour le
morphisme de topos u, le foncteur u™ est appelé le foncteur image inverse pour le morphisme
de topos u, I'isomorphisme @ est appelé I'isomorphisme d’adjonction, pour u.

3.1.1. Sauf mention expresse du contraire, on désignera par la suite, pour un mor-
phisme de topos u : E — E’, par u, et u* les foncteurs image directe et image inverse
correspondants 7. On notera que, u, étant adjoint & droite de u* et u* étant adjoint a
gauche de u, par 'isomorphisme d’adjonction @, chacun des deux foncteurs u,,, u* dé-
termine ['autre a isomorphisme unique preés, d’apres le sorite bien connu des foncteurs
adjoints [14]. En pratique, suivant les cas, il peut étre plus commode de définir un mor-
phisme de topos u : E — E’ soit par la donnée de u* : E’ — E, soit par la donnée de
u, . E - E';dans le premier cas, il faut simplement vérifier que le foncteur donné u*
admet un adjoint a droite, et qu’il est exact a gauche. Dans le deuxiéme, que le foncteur
donné u, admet un adjoint a gauche qui est exact a gauche. Dans 'un ou I'autre cas, on
déduit de la donnée partielle, grace au choix d’un foncteur adjoint et d’'un isomorphisme
d’adjonction, un morphisme de toposu : E — E’, et ce dernier sera « unique a isomor-
phisme unique pres » en termes de la donnée u™ resp. u,, en un sens assez clair, et qui
sera d’ailleurs entierement explicité plus bas (3.2.1).

3.1.2. Siu: E — E' est un morphisme de topos, il résulte des propriétés des fonc-
teurs adjoints (I 2.11) que le foncteur image directe u, : E — E’ commute aux limites
projectives, et le foncteur u* : E’ — E commute aux limites inductives 7. Comme on
suppose de plus que ce dernier est exact a gauche i.e. commute aux limites projectives
finies, on voit donc en particulier que u™ est exact. On peut donc dire que c’est le foncteur
image inverse u*, dans le couple (u,,u"), qui posséde les propriétés d’exactitude les plus
remarquables. Ces propriétés assurent que pour toute espéce de structure algébrique X
dont les données peuvent se décrire en termes de données de fleches entre les ensembles
de base et des ensembles déduits de ceux-ci par application répétée d’opérations de li-
mites projectives finies et de limites inductives quelconques, et pour tout « objet de &’
muni d’une structure d’espéce X » (notion qui a un sens grace aux propriétés d’exac-
titude internes du topos &’ (I 4.1)), son image par u* est muni des mémes structures.
Plut6t que d’entrer dans la tache peu engageante de donner un sens précis a cet énoncé
et de le justifier de facon formelle, nous conseillons au lecteur de I’expliciter et de se

7.N.D.E. : Certains auteurs parlent de morphisme géométrique.

7.1y a lieu parfois d’écrire aussi =" au lieu de u*, cf. 13.2.3.

7. D’ailleurs (1.5 et 1.8), pour un foncteuru, : E — E’ resp. u* : E' — E donné, ce foncteur admet
un adjoint a gauche (resp. a droite), si et seulement si il commute aux %-limites projectives (resp. aux
2 -limites inductives).
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convaincre de sa validité pour des especes de structure telles que celle de groupe, d’an-
neau, de module sur un anneau, de comodule sur un coanneau, de bigebre sur un anneau,
de torseur sous un groupe. (Dans ces exemples, les trois premiéres espéces de structure
se définissent en termes de limites projectives finies exclusivement, tandis que les autres
notions impliquent implicitement des constructions faisant appel également a des limites
inductives.) De plus, le foncteur u* « commute » a toutes les opérations fonctorielles ha-
bituelles faites en termes de telles structures, plus précisément a toutes les opérations
qui peuvent s’exprimer en termes de li_n}, et de 1(&1 finies : constructions d’objets libres
(groupes ou modules libres, p.ex.) engendrés par un objet, produits tensoriels (cf. § 12
plus bas) etc.

Quant au foncteur image directe u, : E — E’, qui commute aux limites projectives,
il « respecte » par suite toute structure algébrique sur un objet (ou une famille d’objets)
de E, définissable en termes de limites projectives exclusivement (telles que les struc-
tures de groupe, d’anneau ou de module sur un anneau, parmi les exemples précédents).
Par contre, le foncteur u, n’est en général pas exact a droite i.e. il ne commute pas en gé-
néral aux limites inductives finies, et méme ne transforme pas en général épimorphisme
en épimorphisme (c’est d’ailleurs ce défaut d’exactitude du foncteur u, qui est la source
de ces propriétés cohomologiques, qui seront étudiées (du point de vue de I’algebre ho-
mologique commutative) dans 'exposé suivant). Par suite, il ne s’étend pas, en général,
en un foncteur sur des objets du type comodule, ou bigébre, ou torseur sous un groupe,
et ne commute pas en général a des opérations telles que « module libre engendré »,
produit tensoriel de modules, etc.

3.1.3. En pratique, lorsqu’on est en présence d’un foncteur f : E — F d'un
% -topos dans un autre, il y a lieu d’en expliciter toutes les propriétés d’exactitude, y
compris I'existence éventuelle de foncteurs adjoints a gauche ou a droite (cf. la note de
bas de page 164), pour parvenir a une compréhension de la « nature géométrique » de f,
compréhension qui sera généralement un guide indispensable pour une intuition géo-
métrique correcte de la situation. Ainsi, s’il s’avére que f commute aux limites inductives
quelconques et aux limites projectives finies, il y a lieu d’écrire f sous la forme

f=u,
ou
u: F—E
est un morphisme de topos, i.e. d’interpréter f comme un foncteur «image inverse »
par une « application continue » de topos. Lorsque f commute aux limites projectives
quelconques, donc qu’il admet un adjoint a gauche, et si ce dernier (qui a priori commute

aux limites inductives quelconques) commute de plus aux limites projectives finies, il y
a lieu d’écrire f sous la forme

f=v,
ou
v:E—F
est un morphisme de topos. Dans certains cas, il peut arriver que f satisfasse aussi bien

a I'une qu’a l'autre des deux propriétés envisagées (cf. 4.10 pour un exemple). Dans ce
cas, il y a lieu d’introduire simultanément les morphismes de topos

u.F—FE , v:E—F,
qui donnent lieu a une suite de trois foncteurs adjoints (I 5.3) :

ES — ¥ —
vt ., v, =u=f , u,.
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Il convient de distinguer alors soigneusement entre les morphismes de topos u et v, sous
peine de perdre I'intuition géométrique de la situation.

On notera a ce propos que lorsque entre deux topos E, F on a une suite de trois
foncteurs adjoints

e,f,ge,g . FZE, f: E—F),

alors f commute aux limites inductives et aux limites projectives quelconques, donc il
peut toujours se mettre sous la forme u*, ou u : F — E est un morphisme de topos.
Alors g s’écrit donc g = u,. Par contre, bien sir, e ne peut s’écrire sous la forme v* (et
alors f sous la forme v,) que s’il commute de plus aux limites projectives finies. Cela
sera évidemment le cas s’il est lui-méme 1’adjoint a droite d’'un quatriéme foncteur d.
Sans condition de cette nature, on écrira souvent

e=u

pour I'adjoint a gauche d’un foncteur image inverse f = u* , quand un tel adjoint a
gauche existe, cette notation étant suggérée par 'exemple d’'une immersion ouverte u :
X — Y d’espaces topologiques. De méme, si e est de la forme v*, i.e. fdelaforme v,, on
note parfois g = v' 'adjoint a droite d’un foncteur image directe v,,, lorsque cet adjoint
existe 7.

3.2. Soient E, E' deux %-topos, et
u=,u,p) , v=(,,v.¥): E3FE

deux morphismes de topos de E dans E’. On appelle morphisme de u dans v tout mor-
phisme de u, dans v, (au sens de la catégorie Hom(E, E’) des foncteurs de E dans E’).
Les morphismes de morphismes de topos se composent de facon évidente, et on définit
de cette facon une catégorie, qui est en fait une U/-catégorie (I 7.8) notée

Homtop(E, E'),

appelée catégorie des morphismes (ou des applications continues) de E dans E’. On définit
alors de facon évidente un foncteur

u+— u, : Homtop(E, E') — Hom(E, E’),

foncteur qui est pleinement fidéle par définition des fleches dans le premier membre
(mais qui n’est pas injectif sur les objets).

3.2.1. On fera attention que, si u et v sont donnés comme dessus, la théorie des
foncteurs adjoints fournit une bijection canonique

Hom(u,, v,) 5 Hom(v*, u*);
en particulier, on obtient un contrafoncteur sur Homtop(E, E’) :
u+— u* : Homtop(E, E')’ — Hom(E, E’).

Conformément a l'intuition géométrique, suivant laquelle le foncteur image directe u,
«va dans le méme sens » que I’application continue qui lui donne naissance, il y a donc
lieu de définir le sens des fleches pour les morphismes entre morphismes de topos en
termes des foncteurs images directes, et non en termes des foncteurs images inverses (bien
que ce soient ces derniers qui, nous 'avons vu, possedent les propriétés d’exactitude
caractéristiques de la notion de morphisme de topos).
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3.2.2.  Ayant défini la catégorie Homtop(E, E") des morphismes du topos E dans
le topos E’, la notion d’isomorphie entre deux morphismes u, v de E dans E’ est éga-
lement définie. En pratique, il n'y a pas lieu de distinguer essentiellement entre deux
morphismes de topos isomorphes, tout au moins lorsqu’on dispose d’un isomorphisme
canonique entre les deux (tout comme il n’y a pas lieu souvent de distinguer entre deux
éléments d’une catégorie, lorsqu’on se donne un isomorphisme canonique entre eux). Si-
gnalons a ce propos que le plus souvent, lorsqu’on traite de diagrammes de morphismes
de topos et de questions de commutativité de tels diagrammes (notion qui a un sens grace
a (3.3)), il ne s’agit que de commutativité a isomorphisme (« canonique ») prés ; par abus
de langage, on traite alors ces diagrammes comme des diagrammes effectivement com-
mutatifs.

On peut songer a justifier cet abus de langage en introduisant ’ensemble
Homtop(E, E’)/Isom des morphismes de E dans E’ a isomorphisme prés, et en appelant
morphisme une telle classe d’isomorphie, au lieu de suivre la définition 3.2. Mais ceci se
heurte aux inconvénients trés graves qui se présentent, chaque fois qu’on essaie d’identi-
fier deux objets isomorphes d’ une catégorie, sans disposer d’'un isomorphisme canonique
entre eux. L’expérience prouve qu’un tel point de vue est impraticable, et qu’il faut gar-
der la notion « fine » 3.1 de la notion de morphisme entre morphismes de topos, quitte a
étre obligé, parfois, de se battre avec des compatibilités entre isomorphismes canoniques
7

3.3.1. Soient E, E’, E" trois %-topos, et considérons des morphismes de topos
u:E—E , v:E —E".
La théorie des foncteurs adjoints nous donne alors un isomorphisme d’adjonction entre
les foncteurs composés v, u, et u*v*, en termes des isomorphismes d’adjonction pour
les couples (u,,u*) et (v,,v"). D’autre part, le foncteur u*v* exact a gauche, comme

composé de deux foncteurs exacts a gauche. Par suite, on trouve un morphisme de E
dans E”, qu’on appelle composé des morphismes u et v, et qu'on note vu :

vu . E— E".

On vérifie alors trivialement que la composition des morphismes est associative, et que
pour tout Z-topos E, il y a un morphisme de E dans lui-méme qui est une unité bilatére
pour la composition : c’est le morphisme (idg, id g, @), ou @ est 'isomorphisme d’adjonc-
tion évident de idg avec lui-méme. Soit alors 7 un univers tel que # € 7. On définit
une catégorie
(7-U-Top),
dont les objets sont les Z-topos qui sont € 7, les fleches sont les morphismes entre de
tels ?%-topos, et la composition des fleches étant celle qu’on vient d’expliciter.
3.3.2. Enfait, 'application de composition

Homtop(E, E') X Homtop(E’, E") — Homtop(E, E")
est I'application induite sur les objets par un « foncteur composition des morphismes » :
Homtop(E, E') X Homtop(E’, E"”) — Homtop(E, E”),
dont leffet sur les fleches est 'opération « produit de convolution » habituel pour des

morphismes entre foncteurs (ici des foncteurs image directe). Ces foncteurs composi-
tion satisfont a une propriété d’associativité (stricte), pour quatre topos E, E', E", E",

7. Cf. plus bas 14.4, dans le cas de faisceaux abéliens.
7. Pour des exemples de telles batailles (victorieuses, semble-t-il) nous renvoyons le lecteur au livre
de Mme M. HAkIM sur les schémas relatifs [9].
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précisant I’associativité de la composition des morphismes de topos. On peut dire aussi,
dans un langage qui commence a devenir familier [2], [9], que les Z-topos sont les objets
(ou 0-fleches) d’une 2-catégorie, dont les 1-fleches sont les morphismes de topos, et les
2-fleches sont les morphismes de morphismes de topos.

C’est le fait que les %-topos (éléments d’un univers 7) forment une 2-catégorie, et
non plus seulement une catégorie ordinaire comme les espaces topologiques ordinaires,
qui constitue du point de vue technique la différence la plus importante entre la théorie
des topos et celle des espaces topologiques. Ce fait est la source de certaines complica-
tions techniques auxquelles on a déja fait allusion, mais aussi de faits essentiellement
nouveaux par rapport a la topologie traditionnelle.

3.4. Le fait que les %-topos (éléments d’un univers 7) forment une 2-catégorie
(3.3.2) permet en particulier de définir la notion d’équivalence de deux %-topos E, E' :
on dira que E et E’ sont équivalents s’il existe des morphismes de toposu : E — E’
etv : E' — E, tels que les composés uv et vu soient isomorphes respectivement au
morphisme identique de E et de E’; on dit alors que les morphismes u et v sont des
équivalences quasi-inverses ['une de lautre.

On constate aussitot que pour que le morphisme de topos u : E — E’ soit une
équivalence, il faut et il suffit que u, soit une équivalence, ou ce qui revient au méme,
que u* soit une équivalence. (Utiliser le fait qu’un foncteur f : E — E’ entre deux
topos qui est une équivalence est a la fois de la forme u, et de la forme v*, avec u et v des
morphismes de topos) ; et pour que E et E’ soient équivalents au sens de ’alinéa précé-
dent, il faut et il suffit qu’ils soient équivalents en tant que catégories (i.e. comme objets
de la 2-catégorie (7- cat)). Comme de juste, cela montre que les notions d’équivalence
introduites ne dépendent pas du choix de 'univers 7"de 3.3.1.

3.4.1. Pratiquement, il n’y a pas lieu le plus souvent de distinguer essentiellement
entre %-topos équivalents, tout comme il n’y a pas lieu souvent de distinguer essentiel-
lement entre deux catégories équivalentes, — a condition toutefois qu’on dispose d’une
équivalence explicite de I'un a I'autre, ou tout au moins une équivalence définie a iso-
morphisme unique prés. C’est la notion d’équivalence de topos qui remplace ici la notion
traditionnelle d’homéomorphie entre deux espaces topologiques. Voir I’exemple 4.2 plus
bas pour les relations précises entre ces deux notions.

4. Exemples de morphismes de topos

Nous reprenons ici les exemples de 2, en utilisant la notion de morphisme de topos.
Les commentaires de 2.0 s’appliquent également au présent numéro. L'univers % sera
généralement sous-entendu.

4.1. Le topos Top(X) pour un espace topologique X variable.
4.1.1. Soit une application continue

f:X—Y
d’espaces topologiques, on va lui associer canoniquement un morphisme de topos
Top(f) ou f : Top(X) — Top(Y),

avec les notations de 2.1. Lorsqu’on définit Top(X) comme Ouv(X), la description la
plus commode de Top(f) est par le foncteur image directe de faisceaux

f« + Top(X) — Top(Y),
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défini par la formule
[(F)=Fof,
ou
f~1 Ouv(Y) — Ouv(X)

est le foncteur évident U — f~1(U). On a déja noté que ce foncteur est continu et
exact a gauche, dont définit bien un foncteur f, ci-dessus, admettant un adjoint a droite
f* qui est exact a gauche (III 1.9.1). Bien entendu, en toute rigueur, le morphisme de
Topos Top(f) dépend du choix de I'adjoint a droite f* de f,, donc n’est défini qu’a
isomorphisme canonique prés. On se dispensera par la suite de signaler expressément
des phénomenes de ce genre.

Lorsqu’on adopte le point de vue « espaces étalés » pour définir Top(X), c’est le fonc-
teur image inverse

[ Top(Y) — Top(X)

qui est le plus commode pour définir le morphisme de Topos Top(f), en posant simple-
ment
F*Y) =X xy Y’
pour tout espace étalé Y’ sur Y; il est évident que le produit fibré est bien un espace
étale sur X, et que le foncteur f* ainsi obtenu est exact a gauche et commute aux h_r)n
quelconques, et définit par suite un morphisme de topos Top(f). Pour la compatibilité
des deux définitions obtenues, nous renvoyons a [TF].
Lorsqu’on a deux applications continues composables

xLvsz

de morphismes de topos. Ces isomorphismes de transitivité, pour trois applications conti-
nues composables f, g, h satisfont a une relation de compatibilité que nous nous dis-
pensons d’écrire ici, et qui n’est autre que celle envisagée dans SGA 1 VI 7.4 B) (pour
€ = (Esp)®). On peut 'exprimer en disant que pour X variable dans la catégorie (Esp),

X — Top(X)
est un « pseudo-foncteur »
(4.1.1.1) (U-esp) — (7-U-T),

ou aussi, dans la terminologie des 2-catégories, qu’on a un foncteur non strict de 2-catégories
[9]. En pratique, on se permettra le plus souvent ’abus de langage consistant a identi-
fier Top(g f) et Top(g) Top(f), c’est-a-dire de raisonner comme si (4.1.1.1) était un vrai
foncteur de catégories ordinaires. On se permettra les abus de langage analogues dans
les autres exemples qui seront traités ci-dessous.

4.1.2. Les considérations précédentes s’étendent immédiatement au cas des topos
associés aux espaces topologiques a groupes d’opérateurs (2.3). Si f = (f, f&),

est un morphisme d’espaces a opérateurs (ou
fS$:X—Y , f:G—H

sont respectivement des applications continues et des morphismes de groupes, compa-
tibles dans un sens évident), on lui associe un morphisme de topos

Top(f) ou f : Top(X,G) — Top(Y, H),
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dont la définition est laissée au lecteur. Lorsque les groupes G et H sont les groupes
unité, on retrouve la définition de 4.1.1; lorsque par contre ce sont les espaces X et Y
qui sont réduits a un point, on trouve comme foncteur image inverse f* le foncteur
« restriction du groupe d’opérateurs »

f*:BH_)BG,

associant a tout H-ensemble le G-ensemble qu’il définit grace a f : G — H. On retrou-
vera cet exemple sous d’autres formes encore dans 4.5 et 4.6.1.

4.1.3. Etant donné une application continue f : X — Y d’espaces topologiques,
on lui associe également un morphisme sur les « gros topos » correspondants (2.5)

TOP(f) ou f : TOP(X) — TOP(Y),
défini le plus commodément par le foncteur image inverse
f* : TOP(Y) — TOP(X),

qui n’est autre que le foncteur restriction. Ce morphisme TOP(f) est un cas particulier
du morphisme dit « d’inclusion » pour un topos induit, qui sera étudié dans 5. On voit
ainsi que, sous les mémes réserves que dans 4.1.1, le topos TOP(X) peut étre considéré
comme un foncteur en X, pour X variable dans (Esp).

4.2. Propriétés de fidélité de X — Top(X). Nous nous proposons de préciser
dans quelle mesure un espace topologique X peut se reconstituer en termes du topos
Top(X), et dans ce but il convient de décrire, pour deux espaces X et Y, la catégorie des
morphismes de Top(X) dans Top(Y') (3.2), de fagon a pouvoir préciser les propriétés de
fidélité du « foncteur » X — Top(X). Nous nous bornons a énoncer les résultats auxquels
on parvient, en renvoyant le lecteur a [9] pour des détails. Le lecteur qui voudra faire
Iexercice de vérification lui-méme pourra consulter I'exer. 7.8.

4.2.1. Rappelons qu’un espace topologique X est dit sobre si toute partie fermée ir-
réductible de X a exactement un point générique. Signalons que presque tous les espaces
utilisés en pratique sont sobres ; il en est en particulier ainsi d’'un espace séparé, plus gé-
néralement d’un espace dont tous les points sont fermés, ou de ’espace sous-jacent a un
schéma. Si X est un espace topologique, on lui associe (loc. cit. ou EGA 0, réédition) un
espace topologique sobre X, et une application continue

(4.2.1.1) P X — Xy

qui soit universelle pour les applications continues de X dans des espaces sobres; en
d’autres termes, on construit un foncteur adjoint a gauche X — X, du foncteur d’in-
clusion (Espsob) — (Esp) de la catégorie des espaces sobres dans celle des espaces topo-
logiques « quelconques » (les guillemets rappelant qu’il y a un univers!). La construction
explicite se fait en prenant comme points de X, les parties fermées irréductibles de X,
comme ouverts les ensembles de la forme U’, ot U est en ouvert de X et ou U’ C X,
désigne 'ensemble des parties fermées irréductibles de X qui rencontrent U. L’applica-
tion (4.2.1.1) est obtenue en associant a tout x € X 'adhérence de {x}. L’espace X est
sobre si et seulement si ’application précédente est bijective, donc un homéomorphisme.
On constate que le foncteur

@~ ! Ouv(X,,) — Ouv(X)
induit par @ est un isomorphisme, ce qui implique que le morphisme de topos

Top(g) : Top(X) — Top(X,yp)
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défini par @ est également un isomorphisme. Ceci explique a priori pourquoi X, doit
s’introduire nécessairement dans la question de reconstituer X a partir de Top(X) :
comme ce dernier ne dépend que de X, a isomorphisme pres, la question ne pourra
avoir une réponse affirmative que si X est sobre. Nous préciserons plus bas (7.1) com-
ment X, peut effectivement se reconstituer en termes de Top(X), en interprétant ses
points comme des « points » du topos Top(X) (ou encore comme des foncteurs fibres).

4.2.2. Sur tout espace topologique, il y a lieu d’introduire la relation d’ordre < pour
laquelle on a

x <y {x}C{ylie x € {y}

(qu’on exprime encore en disant que x est une spécialisation de y, ou que y est une géné-
risation de x). Pour un espace de la forme X, ce n’est autre que la relation d’inclusion
entre parties fermées irréductibles de X.

Ceci posé, il y a lieu d’introduire, sur ’ensemble des applications d’un espace X dans
un autre Y la relation d’ordre dite de « spécialisation », déduite de celle de Y, savoir

sob>

f <g <= f(x) < g(x)pour tout x € X.

Avec ces conventions, on a le résultat suivant :

4.2.3. Soient X, Y deux espaces topologiques, avec Y sobre, et soient f et g deux appli-
cations continues de X dans Y. Alors il y a au plus un morphisme de Top(f) dans Top(g),
et pour qu’il y en ait un, il faut et il suffit que g soit une spécialisation de f. Enfin, tout
morphisme de topos Top(X) — Top(Y) est isomorphe a un morphisme de la forme Top(f),
ou f : X — Y est une application continue (uniquement déterminée grace a la premiere
assertion).

Si on définit la catégorie cat(/) associé a un ensemble ordonné I en déclarant que pour
i > j,ily a exactement une fleche de i dans j, on peut résumer le résultat précédent en
disant qu’on a une équivalence de catégories canonique

cat(Hom(esp)(X ,Y)) Z, Homtop(Top(X), Top(Y))

(ou le deuxiéme membre est défini dans 3.2).
On conclut formellement de ces résultats :

COROLLAIRE 4.2.4. a) Soit f : X — Y une application continue. Alors Top(f) :
Top(X) — Top(Y) est une équivalence de topos si et seulement si fo;, @ X5, —
Y1 est un homéomorphisme (donc, lorsque X et Y sont sobres, si et seulement si f
est un homéomorphisme).
b) Soient X et Y des espaces topologiques. Pour que Top(X') et Top(Y') soient équiva-
lents, il faut et il suffit que X, et Yy}, soient homéomorphes (donc, si X et Y sont
sobres, il faut et suffit que X et Y soient homéomorphes).

4.3. Morphismes dans le topos final : objets constants d’un topos, foncteurs
sections. Désignons par P (initiale de « point ») le topos final type, i.e. P = (Ens) (2.2).
Soit E un topos quelconque, on va voir qu’a isomorphisme unique prés, il existe un unique
morphisme de topos

f E—>P
plus précisément, que la catégorie Homtop(E, P) est équivalente a la catégorie ponc-
tuelle : pour deux objets de cette catégorie, il existe donc une unique fleche de 'un dans
lautre, et c’est un isomorphisme. (Cela justifie dans une certaine mesure I’appellation
« topos final »). Pour ceci, rappelons (3.2.1) que Homtop(E, P) est équivalente a la sous-
catégorie pleine de Hom(P, E)° formée des foncteurs

f*: P=(Ens)— E
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qui commutent aux h_n)q et sont exacts a gauche. Soit e un ensemble ponctuel, alors tout
ensemble X s’écrit canoniquement comme « somme de X copies de e », d’ou résulte
que la catégorie des foncteurs g : (Ens) — E qui commutent aux h_n)q est équivalente
a la catégorie E, en associant a tout g I'objet g(e) de E. On reconstitue g en termes
de T = g(e), a isomorphisme unique pres, par g(I) = T X I, ot on pose T X [ =
L,;c;T;, avec T; = T pour tout i € I. Que le foncteur en [ ainsi défini par 7" commute
bien aux hm resulte du fait qu’il est manifestement adjoint a gauche du foncteur X —
Hom(T', X) de E dans (Ens). Ceci dit, pour que g soit exact a gauche, il est évidemment
nécessaire que g(e) = T'soit un objet final de E (puisque e est un objet final de (Ens)), et il
résulte facilement du fait que dans E «les sommes sont universelles » (1.1.2 b)) que cette
condition est aussi suffisante. On trouve donc que la catégorie des foncteurs f* images
inverses est équivalente a la catégorie des objets finaux de E, qui est évidemment elle-
méme équivalente a la catégorie finale.

D’apres ce qui précéde, on voit que le choix d’'un morphisme (4.3.1) équivaut essen-
tiellement a celui d’'un objet final de E, soit eg. En termes de celui-ci, on a alors des
isomorphismes canoniques de foncteurs

(4.3.2) f*(I) ~epx I = somme de I copies de ey pour I € ob(Ens),
et
(4.3.3) f+(X) =Hom(eg, X) pour X € Ob E.

4.3.4. Les deux foncteurs précédents joueront par la suite un réle important. Pour
un ensemble I, on appelle objet constant de valeur I dans E (ou, lorsque E est réalisé
comme une catégorie C en termes d’un site C, faisceau constant de valeur I sur C),
l'objet f*(I) = eg X I de (4.3.2). On le notera aussi souvent I, ou I lorsque E est
défini par le site C. Le fait que I — I soit le foncteur image inverse d’'un morphisme de
topos en précise les propriétés d’exactitude, qui impliquent en particulier que ce foncteur
respecte toutes les espéces de structure algébriques habituelles, transformant un groupe
en un objet groupe de E etc (3.1.2). Lorsqu’on a par exemple un Groupe G de E, on
dira que c’est un Groupe constant (ou, le cas échéant, un faisceau en groupes constant)
s’il est isomorphe a un groupe de la forme G,/ ou G, est un groupe ordinaire. Méme
terminologie pour toute autre espece de structure « algébrique », au sens précisé (plus
ou moins) dans 3.1.2.

4.3.5. On fera attention que le foncteur I — I n’est pas nécessairement plei-
nement fidéle (ni méme fidéle : prendre pour E le «topos vide » (2.2)), donc un objet
constant de E ne détermine pas en général a isomorphisme unique prés 'ensemble
qui lui donne naissance. On dit que E est 0-acyclique, ou connexe-non vide, si le foncteur
I — I est pleinement fidele. Il revient au méme, d’apres les propriétés générales des
foncteur adjoints, de dire que le morphisme d’adjonction

I — f.(f*() = f.(Ig) = Hom(eg, Ig)

est un isomorphisme (de sorte que le foncteur (4.3.3) permet de récupérer la « valeur »
d’un objet constant de E). On vérifie facilement qu’il faut et il suffit pour cela que e ne
soit pas I'objet initial ¢ de E, i.e. que E ne soit pas un « topos vide » (ce qui exprime
la fidélité du foncteur I +— Iy 7), et que e soit un objet connexe de E, i.e. ne soit pas
somme de deux objets de E qui ne soient pas « vides » (i.e. qui ne soient pas des objets
initiaux de E).

7. ou encore le fait que ce foncteur est conservatif (I 6.3).
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4.3.6. Le foncteur (4.3.3) est aussi souvent appelé foncteur sections et noté I'r ou
I'(E,—) ou simplement I":

(4.3.6.1) Hom(ey, X) = I'y(X) = I'(E, X) = I'(X).

C’est un foncteur commutant aux limites projectives quelconques, mais pas exact a droite
en général, dont les foncteurs dérivés (sur les objets groupes abéliens) seront étudiés dans
le prochain exposé.

4.4. Morphismes du « topos vide ». Soit ¢, un topos vide, qui correspond donc
a une catégorie de faisceaux @ équivalente a la catégorie finale (2.2). Soit E un topos.
La catégorie des foncteurs de E dans @ est évidemment équivalente a la catégorie ponc-
tuelle, et tout tel foncteur commute aux limites inductives et projectives (sans aucun
mérite d’ailleurs), donc peut étre considéré comme un foncteur image inverse f pour
un morphisme de topos ¢,, — E. Il en résulte que la catégorie Homtop(¢,,,, E) est
équivalente a la catégorie ponctuelle, et en particulier qu’il existe a isomorphisme unique
prés un et un seul morphisme de topos

(4.4.1) brop — E.

Ceci justifie dans une certaine mesure la terminologie « topos initial » introduite dans
2.2.
On peut aussi déterminer les morphismes de topos

(4.4.2) E— hp

on vérifie aussitot qu’il existe un tel morphisme si et seulement si I’objet initial de E est

aussi un objet final, i.e. si et seulement si E lui-méme est un « topos vide », et que dans
ce cas la catégorie Homtop(E, ¢,;,) est encore équivalente a la catégorie ponctuelle.
L’unique morphisme (4.4.2) (modulo isomorphie) est alors une équivalence de topos.

4.5. Le topos classifiant B; pour G Groupe variable.
4.5.1. Soient E un topos, et

f:G—H

un morphisme de Groupes dans E. On en déduit un foncteur « restriction du Groupe
d’opérateurs »

f*: By — Bg,
ou les notations sont celles de 2.4. Il est trivial que ce foncteur commute aux limites
inductives et aux limites projectives, a fortiori il peut étre interprété comme un foncteur
image inverse associé a un morphisme de topos

BfOUf . BG _)BH
On explicite aisément le foncteur image directe correspondant
f* : BG - BH
par la formule
f+(X) = Homg(H, X),

ou X est un objet de E avec G opérant a gauche, ou H, est H regardé comme muni des
opérations a gauche par G déduites de f, et ot Hom désigne le sous-objet qu’on devine
de l'objet Hom défini plus bas (10.2) ; on fait opérer H a gauche sur Homg(H,, X) grace
aux opérations droites de H sur H par translations a droite.
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Comme le foncteur image inverse f* commute aux l(in quelconques (et non seule-
ment aux l(in finies), il est lui-méme ’adjoint a droite d’'un foncteur

de sorte qu’on a une suite de trois foncteurs adjoints comme dans 3.1.3 :

f!’f*’f*'

On explicite aisément f, par la formule
[ilX)=Hx°X,

ou le deuxieme membre désigne le « produit contracté », déduit des opérations de G sur
X (a gauche) et sur H (a droite via translations a droite et f), défini comme le quotient
de H X X par G opérant par la formule

go(h,x)=(hg™!, gx).

Le foncteur f), étant un adjoint a gauche, commute évidemment aux limites induc-
tives, mais il n’est pas en général exact a gauche (i.e. il ne peut étre considéré a son tour
comme un foncteur image inverse par un morphisme de topos By — B;). En fait, on vé-
rifie facilement qu’il ne peut étre exact a gauche que si f : G — H est un isomorphisme.
De méme, le foncteur f,, qui commute aux limites projectives, n’est pas en général exact
a droite, et a fortiori n’admet pas en général d’adjoint a droite. Tout au moins lorsque E
est le topos ponctuel i.e. que G et H sont des groupes ordinaires, f, n’est exact a droite
que si f est un isomorphisme.

Lorsqu’on a un deuxiéme morphisme de groupes g : H — K, on trouve comme
dans 4.1.1 une transitivité a isomorphisme canonique pres, de sorte que, sous la réserve
habituelle, on peut considérer que le topos classifiant B; dépend fonctoriellement du
Groupe G. On laisse au lecteur le soin de généraliser ce comportement fonctoriel pour
le cas ou on fait varier simultanément G et le topos E.

4.5.2. Le topos Bg pour un pro-groupe variable G. On laisse au lecteur le soin de
préciser le caractere covariant du topos By, (2.7) par rapport a &, en calquant 'exposé que
nous en donnons dans 4.5.1. On fera attention cependant que dans le cas d'un morphisme
f 1 & — H de pro-groupes qui ne sont pas essentiellement constants, le morphisme
de topos correspondant Bg — Bg, ne permet pas en général la définition d’un foncteur
/1 (dont I'adjoint & droite soit le foncteur f* de restriction du pro-groupe d’opérateurs).
Supposant, pour simplifier 'énoncé, que & et # soient définis par des groupes profinis G
et H, on voit facilement que f, existe si et seulement si 'image du morphisme envisagé
f G - H est d’indice fini dans H, et dans ce cas f, est donné par la méme formule
que dans 4.5.

4.6. Le topos c pour C catégorie variable.
4.6.1. Soit

f:C—C
un foncteur d’une catégorie C € % dans une autre C’, d’ou un foncteur
friC—C , f{F)=Fef.

Il est trivial que ce foncteur commute aux limites projectives et aux limites inductives, a
fortiori il peut étre considéré comme le foncteur image inverse pour un morphisme de
topos

fouf:(lf\—>6’.
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Le foncteur image directe correspondant
fo i1 C—C'

n’est autre que le foncteur également noté f, dansI5.1. De plus (comme il était a prévoir
du fait que f* commute également aux 1(21 quelconques) f* admet aussi un adjoint a
gauche

f!:C_)C,,

(qui était noté aussi f) dans I 5.1). On obtient donc une suite de trois foncteurs adjoints

f!vf*’f*’

le premier étant d’ailleurs un prolongement de f : C — C' aux catégories de préfais-
ceaux (pour le plongement habituel de C, C’ dans les catégories 6, c ’). On fera attention
que le foncteur f, n’est pas en général exact a gauche, ni f, exact a droite, ce qui leve
donc toute ambiguité sur la direction de la variance du topos C associé a la catégorie
variable C : ce topos est un foncteur covariant en C, sous la réserve habituelle provenant
des isomorphismes de transitivité (cf. 4.1.1). Lorsque I'ensemble des objets de C et de
C’' est réduit a un élément, de sorte que C et C’ s’identifient a des monoides G, G’, les
topos correspondants sont les topos classifiants Bg- et B+, et on retrouve la variance
de ceux-ci pour G variable rencontrée déja a d’autres points de vue dans 4.1.2 et 4.5 (ou
la restriction a des groupes au lieu de monoides n’avait rien d’essentiel).

4.6.2. On peut préciser la dépendance 2-fonctorielle du topos c par rapport a C, en
introduisant pour deux catégories C, C’ € % un foncteur canonique

(4.6.2.1) Hom(C,C') — Homtop(@, 6’).

Il reste a définir ce foncteur sur les fleches, et pour ceci on note que f — f* permet
d’identifier (a équivalence de catégories prées) le deuxieme membre a une sous-catégorie
pleine de Hom(C’,CY (3.2.1).Orsi f, g : C — C’ sont deux foncteurs, tout morphisme
u : f — gde foncteurs définit un morphisme f o g — F o f de foncteurs en F € ob C’
(F étant un contrafoncteur), qui est donc un morphisme g* — f* et définit par suite un
morphisme f — § comme annoncé.

Lorsque C est la catégorie ponctuelle, Cestle topos ponctuel (2.2) noté P, et (4.6.2.1)
s’interprete comme un foncteur naturel

(4.6.2.2) C' — Homtop(P, 6’) din Points(é\’)

de C’ dans la « catégorie des points » de c, qui sera étudiée dans 6. Ce foncteur n’est
pas nécessairement une équivalence de catégories (7.3.3), a fortiori (4.6.2.1) n’est pas
nécessairement une équivalence de catégories.

Par contre, le foncteur (4.6.2.1) est toujours pleinement fidéle. Pour voir ceci, notons
que si f, g : E — E’ sont deux morphismes de topos tels que f, et g, soient définis
(3.1.3), il résulte de la théorie des foncteurs adjoints qu'on a des isomorphismes cano-
niques

Hom(f), g) ~ Hom(g*, f*) ~ Hom(f,. g,) = Hom(f. g).

Appliquant ceci a des foncteurs de la forme f, g associésa f, g : C » C’, on trouve le
résultat annoncé, compte tenu que ’application naturelle de prolongement Hom(f, g) —
Hom(f), g)) est bijective (I 7.8).
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4.6.3. On peut se demander quand le foncteur (4.6.2.1) est une équivalence de caté-
gories, i.e. quand il est essentiellement surjectif, ce qui est un cas particulier de la ques-
tion de déterminer tous les morphismes de topos C —» C'. Plus généralement, si C est
une catégorie € % et E un topos, on peut se proposer de déterminer les morphismes de
topos

f: ¢ — E.
La catégorie de ces morphismes est équivalente a la catégorie opposée de celle des fonc-
teurs f* : E — C commutant aux limites inductives quelconques et aux limites projec-
tives finies. Interprétant les foncteurs E — C comme des foncteurs EXC® — (%-Ens) =
(Ens), ou encore comme des foncteurs F : C° - Hom(E, (Ens)), la propriété d’exac-
titude envisagée s’exprime par la condition que pour tout objet X de C, le foncteur
F(X) : E — (Ens) commute aux limites inductives quelconques et aux limites pro-
jectives finies, (ou, comme nous dirons dans 6, F(X) est un « foncteur fibre » sur E). Il
revient au méme de dire que F(X) est le foncteur image inverse pour un morphisme de
topos P — E, de sorte qu'on trouve finalement une équivalence de catégories canonique

(4.6.3.1) Homtop((/?\, E) Z Hom(C, Points(FE)),
ou on désigne pour abréger par
Points(£) = Homtop(P, E)

la catégorie des points du topos E.
Lorsque E est de la forme C’, on voit aussitdt a partir des définitions que la composé
de (4.6.2.1) et de I’équivalence précédente (4.6.3.1) est le foncteur

(4.6.3.2) Hom(C,C’) — Hom(C, Points(é’))

définipar F —» io Foui : C' — Points(C’) est le plongement canonique (4.6.2.2).

Il s’ensuit aussitot que pour que (4.6.2.1) soit une équivalence, il faut et il suffit que C soit
vide ou que (4.6.2.2) soit essentiellement surjectif (donc une équivalence de catégories).
Cette derniére condition sur C’ est satisfaite dans certains cas intéressants, et notam-
ment lorsque C’ est la catégorie a un seul objet définie par un groupe G (7.2.5).

REMARQUE 4.6.4. ® Le fait d’avoir associé un topos C 4 une catégorie arbitraire C
suggere qu’une catégorie C admet des invariants de nature topologique (groupes de co-
homologie, d’homotopie etc.), tout comme un topos. Les groupes de cohomologie de Ca
coefficients dans un objet groupe abélien F (au sens général étudié dans V) ne sont autres
que les valeurs des foncteurs dérivés I(ir_n(") du foncteur l(ir_n, déja familiers aux topologues.
J. L. Verdier et (indépendamment) D. G. Quillen ont vérifié que lorsqu’on se borne aux
coeflicients constants, ou plus généralement localement constants, ces groupes de coho-
mologie s’identifient aux groupes de cohomologie de I’ensemble semi-simplicial Nerf(C)
canoniquement associé a C [5, n° 212, prop. 4.1] et que de plus, a isomorphie pres dans
la « catégorie homotopique » de [2], tout ensemble semi-simplicial peut étre obtenu a
l’aide d’une catégorie C. Moyennant une notion convenable de type d’homotopie pour
des topos, que nous ne précisons pas ici, on peut dire que les types d’homotopie semi-
simpliciaux des topologues ne sont autres que les types d’homotopie des topos de la
forme spéciale C plus généralement des topos E ou tout objet admette un recouvrement
qui raffine tous les autres (2.6) . En I'absence de cette condition sur E, on peut tout au

8.N.D.E. : Pour un point de vue récent de la notion de type d’homotopie de topos, voir [15] § 7.1.6.
8. et, plus généralement encore, des topos qui sont « localement oo - connexes » en un sens évident
que nous laissons au lecteur le soin de préciser.
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mieux exprimer son type d’homotopie par un systéme projectif convenable d’ensembles
semi-simpliciaux [1].

4.7. Le topos C~ pour un site C variable (foncteurs cocontinus). Soit
f:Cc—C

un foncteur cocontinu (III 2.1) entre sites € %, i.e. un foncteur tel que le foncteur f, de
C dans C’ (4.6.1) applique C~ dans C'~, c’est-a-dire induise un foncteur

(4.7.1) f.:C—cC"

rendant commutatif le diagramme de foncteurs

C A c
4.7.2) i i
o—l o

ol i, i’ sont les foncteurs d’inclusion. On a vu alors (Il 2.3) que le foncteur f, admet
un adjomt a gauche f*, et que ce dernier est exact 4 gauche. En d’autres termes, f,, est
le foncteur image directe associé a un morphisme de topos

fouf: c—C',
le foncteur image inverse correspondant étant bien entendu f*. Prenant les adjoints a

gauche des foncteurs en jeu, le diagramme commutatif (4.7.2) donne d’ailleurs un dia-
gramme commutatif a isomorphisme pres

c ! cr
4.73) . y
C A ¢,

ou a et a’ sont les foncteurs « faisceaux associés », diagramme qui redonne aussitot la
formule (IIT 2.3)
fr=af*i.

La propriété de transitivité pour les morphismes de topos f : c-¢C implique la
méme propriété pour les morphismes de topos f : C' — C’ " associés a des foncteurs
cocontinus, de sorte qu’on peut dire que le topos C varie fonctoriellement en C de facon
covariante, quand on prend comme « morphismes » de sites les foncteurs cocontinus.

Dans tous les cas rencontrés jusqu’a présent, le foncteur cocontinu f utilisé est éga-
lement continu, c’est-a-dire (III 1.1) se « prolonge » en un foncteur

fi:c—c"

commutant aux limites inductives, et qui est adjoint & gauche de f*, de sorte qu’on a
une suite de trois foncteurs adjoints

f! ’ f*’ f* .
On fera attention que le foncteur f| n’est pas en général exact a gauche, ni f, exact a
droite, ce qui léve toute ambiguité sur la direction de la variance du topos C , pour C
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variable par des foncteurs dont on suppose seulement qu’ils sont cocontinus, ou méme
continus et cocontinus.

REMARQUE 4.7.4. Etant donné un morphisme de topos
F: E— E',
pour qu’il existe un foncteur F, adjoint a gauche de F*, il faut et il suffit qu'on puisse
«réaliser » (2 équivalence preés) E et E' sous la forme C et C’, pour deux sites C,
C' € %, et qu’on puisse trouver un foncteur continu et cocontinu f : C — C’ tel que F
s’identifie a f. C’est évidemment suffisant, et pour la nécessité, il suffit de prendre pour
C et C’ des petites sous-catégories pleines génératrices de E et E’ respectivement, telles
que
F,(obC) Ccob(’,

munies des topologies induites par celles de E et de E’, et de prendre pour f le fonc-
teur induit par F, (cf. 1.2.1). Rappelons (1.8) que I'existence de F, signifie aussi que F*
commute aux limites projectives, ou, ce qui revient ici au méme puisque ce foncteur est
exact a gauche, qu’il commute aux produits.

4.7.5. Si on se demande quels sont les morphismes de topos F : E — E’ qui
peuvent se réaliser par un foncteur cocontinu (pas nécessairement continu) de sites, on
voit de méme que la réponse est la suivante : 'ensemble des objets X de E tels que le
foncteur X’ — Hom(X, F*(X')) de E’ dans (Ens) commute aux limites projectives (ou,
ce qui revient au méme, aux produits) doit étre une famille génératrice de E.’

4.8. Le morphisme de topos C-C pour un site C. Soit C un petit site, auquel
sont donc associés les deux topos C et C (le deuxiéme ne dépendant pas de la topologie
mise sur C). On a défini dans II 3.4 le foncteur « faisceau associé »

a. C — c,
et établi qu’il est exact a gauche et commute aux limites inductives. C’est donc le foncteur
image inverse associé a un morphisme de topos
p:C—C p=ga
le foncteur image directe correspondant étant 'inclusion canonique
i=p,:C — C.

Il est bien connu que ce dernier foncteur n’est pas en général exact a droite (ces fonc-
teur dérivés sur les objets abéliens donnent naissance aux préfaisceaux de cohomologie
X™M(F) de V 2), et que a ne commute pas en général aux lim quelconques, ce qui léve

toute ambiguité sur la direction du morphisme « naturel » de topos entre CetC.
Lorsqu’on a un foncteur cocontinu

f:C—C
de sites, on en déduit un diagramme de morphismes de topos

9. N.D.E. : Cet énoncé ne parait pas correct : la condition exprimée est équivalente au fait que F*
commute aux produits quelconques, ou encore que F* posséde un adjoint a gauche F,. Pour tout site C, le
foncteur identité F = id : C — C est cocontinu lorsque I’on munit le membre de droite de la topologie
triviale. Le foncteur F* : € — C est alors le foncteur faisceau associé, et ne commute pas en général
avec les produits quelconques.
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ol f

P

>

!’

(@)

c
qui est commutatif & isomorphisme canonique pres : c’est en effet ce qu'exprime la com-
mutativité du diagramme de foncteurs (4.7.2). On peut donc dire que le morphisme de

topos p : C — C est fonctoriel en C, quand on varie C par des foncteurs cocontinus
entre sites.

4.9. Effet d’'un foncteur continu de sites. Morphismes de sites.
49.1. Si

f:C—C

est un foncteur continu de C dans C’. i.e. tel que le foncteur f* : ¢ -C applique C a
dans C, donc induise un foncteur

f,:C —C,
on a vu (III 1.2) que ce dernier admet un adjoint a gauche
. C — ',

qui « prolonge » d’ailleurs f dans un sens évident. On fera attention qu’en général f*
n’est pas exact a gauche (méme si f est de plus cocontinu), ni f; ne commute aux limites
inductives, de sorte que la donnée de f ne permet pas, sans autre hypothese, de décrire
un morphisme de topos dans un sens ou dans l'autre entre C et C’ . Le cas ou f est
cocontinu, i.e. ou f; commute aux limites inductives et peut donc étre regardé comme
un foncteur image inverse pour un morphisme de topos f : C — C’, a été examiné
dans 4.7. Nous allons examiner le cas ou le foncteur f* est exact a gauche, donc peut
étre considéré comme un foncteur image inverse pour un morphisme de topos en sens
inverse :

(4.9.1.1) Top(f)=g:C'~ — C".

On fera attention qu’on a pris garde de ne pas noter ce morphisme par la lettre f ou f,
pour éviter des confusions avec la situation de 4.7, suivant en cela les recommandations
générales de 3.1.3. On dit parfois que le foncteur f : C — C’ est un morphisme de sites
de C' dans C (attention, pas de C dans C’) s’il est continu et si le foncteur f* est exact a
gauche, en d’autres termes s’il existe un morphisme de topos (4.9.1.1) tel que, le foncteur
image inverse correspondant

g:C —C"
prolonge le foncteur f, i.e. rende commutatif a isomorphisme pres le diagramme de fonc-

teurs

f

C C’

C al Cc ,

ou ¢, €’ sont les foncteurs canoniques de II 4.4.0.
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4.9.2. Pratiquement, on reconnait qu’'un foncteur continu f : C — C’ est un
morphisme de sites de C’ dans C, par le fait que dans C les limites projectives finies
sont représentables, et que fy commute (III 1.3 5)). Moyennant la condition indiquée
sur C (presque toujours vérifiée en pratique), et supposant de plus que la topologie de
C’ est moins fine que la topologie canonique (presque toujours vérifiée également), la
condition suffisante précédente (f exact a gauche) pour que f soit un morphisme de sites
de C' dans C est d’ailleurs aussi nécessaire.

4.9.3. Dans lesprit de ce qui précede, si C et C’ sont deux %-sites, il y a lieu de
définir la catégorie des morphismes de site Morsite(C’, C) de C dans C’ comme la sous-
catégorie pleine de la catégorie opposée Hom(C, C’)° de la catégorie des foncteurs de C
dans C’, formée des foncteurs qui veulent bien étre des morphismes de sites (de C’ dans
C). De cette facon, on obtient un foncteur canonique (défini a isomorphisme unique prés)

Morsite(C’, C) — Homtop(C' , C").

PROPOSITION 4.9.4. Soient E un %-topos, C un %-site, alors le foncteur f — f*|C =
f* e €c, associant a tout morphisme de topos f : E — C la «restriction » a C du foncteur
image inverse associé f* : C — E, induit une équivalence de catégories

Homtop(E, C') 2> Morsite(E, C)(<> Hom(C, E)°).

Lorsque dans C les l(ir_nﬁnies sont représentables, le foncteur pleinement fidéle correspondant

Homtop(E, C) — Hom(C,EY)

a comme image essentielle [’ensemble des foncteurs g : C — E qui sont exacts a gauche et
continus, ou encore qui sont exacts a gauche et transforment famille couvrante en famille
couvrante.

La derniére assertion résulte de la premiére grace a 4.9.2. D’autre part, on déduit de
[T 1.2 iv) et de IV 1.2 iii) que le foncteur G — G ¢ € induit une équivalence de la catégorie
des foncteurs continus de C” dans E, et la catégorie des foncteurs continus de C dans E,
un foncteur quasi-inverse étant obtenu par g — g° dans les notations de loc. cit. D’autre
part, par définition méme, g est un morphisme de sites si et seulement si g° est le foncteur
image inverse associé a un morphisme de topos E — C, d’ou la conclusion gracea3.2.1,
le « ou encore » provenant de III 1.6.

On retiendra surtout de 4.9.4 que (lorsque dans C les l(in finies sont représentables)

«il revient au méme » de se donner un morphisme de topos f : E — C, ou un fonc-
teur g : C — E qui est exact a gauche et transforme familles couvrantes en familles
couvrantes.

4.9.5. Utilisant les développements 4.9.1 et 4.9.3, on voit comme d’habitude que
pour un %-site C variable, via la notion de morphisme de sites et de morphisme de
morphismes de sites quon vient d’expliciter, le topos C' dépend fonctoriellement (ou
plus exactement, 2-fonctoriellement) du site C. On notera que grace a la terminologie
introduite, C dépend de facon covariante du site C.

4.9.6. Ilestimmédiat que (contrairement a ce qui se passe pour la notion de foncteur
cocontinu, cf. 4.7 4) tout morphisme de topos F : E — E’ peut se réaliser a ’'aide d’'un
morphisme de sites f : C — C’ (ie. d'un foncteur continu f : C' — C tel que...):
il suffit de choisir dans E et E’ des petites sous-catégories pleines génératrices C et C’
respectivement, munies des topologies induites par celles de E et de E’, telles que I'on
ait

F*(obC’) Cc obC,
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et de prendre pour f le foncteur induit par F*. C’est ce qui explique que la plupart des
morphismes de topos qu’on rencontre en pratique sont effectivement décrits a I’aide de
morphismes de sites (plutdt qu’a 'aide de foncteurs cocontinus comme en 4.7).

4.10. Relations entre le petit et le gros topos associés a un espace topologique
X. Onreprend les notations de 2.5. En particulier, 7 est un univers tel que % € 7. Nous
nous écartons de la convention de 2.1, en désignant par Top(X) le topos des 7Z-faisceaux
(et non pas des #-faisceaux) sur X. Ainsi, nous raisonnerons avec des 7-topos et non
des ?-topos. (NB il serait possible de garder les %-topos, en adoptant la convention
appropriée pour la définition TOP(X), de sorte que celui-ci soit un %-topos, cf. 2.5).
Ceci posé, nous allons définir DEUX morphismes de topos

[ Top(X) — TOP(X)

(4.10.1) .
g : TOP(X) — Top(X) , gf = idpypx)s

donnant lieu a une suite de trois foncteurs adjoints

(4.10.1.1) g=fi . g&g=r" . g="ra

les notations étant celles de 3.1.3. Nous allons définir successivement les deux pre-
miers foncteurs de cette suite, le troisieme étant défini alors comme adjoint a droite
du deuxiéme.

4.10.2. Le foncteur

g, = f* : TOP(X) — Top(X)

est défini simplement comme le foncteur restriction de (Esp),y au site Ouv(X) des ouverts
de X, qui transforme bien faisceaux en faisceaux, comme il résulte immédiatement de
la définition. Désignant par des lettres soulignées des faisceaux sur le gros site de X, on
désigne, pour un tel faisceau F, par F 'y sarestriction au site Ouv(X), d’ou un foncteur

(4.10.2.1) Restr : Fr— F, : TOP(X) — Top(X).

Il est évident que ce foncteur commute aux 7-limites projectives, puis-que celles-ci se
calculent argument par argument (on pourrait aussi invoquer I'existence de I’adjoint a
gauche, construit dans 4.10.4 ci-dessous.) Je dis qu’il commute également aux 7-limites
inductives. Pour s’en convaincre, on va donner une interprétation fort commode des
« gros » faisceaux sur X, i.e. des objets de TOP(X), en termes de faisceaux ordinaires
(NB il s’agit de 7-faisceaux) sur les espaces topologiques X' au-dessus de X.

4.10.3. Pour un gros faisceaux Fsur X, et pour tout espace X' sur X (sous-entendu :
X' € %), on définit de facon évidente, comme dans 4.10.2, le « petit » faisceau F D
restriction de Fa X'. Si

u: X" — X'
est un morphisme de (Esp), y, on définit alors de fagon évidente un morphisme u, (F )~
F 1> ouce qui revient au méme, un « morphisme de transition »
(4.10.3.1) oy U (Ey) — FEyy.
Ces morphismes, pour u variable, satisfont a une condition de transitivité évidente pour
un composé

u v
Xll/ - Xl/ N X/
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de morphismes dans (Esp),y, qu'on laisse au lecteur le soin d’expliciter. On obtient de
cette facon un foncteur naturel, qui va de la catégorie TOP(X) des gros faisceaux sur X,
dans la catégorie des systémes

(Fy,) (X' € ob(Esp)x),(¢,) (u€ FI(Esp)y),

satisfaisant a la condition de transitivité envisagée, et tels de plus que pour tout mor-
phisme v : X" — X' qui est une immersion ouverte (ou, plus généralement, un éta-
lement), le morphisme de transition ¢, soit un isomorphisme. Comme les foncteurs
u* : Top(X') — Top(X") utilisés pour la description des ¢, commutent aux Z-limites
inductives, il en résulte aussitot que dans la description précédente des objets de TOP(X)
en termes de « petits » faisceaux Fy, les Z-limites inductives se calculent argument par
argument, i.e. les foncteurs de la forme F — F '/ commutent aux 7-limites inductives.

En particulier, il en est ainsi du foncteur F — F, envisagé dans 4.10.2. Il admet donc
bien un adjoint a droite (1.5). Il reste a en construire un adjoint a gauche (dont 'existence
résulte d’ailleurs a priori de 1.8), et de vérifier que ce dernier est exact a gauche. Cela
achévera la définition des morphismes de topos annoncés (4.10.1) en termes des foncteurs
(4.10.1.1)

4.10.4. Le foncteur

g* = f, : Top(X) — TOP(X)

s’obtient en associant a tout petit faisceau F sur X le systeme de ses images inverses
(Fx+), X" € ob(Esp),y, par les morphismes structuraux X’ — X, le morphisme de
transition ¢, pourunu : X” — X' étant 'isomorphisme de transitivité pour les images
inverses de faisceaux (4.1.1). On voit aussitot qu’on obtient ainsi un foncteur

Prol : Top(X) — TOP(X),

pleinement fidele, dont I'image essentielle est formée des gros faisceaux F sur X pour les-
quels tous les morphismes de transitivité ¢, de (4.10.3.1) sont des isomorphismes. Nous
laissons au lecteur le soin de définir un isomorphisme d’adjonction entre ce foncteur
de prolongement canonique et le foncteur restriction de 4.10.2, prouvant que ce dernier
est adjoint a droite du premier. C’est immédiat en termes de la description 4.10.3 de la
catégorie TOP(X).

REMARQUES 4.10.5. a) La construction 4.10.4 montre en méme temps que g* =
£ est pleinement fidéle (ou, ce qui revient au méme, que g, = f™* est un fonc-
teur de passage a une catégorie de fractions, ou enfin que g' = f, est pleinement
fidele). Les gros faisceaux sur X qui appartiennent a 'image essentielle du fonc-
teur g* = f, = Prol méritent le nom de gros faisceaux étales sur X, puisqu’ils
forment une catégorie équivalente a celle des faisceaux ordinaires sur X, ou en-
core a celle des espaces étalés sur X. On voit d’ailleurs facilement que si X’ est
un espace topologique au-dessus de X, alors le gros faisceau sur X qu’il repré-
sente est étale au sens précédent si et seulement si X' et un espace étalé sur
X.

b) On peut encore exprimer la pleine fidélité de f, en écrivant que la morphisme
d’adjonction f* f, — idyy,(x) est un isomorphisme, i.e. que g, f, = id, i.e. que
gf ~id. Ainsi g fait de TOP(X) un topos sur Top(X), admettant une « section »
S sur Top(X).

c) Le fait que le foncteur g* = f, soit pleinement fidele, exact et qu’il commute
aux 7-limites inductives justifie partiellement le point de vue fort commode
(da a J. GirauD) suivant lequel il est inoffensif, dans pratiquement toutes les
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questions de théorie des faisceaux sur X, de remplacer les faisceaux habituels
ou « petits » faisceaux par les « gros » faisceaux associés. Il en est en particulier
ainsi des questions cohomologiques, puisque g, étant exact, les foncteurs R'g,
(V 5) sont nuls pour i > 0, donc (V 5.4) que pour tout gros faisceau F sur X, on
a des isomorphismes canoniques

H(TOP(X), F) ~ Hi(Top(X), Fy) = H'(X, F).

Appliquant ceci a un faisceau de la forme Prol(F), ou F est un petit faisceau
sur X, on en conclut (puisque Prol(F)y ~ F canoniquement) un isomorphisme
canonique

H(X, F) = H(TOP(X), Prol(F)).

Ainsi, les invariants cohomologiques de X, calculés via le petit ou le gros topos
de X, sont essentiellement identiques. Le méme résultat est d’ailleurs valable en
cohomologie non commutative.

EXERCICE 4.10.6. Soient .S un %-site dont la topologie est moins fine que la topologie
canonique, M une partie de F/ .S satisfaisant les conditions suivantes :

a) Les morphismes de ./# sont quarrables (I 10.7), et M est stable par changement
de base.

b) M contient les fleches identiques et est stable par composition.

c¢) Une fléeche u : X — Ytelle qu’il existe une famille couvrante Y; — Y, avec les
X Xy Y; = Y, dans M, est elle-méme élément de M.

d) Pour tout X € ob S, toute famille couvrante de X est raffinée par une famille
couvrante (f; : X; = X), avecles f; € M.

Pour tout X € ob S, considérons le site S(X) (« petit site de X ») dont la catégorie
sous-jacente est la sous-catégorie pleine de S,y formée des objets dont le morphisme
structural est dans M, munie de la topologie induite (III 3.1) par celle de .S.

1°) Pour toute fleche u : X — Y de S, montrer que le changement de base par u

de S(Y) dans S(X) est un foncteur continu, d’ou un foncteur commutant aux
limites inductives (III 1.2 iv))

Sw* : SY)” — SX)".
2°) Définir une équivalence entre le topos S~ et la catégorie des systémes
(Fy) (X€obsS) , (¢,) WEFILS)

formés d’objets Fy € ob.S(X)~, et pour toute fleche u : X — Y dans .S, d'un
morphismes ¢, : S(u)*(Fy) = Fy, ces systémes étant soumis a une condition
de transitivité pour un composé veu de fleches de .S, et a la condition queu € M
implique que @, soit un isomorphisme.

3°) Définir des foncteurs « restrictions » et « prolongement »

Resy : (S)x)” — S(X)~,Proly : S(X)™ — (S)x)~

Montrer que Resy commute aux petites limites inductives et projectives et
que Proly est pleinement fidéle, son image essentielle étant formée des faisceaux
F'tels que ¢, soit un isomorphisme pour toute fleche u de S y.

4°) Définir un morphisme d’adjonction faisant de Resy 1’adjoint a droite de Proly.
En conclure qu’il existe un morphisme de topos

fi8X) = (Sx)”
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faisant de S(X)~ un sous-topos de (S,x)" et tel que

f1 =Proly
¥ =Resy.
Montrer que Proly transforme faisceaux abéliens en faisceaux abéliens.
5°) Montrer que si S(X) admet des produits fibrés, Prol y est exact. En déduire qu’il

existe alors un morphisme de topos g : (S,x)~ = S(X)~ qui soit une rétraction
a gauche de f, i.e. tel que

g* = Proly
g, =Resy.
365 (Pour un exemple ou S(X) n’admet pas de produits fibrés, prendre pour .S la ca-

tégorie des schémas munie de la topologie étale, pour M les morphismes lisses,
pour X un schéma noethérien de dimension > 0).
6°) Montrer que pour tout faisceau abélien F de (.S,y)~ on a un isomorphisme

HIY(X,F)~ HiX,Resy F) Vgq.

Montrer, en utilisant par exemple les hyperrecouvrements, que pour tout fais-
ceau abélien G de S(X)~ on a un isomorphisme

HY(X,G) ~ Hi(X,Proly G) Vq.

7°) Acheter une médaille en chocolat pour le rédacteur.

5. Topos induit

5.1. Soient E un topos, X un objet de E. Alors la catégorie E,y des objets de E au-
dessous de X est un topos, comme il résulte par exemple immédiatement du critére de
Giraud 1.2 ii). On peut aussi, grace a 1.2.1 réaliser E comme une catégorie de faisceaux

366 C~, ou C est une sous-catégorie génératrice de E qu’on peut choisir telle que X € ob C;
alors on sait que E,y = C/y est équivalente a (C,x)~ (III 5.4), donc c’est un topos.

On appelle le topos E,y le topos induit sur 'objet X de E.

5.2. On va définir un morphisme de topos canonique

qui est appelé morphisme d’inclusion du topos induit E,y dans le topos ambiant E, ou
mieux (cf. 5.7), morphisme de localisation de E en X. Ce morphisme correspond a une
suite de trois foncteurs adjoints (cf. 3.1.3)

(5.2.2) Jxi » Jx - Jx
qui peuvent s’expliciter de la facon suivante :
a) Le foncteur
Jxi P Exx — E
est le foncteur « oubli de la fléche structurale » de E,y dans E.
b) Le foncteur

est défini par
J3(Z)= (X x Z,pr)),



5. TOPOS INDUIT 185

oupr ! X XZ — X estlapremiere projection. On peut aussi Uinterpréter
comme le foncteur changement de base relativement au morphisme

X — e,

ou eg est I'objet final de E. Il est trivial, par définition du foncteur changement
de base, que j} est bien adjoint a droite de jy,. Il commute en particulier aux
limites projectives. Il commute également aux limites inductives, en vertu des
propriétés d’exactitude spéciales des topos (II 4).

c) De ce dernier fait résulte (1.6) que j} admet un adjoint a droite

Pour un objet X’ au-dessus de X, 'objet jy«(X") est aussi parfois noté par I'un
des symboles HX/eE(X’/X), ouHomy,, (X, X"), ouResy/, (X'/X) («restric-

tion de Weil »), dont I'un ou I'autre est sans doute déja familier au savant lecteur
de notre modeste ouvrage.

5.3. On fera attention que le foncteur jy, commute aux produits fibrés, et trans-
forme monomorphismes en monomorphismes, mais il n’est pas en général exact a gauche
pour autant. Il ne I'est que si X est un objet final de & (puisque X = jy (X, idy), et
(X,idy) est un objet final de E,y), c’est-a-dire si et seulement si jy est en fait une équi-
valence de topos (donc si tous les foncteurs (5.2.2) sont des équivalences). °

De méme, le foncteur jy« n’est pas en général exact a droite, et ne transforme pas
nécessairement épimorphismes en épimorphismes.

On conclut de ces observations que la direction du morphisme de topos reliant E,y
a E, pour un objet X du topos E, est déterminée sans ambiguité possible.

5.4. Le foncteur jy est souvent appelé foncteur de localisation ou foncteur restric-
tion. Cette derniere terminologie se justifie en identifiant les objets de E resp. sur E,y
aux faisceaux sur E resp. sur E,y (1.2 iii)), et en notant qu’avec cette identification, la
formule d’adjonction entre jy, (foncteur oubli) et j s’interprete en disant que jy(F)
est le faisceau restriction a E,y du faisceau F sur E (en prenant « restriction » au sens
généralisé : composé avec le foncteur « d’inclusion » jy, : E/;y — E). Conformément a
des notations familiéres en d’autres contextes, on écrira aussi souvent, indifféremment :

(5.4.1) Jx(F) = F|X = Fy = restrictionde Fa X.

De méme, lorsque E est de la forme C~, ou C est un (petit) site, et que X est de la
forme e(.5) avec .S € ob C, de sorte qu’on a une équivalence de catégories rappelée dans
5.1

Ejx = Crs) = (Crs)”

(C,g étant munie de la topologie induite par celle de C), le foncteur j} s’identifie sim-
plement au foncteur « restriction » d’un faisceau variable F sur C a la catégorie Cjg.

Ces réflexions permettent de prévoir d’ailleurs le role important que joueront les
topos induits et les morphismes de localisation (5.2.1) dans toutes les questions ol on
est amené a raisonner par «localisation sur E » (cf. 8), c’est-a-dire pratiquement dans
toutes les questions faisant intervenir des sites ou des topos.

9. Pour une propriété de commutation de jy, au changement de topos, cf. XVII 5.1.2.
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5.5. Soit
f:X—Y
une fleche de E, qui permet donc d’interpréter X (ou plus correctement, (X, f)) comme
un objet de Ejy. Il est évident qu’on a un isomorphisme canonique

(5.5.1) (Ep)x = Ejx

(transitivité des topos induits). Appliquant la construction de 5.1 a E/y au lieu de E, on
trouve donc un morphisme de topos canonique

(5.5.2) loc(f)ou f : Ejx — Ey,

369 appelé également morphisme de localisation (associé a f). Lorsque Y est 'objet final de
E, on retrouve essentiellement (5.2.1). Le morphisme de localisation pour f est associé a
une suite de trois foncteurs adjoints

(5.5.3) fi o . fe

qui peuvent s’interpréter respectivement comme foncteur d’oubli, comme foncteur res-
triction, et comme un foncteur noté au choix (X’ étant 'argument) [, (X'/X), Hom y (X, X")
ou Res y y(X'/X).

X/Y(

5.6. La transitivité des foncteurs oubli implique que pour deux morphismes com-

posables

s
xLvsz

de E, on a un isomorphisme canonique de morphismes de topos
loc(g f) ~ loc(g)loc(f) : E;x — Ey— E;;.

De plus, pour trois morphismes composables, on a la relation de compatibilité habi-
tuelle pour les isomorphismes de transitivité précédents. Ceci permet donc de considérer,
moyennant ’abus de langage habituel, que

X»—)E/X

est un foncteur covariant de E dans la catégorie (7-%-top) (3.3.1). Plus précisément, on
trouve un 2-foncteur (non strict en général) de E dans la 2-catégorie (7-%-top).

Avant de continuer les généralités sur les topos induits (5.10), donnons quelques
exemples instructifs.

370 5.7. Soit X un espace topologique, d’ou un topos Top(X) (2.1). Soit X’ un objet de
Top(X), qu’il sera commode d’interpréter comme un espace étalé sur X, p : X' — X.La
catégorie Top(X),ys s’identifie alors a la catégorie des espaces étalés X” sur X, munis
d’un X-morphisme X” — X’. On sait qu'un tel morphisme fait de X” un espace étalé
sur X', et on trouve de cette facon une équivalence de topos canonique

Top(X);x — Top(X").

Le morphisme de localisation s’identifie donc a un morphisme de topos Top(X') —
Top(X), et on constate aussitot que ce dernier n’est autre que le morphisme

Top(p) : Top(X') — Top(X)

associé a 'application continue structurale p : X’ — X. Intuitivement, le morphisme
de localisation n’est donc autre que la traduction, en langage de topos, du morphisme
d’étalement p : X’ — X. Ceci explique a la fois le bien-fondé de la terminologie « mor-
phisme de localisation », et incite a la prudence dans ’emploi du terme de « morphisme
d’inclusion », celui-ci semblant surtout approprié dans le cas ou p est une immersion
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ouverte. Il sera prudent par conséquent de réserver dans 5.1 le terme de « morphisme
d’inclusion » au cas ou le morphisme X — e est un monomorphisme, i.e. ou X s’iden-
tifie a un sous-objet de I'objet final de E.

5.8. Soient E un topos, G un Groupe de E, H un sous-groupe de G,
X =G/H

I'espace homogene quotient, qu’on regarde comme un objet de E avec groupe d’opéra-
teurs gauche G, i.e. comme un objet du topos classifiant B (2.4). Nous allons déterminer
le topos induit

(BG)/X (X = G/H),
en définissant une équivalence de topos
(5.8.1) ¢ : By — (Bg)x
telle que I'on ait commutativité a isomorphisme canonique pres dans le diagramme

c Jx

(5.8.2) By, (Bg)ix
B.

1

Bg

ou jy est le morphisme de localisation dans B, et ou

est le morphisme déduit de 'inclusioni : H — G (4.5).

Pour définir (5.8.1), nous allons simplement indiquer la description des foncteurs
image inverse ¢* et image directe c,, laissant au lecteur le soin de vérifier que ce sont
bien la des équivalences quasi-inverses I'une de 'autre, donnant lieu au diagramme com-
mutatif (5.8.2) de morphismes de topos. Soit e le sous-objet de E sous-jacent a X, image
de la section de X (sur un objet final e choisi de E) déduite de la section unité de G. Si
X' est un objet de B; au-dessus de X, alors on désigne par c¢*(X’) I'image inverse de e
dans X',

C*(X,) =X’ XX e,

qui est stable par 'opération gauche de H sur X', restriction de I'opération donnée de
G sur X'. Cela définit bien un foncteur

D’autre part, si X’ est un objet de By, alors le morphisme de X’ dans l'objet final ey,
de By (i.e. Uobjet final e de E avec opération triviale de H) donne, par application du
foncteur i, (4.5) un morphisme de Bg

i(X') — i(ey) = X,
qui permet d’interpréter i;(X’) comme un objet de (Bg),y, d’ou le foncteur cherché

¢, : X' — (i(X')— X) : By — Bg.
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5.8.3.  On voit donc, grace a (5.8.2) que si G est un Groupe d’un topos, H un sous-
Groupe, le foncteur «restriction des opérateurs de G a H » peut s’interpréter comme un
foncteur de localisation. En particulier, prenant pour H le sous-groupe unité, on voit que
le foncteur « oubli des opérations de G » s’interpréte comme un foncteur de localisation.
On en conclut, plus généralement, que si (X, G) est un objet de E avec opération de G
(i.e. un objet du topos classifiant B;), alors le foncteur « oubli des opérations de G »,

E' = (Bg)x.c) — Eix

peut s’interpréter comme un foncteur de localisation, relativement a un objet Eg (x )
de E’ convenable couvrant I'objet final. Il suffit de prendre E; (x ) = EgX(X, G), d’ou
le diagramme cartésien (ou E; = Gg = G avec opération de G par translation a gauche)

Eg Ecgxo =2

(5.8.3.1)

e (X.G) .

et de noter que par transitivité des topos induits, le topos induit E' = ((Bg) x/G)/z est
équivalent au topos ((Bg)/g,, )z ; comme (Bg)/g,, est équivalent a E par le foncteur c*

de (5.8.1) (avec H = e), il suffit de vérifier que cette équivalence transforme Z en I'objet
X de E (ce qui est trivial) pour déduire I’équivalence cherchée de catégories

Ej; = Ex.
On laisse au lecteur le soin de vérifier que le composé de celle-ci avec le foncteur de
localisation
E" = (Bg)x.6)— Ejz
est le foncteur « oubli des opérations de G ». On voit ainsi que le diagramme cartésien ci-
dessus donne, par passage aux topos induits, un diagramme, commutatif & isomorphisme
canonique pres (5.6), de morphismes de topos :

i

(BG)/EG ~ FE

(5.8.3.2) j J'

(Bg)iz = Ej, ~ Ejx

Bg (Behx.o) =E"

ou les foncteurs images inverses associés aux fleches verticales j, j’ sont les foncteurs
«oubli des opérations de G », et ou le foncteur image inverse i* s’identifie au foncteur
de localisation E — E,y. Ce diagramme est d’ailleurs « 2-cartésien » au sens 5.11 ci-
dessous.

5.8.4. On laisse au lecteur le soin d’étendre les réflexions qui précédent au cas d’un
pro-groupe & = (G,), dans le cas particulier o H est défini comme « noyau» de & —
G; . (Dans le cas des groupes pro-finis, cela signifie qu'on se limite aux sous-groupes H
de G ouverts, i.e. fermés et d’indice fini.)

EXERCICE 5.9. Soient E un topos, G un Groupe de E, B le topos classifiant de G
(2.4),
le morphisme de topos déduit de ’homomorphisme de G dans le Groupe unité e de E
(compte tenu que B, = E).
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a) Soit
EG = GS

I'objet de B dont le E-objet sous-jacent est G, les opérations de G étant définies
par translation a gauche. Considérons z*(G) comme un Groupe de B (C’est
le Groupe G de E avec les opérations triviales de G dessus). Montrer que le
morphisme de E

G, xG — G,

défini par les translations droites de G sur G, est compatible avec les opérations
de G sur G, et sur G = 7%(G), et définit un morphisme de B,

EG X ﬂ*(G) — EG'

Montrer que ce morphisme fait de E; un objet de B avec une opération a droite
du Bg-Groupe 7*(G), et que cette derniere fait de E; un torseur sous z*(G) 375
(i.e. objet final de B peut se recouvrir par des objets X; tels que pour tout i, la
restriction de Eg a X; soit isomorphe au fibré a opérateurs trivial (7%(G)y,),)-

b) Soit
q: El —E

un topos sur E. Pour tout topos B sur E, définir la catégorie Homtop (E', B)
des morphismes de topos de E’ dans B compatibles avec les morphismes struc-
turaux £’ — E et B — E aisomorphisme donné preés. Prenant B = B, définir
par la formule f — f*(Eg) une équivalence de catégories

HomtopE(E’, B;) — Tors(E, ¢*(G)),

ou le deuxiéme membre désigne la catégorie des ¢*(G)-torseurs (a droite) sur E.

c¢) Soit H un sous-Groupe de G, de sorte que z*(H) est un sous-Groupe de p*(G),
et opére donc sur E; par restriction du Groupe d’opérateurs, d’ou un objet quo-
tient

qui n’est autre que 'objet G/H muni de 'opération a gauche habituelle de G.

Soit e; l'objet final de B (i.e. I'objet final ey de E avec opération triviale - il
n’y a pas le choix - de G), et considérons dans B le diagramme de morphismes

Eg
X = Eg/n*(H)
€
d’ou, en passant aux topos induits par B sur ces objets, un diagramme de mor- 376

phismes de topos, commutatif a isomorphisme canonique pres (5.6). Montrer
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que ce diagramme est équivalent au diagramme

E = B

e

By

/

Bg ,

dont les trois fleches sont les fleches associées par 4.5 aux morphismes de Groupes
e > H — Gde E. (Ainsi, le topos classifiant By s’interpréte intuitivement comme
un espace homogene au-dessus de Bg, de groupe n*(G), associé au torseur (= fibré
principal homogéne) universel Eg sur Bg).

d) Reprendre I'exemple 5.7 dans le cas o X' est un revétement étale (localement
trivial, cf. 2.7.4) de X, en l'interprétant en termes des considérations du présent
exercice.

5.10. Images inverses de topos induits. Soient
f i E - E

un morphisme de %-topos, X un objet de E, et X' = f*(X) son image inverse dans E.
On va alors définir un diagramme de morphismes de topos

Fix
E/x

/
/X’
(5.10.1)

jX jxl

E ! E

ou jy et jys sont les morphismes de localisation (5.2), et ou f,y est défini ci-dessous,
diagramme qui sera commutatif a isomorphisme canonique pres. Nous définirons ici f,y
a l’aide du foncteur image inverse

(5.10.2) (fix)* + Ex — Ejy,

pour lequel nous prendrons simplement le foncteur « induit » par f*, en un sens évident.
Comme les foncteurs d’inclusion jy, : E;x = Eet jy, : Ex — E commutent aux
?-limites inductives et aux produits fibrés, et qu’ils sont conservatifs, il s’ensuit aussitot
que le foncteur (f;y)* commute aux #-limites inductives et aux produits fibrés tout
comme le foncteur f* quiI'induit; comme de plus (f;x)* transforme évidemment objet
final X en l'objet final X', il est exact a gauche, donc est associé a un morphisme de
topos

défini a isomorphisme unique prés (3.1.1). D’autre part, le diagramme déduit de (5.10.1)
par passage aux foncteurs images inverses est commutatif (2 isomorphisme canonique
pres) par construction et grace au fait que f* commute aux produits X X Y, donc (5.10.1)
lui-méme est commutatif, & un unique isomorphisme pres induisant I'isomorphisme ca-
nonique sur les foncteurs images réciproques des deux composés f o jys et jy o f/x
(3.2.1).
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5.10.4. Lorsque f : E’ — E est associé a une application continue Y’ — Y d’es-
paces topologiques (4.1), de sorte que X s’identifie a un espace étalé au-dessus de Y, et
X" au produit fibré X Xy Y, alors, identifiant les topos induits Top(Y'),y et Top(Y'),x+ &
Top(X) et Top(X') respectivement (5.7), on constate que le morphisme f;y qu’on vient
de construire est (4 isomorphisme unique prés) le morphisme Top(X’) — Top(Y') dé-
duit de I’application continue canonique X’ — Y. On peut donc dire, a la lumiére de cet
exemple, que le topos E/,, joue le role d’un produit fibré de E,y et de E’ sur E. Cette
intuition se précise a I’aide du résultat suivant :

PROPOSITION 5.11. Les notations étant celles de 5.10, le diagramme (5.10.1), muni de
Iisomorphisme de compatibilité a . f o jyr — jy o f/x, est «2-cartésien »; de facon
précise, pour tout %-topos F, si on associe a tout morphisme de topos g : F — E/y, le
triplet (fix e 8, jxr ° & a*g) = (g.8.p),oug : F - Eyetg, : F - E' sont
des morphismes de topos, et f : jy o g — [ o g, est un isomorphisme de morphismes
de topos de F dans E, on trouve une équivalence de catégories de Homtop(F, E/y) avec
la catégorie Homtop(F, E, ) x%—lomtop(F,E) Homtop(F, E') de tous les triples (g1, &5, )
comme ci-dessus.

(NB. On a mis un 2 au-dessus du signe du produit cartésien pour rappeler qu’il ne
s’agit pas d’'un produit fibré ordinaire de catégories, mais d’'un « 2-produit fibré », dans
le sens explicité dans I’énoncé.)

Pour prouver 5.11, on explicite les morphismes de topos a I'aide des foncteurs image
inverse associés. Nous aurons besoin pour cela de résultats auxiliaires, donnés dans 5.11.1
a 5.12 plus bas.

5.11.1. Considérons de facon générale la situation ou on se donne deux catégories
E, E', un objet X de E qu’on suppose quarrable i.e. tel que le foncteur

JiA— AXX : E— E/y
soit défini, enfin un foncteur exact a gauche
(*) Q. E/X — El.

Comme E,y a un objet final, savoir (X,idy) = X, il en est donc de méme de E’, qui
admet l'objet final

e ~ p(X).
Supposant choisil’objet final ¢’ de E’, on va a tout ¢ comme ci-dessus associer un couple
(%) (W,u), avecW =@oj : E—> E’, etu € Hom(e',P(X)).
Pour définir u, on note que
P(X)=XxX

a une section canonique oy sur 'objet final X de E,y, savoir la section diagonale, et on
définit
u=@iy) : pX)=¢e¢ — (X X X) =¥(X).

Je dis que la connaissance du couple (%) permet de reconstituer le foncteur ¢ de (x) a
isomorphisme unique pres. Pour ceci, pour tout objet

p: X —X
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de E,y, considérons le diagramme cartésien suivant de E,y :

X'’ JXH)=X"xX
Jj(p)
X jX)=XxX ,

ou la premiere fleche horizontale est le morphisme graphe I', = (idy, p). Appliquant le
foncteur exact a gauche @ a ce diagramme, et utilisant la définition de ¥ comme @ o j,
on trouve un diagramme cartésien

o(X',p) Y(X")
¥ (p)
e’ wX) |,

en d’autres termes on trouve un isomorphisme canonique
(51111) gD(X’,p) zT(X') le(x) e’

On constate aussitot qu’il est fonctoriel en 'objet (X', p) de E,y, ce qui explicite com-
ment on reconstitue a isomorphisme pres le foncteur ¢ : E,;y — E’ al’aide du couple
(¥, u) de (). Notons d’ailleurs que le foncteur ¥ est exact a gauche; plus générale-
ment, ¥ commute a tout type de limites projectives auquel commute ¢, car j commute
aux limites projectives.

Inversement, supposant maintenant que dans E et E’ les limites projectives finies
sont représentables, et partant d'un couple

W,u),¥Y : E— E',u € Hom(e',¥(X)),

ou le foncteur ¥ est exact a gauche, on définit par la formule (5.11.1.1) un foncteur ¢ :
E,x — E’.On vérifie aussitot que ce foncteur est exact a gauche, plus généralement,
qu’il commute a tout type de limites projectives représentables dans E auquel commute
¥. Cela résulte aussitot du diagramme cartésien

E Ex
lim X/ lim X/
— —

I I

E 5
l(ir_n X X
Ji

reliant les limites projectives calculées dans E ou dans E,y (ou 6 désigne le morphisme
diagonal dans la limites projective du foncteur constant de valeur X), en lui appliquant
le foncteur ¥, d’ot un diagramme cartésien dans E’, et en composant ce dernier avec le
carré cartésien déduit de W (X) « e’, faisant apparaitre un carré cartésien composé qui
exprime la compatibilité de ¢ a la limite projective envisagée.

On reconstitue a isomorphisme pres le couple (¥, u) a 'aide de ¢, en notant que I’on
a un isomorphisme canonique

(5.11.1.2) P(X') = @((X"),
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déduit de (5.11.1.1) en y remplagant (X', p) par j(X') = (X' X X, pr,), et notant que
P(X' X X) ~P(X')X¥P(X). Lisomorphisme précédent est manifestement fonctoriel
en X', i.e. il donne un isomorphisme

V~g@oj,

et on vérifie de méme que moyennant cet isomorphisme, u : ¢’ — ¥(X) s’identifie a
@(6x). On a ainsi obtenu I'essentiel du

LEMME 5.11.2. Soient E et E' deux catégories ou les limites projectives finies sont repré-
sentables, X un objet de E, Sex(E, E') la catégorie des foncteurs exacts a gauche ¥ de E
dans E’, etSex(E,y, E") la catégorie analogue des foncteurs exacts a gauche @ de E,y dans
E’. On a alors une équivalence entre la catégorie Sex(E,y, E') et la catégorie Sex(E, E'),;r
des couples (¥, u), avecW € obSex(E, E") etu : ¢’ — W(X) (oue’ est 'objet final de E'),
dont la définition est explicitée dans 5.11.1, ainsi que celle d’un foncteur quasi-inverse. Si
@ et (¥, u) se correspondent, alors ¢ commute a un type déterminé de limites projectives si
et seulement si il en est ainsi de V. Si dans E et E' les foncteurs changement de base com-
mutent a un type déterminé de limites inductives, alors pour que ¢ commute aux limites
inductives dudit type, il faut et il suffit qu’il en soit ainsi de .

Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter la structure de catégorie Sex(E, E'),
correspondant aux couples (¥, u). Définissant le foncteur I" : Sex(E, E') — (Ens) par
I'(Y) = Hom(e', ¥ (X)), on peut interpréter u dans le couple (y, u) comme un élément de
I'(¥)i.e. unhomomorphisme ¥ — I'dans la catégorie des préfaisceaux sur Sex(E, E')°,
ce qui justifie la notation ,- utilisée dans I’énoncé de 5.11.1. Il reste, pour prouver 5.11.2,
a expliciter dans 5.11.1 le caractére fonctoriel des constructions envisagées pour ¢ re-
sp. (y, u) variable, ce qui est essentiellement trivial et laissé au lecteur, et enfin a vérifier
I’assertion concernant les propriétés de commutation aux limites inductives, ce qui est
également trivial a I'aide des formules explicites (5.11.1.1) et (5.11.1.2) reliant ces fonc-
teurs.

On trouve en particulier, lorsque E et E’ sont des %-topos, et en interprétant les
morphismes de topos a I'aide des foncteurs images inverses associés :

PROPOSITION 5.12. Soient E et E' deux %-topos, X un objet de E, et considérons sur
Homtop(E’, E) le foncteur contravariant

y . fr— T'(E', f*(X)) =Hom(e', f*(X)) : Homtop(E’, E)° —> (Ens).
On a alors une équivalence de catégories

(5.12.1) Homtop(E', E,y) = Homtop(E', E),,,

ou le deuxiéme membre est la sous-catégorie pleine de Homtop(E' ,E);y formée des
couples (f,u), avec f € Homtop(E',E) etu € y(f) ie.u € I'(E', f*(X)). Ce fonc-
teur s’obtient en associant a tout morphisme de topos h : E' — E,y le couple (f,u) formé
du composé

f:jx°h . E,—)E/X—)E,
et du morphisme
u:e =h*(X,idy) — fH(X)=h*(x(X)) = " (X X X)

déduit du morphisme diagonal 6y : X — X X X en lui appliquant h*.

382

383



194 IV. TOPOS

5.12.2. Utilisant 5.12, la démonstration de 5.11 devient a peu prés évidente, et se
réduit essentiellement a ceci (qui tiendra lieu d'une démonstration « en forme » qui ne
serait pas plus instructive) : se donner un morphisme de topos g : F — E/,, «revient
au méme » que de se donner un morphisme de topos g, : F — E’ et une section u
de g5(X'); or g5(X') = g5(f*(X)) = (fgy)"(X), donc la donnée de u équivaut aussi
a la donnée d’un relévement du morphisme de topos fg, : F — E en un morphisme
de topos g : F — E,y. Cela exprime bien que la donnée d’un morphisme de topos
g . F — Ej,, équivaut essentiellement a la donnée d’un triple (g;, g,, @) comme dans
5.11.

REMARQUE 5.13. Nous verrons (§ 15'°) que pour tout diagramme

E,

E

E,

384  de topos, il existe un 2-produit fibré au sens de la 2-catégorie (7-%-Top) des %-topos
€ 7 (ne dépendant pas, a équivalence pres, du choix d’un univers 7"tel que % € 7).
Pour d’autres exemples naturels que 5.11 de « produits fibrés de topos », voir le dernier
chapitre du livre de GirauD [3].

EXERCICE 5.14. a) Soient F, G deux topos au-dessus d'un topos E. Définir la
catégorie Homtop .(F, G) des couples (f, @), ou f : F — G est un morphisme
de toposet a : p — g e f est un isomorphisme de morphismes de topos de E
dans G (p : F — Eetq : G — E étant les morphismes de topos structuraux).
Définir des foncteurs d’accouplement Homtop E(F ,G) X Homtop E(G, H) —>
Homtop (F, H), et des isomorphismes d’associativité.

b) Soient X et Y deux objets d’un topos E. Définir un foncteur naturel de la catégo-
rie discrete définie par 'ensemble Hom(X', Y), dans la catégorie Homtop .(E)x, Ejy).
Compeatibilité avec les compositions de morphismes dans E et les accouplements
envisagés dans a).

c¢) Prouver que le foncteur envisagé dans b) est une équivalence de catégories. En
particulier, un objet X d’un topos E se reconstitue a isomorphisme unique preés,
quand on connait «a E-équivalence pres» le topos induit E,y comme topos
au-dessus de E. '°

6. Points d’un topos et foncteurs fibres
6.0. Soit Ple %-topos ponctuel type (2.2)
P = (%-Ens).

385  Etant donné l'intuition assez différente qui s’attache d’une part au symbole P, figurant
un objet géométrique dans la nature d’un point, et d’autre part a (%- Ens), figurant une
« grosse catégorie », qu’on interprétera comme « la catégorie des faisceaux sur P», il y

10. N.D.E. : Ce paragraphe n’existe pas. Voir cependant [16] proposition 4.47 pour un énoncé géné-
ral d’existence de produits fibrés de topos (en notant que tous les morphismes géométriques entre topos
de Grothendieck sont bornés).

10. Résultat dii a P. DELIGNE. Le cas ou E est le topos ponctuel avait été traité auparavant par Mme
Haxim.
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a lieu suivant le contexte d’utiliser I'un ou I'autre symbole exclusivement, bien que du
strict point de vue logique ils désignent un seul et méme objet.

DEFINITION 6.1. Soit E un ?%-topos. On appelle point de E tout morphisme de topos
P — E du topos ponctuel P(6.0) dans E. On appelle catégorie des points de E, et on note
Points(E) ou Pt(E), la catégorie Homtop(P, E) (3.2). Sip : P — E est un point de E,
associé au foncteur image inverse p* : E — (%-Ens), et si F est un objet de E, I'ensemble
p*(F) est appelé fibre de E en p, et noté F),.

6.1.1. Bien entendu, lorsque F est un objet en groupe (resp. anneau, resp. ...) de E,
sa fibre F, en p est un groupe (resp. un anneau, resp. ...) (3.1.2).

6.1.2. En vertu de 3.2.1, la catégorie des points de E est équivalente, via le foncteur
p — p*, ala catégorie opposée a celle des foncteurs

@ . E —> (%-Ens)

qui commutent aux %-limites inductives et qui sont exacts a gauche. Il revient donc
essentiellement au méme de se donner un point de E, ou un tel foncteur ¢.

DEFINITION 6.2. On appelle foncteur-fibre du %-topos E tout foncteur ¢ : E —
(%-Ens) qui commute aux ?%-limites inductives et qui est exact a gauche. On appelle catégo-
rie des foncteurs fibres sur E, et on note Fib(E), la sous-catégorie pleine de Hom(E, (%-Ens)) 386
formée des foncteurs fibres sur E.

6.2.3. En vertu de 6.1.2, la catégorie Fib(E) des foncteurs fibres sur E est donc
équivalente a I’opposée de la catégorie Point(E) des points de E, via le foncteur p — p*
de cette derniére dans la premiere :

(6.2.1.1) Point(E) = Fib(E)".

Pour qu’un foncteur
@ . E— (%-Ens)

soit un foncteur fibre, il faut et il suffit qu’il soit le foncteur fibre F — Fp associé a
un point p de E (6.1). En d’autres termes, le foncteur (6.2.1.1) est surjectif. Signalons
aussi qu’un foncteur @ est un foncteur fibre si et seulement si il est exact a gauche et
s’il transforme familles couvrantes en familles surjectives (1.7). Cette derniére condition
s’exprime aussi en disant que ¢ commute aux #-sommes et transforme épimorphismes
en épimorphismes.

6.3. Soit C € % un site. On appelle point du site C tout point du topos C~, catégorie
des points du site C la catégorie
Point(C) = Point(C™).
Considérons d’autre part le foncteur
(6.3.1) @ — @|C =@eoec : Fib(C™) — Hom(C, (%- Ens)),

qui est pleinement fidele et dont I'image essentielle est la sous-catégorie pleine Morsite((#- Ens), C)°
(4.9.4), que nous noterons aussi Fib(C). Un foncteur

Y . C — (%-Ens)

est appelé un foncteur fibre sur le site C s’il est dans 'image essentielle de (6.3.1), qu'on 387
vient d’expliciter. Un tel foncteur est donc continu (a fortiori (Il 1.6), il transforme fa-
milles couvrantes en familles couvrantes, i.e. en familles surjectives), et il est exact a
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gauche. Lorsque dans C les limites projectives finies sont représentables, (condition véri-
fiée dans la quasi-totalité des cas qu’'on rencontre en pratique) les propriétés précédentes
caractérisent les foncteurs fibres sur C, qui sont alors les foncteurs ¥ : C — (%-Ens)
qui sont exacts a gauche et qui transforment familles couvrantes en familles surjectives
(4.9.4).

On retiendra que le foncteur ¢ — @|C est une équivalence de catégories

Fib(C™) = Fib(O),

de sorte qu’il revient au méme essentiellement de se donner un foncteur fibre sur le topos
C~ (ou encore un point de ce topos), ou un foncteur fibre sur le site C. Etant donné un
foncteur fibre ¥ sur C, provenant donc a isomorphisme preés d'un foncteur fibre ¢ sur C~,
on reconstitue ce dernier a 'aide de ¥, a isomorphisme canonique pres, par la formule

(6.3.2) @(F) ~ li_r)nT(X),
CF

ou Cjr est la catégorie des objets X de C munis d'un morphisme X — F (dans 6)
i.e. d’'un élément de F(X). La formule (6.3.2) est une conséquence immeédiate du fait que
@ commute aux limites inductives et qu’on a un isomorphisme canonique fonctoriel en
F(I4.1.1):

F ~limec(X).
lim ec(X)
Cir
Plus généralement, lorsque G est un préfaisceau sur C, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel en G :

(6.3.3) @(aG) = lim ¥ (X),
Ce

ou a G est le faisceau associé a G (I 4.1.1). En effet, on sait qu’on a la formule

aG ~ h_r)n ec(X).
Ci

6.4.0. Nous renvoyons aI 6.1 pour la notion de famille conservative de foncteurs

On notera que lorsque E et les E; sont des %-topos, et les foncteurs ¢; sont des foncteurs
images inverses f;* associés a des morphismes de topos

f,: E,— E,

alors toutes les propriétés d’exactitude postulées dans 1 6.2,16.3 et I 6.4 sont vérifiées, a
condition dans 6.2 (v) non respé de supposer que D est fini. Il revient alors au méme que
(f7);ey soit conservative, ou conservative pour les monomorphismes (I 6.1), ou conser-
vative pour les épimorphismes, ou enfin qu’elle soit fidéle.

Lorsque la famille des foncteurs f;* est conservative, on dira aussi parfois que la
famille des morphismes de topos (f;);c; est conservative. En particulier :

DEFINITION 6.4.1. Soient E un %-topos, (p; : P — E),c; une famille de points de E.
On dit que cette famille de points est conservative si la famille des foncteur fibres associés
F - FPi de E dans (%-Ens) est conservative (6.4.0). On dit que le topos E a suffisamment
de points lorsqu’il admet une famille conservative de points (i.e. lorsque la famille de tous
les points du topos est conservative).
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6.4.2. Signalons que tous les %-topos utilisés jusqu’a présent ont suffisamment de
points. On peut cependant « en faisant expreés » construire des topos qui n’ont pas suf-
fisamment de points (7.2.6 e) et 7.4) ; on notera qu’un tel topos est nécessairement non
«vide » au sens géométrique de 2.2. Un topos admettant suffisamment de points admet
une famille conservative de points indexée par un I € % (6.5). Noter cependant a ce su-
jet que si E est un %-topos, 'ensemble des classes d’isomorphie de points de E n’est pas
nécessairement %-petit (7.3). Il 'est cependant dans de nombreux cas rencontrés en pra-
tique. Enfin, pour un intéressant théoreme d’existence (dii a P. Deligne) de suffisamment
de points, couvrant tous les cas rencontrés en géométrie algébrique, voir VI 9.

6.4.3. Lorsque (p;);cs est une famille conservative de points du topos E, on peut
appliquer les remarques de I 6.2, qui impliquent notamment que deux flechesu, v : F =3
G de E sont égales si et seulement si pour tout i € I, les fleches induites sur les fibres
u,, v,  F, 3 G, sont égales; qu'une fleche u : F — G de E est un monomorphisme
(resp. un épimorphisme) si et seulement si pour tout i € I, il en est ainsi de I’application
u, : F, — G, ;quunobjet Fde E est initial (resp. final) si et seulement si pour tout
i € I, F, est vide (resp. réduit a un point); qu’un objet F est un sous-objet de I'objet
final e si et seulement si pour tout i € I, F), a au plus un point.

PROPOSITION 6.5. a) Soient C un U-site, (¢;);,c; une famille de foncteurs fibres
sur C (6.3). Pour que la famille (p;),c des points correspondants du topos E = C~
soit conservative, il faut et il suffit que pour toute famille (X; — X),c dans C,
telle que pour tout i € I, la famille correspondante (@i(X;) = @i(X));ey soit
surjective, la famille donnée (X; — X) ;g soit couvrante.
b) Soit E un %-topos. Si E admet suffisamment de points (6.4.1), alors E admet une
famille conservative de points qui est %-petite.

L’assertion b) est un cas particulier de I 7.7. Pour prouver a), appliquons I 7.7 a la
famille génératrice dans E formée des e(X)(X € ob C). Rappelons (Il 4.4) que la famille
X; — X est couvrante si et seulement si la famille e(X ;) — €(X) est épimorphique.
Si la famille des points (p;);cy est conservative, il revient au méme (6.4.3) de dire que
pour tout i € [, la famille des (X) p, = (X)), soit surjective, ie. que la famille des
®:(X;) = @;(X) soit surjective. Cela établit le «il faut » dans a). Pour le «il suffit », on
applique le critére I 7.7, qui nous rameéne a vérifier que tout monomorphisme F — e(X),
tel que FPi - e(X )Pi soit un isomorphisme pour tout i € I, est un isomorphisme, ou
ce qui revient au méme, un épimorphisme. Or, on peut trouver une famille couvrante de
morphismes €(X ;) — F, et quitte a raffiner encore, on peut supposer que les morphismes
€(X;) = e(X) sont induits par des morphismes X; — X. Par hypothese, pour tout i € 1,
les morphismes composés (X j)Pi - Fpi - (X )Pi forment une famille surjective (comme
composée de deux familles surjectives), i.e. la famille des ¢, (X ) = @;(X) est surjective.
Il en résulte par hypothése que la famille X; — X est couvrante, donc que la famille des
€(X;) — e(X) est épimorphisme, et a fortiori que F — €(X) est épimorphique.

COROLLAIRE 6.5.1. Soit C une catégorie. Une topologie sur C faisant de C un %-site
admettant suffisamment de foncteurs fibres (i.e. tel que le topos associé admette suffisam-
ment de points) est entiérement connue quand on connait la sous-catégorie pleine @ de
Hom(C, Ens) formée des foncteurs fibres sur C.

En effet, en vertu de 6.5 a) on sait alors décrire les familles couvrantes en termes de
la famille des foncteurs fibres.
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En fait, on va voir plus bas (??) que la sous-catégorie @ est contenue dans la catégorie
des foncteurs proreprésentables sur C, donc @° ~ Point(C"~) s’identifie a équivalence
pres a une sous-catégorie pleine de Pro —C.

On comparera 6.5.1 au théoreme de GIRAUD II 5.5, qui établit une correspondance bi-
univoque entre 'ensemble des topologies sur C et un certain ensemble de sous-catégories
pleines de Hom(C®, Ens).

EXERCICE 6.5.2. Soient C une catégorie équivalente a une catégorie € %, Pune sous-
catégorie de Pro(C). Pour tout p € P, on désigne par X — X, le foncteur proreprésenté
par p. Une famille (X; — X),c; dans C est dite P-couvrante si pour tout p € P, la
famille (X;, = X);cs est surjective. Montrer qu’il existe une topologie T, sur C pour
laquelle les familles couvrantes soient exactement les familles P-couvrantes, et que T),
est la topologie la plus fine sur C pour laquelle les foncteurs X — X, (p € P) soient
des foncteurs fibres. Montrer que la topologie T, fait de C un site ayant suffisamment de
foncteurs fibres. Montrer que pour toute topologie T sur C, parmi les topologies T" plus
fines que T'qui ont assez de foncteurs fibres, il en est une moins fine : c’est la topologie T,
ou Pest la sous-catégorie strictement pleine de Pro(C), équivalente a Point(C), décrite
dans (??) ci-dessous.

PROBLEME 6.5.3. Caractériser les sous-catégories (strictement pleines, stables par
%-limites projectives filtrantes...) P de Pro(C) qui peuvent se déduire d'une topologie
sur C comme image essentielle de Point(C™~) (6.8.5). 1°

6.6. Soit
f:E—E'
un morphisme de %-topos, on en déduit un foncteur canonique
Point(f) = (p — f o p) : Point(E) — Point(E’).
Lorsqu’on a deux morphismes de topos composables

el e s,

on vérifie trivialement que I'on a
Point(g /) = Point(g)  Point(f) : Point(E) — Point(E’) — Point(E").

Cela précise donc la dépendance fonctorielle (sans abus de langage pour une fois) de
Point(E) par rapport au topos E : si 7 est un univers tel que % € 7, on trouve un
(véritable!) foncteur

Point : (7-%-top) — (7~ cat)
de la catégorie des #-topos qui sont éléments de 7" dans la catégorie des catégories
éléments de 7.

6.7. Soit E un %-topos. Alors tout objet F de E définit un contrafoncteur
pr— F,= p*(F) : Point(E)° —> (%- Ens),
d’ou pour F variable un foncteur canonique
(6.7.1) E — Point(E) = Hom(Point(E)®, (%- Ens)),

qui par définition (6.5) est fidele si et seulement si E possede suffisamment de points. (Le
foncteur (6.7.1) a une certaine analogie formelle avec une transformation de Fourier...)

10. cf. 9.1.8 a) et €) pour des conditions nécessaires, et 9.1.12 b) pour des conditions nécessaires et
suffisantes dans les cas de Top(X), X espace sobre localement noethérien.
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Soit X un objet de E, qui définit donc un préfaisceau X sur
C = Point(E).
Nous pouvons donc définir la catégorie

C/)? = Point(E)/X

des morphismes p — X dans le catégorie C des préfaisceaux sur C, i.e. la catégorie des
couples (p, £), ou p est un point de E et { un élément de X (p) = X, fibre de X en p. Ceci

posé, je dis qu’on a une équivalence de catégories canonique

(6.7.2) C’ = Point(E/x) — C, ot C = Point(E),

T
dont la composée avec le foncteur d’inclusion C, ¢ — C n’est autre que le foncteur 394
Point(jy) : C' = Point(E,y) — C = Point(E)
déduit par fonctorialité (6.6) du morphisme de localisation (5.2.1)
Jx - E,x — E.
C’est simplement le cas particulier de 5.12 obtenu en faisant E’ = P = (Ens).

COROLLAIRE 6.7.3. Soit E un topos. Si E a suffisamment de points, il en est de méme
de tout topos induit E;y (X € ob E). Inversement. si (X;),c est une famille d’objets de E
qui couvre l'objet final, telle que pour tout i € I, E;x, ait suffisamment de points, alors E a
suffisamment de points.

Pour la premiére assertion, soit f : X’ — X" un morphisme dans E,y qui n’est
pas un isomorphisme, prouvons qu’il existe un point g de E;x tel que f, ne soit pas
un isomorphisme. Comme E a assez de points, il existe un point p de E tel que f), :
X, — X, ne soit pas un isomorphisme. Cela implique qu’il existe un ¢ € X, tel que
le morphisme induit par f,, pour les fibres X, X/ de X, X sur X, en g ne soit pas
un isomorphisme. Mais en vertu de I’équivalence (6.7.2), g peut s’identifier a un point de
E,x, et 'application X, — X/ qu’on vient d’envisager n’est autre que I'application sur
les fibres en ¢ induite par f : X’ — X", d’ou la conclusion.

Inversement, supposons que les X; couvrent I'objet final de E, et que les E,y aient
assez de points, prouvons qu’il en est de méme de E. Soit f : X’ — X" un morphisme 395
dans E quin’est pas un isomorphisme. Il existe doncuni € I'telque f; : X/ — X/ n’est
pas un isomorphisme, ou l'indice i indique la restriction a X;. Il existe donc un point p;
de E)y, tel que f;, : X, — X|, ne soit pas un isomorphisme. Désignant par p I'image
de p; dans E par le morphisme de localisation E;x — E, cela signifie que X, — X
n’est pas un isomorphisme, ce qui prouve que E a assez de points.

REMARQUE 6.7.4. L’argument précédent montre que si (p,) est une famille conser-
vative de points de E, alors la famille des points de E,y qui sont au-dessus d’un des p,,
(famille indexée par 'ensemble somme des Epa) est conservative. De méme, si les X;
couvrent 'objet final de E, et si pour tout i € I, P, est un ensemble conservatif de points
de E,y , alors 'ensemble des points de E images des p € P, pour les morphismes de
localisation Ex — E ((i € I et p variables) est conservatif.
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6.8. Soient E un topos, p un point de E. On appelle voisinage du point p du topos
E un couple (X,u), ot X € obE etu € X,. En vertu de (6.7.2), on peut aussi inter-
préter u comme un relévement de p en un point du topos induit E,y. Introduisant le
foncteur fibre ¢, associé au point p, on peut aussi interpréter un voisinage du point p

comme un objet de la catégorie E/(pp (sous-catégorie pleine de (E°); o, formée des objets
14

dont la source est dans E C E) Cette derniére catégorie, i.e. la catégorie des couples
(X, u) comme ci-dessus, s’appellera comme de juste la catégorie des voisinages du point
p du topos E; on la note aussi Vois(p). Comme ¢, est exact a gauche et que les limites
projectives finies sont représentables dans E, les limites projectives finies sont représen-
tables dans la catégorie Vois(p), et le foncteur canonique Vois(p) — E y commute (??).
A fortiori, la catégorie opposée Vois(p)® est filtrante. De plus, il est clair (I 3.4) qu'on a
un isomorphisme canonique, fonctoriel en F € ob E

(6.8.1) ¢,(F)=F, = lim F(X),
Vois(p)°

En d’autres termes le foncteur ¢, « fibre en le point p » est isomorphe a la limite inductive
filtrante des foncteurs représentés dans le topos E par les voisinages du point p de E. On
voit méme que le foncteur fibre est ind-représentable (I 8), ce qui signifie aussi qu’il est re-
présentable par un pro-objet (X;),c; de E, ou I est un ensemble ordonné filtrant tel que
I € ?%.Eneffet, en vertu de loc. cit., il revient au méme de dire que la catégorie Vois(p) ad-
met une petite sous-catégorie pleine cofinale. Or soit C une petite sous-catégorie pleine
génératrice de E, je dis que la sous-catégorie pleine C/(pp de Vois(p) = E/(pp, formée des
voisinages (X, u) de p tels que X € ob C (catégorie qui est évidemment petite) est co-
finale dans Vois(p). Soit en effet (X, u) un voisinage de p, il faut trouver un voisinage
(X’,u’) de p au-dessus de (X, u), avec X’ € obC. Or il existe une famille couvrante
X! — X, avec les X/ dans C, d’ou résulte que les X i,p couvrent X » donc il existe un
X' =X/ etunu’ € X, tels que (X', u’) soit au-dessus de (X, p), ce qu’on avait affirmé.

6.8.2. Soient C un #-site, et p un point de C, i.e. un point du topos C~. Désignons
encore, par abus de notations, par ¢, la «restriction » du foncteur fibre ¢, a C, i.e. le
composé ¢, ° €;n0US écrirons aussi souvent, pour un objet X de C

X,= qop(X) = e(X)p.

On appelle voisinage du point p dans le site C un couple (X, u),ou X € obCetu € X, =
®,(X). Ces voisinages forment encore une catégorie C I, qu’on pourra noter Vois-(p).

Montrons que la catégorie Vois-(p)° est encore filtrante, qu’elle admet une sous-catégorie
pleine cofinale U-petite, et qu’on a un isomorphisme fonctoriel en le faisceau F sur C :

(6.8.3) F,= lim F(X).

Voisc(p)°

On note d’abord, en reprenant 'argument de (6.8.1), que si C’ est une sous-catégorie
pleine de C qui est topologiquement génératrice (II 3.0.1), alors Vois./(p)° est cofinale
dans Voiso(p)°. Prenant C' € %-petite, on est donc ramené, pour établir I’assertion,

au cas ot C € %. Dans ce cas C est un %-topos, et on a un foncteur faisceau associé
a : C - C7, qui permet de construire sur C le foncteur fibre composé ¢,a. Appliquant

(6.8.1) au topos Cetala sous-catégorie génératrice pleine C de celui-ci, on trouve que
la catégorie C /"(pp o> qui est manifestement isomorphe a Vois(p)’, est filtrante, et quon a
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un isomorphisme fonctoriel en le préfaisceau Psur C :

¢pa(P) = lim P(X).
X
Si F est un faisceau sur C, on a F = aF, et appliquant 'isomorphisme précédent a F
considéré comme préfaisceau, on obtient (6.8.3). En méme temps, cet argument établit
la formule plus générale

(6.8.4) (aP),~ lim P(X),
Vois(p)°

isomorphisme fonctoriel en le préfaisceau Parbitraire sur C, du moins lorsque C est pe-
tit. Le cas général s’en déduit, en introduisant un univers 7'tel que C € 7, en considérant
@, sur C comme un foncteur fibre a valeurs dans (7-Ens), et utilisant la compatibilité
de la formation du préfaisceau associé avec I’agrandissement des univers (II 3.6).

6.8.5. On a associé a tout point p du topos C~ un pro-objet du %-site C, défini par
le foncteur canonique Vois-(p) — C, compte tenu du fait que la catégorie des voisinages
de p dans C est cofiltrante et admet une petite sous-catégorie pleine cofinale. On vérifie
aussitdt que pour p variable, on obtient ainsi un foncteur

(6.8.5.1) Point(C™~) — Pro(C).

Ce foncteur est pleinement fidéele. En effet, via les foncteurs fibres associés, il s’inter-
préte comme un foncteur Fib(C) — Fib(C~) — Pro(C)°. Le premier foncteur est une
équivalence en vertu de 4.9.4 (rappelé pour les foncteurs fibres en 6.3), et le deuxiéme
est pleinement fidéle d’apres le sorite général (I 8) des pro-objets.

6.8.6. Prenons le cas particulier ou C est Z-petite et munie de la topologie chao-
tique, de sorte que C = C. Je dis que dans ce cas le foncteur précédent est méme une
équivalence de catégories

(6.8.6.1) Point(C) = Pro(C).

En effet, il reste a prouver que ce foncteur est essentiellement surjectif, ce qui résulte du
fait que les foncteurs de la forme P — P(X) sur C sont des foncteurs fibres, et du fait
évident que toute limite inductive filtrante de foncteurs fibres sur un topos est encore
un foncteur fibre.

Identifiant C a une sous-catégorie pleine de Pro(C) (I 8), le foncteur

C — Point(C)

induit par un foncteur quasi-inverse de (6.8.6.1) est manifestement isomorphe au fonc-
teur canonique déja envisagé dans (4.6.2.2), dont le quasi-inverse envisagé peut étre
considéré comme le prolongement canonique (I 8), compte tenu du fait que Point(C)
est stable par petites limites projectives.

6.8.7. Soit de facon générale (X;),cy un pro-objet du %-site C, d’ou sur C~ un fonc-
teur

(6.8.7.1) @(F) = lim F(X;),
1

et il est naturel de se demander, vu (6.8.5), quand ce foncteur est un foncteur fibre. On
trouve que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur ¢ précédent est un foncteur fibre sur C~.
(ii) La « restriction » de ¢ a C est un foncteur fibre sur le site C (6.3).
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(iii) Pour toute famille couvrante Y, — Y d’un objet Y de C, tout i, € I et tout
morphisme X; — Y, il existe uni > i,, un « et un morphisme X; — Y, rendant
commutatif le diagramme

Xi Ya
X. Y

Lo

En fait, la condition (iii) exprime simplement le fait que ¢|C transforme
familles couvrantes en familles couvrantes. Les implications (i) = (ii) = (iii) sont
triviales, et il reste a prouver (iii) = (i). Comme le foncteur ¢ est manifestement
exact a gauche, il reste a prouver (4.9.4) qu’il transforme familles couvrantes
F, — Fdans C~ enfamilles couvrantes, i.e. que pour tout i, et tout x, € F(X i)
ilexisteuni > i,,unaetuny € F,(X;), tels que x, et y aient méme image dans
F(X;). Or comme F, — F est couvrante, il existe une famille couvrante Z, —
X; de X; , tel que pour tout y 'image inverse de x, dans F(Z,) se remonte en un
élément d’'un F,(Z,). Par hypotheése (iii), il existe un i > i, et un X; -morphisme
X; — Z,. Alors I'image de x, dans F(X;) se remonte donc en un élément y d'un
F (X)), C.QFD.

EXERCICE 6.9. Soient C un site € %, ¢ un foncteur fibre sur C, proreprésenté par
un objet (X;);c; de Pro(C). Pour tout indice i € I, tout objet Y de C, tout morphisme
u . X; — Yet tout crible couvrant R de Y, choisissons un indice j > i tel que le
composé X; — X % Y se factorise par R. Pour i fixé, soit J (i) 'ensemble formé de i,
et des j obtenus pour Y, u, R variables ; pour une partie I’ de I, soit de méme J(I') la
réunion des J (i) pour i € I'. D’autre part, si I’ est une partie finie de I, soit m(I’) € I
un majorant de I’, et pour une partie quelconque I’ de I, soit M(I") la réunion des
M(("), ou 1" parcourt 'ensemble des parties finies de I'. On suppose qu’on choisit la
fonction I’ — m(I") de facon que pour I’ réduit a un élément i, on ait m(I") = i, ce qui
implique que pour toute partie I” de I, ona I’ C M(I"). Considérons les itérés (M J)"
de 'application M J de 'ensemble des parties de I dans lui-méme, et soit, pour toute
partie I’ de I, P(I') la réunion des (M J)"(I").

a) Montrer que pour toute partie I’ de I, P(I") est une partie filtrante de I pour
I'ordre induit, et que I est réunion filtrante croissante des P(I’), lorsque I’
parcourt I’ensemble des parties finies de 1.

b) Montrer qu’il existe un cardinal ¢ € %, ne dépendant que du cardinal card fI(C) =
a, tel que pour toute partie finie I’ de I, on ait card(P(I’)) < c. (Si a est infini,
on peut prendre ¢ = 29).

c¢) Montrer, en utilisant 6.8.7, que pour toute partie I’ de I le foncteur ¢,/ sur
C proreprésenté par le pro-objet (X;);c;s est un foncteur fibre sur C, et que
le foncteur fibre ¢ est limite inductive filtrante des foncteurs ¢;/, lorsque I’
parcourt ’ensemble des parties finies de 1.

d) En conclure qu’il existe une petite sous-catégorie pleine @ de Fib(C) & Fib(C),
telle que tout objet de Fib(C) soit limite inductive filtrante d’objets de @®. (Si a
est infini, on peut prendre @ de cardinal < 2%°; si a est fini, on peut prendre
@ = C bien sir).

EXERCICE 6.10. Soient C un U-site, D une U -catégorie ou les petites h_r)n filtrantes
sont représentables, Fais(C, D) la catégorie des faisceaux sur C a valeurs dans F (Il 6.1).
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Définir, en étendant (6.8.3), un « foncteur fibre »
(6.10.1) F — F, : Fais(C, D) — D.

Si dans D les l(ln finies sont représentables, et commutent aux h_r)n filtrantes, alors le
foncteur précédent est exact a gauche.

7. Exemples de foncteurs fibres et de points de topos

7.1. Cas de Top(X) pour un espace topologique X. Soit x un point de X. Regar-
dons I’ensemble ponctuel {x} comme un espace topologique, et considérons I'inclusion

{x} — X.

iy -

En vertu de 4.1.1 il définit un morphisme de topos (défini a isomorphisme unique pres)
(7.1.1) Top(i,) : Top({x}) — Top(X).

D’autre part, on peut identifier P a Top({x}) (2.2), et on trouve ainsi un point p, de
Top(X) :

(7.1.2) py - P — Top(X),

défini par x a isomorphisme unique pres. Le foncteur fibre associé est donné par la
formule bien connue [T F], résultant d’ailleurs immédiatement de 1 5.1 :

(7.13) Pi(F) = F, = F, =lim F(U).
Usx
la limite étant prise suivant les voisinages ouverts U de x dans X.
Comme on sait que Top(X) est isomorphe a Top(X,,;) (4.2.1), on voit plus généra-
lement que tout point de X, i.e. toute partie fermée irréductible Z de X, définit un
point de Top(X), ou encore un foncteur fibre sur Top(X), qu’on notera encore F — F,.

Revenant a sa définition par la formule (7.1.3) sur X, on trouve
(7.1.4) Fz= lim F(U),
UnZ#¢

la limite inductive étant prise suivant les ouverts U de X qui rencontrent Z.

7.1.5. 1l est bien connu que les foncteurs fibres F — F,(x € X) forment déja une
famille conservative. C’est particulierement évident sur I'interprétation des faisceaux sur
X en termes d’espaces étalés, la fibre de F en x n’étant alors autre que sa fibre au sens
des espaces fibrés sur X. On notera que 'ensemble d’indices de la famille conservative
de foncteurs fibres envisagée est X, donc est %-petite.

7.1.6. En vertu de 4.2.3, la catégorie Point(Top(X)) est équivalente a la catégorie
associée a I’ensemble X, ordonné par la relation de spécialisation. En d’autres termes :
tout foncteur fibre sur Top(X) est isomorphe a un foncteur fibre F — F,, ou Z est un
élément uniquement déterminé de X, i.e. une partie fermée irréductible uniquement
déterminée de X ; d’autre part, si Z, Z' € X, alors 'ensemble Hom(F,, F/) est vide
ou réduit a un point, ce dernier cas se présentant si et seulement si Z est une spéciali-
sation de Z' dans X, i.e. si et seulement si Z C Z’ comme partie de X. Lorsque X
lui-méme est sobre, on peut dans ces énoncés remplacer X, par X lui-méme.

On notera que le groupe des automorphismes d’un foncteur fibre de Top(X') (opposé
au groupe des automorphismes du point correspondant de Top(X)) est toujours réduit
au groupe unité (plus généralement, 4.2.3 nous apprend la méme chose pour le groupe
des automorphismes de tout morphisme de topos associés a des espaces topologiques).
C’est la un phénomeéne trés spécial au cas particulier envisagé : voir 'exemple 7.2, ainsi
que VIII 7. Dans le cas des topos associés a des « probléemes de modules » (cf. par exemple
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[10]), les groupes d’automorphismes des foncteurs fibres ont d’ailleurs une interprétation
remarquable, comme les groupes d’automorphismes des structures algébriques (sur des
corps algébriquement clos) qu’on se propose de classifier.

7.1.7. Onvient de voir comment on peut reconstituer un espace sobre X (ou ’espace
sobre X, associé a un espace topologique quelconque), du moins en tant qu’ensemble
ordonné par la relation de spécialisation, a I’aide du topos Top(X) (qu’il suffit méme de
connaitre a équivalence pres), comme I’ensemble des classes d’isomorphie de « points »
de Top(X). D’apres ce qui a été dit dans 2.1, on reconstitue également la topologie de
X, i.e. la famille de ses ouverts, de la facon suivante : pour tout sous-objet U de 1'objet
final e, de E, soit Pt(U) I'ensemble des x € X tels que U, # ¢ (qui s’identifie d’ailleurs,
en vertu de (6.7.2), a 'ensemble des classes d’isomorphie de points du topos induit E;).
Alors U — Pt(U) est un isomorphisme d’ensembles ordonnés de ’ensemble des sous-
objets de e sur I’ensemble des ouverts de X.

7.1.8. La détermination 7.1.6 de la catégorie des points du topos Top(X') défini par
un espace topologique X conduit a adopter la terminologie suivante pour les points p,
p’ d’un topos quelconque E : on dit que p est une spécialisation de p’, ou que p’ est
une générisation de p, lorsqu’il existe un morphisme de p’ dans p (au sens de la catégorie
Point(E) de 6.1). Ces relations sont encore transitives, mais on trouve facilement grace a
6.8.6 des exemples ou p et p’ sont chacun spécialisation de I’autre, sans que p et p’ soient
isomorphes (ni a fortiori égaux). La catégorie des générisations d’un point p du topos
E, par quoi on entend la catégorie Point(E),,, joue a certains égards un role analogue
a celui du passage au localisé d'un schéma en un point. Ce role sera précisé au VI 8.4
avec la construction du topos localisé de E en le point p, dont la catégorie des points est
canoniquement équivalente a la catégorie des générisations de p.

EXERCICE 7.1.9. Soit E un %-topos. Prouver que E est équivalent a un topos de la
forme Top(X), ou X est un espace topologique € %, si et seulement si il satisfait aux
deux conditions suivantes :

a) La famille des sous-objets de I'objet final ey est génératrice pour le topos E.
b) E a suffisamment de points (6.5). (Cette condition n’est pas superflue : cf. 7.4.)

Comparer avec 7.8 c).

EXERCICE 7.1.10. Soient X un espace topologique muni d’un groupe d’opérateurs G
(X,G € %) et soit E = Top(X, G) (2.3).

a) Montrer que pour tout objet (X', G) de E, le topos induit Ejx ;) est canoni-
quement équivalent au topos Top(X’, G) (comparer 5.7).

b) Lorsque G opere proprement et librement sur X’ (Bourbaki, Top. Gen. Chap.
I 4), montrer que le morphisme d’espaces a opérateurs (X', G) - (X'/G,e)
induit (4.1.2) une équivalence de topos

Top(X', G) — Top(X'/G).

c¢) Conclure de b) qu’il existe un objet Z de E tel que le topos induit E,, soit
équivalent a Top(X), le foncteur de localisation E — E,, étant isomorphe au
foncteur « oubli des opérations de G ». (Calquer le raisonnement de 5.8.3)

d) Conclure de c) que tout foncteur fibre sur E est induit, via le foncteur « oubli
des opérations de G », par un foncteur fibre sur Top(X'), donc définissable par
un point de X ;.

e) Déterminer la structure de la catégorie Point(E) (a équivalence prés) en termes

de l'espace a opérateurs (X, G). En conclure en particulier que deux points
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de X, définissent des foncteurs fibres sur E isomorphes si et seulement si ils
sont conjugués sous l’action de G.

EXERCICE 7.1.11. Soit X € % un espace topologique. Prouver que le V-topos TOP(X)
(2.5) a suffisamment de points. Plus précisément, pour tout objet X’ de TOP(X), et tout
x'" € X', définir un foncteur fibre F — F xx sur TOP(X), ne dépendant que du
« germe » d’espace (X', x’) au-dessus de X, et prouver que cette famille de foncteurs
fibres est conservative (et indexée par un ensemble d’indices 7-petit). Montrer, en uti-
lisant un systéme projectif filtrant convenable (X7, x;);c, avec I non %-petit, que 'on
n’obtient pas de cette facon tous les foncteurs fibres du Z-topos TOP(X). Montrer que
I'ensemble des classes d’isomorphie de tels foncteurs fibres n’est pas de cardinal € 7.

7.2. Points d’un topos classifiant B;. Soient E un %-topos, G un Groupe de E,
d’ou un topos classifiant B; (2.4). Si e est le Groupe ponctuel, les morphismese — G — e
définissent (4.5) des morphismes de topos (compte tenu que B, = E)

(7.2.1) E — B; — E,

dont le composé est isomorphe a idg, d’ou par passage aux catégories de points des
foncteurs

(7.2.2) Point(E) — Point(B;) — Point(E),

dont le composé est isomorphe a I'identité. Utilisons le fait que le premier morphisme

de topos (7.2.1) s’identifie a un morphisme de localisation relativement a I'objet E; = G
de Bg (5.8), d’ou résulte en vertu de (6.7.2) que le premier foncteur (7.2.2) s’identifie au
foncteur naturel « d’inclusion »

(7.2.3) Point(BG)/EG — Point(B),

ou EG désigne le préfaisceau p’ = (Eg),s sur Point(Bg;). Comme Eg couvre évidem-
ment l'objet final de B, ses fibres (EG)p sont non vides, d’ou résulte que (7.2.3) est
essentiellement surjectif, ce qui signifie que tout foncteur fibre sur B est induit (a iso-
morphisme pres) par un foncteur fibre de E, via le foncteur « oubli des opérations de G »
B; — E.On en conclut en particulier que si E a suffisamment de points (resp. une petite
famille conservative de points) il en est de méme de Bg.

REMARQUE 7.2.4. On peut aller plus loin et déterminer (a équivalence preés) la struc-
ture de la catégorie C' = Point(B;) en termes de la catégorie C = Point(E) et du
préfaisceau en groupes

A~

G:.p— Gp : C° — (Groupes)

sur celle-ci. Définissons en effet une nouvelle catégorie Cy, ayant mémes objets que C,
et telle que pour deux objets p, g de C, on ait

Homy, (p.q) = Home(p, 9) X G(p),

la composition des fleches dans C; étant induite par celle de C, et par la loi de groupe du
préfaisceau G. La donnée d’un foncteur @, : C; — D dans une catégorie quelconque
D équivaut alors a la donnée d’un foncteur ¢ : C — D, muni d’une opération du
préfaisceau G sur ce dernier (i.e. la donnée, pour tout p € ob C, d’'une opération de @(p)
sur @(p), satisfaisant a une condition de fonctorialité évidente pour p variable). Utilisant
cette observation, on définit un foncteur canonique

(7.2.4.1) @ : C, — C,
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correspondant au foncteur ¢ : C — C’ de (7.2.2), associant a tout point p de E le point
@(p) induit sur B, avec les opérations naturelles de (/?\(p) = G, sur ce dernier, provenant
des opérations de G, sur les X, lorsque X parcourt Bg. On laisse au lecteur le soin de
prouver que (7.2.4.1) est une équivalence de catégories, en utilisant la structure (7.2.3)
du premier foncteur de (7.2.2), et en notant que le foncteur naturel d’inclusion C — C,
admet une structure analogue, relativement a I'image inverse P; du préfaisceau P’ = EG
sur C'.

7.2.5.  On conclut en particulier que les classes d’isomorphie de points de B corres-
pondent exactement aux classes d’isomorphie de points de E : tout point du topos classi-
fiant Eg est induit, a isomorphisme non unique pres, par un point de E. En particulier,
lorsque E est le topos ponctuel P, donc que G est un groupe ordinaire, alors la catégorie
Point(B) est un groupoide connexe a groupe fondamental G : tout foncteur fibre sur
B est isomorphe (de facon non canonique) au foncteur @ « oubli des opérations de G »,
et le monoide des endomorphismes de ce dernier foncteur est le groupe G (donc tout
endomorphisme de @ est un automorphisme).

EXERCICE 7.2.6. a) Soit (Tors) la catégorie des couples (I', P) € %, avec I un
groupe et Pun torseur a droite sous I'. La foncteur (I, P) = I’

(7.2.6.1) (Tors) —> (Groupes)
est un foncteur cofibrant. Avec les notations de 7.2.4, considérons le foncteur
G:Cc — (Groupes),

et soit D’ la catégorie cofibrée sur C° image inverse de la catégorie cofibrée
(7.2.6.1), D la catégorie fibrés correspondants sur C, ayant méme catégories
fibres que D', de sorte que pour p € ob C, on ait

D, = catégorie des G ,-torseurs a droite.

Construire des foncteurs canoniques
(7.2.6.2) D — C' =Point(B;) , C' — D,

quasi-inverses ['un de I’autre. En particulier, en conclure que la catégorie des
points de B au-dessus d'un point donné p de E est canoniquement équivalente
a la catégorie des torseurs a droite sous le groupe G ,.

b) Soit & = (G,);c; un systéme projectif strict de Groupes du %-topos E (I € %
un ensemble préordonné filtrant), d’ot un topos classifiant By, en calquant la
définition de 2.7.1. Déterminer la catégorie des points de By, en calquant a). (NB.
On remplacera les catégories (Tors) et (Groupes) par les catégories de systemes
projectifs indexés par I de ces catégories.) En conclure que si I admet un en-
semble cofinal dénombrable, alors tout foncteur fibre sur By, est isomorphe a un
foncteur induit par un foncteur fibre de E (via le foncteur « oubli des opérations
de G »), ce dernier étant déterminé a isomorphisme non unique pres.

c¢) Prenant pour FE le topos ponctuel, de sorte que & est un pro-groupe ordinaire,
montrer que la conclusion de b) est également valable si I est quelconque, mais
enrevanche Zest profini (i.e. les G; sont finis) : tout foncteur fibre est isomorphe
au foncteur « oubli des opérations de G ».

d) Prenant toujours le cas ou E est le topos ponctuel, donner un exemple d’un
foncteur fibre sur Bg, pour un systéme projectif convenable & = (G,);cs, qui
n’est pas isomorphe au foncteur « oubli des opérations de G ».
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e) Considérons € = (G,) comme un Groupe du topos I, et soit Tune gerbe sur I de
lien G [3]. Montrer comment on peut « tordre » le topos classifiant B al’aide de
la gerbe T, pour obtenir un topos Bg, limite inductive de sous-catégories B (i)
équivalentes (non canoniquement) aux topos classifiants Bg . Montrer que le

topos B; admet un foncteur fibre si et seulement si la gerbe T est « neutre »,
en établissant une équivalence de catégories entre la catégorie des foncteurs
fibres de BZ et la catégorie des sections de T sur I. En conclure, si les G; sont
commutatifs, de sorte que la classification des gerbes sur I de lien & se fait par

l(iil(z)Gi = H?(I, %) (loc. cit.), un exemple d’un topos (non « vide » (2.2)) de la

I
forme BL qui n’a pas de points. (Prendre un exemple olt l(iLn(z) G; #0)
I

7.3. Points des topos C; exemples de 7%-topos C dont la catégorie des points
ne soit pas équivalente a une petite catégorie. Soient E un %-topos, (¢;);c; une
famille filtrante de foncteurs fibres sur E. Il résulte des propriétés d’exactitude des fonc-
teurs ll_II)l (I 2.8) que le foncteur ¢ = h_r)n @; est également un foncteur fibre : toute li-
mite inductive filtrante de foncteurs fibres est un foncteur fibre. Par suite, la catégorie
Fib(E) admet des %-limites inductives filtrantes (et le foncteur d’inclusion Fib(E) —
Hom(E, (%-Ens)) y commute); en d’autres termes, la catégorie Point(E) admet des
-limites projectives filtrantes. Ce fait a déja été utilisé dans exercice 7.1.11 pour donner
un exemple de « grosses » catégories de foncteurs fibres.

On peut construire des exemples nettement plus simples, avec des topos de la forme
E = 6, C € %, en utilisant (6.8.6.1). Ceci nous donne aussitot des exemples ou Fib((/?\)
n’est pas équivalente a une catégorie € % i.e. ou le cardinal de ’ensemble des classes
d’isomorphie d’objets de cette %-catégorie n’est pas € %. Ceci signifie que la catégorie
Pro —(C) n’est pas équivalente a une catégorie € %. Il suffit par exemple de prendre
pour D = C° la catégorie des ensembles finis de la forme [0, n], ou n > 0 est un entier,
auquel cas Ind(D) =~ Pro(C)° est équivalente a la catégorie des ensembles non vides. Le
topos E est dans ce cas la catégorie bien connue des ensembles cosimpliciaux. On pour-
rait aussi prendre pour C la catégorie des ensembles finis non vides, on trouve que la
catégorie des points sur le topos C des ensembles simpliciaux est équivalente a la caté-
gorie des ensembles profinis, ou encore a la catégorie des espaces compacts totalement
discontinus.

7.4. Topos non vides sans points. L’exemple suivant est dit a P. Deligne. (Pour
un autre exemple, cf. 7.2.6 €).) On prend un espace compact K muni d’'une mesure y, et
I’ensemble ordonné U des parties mesurables de K a ensemble de mesure nulle prés. On
fait de U une catégorie U telle que ob U = U, les morphismes de U étant les « morphismes
d’inclusion » entre éléments de U. On fait de U un site en prenant la prétopologie pour
laquelle Cov(E) (pour E € U) est formé des familles dénombrables d’éléments E; de
E majorés par E, telles que E soit la réunion des E; a ensemble de mesure nulle pres.
On en déduit un Topos Top(u) = U™, admettant 'ensemble des sous-objets de 1'objet
final comme famille génératrice (lequel topos semble avoir échappé a 'attention des
probabilistes). Ce topos est un «topos vide » (2.2) si et seulement si y = 0. D’autre
part, la catégorie des points de ce topos est équivalent a la catégorie discrete définie par
I’ensemble des points x € K tels que u({x}) # 0 (démonstration au lecteur). Elle est
donc vide si K n’admet pas de tels points, par exemple si K est le segment unité de la
droite, avec la mesure induite par la mesure de Lebesgue.

411
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413 EXERCICE 7.5. (catégories karoubiennes et morphismes de topos)'°

a) Soient C une catégorie, X un objet de C, p un endomorphisme de X. On dit
que p est un projecteur si p> = p. Prouver que si p est un projecteur, pour que
Ker(id y, p) soit représentable, il faut et il suffit que Coker(idy, p) le soit, et que
les deux objets de C ainsi obtenus sont canoniquement isomorphes. On dira
alors que la projecteur p admet une image, et Ker(idy, p) ~ Coker(idy, p) est
appelé I'image du projecteur p ; on 'identifie suivant le contexte a un sous-objet
ou a un objet quotient de C. Un objet isomorphe a un Im p, pour un projecteur
convenable p dans X, est appelé un facteur direct de I'objet X de C. On dit que
C est une catégorie avec facteurs directs, ou une catégorie karoubienne, si tout
projecteur dans un objet de C admet une image. Si F : C — C’ est un foncteur
qui commute aux noyaux ou aux conoyaux, alors F transforme un projecteur
admettant une image en un projecteur admettant une image.

b) Montrer que pour toute catégorie C, on peut trouver un foncteur ¢ : C —
kar(C) de C dans une catégorie karoubienne (déterminée a équivalence pres),
tel que pour toute catégorie karoubienne C’, le foncteur

f e feoep : Hom(kar(C),C') — Hom(C,C’)

soit une équivalence de catégories; on appellera kar(C) I'enveloppe de Karoubi
de la catégorie C. (Hint : prendre pour ob kar(C) I’ensemble des couples (X, p),
avec X € ob C et p un projecteur dans X, et pour Hom((X, p), (Y, q)) la partie
de Hom(X,Y) formée des f : X — Ytels que f = qfp.) Montrer que ¢ est
pleinement fidele.

c) Soit F : E — E’ un foncteur d’une catégorie dans une autre. Montrer que si

414 F commute a un certain type de limites inductives ou projectives, il en est de
méme de tout facteur direct de F. En particulier, si E et E sont des %-topos et si
Festun foncteur image inverse pour un morphisme de topos E’ — E, alorsil en
est de méme de tout facteur direct de F; par suite, la catégorie Homtop(E’, E)
est karoubienne, et en particulier la catégorie Point(E) est karoubienne.

d) Montrer que pour toute %-catégorie C, la catégorie Ind(C) est karoubienne (ou
Ind(C) est formée avec les systémes inductifs de C indexés par un ensemble
préordonné filtrant I € %). (Si C € %, utiliser par exemple le fait (7.3) que
Ind(C) est équivalente a la catégorie Fib((C°)) = Point((C“)A)".) En conclure
une autre construction de kar(C) comme sous-catégorie pleine de Ind(C) formée
des images dans Ind(C) des projecteurs d’objets X de C.

EXERCICE 7.6. (Morphismes essentiels de topos, points essentiels).

a) Soit f : E — Fun morphisme de topos. Montrer que les conditions suivantes
sont équivalentes :
i) f) existe, i.e. f* admet un adjoint a gauche.
ii) f* commute aux ?-limites projectives.
ii’) f* commute aux Z-produits.
On dira alors que f est un morphisme essentiel du topos E dans le topos E’.
Montrer que si f satisfait a ces conditions, il en est de méme de tout facteur
direct de f. (Utiliser 1.8 et 7.5 c).)

10. Comparer I 8.7.8.
11. N.D.E. : Pas besoin de conditions sur Fici, tous les foncteurs préservent les projecteurs admet-
tant des images.
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b) Soit E un topos. On appelle point essentiel du topos E tout point p : P — E de
E tel que p, existe. Montrer que si E = Top(X), X espace topologique, et si p est
le point de E défini par un x € X, alors p est essentiel si et seulement si x admet 415
un plus petit voisinage ouvert U (ce qui signifie, si les points de X sont fermés,
que x est un point isolé de X). Pour qu'un morphisme de topos f : E — Fsoit
essentiel (a)), il faut que f transforme points essentiels en points essentiels, et
cette condition est également suffisante lorsque E admet suffisamment de points
essentiels (i.e. si la famille de ces points est conservative) (cf. d)).

¢) Pour qu'un point p du topos E soit essentiel, il faut et il suffit que le foncteur
fibre associé soit représentable par un objet X de E. Pour que le foncteur cova-
riant ¢ : E — (Ens) représenté par un objet donné X de E soit un foncteur fibre
(i.e. définisse un point, nécessairement essentiel, de E), il faut et il suffit que X
soit connexe non vide (4.3.5), et projectif (i.e. que le foncteur ¢ transforme épi-
morphismes en épimorphismes). (Hint : montrer d’abord que pour que @ com-
mute aux sommes, il faut et il suffit que X soit connexe non vide, puis utiliser le
critere 4.9.4.) En conclure une équivalence entre la catégorie Pointess(E) et la
sous-catégorie pleine Pde E formée des objets connexes non vides projectifs.

d) Montrer que la topologie de Pinduite par celle de E est la topologie chaotique.
En conclure I’équivalence des conditions suivantes sur E (due a J.E ROOS [12
c), prop. 1]) : (i) La famille des points essentiels de E est conservative; (ii) La
sous-catégorie pleine P de E formée des objets connexes-non vides projectifs
est génératrice ; (iii) E est équivalent a un topos de la forme C, o C est une
catégorie équivalente a une catégorie € % (ou, si on préfere, C € %). (Utiliser c)
et le fait que si Pest génératrice, le foncteur naturel E — P~ est une équivalence
de catégories.) 416

e) La catégorie des points essentiels d’un topos E est karoubienne (cf. (7.5 c)). Soit
C une catégorie équivalente a une catégorie € %. Prouver que le foncteur plei-
nement fidele canonique (4.6.2)

C — Point(é\ )
se factorise par un foncteur
C — Pointess(é),

qui fait de Pointess(C) une enveloppe de Karoubi (7.5 b)) de C. En particulier, ce
foncteur est une équivalence de catégories si et seulement si la catégorie C est
karoubienne. (Hint : utilisant c), prouver que tout point isolé de Cest isomorphe
a un facteur direct d'un X € ob C))

f) Soient C et C’ deux catégories équivalentes a des catégories € . Prouver que
le foncteur pleinement fidéle canonique (4.6.2)

Hom(C,C') — Homtop(é\, ol

prend ses valeurs dans la sous-catégorie pleine Homtopess(é\, C’) des mor-
phismes essentiels de topos (a)), et que le foncteur induit

Hom(C,C’) — Homtopess((/?\, 6’)

est une équivalence de catégories si et seulement si C est vide ou C’ est karou-
bienne. (Utiliser g) ci-dessous.)
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g) Soient C une catégorie équivalente a une catégorie € %, et E un topos. Définir

une équivalence entre la catégorie Homtopess(@, E) des morphismes essen-
417 tiels de topos C > E etla catégorie Hom(C, Pointess(E)). (Utiliser b) et le
fait que C a suffisamment de points essentiels).

h) Soit C une catégorie finie. Prouver que tout point de C est essentiel, et que
Point(C) est équivalente a une catégorie finie. (Noter que ’enveloppe de Ka-
roubi de C est finie, et utilisant (6.8.6.1), se ramener a prouver que si C est une
catégorie karoubienne finie, alors le foncteur canonique C — Pro(C) est une
équivalence de catégories). Utilisant b), et conclure que tout morphisme de to-
pos C' — C est essentiel, et Hom(C,C’) — Hom(é, 6’) est une équivalence
si et seulement si C est vide ou C’ karoubienne.

i) Soit X un espace topologique, f : Top(X) — Ple morphisme de topos déduit de
I’application continue de X dans ’espace ponctuel. Montrer que f est essentiel
si et seulement si 'espace X est localement connexe, i.e. satisfait la condition
suivante : pour tout x € X et tout voisinage ouvert U de x, la composante
connexe de x dans U est un voisinage de x, ou encore : pour tout ouvert U de X,
les composantes connexes de U sont ouvertes. (cf. 8.7 1) pour généralisation).

EXERCICE 7.7. (Points inhabituels d’un topos classifiant)'.

a) Soit G un monoide. Pour que G contienne un élément g tel que g # e, g°> =
g, il faut et il suffit que le topos classifiant B; admette un point essentiel qui
n’est pas isomorphe au point banal (correspondant au foncteur fibre « oubli des
opérations de G »). (Utiliser 7.6 e)).

b) Soit G le monoide additif des entiers > 0. Montrer que tout point essentiel du
topos classifiant B est isomorphe au point banal. Construire un point de Bg
qui n’est pas isomorphe au point banal. Montrer que la catégorie Point(B)
n’est pas équivalente a une catégorie € %.

ExERcICE 7.8. (Topologie sur Point(E), et topos associés aux ensembles ordonnés).

a) Soit E un topos. Désignons par Point(E) 'ensemble des classes, a isomorphisme
418 prés, de points de E. Pour tout ouvert U de E, soit U’ I’ensemble des classes
de points p de E tels que U, # ¢. Montrer que U — U’ est une application
croissante de ’ensemble ordonné Ouv(E) des ouverts de E dans I’ensemble des
parties de X = Point(E), et que cette application commute aux Inf finis aux Sup
quelconques. En conclure que I’ensemble des parties de X de la forme U’ définit
sur X une topologie (dite topologie canonique sur I’ensemble des classes de points
du topos E). Montrer que si E a suffisamment de points, I'application U + U’
est un isomorphisme de I’ensemble ordonné Ouv(E) avec 'ensemble ordonné
Ouv(X).

b) Soit @ € % un ensemble ordonné admettant des Inf fins et des Sup quelconques,
qui définit donc une catégorie cat(() ayant des produits finis et des sommes
quelconques. Nous dirons qu’une famille de morphismes U; — U de méme but U
est couvrante si U est le Sup des U;. Supposant que dans cat(() les sommes sont
universelles i.e. que dans O les Sup quelconques commutent aux Inf, on définit
ainsi sur cat(() une topologie qui en fait un site, d’ott un topos cat(()~, noté
aussi simplement O~. Montrer que ¢ est canoniquement isomorphe a Ouv(0™).

Montrer que la catégorie Homtop(E,O~) est équivalente a la catégorie
associée a 'ensemble ordonné des morphismes d’ensembles ordonnés O —

11. cf. aussi 7.2.6 d).
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Ouv(E) qui commutent aux Inf finis et aux Sup quelconques. (Utiliser le cri-
tére 4.9.4.) Si (' est un ensemble ordonné satisfaisant aux mémes conditions
que O, conclure que Homtop(O~, 0’ ") est équivalente a la catégorie associée a
I’ensemble ordonné de tous les morphismes d’ensembles ordonnés @ — O’ qui
commutent aux Inf finis et aux Sup quelconques.

c) Montrer que pour que le topos E soit équivalent a un topos de la forme 07, avec
O comme dans b), il faut et il suffit que la famille des ouverts de E soit génératrice
dans E. Pour qu’il soit équivalent a un Top(X) pour X € %, il faut et il suffit
qu’il satisfasse a la condition précédente et qu’il ait suffisamment de points.
Supposant réalisée la premiere condition, exprimer la seconde en termes de la
structure de 'ensemble ordonné () = Ouv(E), en utilisant la derniére assertion
de b).

d) Définir un morphisme de topos canonique
E — Ouv(E)™,

qui soit universel (a équivalence prés) pour les morphismes de E dans des topos
engendrés par leurs ouverts (cf. c)).

e) Soit X' un petit sous-ensemble de X = Point(E), qu’on munit de la topologie
induit par celle de X. Définir un morphisme canonique de topos

Ouv(E)~ — Top(X'),

qui est une équivalence lorsque la famille X’ de points de E est conservative.
En conclure alors un morphisme canonique de topos

E — Top(X').

Donner une caractérisation universelle (a équivalence pres) de ce morphisme
de topos pour les morphismes du topos E dans des topos de la forme Top(Y).
(Noter a ce propos qu’a équivalence prés, Top(X') ne dépend pas de la petite
famille conservative de foncteurs fibres choisie, ou ce qui revient au méme (4.2),
que X/ ; ne dépend pas a homéomorphisme pres du choix d’une telle famille).

f) Supposons que la catégorie Point(E) ne soit pas équivalente a une petite ca-
tégorie (cf. 7.3), et que E admette une petite famille conservative de foncteurs
fibres. Montrer que si une telle famille est prise assez grande, la partie X’ de
Point(E) qu’elle définit n’est pas un espace topologique sobre pour la topolo-
gie induite.

g) Pour les relations avec I’exercice 7.6, cf. 8.

8. Localisation. Ouverts d’un topos

8.1. Soit C une catégorie, et T(X) une relation faisant intervenir un objet X de
C. On dit que la relation T'(X) est stable par changement de base (en X), si pour tout
morphisme X’ — X de C, la relation T'(X) implique T'(X'). Il revient au méme de dire
que la sous-catégorie pleine R de C, formée des objets X de C tels qu’on ait T'(X), est
un crible (I 4.1).

REMARQUE 8.1.1. Supposons que C soit une #%-catégorie (I 1.1), de sorte que C peut
étre identifié a une sous-catégorie pleine de C (I 1.4). 11 est parfois commode d’étendre
la définition de la relation T dans ob C en une relation 7 portant sur un objet F de C en
désignant par T'(F) la relation : pour toute flecche X — F dans C, avec X € obC, on
a T(X). La relation T'(F) est évidemment encore stable par changement de base en F.
Désignant encore par R le sous-objet de 'objet final e de C défini par le crible R de C (I

419
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4.2.1), la relation T'(F) peut aussi s’exprimer par HomAC(F , R) # @, i.e. elle signifie que
I'unique morphisme F — e se factorise par le sous-objet R de e.

8.2. Supposons maintenant que C soit un site. Une relation 7'(X) en un argument
X € ob C est dite stable par descente si pour toute famille couvrante (X; : X; = X);¢;
d’un objet X de C, la relation « T'(X;) pour tout i € I» implique la relation 7T'(X).
On dit que T est une relation de nature locale si elle est stable par changement de base
(8.1) et stable par descente. Lorsque C est une %-catégorie, et que T est déja supposée
stable par changement de base, i.e. qu’elle est définissable par un crible R de C, qu’on
identifiera a un sous-préfaisceau du préfaisceau final sur C, on voit aussitot que C est de
nature locale si et seulement si R est un faisceau. Ainsi, les relations de nature locale en un
argument X € ob C correspondent exactement aux sous-faisceaux du faisceau final de C,
i.e. aux sous-objets de l'objet final du topos C~. Elles ne dépendent donc essentiellement
que du topos C~ défini par le site C (comme toutes les notions importantes associées
a un site!). En termes du sous-faisceau R du faisceau final, la relation T'(X) s’exprime
comme Hom(e(X), R) # @. Elle se prolonge canoniquement en la relation 77 (F) :
Hom(F, R) # @ sur le topos C~.

REMARQUE 8.2.1. Avec la notation introduite dans 8.1.1, pour un préfaisceau Fsur C,
comme Hom(F, R) ~ Hom(a(F), R), la relation T'(F) équivaut a la relation 7T'(a(F)).

DEFINITION 8.3. On appelle ouvert d’un %-topos E tout sous-objet de I'objet final ey,
de E ; si X est un objet de E, on appelle parfois ouvert de X tout ouvert du topos induit E,y,
i.e. tout sous-objet de X.

On appelle ouvert d’un U-site C un ouvert du ?%-topos associé C~.

On notera que, les objets finaux de E étant canoniquement isomorphes, I’'ambiguité
introduite dans 8.3 par le choix de e inoffensive ; on peut aussi, de fagon plus intrinséque
mais moins maniable du point de vue pratique, définir les ouverts de E comme étant les
sous-catégories pleines R de E qui sont telles que la relation F' € ob R pour un objet Fde
E soit une relation de nature locale. De méme, les ouverts d’'un %-site C correspondent
biunivoquement aux sous-catégories pleines de C telles que la relation F € ob R pour
un objet de C soit de nature locale; cette notion est donc essentiellement indépendante
de I'univers choisi . Enfin, en vertu de ce qui a été dit dans 8.2, une relation de nature
locale sur un topos (ou sur un site) est essentiellement la méme chose qu’un ouvert dudit
topos (ou du site).

8.4. Exemples d’ouverts.

8.4.1. Soit X un espace topologique, et interprétons Top(X) (2.1) comme la catégo-
rie des espaces étales sur X. Comme il est clair que les monomorphismes dans Top(X)
sont les applications injectives, il s’ensuit que les ouverts du topos T'(X) s’identifient
aux ouverts de 'espace X. Plus généralement, les ouverts d’un topos Top(X, G) (2.4)
s’identifient aux ouverts de X invariants par I’action de G.

8.4.2. Les ouverts d’'un %-topos E forment un ensemble %-petit (I 7.4) ordonné par
linclusion, admettant des sup quelconques et des inf finis. Il admet I'objet initial (ou
« objet vide ») ¢ comme plus petit élément, et 'objet final e de E comme plus grand
élément. Ces deux éléments ne sont identiques que si E est un « topos vide » (2.2).

8.4.3. Soit G un Monoide dans E, d’ou un topos B (2.6), catégorie des objets de
E sur lesquels G opeére a gauche. L’objet final e; de Bg; est 'objet final ey de E avec
opération triviale de G. On voit par suite que I’ensemble ordonné des ouverts de B; est
canoniquement isomorphe a la catégorie des ouverts de E. En particulier, si E est le topos
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ponctuel donc G est un monoide ordinaire, I'ensemble des ouverts de B; est exactement
formé de deux éléments, savoir ¢p et eg.

8.4.4. Si E est un topos de la forme C, o C est une U-catégorie, alors (8.1) I'en-
semble ordonné des ouverts de E est isomorphe a ’ensemble ordonné des cribles de
C.

8.4.5. Soit X un espace topologique sobre non discret. Montrer que TOP(X) (2.5) a
des ouverts qui ne proviennent pas d’ouverts de X, i.e. d’ouverts de Top(X), par image
inverse a I’aide du morphisme canonique (4.10.1) TOP(X) — Top(X).

8.5. Exemples de relations de nature locale. Pour tout objet X du topos E, on
désigne par F — Fy le foncteurs de localisation jy : E = E;x,Y =Y X X (5.2).

8.5.1. Soitu : F — G un morphisme de E. La relation en I'argument X € ob E,

uy : Fy — Gy est un monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un isomor-
phisme)
est une relation de nature locale. En particulier, si G est un Groupe de E, la relation
« Gy est le groupe unité sur X » est de nature locale ; 'ouvert de E qui lui correspond
est appelé le cosupport du Groupe G.

8.5.2. Soient u, v : F 33 G deux morphismes de E. La relation en 'argument
X €obE

UX=UXFX_)GX

est une relation de nature locale. En particulier, si G est un Groupe de E, et u une section
de G (4.3.6), la relation en X

la section uy du Groupe Gy de E,y est nulle

est de nature locale ; 'ouvert de E qui lui correspond est appelé le cosupport de la section
u du Groupe G.

REMARQUE 8.5.3. Lorsque E = Top(X), le cosupport d’un faisceau en groupes G,
resp. d’une section d’un tel faisceau G, n’est autre que 'ouvert de X complémentaire du
support de G resp. du support de u dans la terminologie classique [TF].

8.5.4. Soit P(f) une relation en 'argument f € f£ C, C un site. Lorsque dans C les
produits fibrés sont représentables, on dit que la relation P(f') est stable par changement
de base (resp. stable par descente), resp. de nature locale) sur le but (ou sur la base, ou « en
bas »), si pour tout morphisme f : X — Yde C, la relation en ’argument Y’ € obCy :

«le morphisme f’ : X' = X Xy Y’ — Y’ déduit de f par changement de base par
le morphisme structural Y’ — Y satisfait P(f") »

est stable par changement de base, resp. stable par descente, resp. est de nature lo-
cale. Lorsque la topologie de E est définie a 'aide d’une prétopologie, on dit que la re-
lation P(f) est de nature locale sur la source (ou «en haut») si pour tout morphisme
f 1 X — Yde Cettoute famille (g; : X; = X);c; de Cov(X), la relation P(f) équivaut
alarelation « P(fg;) pour touti € I ». Lorsque Cov(X) est formée de toutes les familles
couvrantes de C, cette condition signifie donc aussi que la relation en 'objet X’ du site
induit C)x

P(fg),oug : X' > X estle morphisme structural

est de nature locale. Noter que si la relation P(f) est de nature locale en haut, elle est a
fortiori de nature locale en bas.
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8.5.5. Prenons par exemple C = (Sch), catégorie des schémas € %, avec la topolo-
gie fidélement plate quasi-compacte (SGA 3 IV 6.3) ou une topologie moins fine. Alors
chacune des propriétés suivantes d’'un morphisme est de nature locale en bas :

surjectif, radiciel, universellement ouvert, universellement finie, propre, quasi-compact,
quasi-compact et dominant, homéomorphisme universel, séparé, quasi-séparé, locale-
ment de type fini, localement de présentation finie, de type fini, de présentation finie,
un isomorphisme, un monomorphisme, une immersion ouverte, une immersion fermée,
une immersion quasi-compacte, affine, quasi-affine, fini, quasi-fini, entier, plat, fidele-
ment plat, net, lisse, étale
(EGA1V 2.6.4, 2.7.1 et EGA IV 17.7.1). D’autre part, munissons (Sch) de la prétopologie
pour laquelle, pour tout schéma X € %, Cov(X) est formé des familles de morphisme
(fi © X; = X),cr qui sont surjectives et telles que les f; soient plats et localement de
présentation finie. Alors chacune des propriétés suivantes est de nature locale en haut :

localement de type fini, localement de présentation finie, de type fini, plat, net, lisse,
étale.
(EGA1V 17.7.5, 17.7.7).

426 EXERCICE 8.6. Soit f : E — Fun morphisme de %-topos. Considérons la relation
en l'argument X € ob F: le morphisme induit E, s+ xy — F)x est une équivalence de
topos. Prouver que cette relation est de nature locale.

EXERCICE 8.7. (Partitions d'un topos, somme de topos). Soit E un %-topos. Une famille
(e;);ey d’ouverts de E, i.e. de sous-objets de 'objet final e de E, est appelée une partition
de e (ou encore, du topos E) sile morphisme canonique LI, je; — e est un isomorphisme,
ie. (I[4.6.2)) sieestlesup dese; etsii # jimpliquee; Ne; = Dp.

a) Montrer que pour que la famille (e;),c; d’objets de E soit une partition de E, il
faut et il suffit que le foncteur

(8.7.1) E—[]E,,
i

défini par les foncteur de localisation E — E,, soit une équivalence de catégo-
ries.

b) Soit réciproquement (E;);c; une famille de %-topos, avec I € %. Prouver que
E = Il ;E; est un %-topos (qui sera appelé le topos somme de la famille des to-
pos (E;);cp)- Définir une partition (e;);,c; de E et des équivalences de catégories
E), = E;, de telle facon que les foncteurs de projection E — E; s’identifient
aux foncteurs de localisation E — E, .

c) Soit E le topos somme de la famille des topos (E;);,c;. Montrer que pour tout
i € Ile foncteur projection E — E; est de la forme u;, ou

(8.7.2) u : E,— E
427 est un morphisme de topos. Prouver que pour tout %-topos F, le foncteur v
(eu)ier
(8.7.3) Homtop(E, F) — H Homtop(E,, F)

1
est une équivalence de catégories.

d) Soit (e;);cy une partition du topos E. Pour tout morphisme de topos g : F — E,
la famille (f;);cs, avec f; = g*(e;), est une partition de F, et les morphismes in-
duits g; : E, — Fj; permettent de reconstituer g (a isomorphisme unique
pres), le foncteur g* s’identifiant au produit cartésien des foncteurs g;* (compte
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tenu des équivalences du type (8.7 1)). En conclure une description compléte de

la catégorie Homtop(F, E), en termes des catégories de la forme Homtop(F', E;),

ou F’ est un topos de la forme F, 7 (f sommande directe de I'objet final de F) et
E, =E,.

e) En particulier, si F est connexe non vide (cf. 4.3.5) i.e. si pour toute partition
(f;)iey de Fil existe un i € I et un seul tel que f; # ¢, prouver que le foncteur
canonique

(8.7.4) H Homtop(F, E;) — Homtop(F, E)
i€l
déduit des morphismes de topos (8.7.2) est une équivalence de catégories. Plus
particuliérement, la famille des morphismes de topos (8.7.2) induit une équiva-
lence de catégories

[ [ Point(E)) = Point(E).
iel
f) Une partie I de I'ensemble des ouverts de E est appelée une partition réduite de
E si la famille identique (e;);c; indexée par I est une partition, et si les e; sont
# ¢ . Montrer que la relation de raffinement (I 4.3.2) entre partitions réduites
fait de 'ensemble Pdes partitions réduites un ensemble ordonné %-petit, tel que
la borne supérieure de deux éléments de P existe. On trouve ainsi un systéme
projectif strict (1)) ,¢ p, qui sera considéré comme un pro-ensemble et noté r,(E).
On l'appelle le pro-z, du topos E.
g) Prouver que z,(E) pro-représente le foncteur

T —> f,f*(T)=I'(E,Tg) : (%-Ens) —> (%-Ens)

associé au morphisme canonique f : E — Pde E dans le topos ponctuel P
(4.3). En particulier, pour que ce foncteur soit représentable, il faut et il suffit que
7,(E) soit essentiellement constant, i.e. isomorphe (en tant que pro-ensemble)
a un ensemble « ordinaire », qui sera noté encore x,(E). Pour que 7, (E) soit
réduit a un point, il faut et il suffit que E soit « connexe non vide ». Pour que
7, (E) soit vide, il faut et il suffit que E soit le « topos vide » (2.2).

h) Supposons E quasi-compact, i.e. que tout recouvrement de son objet final e ad-
mette un sous-recouvrement fini. Montrer qu’alors z,(E) est un ensemble pro-
fini, et peut s’identifier par suite (moyennant I’équivalence de catégories bien
connue entre pro-objets de la catégorie des ensembles finis, et espaces compacts
totalement discontinus) a un espace compact totalement discontinu, qu’on no-
tera également z,(E).

i) Soit X un espace topologique, z,(X) I’ensemble des composantes connexes de
X, considéré comme un pro-ensemble constant. Définir un morphisme cano-
nique de pro-ensembles

(8.7.5) 7(X) — 7, (Top(X)),
ou ce qui revient au méme, une application canonique
(8.7.6) (X)) — l(in 7,(Top(X)).

Montrer que le premier morphisme est un isomorphisme si et seulement si X
est homéomorphe a un espace somme d’espaces connexes (ce qui est le cas en
particulier si X est localement connexe).
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j) Supposons que X soit un schéma quasi-compact. Prouver qu’alors (8.7.6) est
bijectif.

k) Etablir le « caractére fonctoriel » en X des morphismes (8.7.5) et (8.7.6), en pré-
cisant pour commencer le sens de cette expression.

1) (Comparer 7.6 i)). Montrer que les deux conditions suivantes sur le %-topos E
sont équivalentes : (i) Le morphisme canonique de E dans le topos ponctuel est
« essentiel » (exercice 7.6 a)) i.e. le foncteur I — I de (%- Ens) dans E commute
aux produits indexés par des ensembles € %. (ii) Pour tout objet X de E, le topos
induit E,yx a un 7,(E,x) qui est un ensemble ordinaire, i.e. X est isomorphe a la
somme d’une famille d’objets connexes de E. - On dit alors que E est un topos
localement connexe (comparer 2.7.5).

EXERCICE 8.8. (Morphismes dominants de topos).

a) Soit f : E' —» Eun morphisme de topos. Montrer I’équivalence des conditions

suivantes :
(i) f.(Pp) =g (ou ¢, = P désignent les objets initiaux de E, E’).
430 (ii) Pour tout objet X de E qui est « non vide » i.e. non isomorphe a ¢, f*(X)

est un objet non vide de E’.

(ii") Comme (ii), avec X un sous-objet de I'objet final e de E, i.e. X un ouvert
du topos E.
On dit alors que le morphisme f de topos est dominant.

b) Soit f : X’ — X une application continue d’espaces topologiques, d’ou un
morphisme de topos Top(f) : Top(X') — Top(X) (4.1). Montrer que Top(f)
est dominant si et seulement si f est dominant, i.e. f(X’) est dense dans X.

c) Montrer que si f : E’ — E est un morphisme « conservatif » de topos (6.4.0),
i.e. tel que f* soit fidéle, alors f est dominant. Montrer que le réciproque n’est
pas nécessairement vraie, méme pour un morphisme de localisation E;;; — E,
ou U est un ouvert du topos E, ((Montrer que dans ce cas f n’est conservatif
que si U est 'objet final de E (donc si f est une équivalence de topos), et utiliser
I’exemple b).)

d) Soit f : X’ — X une fleche dans un topos E. On dit que f est un morphisme
dominant dans le topos E si le morphisme correspondant des topos induits
E 1 — E;x (5.5.2) est dominant. Montrer que cette propriété ne dépend que de
I'image f(X') de X’ dans X, en tant qu’élément de I’ensemble ordonné ouv(X)
des sous-objets de X. Montrer que le morphisme E,y, — E,y est conservatif si
et seulement si f est couvrant.

9. Sous-topos et recollement de topos
431

9.1. Sous-topos et plongement de topos.

DEFINITION 9.1.1. a) Un morphisme de topos [ : F — E est appelé un plon-
gement si le foncteur f, : F — E est pleinement fidele (i.e. si le morphisme
d’adjonction f* f, — idp est un isomorphisme).

b) On appelle sous-topos d’un topos E une sous-catégorie strictement pleine E' de E
qui est un topos et tel que le foncteur d’inclusiona : E' — E soit de la formei,, ot
i : E'" - E est un morphisme de topos (i.e. (3.1.1) a admet un adjoint a gauche i*
qui est exact a gauche). Le morphisme i (qui est déterminé a isomorphisme unique
pres) est alors appelé le morphisme d’inclusion du sous-topos E' dans E.
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REMARQUE 9.1.2. a) Il est clair que le morphisme d’inclusion d’un sous-topos

est un plongement, et qu'une sous-catégorie E’ du topos E est un sous-topos si
et seulement si c’est I'image essentielle d'un foncteur image directe f, associé
a un morphisme de topos g : F — E qui est un plongement.

b) Il résulte aussitot des définitions qu'un morphisme de topos f : F — E est un

c)

d)

plongement si et seulement s’il est isomorphe a un morphisme composé
FSE S E

ou g est une équivalence de topos et i le morphisme d’inclusion d’un sous-topos
E’ de E. Ce dernier est déterminé de fagon unique par les conditions précé-
dentes, comme l'image essentielle de f,, et la factorisation précédente est éga-
lement unique a isomorphisme unique prées. Bien entendu, il y a lieu en pratique
d’identifier, au moyen de g, F au sous-topos E’ de E (comparer 3.4.1).

Une équivalence de topos (3.4) u : E 5 E | définit de facon évidente une bi-
jection entre 'ensemble des sous-topos de E et 'ensemble des sous-topos de
E,. En effet, u, étant une équivalence de catégories, établit une bijection entre
I’ensemble des sous-catégories strictement pleines de E et ’ensemble des sous-
catégories strictement pleines de E; (& E’ C E correspondant I'image essen-

tielle £ de u,|E’), et on constate aussitét que £’ est un sous-topos de E si et
seulement si E| est un sous-topos de E;. On peut donc, pour I’étude des sous-

topos, se ramener au cas ou E est de la forme 5, ou C est un petit site. Dans
ce cas, il résulte de II 5.5 qu’une sous-catégorie strictement pleine E’ de E est
un sous-topos si et seulement si le foncteur d’inclusion « : E’ — E admet un
adjoint a gauche qui est exact a gauche (cela implique donc déja que E’ est un to-
pos), et que 'ensemble de ces sous-topos est en correspondance biunivoque avec
I’ensemble des topologies T' sur C qui sont plus fines que la topologie donnée T
de C, en associant a toute telle T’ la sous-catégorie strictement pleine (C,T’)~
de C~, formée des faisceaux pour la topologie T"’. Ceci montre en méme temps,
pour tout U-topos E : une sous-catégorie strictement pleine E’ de E est un
sous-topos si et seulement si le foncteur d’inclusion a : E’ — E admet un
adjoint a gauche qui est exact a gauche ; l'ensemble ordonné E(E) des sous-topos
de E est U -petit, et toute partie de E(E) admet une borne supérieure et une borne
inférieure.

Si E' et E” sont deux sous-topos du topos E, leur intersection est un sous-topos
de E. En effet, comme cette intersection est strictement pleine, on est ramené au
cas ou FE est de la forme C~. Avec les notations de c), E’ et E” correspondent
alors a deux topologies T, T” sur C plus fines que T, et il suffit de voir qu’alors
E’" N E" est la catégorie des faisceaux pour la topologie T" borne supérieure de
T' de et de T". Indiquons la démonstration de ce fait (qui aurait di figurer en
corollaire apres I 4.4 ou II 5.5!). Soit E” la catégorie des faisceaux pour 7",
évidemment contenue dans E’ et E” donc dans E’ N E”. Soit, pour toute sous-
catégorie pleine D de E, (D) la topologie la plus fine parmi celles pour lesquelles
les éléments de D sont des faisceaux (I 2.2). Les inclusions E” ¢ E'NnE” C E’,
E” impliquent évidemment t(E’), t(E") < t(E' n E") < t(E"), d’autre part
ona(ll444)t(E"Y=T',t(E") =T",t(E") = T", de sorte que les inégali-
tés précédentes et la définition de 7" comme borne supérieure impliquent que
T =t(E'NE"),donc E'nE" C E"”, C.Q.FD. Plus gé-
néralement, cet argument montre que si 7’ est une topologie borne supérieure
d’une famille quelconque de topologies (T), la catégorie E’ des faisceaux pour
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T’ est I'intersection des catégories E; de faisceaux pour les 7;. On en conclut
en particulier :

PROPOSITION 9.1.3. Soit E un topos. Alors pour toute famille de sous-topos (E;);cr
de E, 'intersection ﬂiel E; est un sous-topos de E.

PROPOSITION 9.1.4. Soienti : E' — E un plongement de topos, et F un topos. Le
foncteur

(9.1.4.1) f i f : Homtop(F, E') — Homtop(F, E)

est pleinement fidéle, et son image essentielle est formée des morphismes de topos g : F —
E tels que I'image essentielle de g, soit contenue dans celle de i..

Considérons en effet le diagramme commutatif évident

Homtop(F, E') Homtop(F, E)

| |

Hom(F, E') Hom(F, E),

ou les fleches verticales sont les foncteurs 7 — h,, qui sont pleinement fidéles par dé-
finition de Homtop ( 3.2). D’autre part la deuxiéme fleche horizontale G — i,G est
pleinement fidele, puisque i, l'est, donc il en est de méme de la premiére fleche hori-
zontale. Reste a prouver la caractérisation de 'image essentielle de (9.1.4.1). La nécessité
de la condition étant évidente par la formule (if), = i,f,, il reste a prouver que si
I'image essentielle de g, est contenue dans celle de i, i.e. si on peut écrire g, = f,i,,
avec f, : F — E’ un foncteur, alors g est dans I'image essentielle de (9.1.4.1). Il revient
au méme de dire que f, admet un adjoint a gauche qui est exact a droite. Or il est clair
que f, admet g*i, comme adjoint a gauche, et ce foncteur est exact a gauche, comme
composé des foncteurs exacts a gauche g* et i, C.Q.FD.

Pour une réciproque de 9.1.4, cf. exercice 9.1.6.

Prenant pour Fle topos ponctuel ( 2.2), on déduit en particulier de 9.1.5 :

COROLLAIRE 9.1.5. Si f : E' — E est un morphisme de plongement de topos, le fonc-
teur correspondant

(9.1.5.1) Point(f) : Point(E’) — Point(FE)
est pleinement fidele.
EXERCICE 9.1.6. (Plongements de topos et 2-monomorphismes).
Soiti : E' — E un morphisme de topos.
a) Si Fet G sont deux topos au-dessus de E’, définir (avec les notations de 5.14 a))

un foncteur canonique

(9.1.6.1) fr— fxi: HomtopE,(F, G) — Homtop .(F, G).

b) Supposons que i, en tant que 1-fleche de la 2-catégorie des 7-%-topos (3.3.2),
soit un 2-monomorphisme, i.e. tel que pour tout Z-topos F qui soit élément
de 7, le foncteur (9.1.4.1) soit pleinement fidele. Montrer que pour tout couple
de %-topos F, G (pas nécessairement € 7) le foncteur (9.1.6.1) est pleinement
fidele.
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c) Montrer que i est un plongement si et seulement si i est un 2-monomorphime.
(Pour la suffisance, appliquer b) a des topos induits E/,, et E/,,, et utiliser 5.14
c)).

d) Soit g : F — E un morphisme de topos, et supposons que le 2-produit fibré
(5.11) F' = F x% E’ existe (condition toujours vérifiée, comme ’a montré P.
DELIGNE'?). Soit j : F’ — Fle morphisme de projection. Prouver que si i est
un plongement, il en est de méme de j. (Utiliser c), et noter que la stabilité de la
notion de 2-monomorphisme par 2-changement de base est formelle). Dans le
cas ou E’ est un sous-topos de Eeti : E' — FE est le morphisme canonique
d’inclusion, I'image essentielle de F’ par j, (qui est un sous-topos de F qui
ne dépend pas de I'indétermination dans la construction d’un produit 2-fibré)
s’appelle le sous-topos de F image inverse par g : F — E du sous-topos E' de E.

e) Avec les notations de la fin de d), choisissons comme produit 2-fibré le sous-
topos de Fimage inverse du sous-topos E’ de E. Soit X un objet de F. Montrer
que pour que X appartienne a F’, il faut qu’il satisfasse la condition suivante :
pour tout objet U de F, désignant par gy : Fy — E la morphisme de to-

T

pos induit par f, on a gy, (X|U) € ObE’, ou X|U = (X XU p—2—> U) est la
« restriction de X a U ». (NB : On peut noter que si iy; : Fyy — Festl'inclusion
canonique, on a g = goiy, ot g, (X|U) = g,(iyo(X|U)) = g,(Hom(U, X))
ou Hom(U, X) est I'objet défini dans 10.1 plus bas).
Probléme Réciproquement, la condition précédente sur X est-elle suffisante pour
que X appartienne a F’ ? Il revient au méme de demander si la sous-catégorie
strictement pleine de F formée par ces objets X est un sous-topos de F

f) Soient X un objetde E, X' = i*(X),eti;x : E/y, — E;x le morphisme de topos
induit par i (5.10.1). Montrer que si i est un plongement, il en est de méme de i, .
(Utiliser d) et 5.11). Réciproquement, si (X ), est une famille d’objets couvrant
'objet final, et si pour tout a, iy, est un plongement, il en est de méme de i.

EXERCICE 9.1.7. (Sous-topos et ensembles multiplicatifs de fléches).

a) Soienti : E’ — Eun morphisme de topos, S1’ensemble des fleches u de E telles
que i*(u) soit un isomorphisme, et considérons le foncteur canonique induit par
i* (cf. [2, Chap I] ou la preuve de VI 6.2) :

(9.1.7.1) p: E[S7'1— E'.

Montrer que i est un plongement si et seulement si le foncteur précédent p
est une équivalence de catégories, et dans ce cas .S admet un calcul des fractions
a gauche et un calcul des fractions a droite. (Utiliser [2, Chap 1 1.3]). Dans ce cas,
i’image essentielle de i, se retrouve a partir de .S comme formée des X € Ob(E)
tels que pour toutu : Y — Y’ dans S Hom(u, X) : Hom(Y’, X) —» Hom(Y, X)
soit bijective.
b) Nous supposons désormais que i est un plongement. Montrer que pour tout
topos F, le foncteur

f*+— f*i* : Hom(E', F) — Hom(E, F)

induit une équivalence entre la catégorie des f* provenant de morphismes de
topos f : F — E’ (ie. exacts a gauche et admettant un adjoint a droite) et

12. N.D.E. : Voir aussi [16] proposition 4.47.
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la catégorie des foncteurs g* : E — F provenant de morphismes de topos
g . F - E, et tels que g* transforme objets de .S en isomorphismes.

c) Soit S une partie de F! E, ou E est un %-topos. Montrer que S est associé a
un sous-topos E’ de E par le procédé de a) si et seulement si § satisfait aux
conditions suivantes :

ST 1) S contient les fleches inversibles, est stable par composition et par change-
ment de base.
ST 2) Siun composé vu est dans S, alors u € S si et seulement si v € S.
ST 3) Siu : X — Yest tel qu’il existe une famille couvrante Y; — Y, i € I, tel
quey; : X; =X Xy Y, = Y, estdans S pour tout i € I, alorsu € S.
Montrer qu’on obtient ainsi une correspondance biunivoque entre I’ensemble
des sous-topos E’ de E, et I'ensemble des parties S de FI E satisfaisant aux
conditions ST 1), ST 2), ST 3). (S étant donné, lui associer une #-topologie
T', plus fine que la topologie canonique T de E, dont les familles couvrantes
(X; = X)),y sont celles pour lesquelles I'inclusion X' < X de I'image des X
est € S. Montrer que la catégorie des faisceaux pour T’ est équivalente a un
sous-topos E’ de E, et utiliser II 4.4. pour prouver que celui-ci redonne S.

d) Montrer que .S est connu quand on connait la partie .S, de S formée des mo-
nomorphismes. Montrer que 'application S + S, établit une bijection entre
I’ensemble des parties .S de FI E satisfaisant les conditions ST 1) a ST 3) de c),

437 et ensemble des parties de F/ E formées de monomorphismes et satisfaisant
aux mémes conditions ST 1) a ST 3).

e) Soit (E/);cy une famille de sous-topos de E, et (.S;);c; la famille des parties
correspondantes de F/ E. Montrer que ﬂie ; Si satisfait aux conditions ST 1) a
ST 3) de c), donc correspond a un sous-topos E’ de E, et que ce dernier est le
sous-topos engendré par les E;, i.e. la borne supérieure (cf. 9.1.2 c)) des sous-topos
E/.

f) Soit A une partie de FI E. Montrer qu’il existe une plus petite partie S de F!
E parmi celles contenant A et satisfaisant aux conditions ST 1) a ST 3), et que
S correspond au plus grand sous-topos E’ de E tel que la partie multiplicative
de FI E correspondante contienne .S. Montrer que S est égale a la réunion des
parties A, (n > 0) de FI E, construites par récurrence de la facon suivante :
Ay = A, A, est formée des flechesu : X — Y qui sont d’un des trois types
suivants (i) a (iv) :

(i) u est inversible, ou le composé de deux fleches de A,,, ou déduit par chan-
gement de base d’une fleche de A,,.
(ii) u est]'un des facteurs d’'une fleche composées dont I’autre facteur ainsi que
le composé sont dans A,,.
(iii) u est une somme d’une petite famille de fleches € A,,.
(iv) 1l existe un épimorphisme Y’ — Y telqueu’ = X' = X XY’ — Y’ déduit
de u par changement de base soit dans A,,.

g) Avec les notations de e), soient A la réunion des .S}, .S la partie de F/ E déduite
de A par le procédé de f), et E’ le sous-topos correspondant de E. Montrer que
E’ est I'intersection (= borne inférieure) des sous-topos E/.

EXERCICE 9.1.7.2. (Factorisation canonique d’un morphisme de topos).
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a) Soit f : F — E un morphisme de topos. Montrer qu’on peut trouver une
factorisation de f, a isomorphisme pres, en
f! i
(9.1.7.3) F— E'> E,
ou f’ est conservatif (i.e. (6.4.0) f'* est conservatif, ou encore fidéle) et ou 438
i est un plongement, et que cette factorisation est unique a équivalence pres
(cf. 9.1.4). Pour ceci, introduire 'ensemble S, C FI E des fleches u de E telles
que f*(u) soit un isomorphisme, prouver que S satisfait aux conditions de
9.1.7. c), prendre pour E’ le sous-topos correspondant de E, et définir f'* par
(9.1.7.1), qui correspond a un morphisme de topos f' grace a 9.1.7 b).

b) Le sous-topos de E défini par le plongement i est appelé le sous-topos de E
image du morphisme de topos f. Montrer que c’est le plus petit des sous-topos
E, de E tels que f se factorise, a isomorphisme pres, a travers E, i.e. (9.1.4)
le plus petit des sous-topos de E contenant 'image de f, (ou encore, 'image
essentielle de f,,). Pour que f soit un plongement, il faut et il suffit que f induise
une équivalence f’ de E avec son image ; pour que f soit conservatif; il faut et
il suffit que son image soit égale a E tout entier.

c) Supposons que f = Top(f) soit associé a une application continue d’espaces
topologiques sobres f;; : Y — X (4.1) Considérons la factorisation canonique
de fj en

!/

i
Y =5 X' = fy(Y) = X,

ou i est I'inclusion. Montrer que la factorisation canonique de fs’identifie alors
a la factorisation correspondante

Top(f) Top(ig)

Top(Y) Top(X') ——— Top(X).

Soit Z le plus petit sous-espace sobre de X contenant X’ = f(Y),i.e. lensemble
des points x de X tels que {X} N X’ soit dense dans {Xx}. (On notera que Z =
X' si les points de X sont fermés, ou si X' est une partie constructible de X
supposé localement noethérien). Alors f est conservatif, i.e. le sous-topos de
E = Top(X) image de F = Top(Y) par f = Top(f;) est égal a E lui-méme, si
et seulement si Z = X, i.e. si et seulement si f(Y) est trés dense (EGA IV 10.13)
dans X. Ceci précise dans quelle mesure il est licite de regarder la notion de
morphisme conservatif de topos comme la généralisation naturelle de la notion
d’application continue surjective d’espaces topologiques.
d) Soit 439

Y—Y'

]

X—X

un diagramme cartésien d’espaces topologiques. Si Yet X’ sont des espaces dis-
crets, donc Y’ discret, alors le diagramme correspondant de topos est 2-cartésien
(5.11). (NB. Pour un contre-exemple lorsque ’on ne suppose plus Y, X' discrets,
Y, X’ étant des sous-espaces de I'espace séparé X, cf. 9.1.10 c¢)). En déduire un
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exemple d’un diagramme 2-cartésien de topos

F<——F'

|l

E~—F’

tel que f soit conservatif, mais f’ non conservatif, plus précisément E’ = topos
ponctuel, F’ = topos vide (2.2). (Prendre Y tel que I'image de Y dans X soit trés
dense et # X, et prendre X' réduit a un point qui n’est pas dans I'image).

e) Soit (E;);c; une famille de sous-topos d’un topos E. Prouver que E est le sup
des E; si et seulement si la famille des morphismes de plongement E; — E est
conservative (6.4.0).

EXERCICE 9.1.8. (Sous-topos et points de E. Cas des espaces topologiques).
Soit E un topos.

a) Soit Z une sous-catégorie pleine de Point(E) (ou ce qui revient au méme :
une partie de Ob Point(E)). Montrer que 1'’ensemble S(Z) des fleches de E
qui sont transformées en bijections par les foncteurs fibre correspondants aux
z € Ob Z satisfait aux conditions de 9.1.7. c), et définit donc un sous-topos E,
de E. Montrer que celui-ci admet suffisamment de points, et que Z est équi-
valente a une sous-catégorie pleine de Point(E ). Montrer qu’on peut obte-
nir par le procédé précédent tout sous-topos E’ de E qui admet suffisamment
de points. (Prendre pour Z I'image essentielle du foncteur (9.1.5.1.)). Montrer

440 qu’on obtient une bijection entre I’ensemble des sous-topos E’ de E admettant
suffisamment de points, et un sous-ensemble de ’ensemble des sous-catégories
strictement pleines Z de Point(E) qui sont stables par facteurs directs (I 10.6)
et par petites limites projectives filtrantes (cf. 7.3.). (Probléme : Quelles sont les
sous-catégories de Point(E) qu’on trouve ainsi ? C’est essentiellement, sous une
autre forme, le probleme déja soulevé dans 6.5.3., compte-tenu du dictionnaire
9.1.2 c¢). Noter qu’en plus des conditions nécessaires signalées a I'instant, il y a
aussi des conditions plus subtiles sur la nature topologique de Point(E), genre,
sobriété, cf. e)).

b) Soit (Z;),cr une famille de sous-catégories pleines de Point(E), et soit Z la sous-
catégorie pleine réunion des Z;. Montrer que le sous-topos correspondant E,
défini en a) est le sous-topos de E engendré par les E, . (Utiliser 9.1.7. €)). En
conclure que le sous-topos de E engendré par une famille de sous-topos ayant
suffisamment de points, a également suffisamment de points.

c) Soit f : E’ — E un plongement de topos. Montrer que I'application U +
)

(9.1.8.1) Ouv(E) — Ouv(E’)
est surjective, et en conclure que I’application
(9.1.8.2) Point(E’) — Point(E)

induite par f sur les classes d’isomorphie de points induit un homéomorphisme
de Point(E") sur un sous-espace de Point(E), pour les topologies définies dans
7.8 a). (Pour I'injectivité, utiliser 9.1.5.).

d) Soit f : X’ — X une application continue, d’oit un morphisme de topos (4.1)

Top(f) : Top(X'") — Top(X).
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Prouver que ce dernier est un plongement si et seulement si la topologie de X'’
est image inverse par f de celle de X (i.e. , lorsque X' est un espace de Kolmo-
goroff, par exemple un espace sobre, si et seulement si f induit un homéomor-
phisme de X’ sur un sous-espace de X). (Pour la nécessité, utiliser c), pour la
suffisance, 9.1.7.2 ¢)).

e) Soit X un espace topologique sobre, et E = Top(X). Utilisant a) et d), établir
un isomorphisme d’ensembles ordonnés X’ — E entre I’ensemble des sous-
espaces sobres X’ de X (i.e. , lorsque X est séparé, entre 'ensemble de toutes les
parties de X et 'ensemble des sous-topos de E ayant suffisamment de points.
Montrer que Ey/ est équivalent a Top(X'). Si (X/),cy est une famille de sous-
espaces sobres de X, montrer qu’il existe un plus petit sous-espace sobre X’ de
X contenant les X7/, égal a la réunion des X/ siI est fini ou X est séparé, et que
E . estle sous-topos de E engendré par les E X! (Utiliser b)).

f) Donner un exemple d’un topos E de la forme Top(X), et d’'un sous-topos E’
qui n’a pas suffisamment de points, et méme qui est non vide (2.2) sans points.
(Prendre E de la forme ﬁ, E’' = U"™, ou U est I’ensemble ordonné défini dans
7.4. Ou mieux, prendre I'exemple de 9.1.10 b), qui montre qu'on peut prendre
pour X n’importe quel espace compact non vide sans point isolé).

EXERCICE 9.1.9. (Cas des topos définis par un ensemble ordonné).

a) On utilise le yoga de 7.8 b) et c¢), donnant un dictionnaire entre, d’une part les
topos engendrés par leurs ouverts et les morphismes de tels topos, d’autre part
les ensembles ordonnées ayant des Sup quelconques, des Inf finis et ou le Inf de
deux éléments est distributif par rapport aux Sup quelconques, les morphismes
entre de tels ensembles ordonnés étant les applications croissantes commutant
aux Inf finis et aux Sup quelconques.

b) Soit E un topos, f : E' — E un plongement de topos. Montrer que pour toute
famille génératrice (X;);c; dans E, la famille (f*(X,));c; est génératrice. En
déduire que si E est engendré par ses ouverts, il en est de méme de E’ (Utiliser
9.1.8. ¢)).

¢) Soit f : E' —» E un morphisme de topos engendrés par leurs ouverts, associé
a un morphisme g : O — O’ sur les ensembles ordonnés correspondants. Mon-
trer que f est un plongement si et seulement si g est surjectif, et g est surjectif
sur les graphes des relations d’ordre, i.e. I'ordre de ' est quotient de celui de
0.

d) Soit E un topos de la forme O~ comme dans a). Déduire de b) et c) une corres-
pondance biunivoque entre I’ensemble des sous-topos de E, et 'ensemble des
relations d’équivalence R dans O ayant les propriétés suivantes, analogues aux
conditions ST 1) a ST 3) de 9.1.7 ¢) :

Q0 1) La relation R est compatible avec les Inf finis, ou encore : si U, U’ sont
équivalents par R, il en est de méme de U N Vet U’ N Vpour tout V' € O.
Q0 2) La relation R est compatible aux Sup quelconques, ou encore : si U; est
équivalent a U/ pour tout i € 1, alors Sup, U; est équivalent a Sup, U;.
Montrer que si des sous-topos E; de E correspondent aux relations d’équi-
valence R;, alors le sous-topos engendré par les E; correspond a la relation
intersection des R;.

EXERCICE 9.1.10. (Intersection de sous-espaces ; nouveaux topos sans points; non exis-
tence du complémentaire d’un sous-topos).
Soient X un espace topologique, E = Top(X) = Ouv(X)~ (2.1).
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a) Soit R la relation suivante sur Ouv(X) : (U,U’) € R < U N U’ est dense

dans U et dans U’. Montrer que R est une relation d’équivalence satisfaisant
les conditions Q0 1) et Q0 2) de 9.1.9 d), et définit donc un sous-topos E’ de E.
Montrer que pour un point x € X, le point correspondant est dans 'image es-
sentielle de Point(E’) si et seulement si x est épais i.e. appartient a 'adhérence
de l'intérieur de X. Montrer que E’ est le topos vide (2.2) si et seulement si X
est vide.

b) Si X est sobre, montrer que la catégorie Point(E’) est équivalente a la catégorie

définie par le sous-ensemble ordonné de X (pour la relation de spécialisation)
défini par les points épais de X. Montrer que si les points de X sont fermés
(resp. si X est noethérien) alors les points épais de X sont les points isolés de X
i.e. tel que {x} soit ouvert (resp. sont les points maximaux de X). En conclure
que si X est un espace topologique séparé non vide sans points isolés, alors le
sous-topos E’ de E = Top(X) est un topos non « vide » qui n’a pas de points.

c) Soit X' une partie de X, et Ey/ le sous-topos de E associé a X' par le procédé

9.1.8. a). Montrer que si X’ est dense, alors Ey, contient E’. Montrer que si X
est sobre et si X’ et X” sont deux parties sobres de X, leur intersection X' N X"
estsobre et Ey/x» C Ex/NEyn, et que l'inclusion peut étre stricte '% (Prendre
un espace séparé X non vide admettant deux parties disjointes denses X', X").
Montrer que l'inclusion précédente est une égalité si et seulement si le sous-
topos Eys N Exn a assez de points. Montrer qu’il en est ainsi si X’ ou X” est
une partie localement fermée de X.

d) Soit X' une partie de X, et X” le complémentaire de X'. Un sous-topos F de

E contient les E{,, pour x € X" si et seulement si il contient Ex» (cf. 9.1.8
b)). En conclure que si X” est réunion de parties localement fermées de X (par
exemple si les points de X” sont fermés), alors 'ensemble des sous-topos F de
E dont l'intersection avec Ey est le sous-topos vide Top(&) contient un plus
grand élément (qui mérite alors le nom de sous-topos de E complémentaire faible
de Ey cf. 9.1.13), que si Eys N Exn est le sous-topos vide (condition qui n’est
pas satisfaite si X # @ et si X’ et X” sont tous deux denses dans X, X, X',
X" étant sobres, cf. c)). Montrer que lorsque cette condition est en défaut, alors
dans 'ensemble ordonné des sous-topos de E, le Inf de deux éléments n’est
pas distributif par rapport aux Sup quelconques. (Le rédacteur ignore s’il est
distributif par rapport aux Sup finis; cf. cependant 9.1.11 e) et 9.1.12 d)).

EXERCICE 9.1.11. (Sous-topos des topos localement noethériens. Cas des espaces noethé-
riens).

a) Soit f : E’ — E un plongement de topos. Montrer que si X est un objet

prénoethérien de E (i.e. (VI 1.30) toute suite croissante de sous-objets de x est
stationnaire) alors X’ = f*(X) est un objet prénoethérien de E’. (Introduisant
les topos induits E’/y/ et E,y, et utilisant 9.1.6 e), se ramener d’abord au cas
ou X est 'objet final e de E, donc X' est 'objet final ¢’ de E’. Noter ensuite
que toute suite croissante de sous-objets de e’ définit, par application de f,,
une suite croissante de sous-objets de f,(e’) = e). En conclure que si E admet
une famille génératrice formée d’objets prénoethériens (resp. si E est un topos
noethérien, resp. localement noethérien (VI 2.11) alors E’ satisfait a la méme
condition. (Utiliser 9.1.9 b)).

12. Voir cependant 9.1.11 b) ci-dessous pour le cas X localement noethérien.
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b) Soit E un topos localement noethérien (VI 2.11). Montrer que tout sous-topos
de E est de la forme E, (9.1.8 a)), pour une sous-catégorie pleine convenable Z
de Point(E). (Utiliser a) et le théoréme de DELIGNE que tout topos localement
noethérien admet suffisamment de points). En conclure que si E est de la forme
Top(X), ou X est un espace topologique sobre localement noethérien, alors Z
E , est un isomorphisme de 'ensemble ordonné des sous-espaces sobres de X,
avec ’ensemble ordonné des sous-topos de X. (Utiliser 9.1.8 e)). L’intersection
de sous-espaces sobres Z; (est nécessairement sobre et) définit I'intersection des
sous-topos E, (contrairement a ce qui peut se passer dans le cas général (9.1.10
c)).

c) Soient X un espace sobre localement noethérien, X’ une partie de X, X” son
complémentaire. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) X' est constructible.

(i) X' et X” sont sobres.

(iii) X’ est sobre, et le sous-topos Eys & Top(X') de E = Top(X) admet un
sous-topos « complémentaire » (cf. 9.1.13.

(iv) L’intersection des sous-topos Ey/ = Top(X') et Ex» ~ Top(X") de E =
Top(X) est le sous-topos « vide » de E.
Montrer que si E’ et E” sont deux sous-topos de E, ils sont complémentaires

faibles si et seulement si ils sont complémentaires (9.1.13).

d) Soit X un espace sobre noethérien. Montrer 1’équivalence des conditions sui- 445
vantes :

(i) Tout sous-espace sobre X' de X est constructible, i.e. (c)) son complémen-
taire est sobre.

(i bis) Pour tout point maximal x de X, X —{x} est sobre, i.e. {x} est constructible.
(ii) X est fini.

(iii) Tout sous-topos de Top(X) admet un sous-topos complémentaire (cf. 9.1.13).

(iv) Dans’ensemble ordonné des sous-topos de Top(X), le Inf de deux éléments
est distributif par rapport aux Sup quelconques.

(Utiliser I'argument de 9.1.10 d), grace a la formule d’intersection prouvée en

b)).

e) Soit X un espace localement noethérien. Montrer que dans ’ensemble ordonné
des sous-topos de Top(X), le Inf de deux éléments est distributif par rapport aux
Sup finis. (Se ramener au cas X sobre, et utiliser b)).

f) Pour tout sous-espace sobre Z de I’espace sobre localement noethérien X, soit
T, la topologie sur la catégorie Ouv(X) des ouverts de X pour laquelle une
famille d’inclusions U; — U est couvrante si et seulement siona U N Z =
Ui U, N Z. Montrer que Z — T, établit une bijection (renversant les relations
d’inclusion) entre ’ensemble des sous-espaces sobres Z de X, et I'ensemble des
topologies sur Ouv(X) plus fines que la topologie canonique T'y. (Utiliser b) et
9.1.2 ¢)).

g) Soit X un espace topologique sobre. Une partie X' de X est sobre si et seule-
ment si son complémentaire est réunion de parties localement fermées ; si X est
localement noethérien, cela signifie aussi que X' est « proconstructible » (EGA
IV 1.9.4). Montrer qu’il existe sur X une topologie T/, de telle facon que les
parties fermées de X, = (X, T, ) soient les parties sobres de X. Supposons
désormais X localement noethérien, X s n’est donc autre que 'espace X

de EGA IV 9.1.13. Déduire alors de b) et c¢) que ’ensemble ordonné X des sous-

topos de Top(X) est isomorphe a ’ensemble ordonné des parties fermées de

446
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X ons> €t dans cette correspondance, les sous-topos admettant un complémen-
taire correspondent aux parties a la fois ouvertes et fermées de X .. Montrer
que X,,,s est localement compact, et qu’il est compact si et seulement si X est
noethérien i.e. le topos Top(X) est noethérien.

h) Soit E un topos localement noethérien. Supposons qu’il ait la propriété envi-
sagée dans 9.1.14 b) (condition peut-étre toujours remplie...). Montrer que les
images essentielles des foncteurs canoniques Point(E’) — Point(E), ou E’
parcourt 'ensemble X des sous-topos de E, définissent dans ’ensemble X =
Point(E) des classes d’isomorphie de points de E un ensemble de parties, qui
est I'ensemble des parties fermées pour une topologie T, sur X, et qu'on ob-
tient de cette facon un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre 1’ensemble
2 des sous-topos de E et I’ensemble des parties fermées de X .. En conclure
que dans X, le Sup de deux éléments est distributif par rapport aux Inf quel-
conques. Montrer que X, qui n’est pas nécessairement %-petit, a un espace
sobre associé (4.2.1) qui est %-petit.

EXERCICE 9.1.12. (Topos finis). Un topos E est dit fini s’il est équivalent a un topos de
la forme C, avec C une catégorie finie.

a) (Dictionnaire). Soit 7 un univers tel que % € 7. Soit (Karfiness) la 2-catégorie
définie comme 2-sous-catégorie pleine de la catégorie (Cat), formée des caté-
gories éléments de 7, qui sont Karoubiennes et équivalentes a une catégorie finie
et (Topfin) la 2-catégorie définie comme la 2-sous-catégorie pleine de (7-%- Top)
(3.3.1) formée des %-topos finis qui sont € 7. Montrer qu’on a des 2-équivalences
quasi-inverses I'une de 'autre :

(9.1.12.1) c—C: (Karfiness) — (Topfin)
(9.1.12.2) E — Point(E) : (Topfin) — (Karfiness).

(Utiliser 7.6 h), e)).
447 b) Montrer qu’un topos fini est noethérien VI 2.11.

c) Montrer que tout sous-topos d’un topos fini E est un topos fini. Plus précisé-
ment, si E est équivalent a 6, ou C est une catégorie karoubienne finie (ou, plus
généralement, équivalente a une catégorie finie), montrer qu’on obtient un iso-
morphisme ordonné entre I’ensemble des sous-topos E’ de E et I'ensemble des
sous-catégories strictement pleines C’ de C qui sont karoubiennes (ou, ce qui
revient au méme, stables dans C par facteurs directs), en associant a toute C’
I'image essentielle de f, : C' = C ou f : C'" = Cestle foncteur d’inclusion.
(Utiliser 5.6. pour s’assurer que f, est pleinement fidele, et b) et 9.1.11 b) pour
le fait que tout sous-topos E’ de E s’obtient comme indiqué).

d) Soit E un topos fini. Construire sur ’ensemble fini X = Point(E) des classes
d’isomorphie de points de E une topologie qui en fasse un espace topologique
sobre, et telle que ’ensemble ordonné des sous-topos de E soit canoniquement
isomorphe a’ensemble des parties fermées de X. (Prendre la « topologie construc-
tible » €, de X, définie via la relation d’ordre (x < y) < (x est un facteur
direct de y), pour laquelle ’adhérence d’un point x est formée des y tels que
¥ < x). En particulier 'ensemble X des sous-topos de E est fini, et le Inf y est
distributif par rapport aux Sup quelconques.

e) Soit C une catégorie équivalente a une catégorie finie. Montrer que pour toute
sous-catégorie pleine C’ de C, il existe sur C une topologie T, pour laquelle
une famille (X; — X);c; est couvrante si et seulement si pour tout Y € ObC’,
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la famille des applications Hom(Y, X;) - Hom(Y, X) (i € I) est surjective.
Montrer que la catégorie des faisceaux sur (C, T/ ) est équivalente a C’, et que
C' — T¢r est une bijection (renversant les relations d’ordre) entre I'ensemble
des sous-catégories strictement pleines C’ de C qui sont karoubiennes (ou, ce
qui revient au méme, stables dans C par facteurs directs), et I’ensemble des to-
pologies (I 1.1) sur la catégorie C. (Utiliser c) et 9.1.2 c)). En particulier, si C est
un site dont la catégorie sous-jacente est équivalente a une catégorie finie, alors
le topos C™ est un topos fini.

f) Soit f : C’ - Cun foncteur de %-catégories, avec C équivalente a une catégo-
rie finie. Montrer que le morphisme de topos f : ¢ - C (4.6) est conservatif
si et seulement si tout objet de C est isomorphe a un facteur direct d’un objet
dans I'image de f. (Se ramener au cas ou f est une inclusion f : C’ & C, avec
C’ comme dans c)).

g) Soit C la catégorie ayant deux objets e (I’objet final) et a, et, en plus des fleches
identiques, trois fleches f : a — e, g : e = a, p = gf (donc p*> = p). Montrer
que E = Ca, en plus des sous-topos E et Top(@), exactement un sous-topos
E’, savoir E' = {/e\} ; par suite, pour tout sous-topos E” de E, E” # Top(®),
ona E' N E" # Top(D).

EXERCICE 9.1.13. (Sous-topos complémentaires d’un topos).

Soient E un topos, E’ et E” deux sous-topos. On dit que E’ et E” sont complémen-
taires I'un de 'autre si E' N E” = Top(®@), E’' V E” = E (ou le signe Vv désigne le Sup
dans I'ensemble ordonné des sous-topos de E).

On supposera que dans I'ensemble X des sous-topos de E, le Inf de deux éléments
est distributif par rapport au Sup fini.

a) Si E’ et E” sont complémentaires, E” est le plus grand parmi les sous-topos
E{ de tels que E' N E{ = Top(@) (i.e. E” est un complémentaire faible de E’,
dans la terminologie de 9.1.10 d)).

b) Montrer que les conditions suivantes sur E sont équivalentes :

(i) Si E’ et E” sont deux sous-topos de E tels que E” soit un complémentaire
faible de E’, alors E” est un complémentaire de E’.

(ii) Pour tout sous-topos E’ de E tel que E’ # E, il existe un sous-topos E”
de E tel que E” # Top(@) et E' N E” = Top(@).

(ibis) Si E' et E” sont deux sous-topos de E tels que E” soit maximal dans I’en-
semble des sous-topos E{ tels que E' N E{ = Top(@), alors E” est un
complémentaire de E.

Montrer que méme si E est un topos fini (9.1.12), ces conditions ne sont pas
nécessairement vérifiées (9.1.12 g)). Elles le sont cependant si E est de la forme
Top(X), X un espace localement noethérien. (Utiliser 9.1.11 b)).

¢) Un sous-topos E’ de E est appelé complémenté s’il admet un complémentaire
(comparer 9.1.12 c)). Prouver que 'ensemble des sous-topos complémentés est
stable par Inf et Sup finis, et par complémentarité, et que cette derniére trans-
forme Inf en Sup, Sup en Inf.

d) Enoncer les duales des observations a), b), c) (qui étaient en fait des énoncés
généraux triviaux sur un ensemble ordonné abstrait X'; noter que ’hypothese
faite sur X est en fait autoduale).

9.1.14. Questions ouvertes'®. Soit E un topos.

13. N.D.E. : Des réponses positives aux questions a) et d) ont été apportées dans [17].
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a) Dans I’ensemble des sous-topos de E, le Inf de deux éléments est-il distributif

par rapport aux Sup finis ?

b) Soient E’, E” deux sous-topos de E tels que E = E’ Vv E”. Alors est-il vrai que

tout point de E est isomorphe a I'image d’un point de E’ ou d’un point de E” ?

On notera que sila réponse a b) est affirmative pour E et tout ses sous-topos,
alors la réponse a a) est affirmative du moins pour le cas de sous-topos ayant
suffisamment de points (donc pour tous les sous-topos, si E est localement noe-
thérien (9.1.11 b)). La réponse a a) (et, a fortiori a b)), n’est pas connue cependant
pour tous les topos noethériens. Cependant la réponse a a) et b) est affirmative
si E est de la forme Top(X), X est un espace localement noethérien (9.1.11), ou
si E est un topos fini (9.1.12).

On notera que a) peut se reformuler sous la forme suivante (appliquée a tous
les sous-topos Fde E) :

a') Si E’ et E” sont deux sous-topos d’un topos F, tels que le morphisme canonique

(cf. 8.7 b))

(9.1.14.1) E'UE" — F

soit conservatif (ce qui signifie aussi E = E’' vV E” (9.1.7.2 e)), alors il en est de
méme pour le morphisme déduit par 2-changement de base F; < F, ou Fj est
un sous-topos de F.

On a une reformulation analogue b’) de b), en prenant un changement de
base F; — F par un topos ponctuel F; (2.2). On voit donc qu'une réponse affir-
mative a a), b) résulterait d’'une réponse affirmative a la question suivante (ou
on prend pour Fn’importe quel sous-topos de E) :

c) Si E' et E” sont deux sous-topos du topos F, dont le Sup soit Fi.e. tel que le

morphisme de topos (9.1.14.1) soit conservatif, alors ce morphisme est-il méme
universellement conservatif, i.e. reste-t-il conservatif apres tout 2-changement de
base |} — F?

Cet énoncé a un sens, grace au résultat de DELIGNE (voir [16] proposition
4.47) affirmant I’existence des 2-produits-fibrés de topos. Voir cependant ’exemple
9.1.7.2 d).

D’autre part, on voit par 9.1.11 h) qu'une réponse affirmative a b) fourni-
rait dans le cas localement noethérien une réponse affirmative a la question
suivante :

d) Dans I'ensemble ordonné X des sous-topos de E, le Inf de deux éléments est-il

distributif par rapport aux Sup quelconques (pas nécessairement finis) ?

Cela signifie aussi que X s’interpréte comme I’ensemble ordonné des « sous-
topos fermés » d’un topos convenable E, . (savoir Z°°, ot 'ensemble ordonné
opposé XV de X, considéré comme une catégorie, est munie de sa topologie ca-
nonique, cf. 7.8 b)), qui est engendré par les sous-objets de I'objet final, donc
est trés proche d’un espace topologique ordinaire. Il resterait a étudier ce topos
E .., en s’inspirant des exemples 9.1.11 g) et 9.1.12 d), et notamment a déter-
miner s’il est noethérien si E lest, ce qui revient a la question suivante pour les

sous-topos F de E, qui a un sens indépendamment de d) :

e) Soient F un topos noethérien, (E;);,c; une famille de sous-topos de E dont I'in-

tersection soit Top(@). Alors existe-t-il une sous-famille finie ayant la méme
propriété ?

Dans un ordre d’idées assez différent, rappelons également la question sou-
levée dans (9.1.6 e)), qui mériterait d’étre éclaircie.
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9.2. Cas des sous-topos ouverts.
9.2.1.  Soit U un ouvert d’un topos E, i.e. un sous objet de I'objet final e de E (8.3).
Considérons le morphisme de localisation (5.2)

(9.2.2) j: Ey—E.

Comme U — e est ici un monomorphisme, le foncteur j, (qui s’interpréte comme le
foncteur oubli) est pleinement fidéle, donc son biadjoint j, l'est également (I 5.7). En
d’autres termes, le morphisme de localisation j (9.2.2) associé a un ouvert U du topos E est
un plongement de topos (9.1.1 a)).

Un plongement de topos F — E est appelé un plongement ouvert s’il est isomorphe
au plongement de topos défini par un ouvert U de E. Un sous-topos E’ (9.1.1 b)) de E est
appelé un sous-topos ouvert s’il est défini a I'aide d’un ouvert de E, i.e. si le morphisme
d’inclusion canonique E’ — E est un plongement ouvert. On notera que 'ouvert U de
E associé a un plongement ouvert de topos j : E’ — E est déterminé de facon unique
comme égal au sous-objet j(e’) de e, ou e’ désigne I’objet final de E’. Par suite, on trouve
une correspondance biunivoque entre ouverts U de E et sous-topos ouverts de E.

REMARQUE 9.2.3. Conformément aux définitions précédentes, le sous-topos ouvert de
E associé a 'ouvert U de E est la sous-catégorie strictement pleine de E image essentielle
du foncteur image directe

Js - E/U — E

On se gardera de confondre cette sous-catégorie de E avec la sous-catégorie stricte-
ment pleine, image essentielle de j,, formée des objets X de E tels que le morphisme
structural X — e se factorise par U. Il est clair cependant que ces deux sous-catégories
se déterminent mutuellement, et qu’elles sont canoniquement équivalentes. C’est pour-
quoi certains auteurs ont pu étre tentés d’appeler (voire, ont pu appeler) « sous-topos
ouvert défini par U » la sous-catégorie strictement pleine image essentielle de j,, dont la
description en termes de U est plus simple que celle de 'image essentielle de j,. Cette ter-
minologie ne présente pas d’inconvénient tant qu’on ne se propose pas d’étudier d’autres
sortes de sous-topos que des sous-topos ouverts. Comme ce n’est pas notre cas, nous ne
suivrons pas ici les auteurs sus-mentionnés.

Pour la commodité du lecteur, nous allons résumer les propriétés spéciales les plus
importantes des plongements ouverts :

PROPOSITION 9.2.4. Soit
j:U— E
un plongement ouvert de topos (9.2.1). Alors le foncteur j, adjoint a gauche de j* existe, de
sorte qu’on a une suite de trois foncteurs adjoints

-3k

j!’ J J* :

Jr

Js

De plus :

a) Le foncteur j, et le foncteur j, sont pleinement fidéles.

b) Le foncteur j, commute aux produits fibrés, aux produits indexés par des petits
ensembles I # ¢, et aux limites projectives relatives a de petites catégories d’indices
co-filtrantes (1 2.7).
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c¢) Pour tout objet X de E, le morphisme d’adjonction
W X)— X
est un monomorphisme.

Démonstration. On peut supposer que j est le morphisme de localisation défini par un
ouvert U de E. Alors a) est mis pour mémoire, b) provient de I'interprétation de j, comme
un foncteur oubli et du fait que U — e est un monomorphisme. Enfin c) est immédiat
en notant que la morphisme envisagé n’est autre que le morphisme déduit de I'inclusion
U — e par le changement de base X — e, compte tenu que par changement de base un
monomorphisme est transformé en monomorphisme.

REMARQUE 9.2.4.1. On peut trouver des plongements de topos j : E' — Etels que j
existe, mais que j, ne commute pas aux produits de deux objets, ni aux limites projectives
cofiltrantes (exercice 9.5.9 c)).

9.2.5. Soit maintenant
g E —E

un morphisme de topos quelconque, et soit U’ = g*(U) I'image inverse de 'ouvert U de
E. On a vu dans 5.11 que le diagramme de topos

j/

E'ly E'
8u g
Ely d E

est 2-cartésien. On en conclut en particulier que I'image inverse par g d'un sous-topos
ouvert de E (cf. 9.1.6 d)) est un sous-topos ouvert de E’, ou ce qui revient au méme, que
la notion de plongement ouvert de topos (9.2.1) est stable par 2-changements de base
dans la 2-catégorie des Z-topos (éléments d’un univers donné 7).

Notons aussi que pour que le morphisme de topos g : E’ — FE se factorise, a iso-
morphisme pres, par j : E;; — E, il faut et il suffit évidemment que j' : E;;, — E’
soit une équivalence de catégories, ce qui signifie encore que linclusion U’ & e’ (=
objet final de E’) est un isomorphisme. Ceci précise donc 9.1.4, en caractérisant de facon
simple I'image essentielle du foncteur envisagé dans loc. cit.

9.2.6. Appliquons9.2.5aucasou E’ est de laforme E;;, oit Vest un deuxiéme ouvert
de E, g étant le morphisme de localisation. Alors U’ = U NV, et on trouve que le produit
2-cartésien de E; et E;j, sur E s’identifie a E;;;~- On en conclut qu’une intersection finie
de sous-topos ouverts de E est un sous-topos ouvert de E, plus précisément I'application
(9.2.6.1)

U — sous-topos de E défini par U

commute aux intersections finies.

EXERCICE 9.2.7. Prouver que 'application (9.2.6.1) commute également aux Sup quel-
conques. (Utiliser 9.1.7.2 e)).

9.3. Construction du sous-topos fermé complémentaire d’'un sous-topos ou-
vert.
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9.3.1. Soient T un espace topologique, et U un ouvert de T, de sorte que Top(U)
s’identifie a un sous-topos ouvert de Top(T) (notations de 2.1). Soit Y le sous-espace
topologique fermé de T complémentaire de U. On peut alors, (a équivalence prés) consi-
dérer Top(Y') comme un sous-topos de Top(T), savoir le sous-topos formé des objets F
de Top(T) dont la restriction a U est I'objet final de U. Cette description d’une sous-
catégorie de E = Top(T) garde un sens chaque fois qu'on a un topos et un ouvert U de
celui-ci, et on verra qu’elle fournit toujours un sous-topos de E. De plus, il est immédiat
dans le cas particulier envisagé d’abord (et avec la terminologie introduite dans 'exer-
cice 9.1.13) que Top(Y) et Top(U) sont des sous-topos complémentaires 'un de I'autre
(utiliser 9.2.5 et 9.1.7.2 e)). Il en sera encore de méme dans le cas général, et nous verrons
que cette propriété caractérise de facon unique le sous-topos envisagé. Il mérite donc a
tous points de vue, le nom de sous-topos fermé complémentaire de 'ouvert envisagé U,
ou du sous-topos ouvert défini par U. Le détail de la construction de ce topos 7, et du
foncteur image inverse i* : E — 7, sera donné dans la présente section, tandis que la
section 9.4 en développera les premiéres propriétés.

9.3.2. Soient donc, comme dans 9.2.1, E un topos, U un ouvert de E, et considérons
le morphisme de localisation

(9.3.2.1) j:U=Ey— E,

qui est un plongement ouvert.
Pour tout objet X de E, posons

(9.3.2.2) Xw=U[] x.
UxX
ou I’'amalgamation est faite pour les projections canoniques
pr, :UxX —U, pr, : UXX—X
On a donc un diagramme cocartésien (I 10) dans E, dépendant fonctoriellement de X :
pr.

2

UxX X

(9.3.2.3) pr,

U

Xy

On notera que dans 'exemple envisagé dans 9.3.1, X, est canoniquement isomorphe a
i, i*(X) (oui : Y — Testlinclusion), et X — X s’identifie au morphisme d’adjonc-
tion.

PROPOSITION 9.3.3. Avec les notations précédentes, on a ce qui suit :
a) Pour tout objet X de E, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe un objet Y de E et un isomorphisme X ~ Y.
(ii) Le morphisme canonique X LN Xy est un isomorphisme.
(iii) Le morphisme canonique pr, : X X U — U est un isomorphisme (i.e. j*(X)
est un objet final de E ;).
b) Pour tout morphisme
m:E— X'

dans E, les conditions suivantes sont équivalentes :
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(i") Le diagramme
m

Xl

Xy

/
Xey
est cartésien.
(ii") Le morphisme m X idy; © X X U — X' X U est un isomorphisme, i.e. j*(m)
est un isomorphisme.

c) le foncteur

de E dans E est exact a gauche, transforme les familles épimorphiques en familles
épimorphiques, commute aux limites inductives filtrantes et aux sommes amalga-
mées.

Démonstration. On démontre d’abord la proposition dans le cas ou E est de la forme C
ou C est une petite catégorie, et pour cela on est ramené par 1.3.1 au cas ou E est le topos
«ponctuel » (Ens), ou la proposition est évidente. On passe de la au cas général par les
procédés standard de II 4, par utilisation du foncteur « faisceau associé ».

PROPOSITION 9.3.4. Avec les notations de 9.3.2, la sous-catégorie strictement pleine F
de E définie par les sous-objets X de E tels que j*(X) soit un objet final de U (cf. 9.3.3 a))
est un sous-topos de E, i.e. (9.1.1 )) c’est un topos, et le foncteur d’inclusioni, : F — E
est le foncteur image directe par un morphisme de toposi : & — E, dont le foncteur image
réciproque est le foncteur X — i* X = X¢p. Le morphisme d’adjonction X — i*i, X est le
morphisme canonique X — X de (9.3.2.3)

Démonstration : Pour tout objet X de E, désignons par u(X) le morphisme canonique
X — Xgy. Le morphisme u(X) est fonctoriel en X et pour tout objet X, u(X¢y) est un
isomorphisme. Il résulte alors formellement et trivialement de ces deux propriétés que
le foncteur i* est adjoint a gauche au foncteur i, et que le morphisme d’adjonction est
u(X). Comme le foncteur X — X est exact a gauche, le foncteur i* est exact a gauche.
Il résulte alors de II 5.5 que JF est un topos, et de la définition 3.1 que le couple (i*,i,)
est un morphisme de topos.

9.3.5. Le sous-topos J de E décrit dans 9.3.4 est appelé le sous-topos fermé de E
complémentaire de l'ouvert U de E, ou (au choix) du sous-topos ouvert de E correspondant
a U. Conformément a 9.1.1 b), le morphisme i : 5 — E construit dans 9.3.4 est appelé le
morphisme d’inclusion. Une sous-catégorie pleine 7 de E est appelé un sous-topos fermé
de E s’il existe un ouvert U de E tel que F soit le sous-topos fermé complémentaire
de U. On notera que cet U est déterminé de facon unique comme i,(¢5), ou ¢4 est
l'objet initial de 7, égal a i*(¢pg); on I'appelle aussi l'ouvert de E complémentaire du
sous-topos fermé F et le sous-topos de E défini par U s’appelle aussi le sous-topos ouvert
de E complémentaire de . Enfin, un plongement de topos (9.1.1 a)) i : F — E est dit
plongement fermé si le sous-topos correspondant de E est fermé.

Si G est un Groupe sur E, s € Hom(eg, G), on appelle support de G (resp. de s) le
sous-topos fermé de E complémentaire de 'ouvert cosupport de G (resp. s) (8.5.1, 8.5.2).

9.3.6. Avec les notations de 9.3.2 et 9.3.4 on trouve donc deux morphismes de topos

(9.3.6.1) ulLels,
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définissant cinq foncteurs formant deux suites de foncteurs adjoints (j, j*, j,) et (i*,i,) :

j! %
9.3.6.2) U E——— 7.
Le foncteur
(9.3.6.3) p=ij* U —F

est appelé le foncteur de recollement relatif a 'ouvert U de E; plus généralement si U

et F sont deux topos quelconques, un foncteur p : U — F est appelé foncteur de
recollement s’il est exact a gauche et accessible (1.9.2), ou ce qui revient au méme (I 8),
s’il admet un pro-adjoint. Les raisons de cette terminologie vont apparaitre dans 9.4.1 d)
et 9.5.4 ci-dessous.

9.4. Premiéres propriétés du sous-topos fermé 7 etdei : 5 — E.

PROPOSITION 9.4.1. Les notations sont celles de 9.3.2 et 9.3.4

a) Le foncteuri, : F — E transforme les familles épimorphiques en familles épi-
morphiques. Il commute a la formation des sommes amalgamées et des limites
inductives filtrantes.

b) Pour tout objet X de E tel que le morphisme de projection U X X — U soit un
épimorphisme, le morphisme d’adjonction X — i,i* X est un épimorphisme.

c) Le couple de foncteurs (i*, j*) de E dans F et U respectivement est conservatif (I
6.1) i.e. un morphismem de E est un isomorphisme si et seulement sii*(m) et j*(m)
sont des isomorphismes (ceci équivaut a dire que le couple de foncteurs (i*, j*) est
fidéle (6.4.0)).

d) Le foncteur de recollement p = i*j, : U — F est un foncteur exact a gauche
et accessible (1 9.2), ou ce qui revient au méme (I 8.) il admet un pro-adjoint ¢ :
ProF — Proll.

Démonstration : a) résulte le 9.3.3 c). Pour démontrer b) il suffit de se reporter a la défi-
nition (9.3.2.2) de X¢;; compte-tenu de ce que i,i* X = Xy (9.3.4). L’assertion c) résulte
de 9.3.3 b). Les foncteurs i, et j, sont exacts a gauche et par suite p est exact a gauche.
Le foncteur j, est un foncteur image directe par un morphisme de topos et par suite il
est accessible (I 9.5) ; on note qu’'un topos est une catégorie accessible (I 9.11.3)). Comme
le foncteur i* commute aux limites inductives (c’est un foncteur image réciproque), le
foncteur p composé de deux foncteurs accessibles est accessible.

PROPOSITION 9.4.2. Soit E' un topos. Alors le foncteur h — ioh :
Homtop(E', ) — Homtop(E', E)

est pleinement fidéle, et son image essentielle est formée des morphismes de toposg : E' —
E tels que g*(U) soit un objet initial ¢ de E'.

Par 9.1.4, on sait que le foncteur envisagé est pleinement fidéle et que g est dans
son image essentielle si et seulement si pour tout objet X’ de E’, Pobjet g, (X') de E
appartient a 7, i.e. qu'on a

*) J*(g.(X")) ~ e;, pour tout X’ € Ob E’.
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Or, posons U’ = g*(U), et considérons le diagramme de topos

J

Ej, E'
ng lg
E I _E
U >

il est clair qu’on a un isomorphisme canonique
J¥ g (X)) = gy, (G (X)),

d’autre part il est immédiat aussi que le foncteur j’* est essentiellement surjectif, donc
la condition (**) équivaut a la condition

") gu«(Y') =~ ey pour tout Y’ € Ob E/’U,.

Utilisant la propriété d’adjonction de gy, et gf;, on voit aussitot que cela signifie que
gy(Y) est un objet initial de E;, pour tout objet Y de E;;;, ou encore (utilisant que I'objet
initial de E /,U , est strict (I 4.5) qu’il en est ainsi pour Y = e;,, objet final de Z/. Mais cela
signifie aussi que I'objet final U’ de E;;, est initial, ou, ce qui revient manifestement au
méme, si et seulement si U’ est un objet initial ¢/ de E’. C.Q.FD.

COROLLAIRE 9.4.3. Soientg : E' — E un morphisme de toposU' = g*(U),U’ = Ej,
et F' le sous-topos fermé de E' complémentaire de Uouvert U’, enfini’ : F' — E'
le morphisme d’inclusion. Alors le morphisme de topos g o i’ : F — E se factorise a
isomorphisme prés en un morphisme de topos g . F' — T, et le diagramme de topos
correspondant

i/

F! E’'
(9.4.3.1) gfl g
F / E

est 2-cartésien (cf. 5.11).

Résulte formellement de 9.4.2 et des définitions.

Avec la terminologie introduite dans 9.1.6 d), on peut donc dire, en particulier, que
I'image inverse par un morphisme de topos g : E’ — E d’un sous-topos fermé & de E
est un sous-topos fermé F' de E’ (savoir le sous-topos fermé complémentaire de 'ouvert
U’ =g*(U),ouU est 'ouvert de E complémentaire de F).

COROLLAIRE 9.4.4. Soient E un topos, U un sous-topos ouvert de E, F le sous-topos
fermé complémentaire.

a) Ona
UNnF =Top(@) , UVTF =E,
ou le signe Vv désigne le Sup dans Iensemble de tous les sous-topos de E (9.1.2
c)). (Avec la terminologie introduite dans 9.1.13, U et F sont des sous-topos de E
complémentaires ['un de I’autre).

b) U (resp. T ) est le plus-grand parmi les sous-topos E' de E tels que l'on ait E'NF =
Top(@) (resp. U N E’ = Top(D)).

Démonstration.
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a) la premiére relation revient a dire que si E’ est un toposet g : E' — FE est
un morphisme de topos qui se factorise a isomorphisme pres par U et par 7,
alors E’ & Top(@); or en vertu de 9.2.5 et 9.4.2, 'hypothése signifie que g*(U)
est a la fois un objet initial et un objet final de E’, d’ou la conclusion. Pour la
deuxiéme relation, on note que par 9.1.7.2 e) elle équivaut a 9.4.1 c).

b) Supposons que E' N F = Top(@); en vertu de 9.4.3 E’' N F est équivalent au
sous-topos de E’ complémentaire de g*(U),ou g : E’ — E est le morphisme
d’inclusion, donc la condition envisagée signifie que U’ = g*(U) est un objet
final de E’, i.e. (9.2.5) que E’ C U. Supposons que & N E" & Top(@); en vertu
de 5.11 U N E’ est équivalent a E/;,, donc la condition envisagée signifie que
U’ est objet initial de E’, i.e. (9.4.2) que E' C &.

COROLLAIRE 9.4.5. Soit (F;);c1 une famille de sous-topos fermés du topos E, et pour
touti € 1, soit U; Pouvert de E complémentaire de F ;. Alors le sous-topos de E intersection
de F; (9.1.3) est un sous-topos fermé, dont Uouvert complémentaire est U = Sup_ U;.

Celarésulte formellement de la propriété universelle de I'intersection comme 2-produit

et de 9.4.2, compte tenu que pour un morphisme de topos g : E' — E, g*(U) =
Sup, g*(U;) est un objet initial si et seulement si les g*(U;) le sont.
On prouve de facon analogue :

COROLLAIRE 9.4.6. Avec les notations de 9.4.5 supposons I fini. Alors le sous-topos de E

borne supérieure de F ; (9.1.2 c)) est un sous-topos fermé de E, dont 'ouvert complémentaire
estégalalJ U;.

EXERCICE 9.4.7. (Recollement de sous-topos). Soit E un topos.

a) Soient E’ un sous-topos de E, (S;);c; une famille d’objets de E recouvrant I’ob-
jet final, et pour tout i € I, soit S/ 'image inverse de S; dans E’, et E/ = E/’S_, le
sous-topos de E; = E5 image inverse par le morphisme de localisation E; —E
du sous-topos E’ de E (9.1.6 d) et 5.11). Montrer que pour un objet X de E, X
appartient a E’ si et seulement si pour tout i € I, 'image inverse X |S; de X
dans E; appartient a E/.

b) Supposons que E soit de la forme C~, ou C est un %-site. Montrer que le pré-
faisceau sur C

S+ ensemble des sous-topos du topos (Cy5)™ & EJ g,

est un faisceau. E étant de nouveau quelconque, en conclure qu’il existe un
élément de E qui représente le foncteur

S — ensemble des sous-topos du topos Eg;

c¢) Avec les notations de a), montrer que pour que le sous-topos E’ de E soit un
sous-topos ouvert (resp. un sous-topos fermé), il faut et il suffit que pour tout
i € I, il en soit de méme du sous-topos induit E/ de E;.

EXERCICE 9.4.8. (Intérieur, extérieur, adhérence et frontiére d’un sous-topos.) Soient E
un topos, E’ un sous-topos, i : E’ — E le morphisme d’inclusion.

a) Montrer que i,(¢g) est le plus grand ouvert U de E tel que l'on ait E’|U =
Top(@), ou U estle sous-topos ouvert de E défini par U. On appellera cet U, ou l/,
extérieur du sous-topos E’ de E, et le sous-topos fermé de E complémentaire
de U'adhérence de E'.

461
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b) Montrer qu’il existe un plus grand ouvert V' de E tel que le sous-topos ouvert
correspondant V de E soit contenu dans E’. (Utiliser 9.2.7) On appellera ce V,
ou V, lintérieur du sous-topos E’ de E. Les ouverts U et V' de E sont disjoints

462 (UNV = ¢g);le sous-topos fermé de E complémentaire de Sup(U, V) = ULV
s’appelle la frontiére du sous-topos E’ de E.

c¢) Pour que E’ soit un sous-topos ouvert (resp. fermé) de E, il faut et il suffit qu’il
soit égal a son intérieur (resp. qu’il soit égal a son adhérence). Pour que la fron-
tiere de E’ soit vide, il faut et il suffit que E’ soit un sous-topos ouvert et fermé
de E, ou encore, qu’il soit le sous-topos ouvert de E défini par un ouvert V de
E qui soit sommande direct de I'objet final e, i.e. tel qu’il existe un sous-objet
Vde e avec e ~ U UL V. Pour que l'extérieur de E’ soit « vide » i.e. pour que
I'adhérence soit égale a E, il faut et il suffit que i : E’ — E soit dominant (8.8).

d) Soient S un objet de E, F = E,g le topos induit, F’ ~ F,¢/ le sous-topos de
F induit par le sous-topos E’ de E. Montrer que I'extérieur (resp. 'adhérence,
resp. 'intérieur, resp. la frontiére) de F’ est induit par extérieur (resp. ...) de
E'.

EXERCICE 9.4.9. (Sous-topos localement fermés d’un topos.) Un sous-topos F'd’un topos
E est dit sous-topos localement fermé de E s’il est une intersection d’un sous-topos ouvert
et d’'un sous-topos fermé.

a) Prouver que l'intersection d’'une famille finie de sous-topos localement fermés
de E est localement fermé. Si g : E’ — E est un morphisme de topos, prouver
que I'image inverse (9.1.6 d)) d’un sous-topos localement fermé de E est un
sous-topos localement fermé de E’.

b) Soient X un espace topologique, et E = Top(X). Pour toute partie X’ de X,
considérons le sous-topos T (X ") de E image essentielle de Top(X ') dans Top(X).
Montrer que si X' est une partie localement fermée, T'(X') est un sous-topos
localement fermé de E, la réciproque étant vraie si on suppose de plus X et X'
sobres. Prouver que X’ — T (X’) établit un isomorphisme d’ensembles ordon-
nés entre ’ensemble des parties localement fermées X’ de X et ’ensemble des
sous-topos localement fermés de E.

463 c) Soit F un sous-topos de E. Monter que tout sous-topos ouvert de F est induit
par un sous-topos ouvert de E. (Utiliser 9.1.8 c)). Montrer que F est un sous-
topos localement fermé de E si et seulement si c’est un sous-topos ouvert de
son adhérence (9.4.8 a)). En conclure, en utilisant 9.4.8 d), que la propriété pour
F d’étre un sous-topos localement fermé de E est une propriété locale sur E.

d) Soit Fun sous-topos localement fermé de E. Montrer que parmi toutes les facons
d’écrire F comme un intersection d’un sous-topos ouvert ¢/ et d'un sous-topos
fermé 7 de E, il en est une avec U le plus grand possible, et 7 le plus petit
possible. (Prendre 5 = adhérence de F, et U = plus grand sous-topos ouvert
induisant sur J le sous-topos F.) Compatibilité de la formation de U/, F avec la
localisation sur E.

EXERCICE 9.4.10. Développer la notion de sous-topos constructible, localement construc-
tible, quasi-constructible, localement quasi-constructible, sur le modéle des notions fa-
milieres dans le cas des espaces topologiques (EGA 0Oy 9.1, EGA IV 10.1). Dans le cas
d’un topos de la forme Top(X), on retrouvera une bijection entre I’ensemble des parties
constructibles (resp. ...) de X, et I'ensemble des sous-topos constructibles (resp. ...) de
Top(X).

9.5. Le théoréme de recollement.
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9.5.1. Soit f : A — Bun foncteur entre deux catégories. Désignons par (B, A, f)
la catégorie suivante : les objets de (B, A, f) sont les triples

(X,Y,u)

ou X est un objet de B, Y un objet de A, et # un morphisme de X dans f(Y); les mor-
phismes entre deux objets (X,Y,u) et (X',Y’,u") sont les couples (m, m"), ou m est un
morphisme de X dans X' et m’ un morphisme de Y dans Y’, tels que le diagramme
ci-aprés soit commutatif :

X . f(Y)

m ]f(m’)

X —= fQYn

la composition des morphismes est définie de la maniere évidente.

9.5.2. Remarquons que la catégorie (B, A, f) dépend de maniére fonctorielle du
systéme des données A, B, f, en un sens que nous laissons au lecteur le soin de préciser.
En particulier, si f’ est un deuxiéme foncteur de A dans B, alors tout morphisme de
foncteurs

f=
définit un foncteur (A, B, f) — (A, B, f’), qui est un isomorphisme siu : f — f’ lest.
9.5.3. Revenons a la situation de 9.3, et considérons la catégorie (F,U, p) définie
dans 9.5.1. A chaque objet X de E correspond un objet (i* X, j*X, h(X) : i*X — pj*X)

de (F,U, p) ou h(X) s’obtient en transformant par le foncteur i* le morphisme d’ad-
jonction X — j,j*(X) (onap=i*j, 9.3.6.3). On a donc défini ainsi un foncteur

(9.5.3.1) @ : E— (T,U,p).

THEOREME 9.5.4. a) Soient E un topos, U un sous-topos ouvert de E, F le sous-
topos fermé complémentaire. Le foncteur

p=i"j, U — F

est exact a gauche et accessible et le foncteur @ (9.5.3.1) est une équivalence de
catégories.

b) Réciproquement, soient U et F deux topos et p : U — F un foncteur de recolle-
ment (9.3.6) (i.e. accessible (1 9.2) et exact a gauche). La catégorie E = (F,U, p)
est un topos. Soient ¢4 un objet initial de T, e;; un objet final de U, et soit
U= (¢s5.ey.95 — pley)) € ObE. Le foncteur X = (¢p5, X, p5 — p(X))
induit une équivalence de U sur E,;, donc avec le sous-topos ouvert ' de E dé-
fini par U. Le foncteur Y — (Y,e,Y — p(e)) est un plongement fermé (9.3.5),
i.e. induit une équivalence de & avec un sous-topos fermé F' de E. Les sous-topos
U' et F' sont complémentaires. Soit p' : U’ — F' le foncteur de recollement. Les
foncteurs p et p’ sont compatibles avec les équivalences explicitées ci-dessus.

DEFINITION 9.5.5. Soient U et F deux topos et p . U — F un foncteur de recollement
(9.3.6). Le topos (F, U, p) est appelé le topos construit a partir dell et de F par recollement
a l'aide du foncteur p.

464
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9.5.6. Démonstration de 9.5.4 a) 1> La premiére assertion n’est qu'un rappel de 9.4.1
d). Le couple de foncteurs (i*, j*) est conservatif, ou encore, fidele (9.4.1 c)). A fortiori le
foncteur @ est fidele. Montrons qu’il est pleinement fidele. Il résulte de 9.3.3 b) que, pour
tout objet X de E, le diagramme ci-apres est cartésien :

X Jui* X
*) [ L
LitX L, X

Soient alors X et Y deux objets de E, et (m,m’) :

i*X l*j*J*X
mJ i*j*m't
i*Y i*j*j*Y;

un morphisme entre @(X) et @(Y). En utilisant la fonctorialité du produit cartésien et
les diagrammes (), on obtient un morphisme w : X — Y qui rend commutatif les
diagrammes ci-apres :

X—————Y X———7Y

j*m’ i,m

JJ* X

J.J¥Y, AP, ¢

. -*
i,iY

En appliquant respectivement les foncteurs j* et i* on obtient : j*w = m’, i*w = m.
Montrons maintenant que le foncteur @ est essentiellement surjectif. Soit (Y, X,u :
Y — i*j,(X)) un objet de (F,U,i*j,). On en déduit un diagramme :

J«X

|

ii*j, X

iY
D’ou, en prenant le produit fibré, un diagramme cartésien :

W i X

(k)

iY

i i'j. X

Nous laissons au lecteur, le soin de montrer que @(W') est isomorphe a (Y, X, u :
Y — i*j,.(X)) et que le diagramme () est isomorphe au diagramme (x) relatif a W.

9.5.7. Démonstration de 9.5.4 b). Nous nous bornerons a montrer que (5, U, p) est
un topos. La démonstration des autres assertions est laissée au lecteur. Vérifions les pro-
priétés a), b), c), d) de 1.1.2.

a) Les limites projectives finies sont représentables : Clair car les catégories U et
sont des topos et p commute aux limites projectives finies.

13. Pour un énoncé de recollement plus général que 9.5.5, cf. exercice!4.
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uj

b) Les sommes directes sont représentables, disjointes et universelles : Soit (Y; —

p(X;)), i € I, une famille d’objets de (F,U, p). Par définition des limites in-
ductives, on a un morphisme canonique

[Trxo— o] x0

iel iel
d’ou, en composant avec le morphisme [ [ u;, un morphisme 467

n: 1Y — X
i€l iel
On vérifie immédiatement que ce dernier objet est la somme directe de la famille

considérée, et que cette somme directe est disjointe et universelle.
c) Les relations d’équivalence sont effectives et universelles :

Soit
R, Y
w
fw)
p(R,) p(X)
1)

une relation d’équivalence sur 'objet Y = p(X).Larelation Ry ==Y estalors

u
une relation d’équivalence sur Y dans 7, et la relation R, ——= X est un re-
U

lation d’équivalence sur X dans U. Les quotients Y/R;, p(X)/p(R,), X/R, sont
représentables dans JF et U car ces catégories sont des topos. De plus, par dé-
finition des limites inductives, le morphisme canonique p(X) — p(X/R,) se
factorise par p(X)/p(R,). On en déduit, par la fonctorialité des limites induc-

tives, un morphisme canonique Y/R, 5 p(X/R,). On vérifie que ce dernier

objet est le quotient de Y5 p(X) par la relation d’équivalence considérée, que
ce quotient est effectif (I 10) et que toutes ces propriétés sont conservées par
changement de base.

d) (F,U, p) admet une petite famille génératrice. Cette propriété résulte de I 9.25

(compte tenu de ce que p est accessible), en prenant B=4, = (0 — 1), E; = 7,
E =U f*=p:E — Ey,douHomg(B, E)=(F,U,p).

On peut aussi éviter le recours a I 9.25 (dont la démonstration donnée était
assez pénible!) et utiliser I’hypothese sur p sous la forme que p admet un pro-
adjoint

o . Pro(%) — Pro(l),

(cette interprétation (I 8) reposant sur (I 9), dont la démonstration est nette- 468
ment plus compréhensible). 1l suffit alors de noter que si C’ (resp. C”) est une
sous-catégorie génératrice de U (resp. F), et si pour tout X” € ObC”, on re-
présente o(X") sous forme d’un systéme projectif (c(X"););er(x7), ou I(X")
est un petit ensemble ordonné filtrant, alors la famille des objets de E qui sont,
soit de la forme (¢4, X', o+ — P(X')) avec X' € ObC’, soit de la forme
X", 0(X");,uxn : X" = ple(X");),ou X" € ObC”",i € I(X"), et uyn cor-
respond par adjonction au morphisme canonique o(X"”) — o(X");, —est une
famille génératrice (évidemment petite) si C’, C” sont choisis petits. La vérifi-
cation de ce fait est effectivement immédiate, et laissée au lecteur.
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. Utilisons les notations de 9.5.7 b), et montrons comment on peut expliciter, a iso-
morphismes canoniques pres de foncteurs, le systéme de foncteurs (9.3.6.2), ou on fait
E = (F,U, p). Le détail des vérifications des assertions ci-dessous (essentiellement mé-
caniques a I’aide de 9.5.4) est laissé au lecteur.

. Le foncteur

it (F U p)— F
est donné par
*(X,Y,u: X p(Y))=X.
. Le foncteur
i, . F —(F,U,p)
est donné par i (X) = (X, e, X — p(e)) (e = objet final de U).
. Le morphisme d’adjonction
id — ii*

est isomorphe au morphisme fonctoriel

X = p(Y)
d
X p(e)

. Le foncteur
Jx : (‘?’Uuo)_)u

est donné par J X, Y,u: X —p(Y) =Y.
. Le foncteur

j! . U_)(?’Uap)

est donné par hWY)=(@+.Y, o5 — p(Y))
(¢ objet initial de)
. Le foncteur
J U — (T U, p)

est donné par J.Y)=(p(Y),Y,id : p(Y) — p(Y)).
. Le morphisme d’adjonction

est isomorphe au morphisme fonctoriel

b5 —p(Y)

[

X ——=p(Y)
. Le morphisme d’adjonction
est isomorphe aux morphisme fonctoriel
X ——p(¥)
u j p(id)
id
p(Y) —— p(Y)
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EXERCICE 9.5.9. (Propriétés d’exactitude d’un topos recollé.) Soient U/, F deux topos,
p . U — 7 un foncteur de recollement, E = (F,U, p) le topos recollé, j : U — E et
i © F — E les morphismes de topos canoniques, de sorte que p = i*j,.

a) Prouver que i* commute aux (petits) produits (i.e. (1.8 oul8) le foncteur i* admet
un adjoint a gauche i)) si et seulement si il en est de méme de p, i.e. (loc. cit.) si
et seulement si p admet un adjoint a gauche ¢ : 5 — U (ou encore si et
seulement si le proadjoint de p restreint a F (9.6.3) se factorise a isomorphisme 470
pres par ) : onaalors 6 = j*i). Donc les foncteurs de recollement p ayant cette
propriété correspondent a isomorphisme pres aux foncteurs ¢ : & — U qui ont
un adjoint a droite, i.e. (1.6) qui commutent aux #-limites inductives, ou encore
qui sont continus. Lorsque J est équivalent a un topos C~, ou C est un %-site,
ces foncteurs correspondent donc a isomorphisme pres aux foncteurs continus
C — U (1 1.2 et T 1.7).

b) Supposons que le foncteur i, soit défini. Montrer que pour que i, commute a un
type déterminé de petites limites projectives, il faut et il suffit que o : F —
U y commute. (Pour la nécessité, utiliser que j* commute aux petites limites
projectives ; pour la suffisance, utiliser la description équivalente de E en termes
de o comme formé des triples (Y, X,u)avecY € ObF, X € ObU,u : o(Y) —
X.)

c) Déduire de a) et b) un exemple de plongement fermé de toposi : F — Etel que
i) existe, mais ne commute ni aux produits fibrés, ni aux limites projectives fil-
trantes. (Il suffit de trouver un foncteur continu entre deux topos qui ne posséde
aucune de ces deux propriétés d’exactitude.)

EXERCICE 9.5.10. (Recollement de topos de la forme C.) Soient C une petite catégorie,
et E=C, qui est un %-topos.

a) Se rappeler que les ouverts U de E correspondent aux cribles C' de C (I 4.1,
8.4.4, E;; étant alors équivalent a C’, le foncteur j* : E — E,; s’identifiant
au foncteur restriction ??, i.e. le morphisme d’inclusion j : E;; — E étant
f: C - 6(4.6.1), ou f : C' — C estlinclusion. Soit C” la sous-catégorie
pleine de C complémentaire de C’ (i.e. Ob C” est le complémentaire de Ob C’ !

dans ObC), g : C” — C linclusion. Alors le sous-topos fermé F de E = C
complementalre du sous-topos ouvert défini par C’, est canoniquement equl-

valent a C”, le morphisme d’inclusion i : 5 — E s’identifianta g : :C" > C
b) Considérer le foncteur 471

(9.5.10.1) h:C%xC" — (Ens), h(X',X")=Homq(X', X"),

et noter que C se reconstitue a isomorphisme pres, avec sa sous-catégorie pleine
C’, par la connaissance des catégories C’, C” et du bifoncteur A (ce dernier
pouvant étre choisi arbitrairement). (Comparer 9.7.1 plus bas.) La donnée de h
équivaut a celle d’un foncteur C” — C = Hom(C’ 0, (Ens)), ou encore (III 1.2
et IIT 1.7) a celle d’un foncteur

(9.5.10.2) c:C"—C

continu, i.e. (1.6) commutant aux petites limites inductives, ou encore, admet-
tant un adjoint a droite.

(9.5.10.3) p:C'— C7.
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Montrer que p n’est autre que le foncteur de recollement associé au sous-topos
ouvert C' de E = C.

c) Déduire de a) et b) que si on se donne un foncteur de recollement (9.5.10.3)
entre deux catégories de préfaisceaux, d’ou un topos recollé E, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(i) E est équivalent a un topos de la forme C.
(ii) Le foncteur p commute aux petits produits (ou encore, il admet un adjoint
a gauche (9.5.10.2).
(iii) Le morphisme d’inclusion i : C7 — E est «essentiel » i.e. i* commute aux
produits, ou encore i* admet un adjoint a gauche i,.
Lorsqu’il en est ainsi, expliciter une catégorie C telle que E ~ C a Iaide du
bifoncteur (9.5.10.1) défini par la restriction de (9.5.10.2) a C".

d) Montrer qu'un topos obtenu en recollant deux topos ponctuels n’est pas néces-

sairement équivalent a un topos de la forme C

EXERCICE 9.5.11. (Morphisme d’un topos recollé dans un topos.)

472 a) Soient : p : U — F un foncteur entre deux catégories, E = (F,U, p) la catégo-
rie « recollée » de 9.5.1, et F une catégorie quelconque. Considérer le foncteur
frepef:

7 : U =Hom(F,U) — F = Hom(F, ¥),

et définir une équivalence de catégories
Hom(F, E) &> U, 7, p).

b) Soit f : F — E un foncteur, et considérons ses composés avec les foncteurs
canoniques j* : E — U eti* : E — J. Montrer que f commute a un type
déterminé de limites inductives (supposé représentable dans U/ et 7, donc dans
E) si et seulement si j* f et i* f y commutent. Montrer que si p commute a un
type déterminé de limites projectives (qui est donc représentable dans E), alors
fy commute si et seulement si il en est de méme de j* f et i* f.

c) Supposons maintenant que I/ et F soient des topos, et p un foncteur de recol-
lement. Soit F un topos, f : F — E un foncteur. Conclure de b) que f est un
foncteur image inverse associé a un morphisme de topos E — F'si et seulement
siil en est de méme des foncteurs j*f : F - U eti*f : F - F. Conclure de
ceci et de a) que I'on a une équivalence entre la catégorie Homtop(E, F), et la
catégorie des triples (f', f”,u), ou f' (resp. ") est un objet de Homtop(Z, F)
(resp. Homtop(F, F)), etouu : f"* — po f'* est un homomorphisme de
foncteurs F — F : si f est un objet de Homtop(E, F), (f’, f”,u) le triple
correspondant, alors f' = foj, f" = foi.

d) Préciser en quel sens on peut dire que c) fournit une caractérisation a équi-
valence pres (dans une 2-catégorie de topos) du topos E en termes du triple

(Z[’ 3’7 ,0)

EXERCICE 9.5.12. (Recollement de deux espaces topologiques.)

a) Soient X un espace topologique, p : Top(X) — (Ens) = Top(p?) un foncteur de
recollement, i.e. (I 8) un foncteur proreprésentable, A € Ob Pro(Top(X)) 'objet
qui le pro-représente, E le topos déduit de p par recollement. Montrer que E est
équivalent a un topos de la forme Top(Y') si et seulement si A est isomorphe a

473 un objet de Pro(Ouv(X)). En conclure que si X n’est pas vide, on peut trouver
p tel que E ne soit pas équivalent a un topos de la forme Top(Y).



9. SOUS-TOPOS ET RECOLLEMENT DE TOPOS 243

b) Plus généralement, considérons un foncteur recollement p : Top(X) — Top(Y),
avec X, Y deux espaces topologiques. En déduire une application

¢ : X —> ObPro(Top(Y))

(composée de X — ObPoint(Top(X)) — ObPro(Top(X)) (6.8.5) et du pro-
adjoint o de p. (N.B. pour x € X, ¢(x) s’identifie a la fibre en x du faisceau
de recollement (9.6.4) défini par p.) Montrer que si E est équivalent a un to-

pos de la forme Top(Z), alors ¢ prend ses valeurs dans I'image essentielle de
Pro(Ouv(Y)).

PROBLEME. A-t-on une réciproque ?

9.6. Faisceau de recollement. Nous avons vu dans 9.5.4 que la donnée d’un topos
E muni d’'un ouvert U revient essentiellement a celle de deux topos U et et d’'un
foncteur de recollement

(9.6.1) pi U — F
i.e. d’un foncteur admettant un pro-adjoint
(9.6.2) o . Pro(¥) — Pro(U).

D’apres le sorite sur les foncteurs proadjoints (I 8), le foncteur p est connu a isomor-
phisme unique prés (et par suite le topos recollé E = (F,U, p) est connu a équivalence
de topos prés) quand on connait le foncteur o, ou encore, le foncteur induit par o

(9.6.3) o, . F —> Pro(U).

Le foncteur o est déterminé, a isomorphisme unique pres, par la propriété de commuter
aux petites limites projectives filtrantes et de prolonger le foncteur o,. D’autre part, pour
qu’un foncteur donné (9.6.3) soit isomorphe a un pro-adjoint, il faut et il suffit évidem-
ment que pour tout objet X de I/, le foncteur contravariant

Y +— Homp, ) (0.(Y), X)

sur J soit représentable, ou encore, que ce soit un faisceau sur J pour la topologie
canonique (1.2 iii)). On voit tout de suite que ceci signifie aussi que le foncteur opposé

(9.6.4) 60 F° —> Pro(ll) c U{ = Hom(!, (Ens))

est un faisceau sur F a valeurs dans Pro(X/)° (I 6.1). Ainsi, la donnée d’un foncteur de re-
collement (9.6.1) équivaut aussi (a isomorphisme pres) a celle d’un faisceau sur F a valeurs
dans Pro(ll)°. Le faisceau ainsi associé a un foncteur de recollement (ou a une situation
(E,U, ) comme dans (9.3) s’appelle le faisceau de recollement associé au foncteur de
recollement envisagé p (resp. a I'ouvert U du topos E).

EXERCICE 9.6.5. Préciser 9.5.4 en un énoncé de 2-équivalence de 2-catégories, entre
la 2-catégorie formée des couples (E,U) d’un topos E et d’un ouvert U dudit, et la
2-catégorie formée des triples (U, 7, p) de topos U, F et d’un foncteur de recollement
p . U — F (la description explicite des 2-catégories en question étant a la charge du
lecteur). Donner une variante de cet énoncé faisant intervenir la 2-catégorie des triples
(U, F, P), ou ¢ est maintenant un faisceau sur F a valeurs dans Pro(X/)".

9.7. Points d’un topos recollé.
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9.7.1.  Soient C une catégorie, et
u:D —C , v:D"—C

deux foncteurs pleinement fidéles, tels que les images essentielles C’, C” de u et de v
soient telles que

ObC'NObC"=¢ , ObC'UOLC” =0bC.
Supposons de plus que
X' eoObC" , X"e€ObC”" > Hom(X", X')=¢,
ou ce qui revient au méme, qu’on ait
Hom(v(A”),u(A")) = ¢ pour A’ € Ob D', A” € Ob D".

1l est alors immédiat que la catégorie C se reconstitue, a isomorphisme canonique preés,
par la connaissance des catégories C’ et C” et du foncteur

(X', X")— Hom(X',X") : C'"*xC" — (Ens);

de méme, C se reconstitue a équivalence pres (celle-ci définie a isomorphisme unique
prés) par la connaissance de D', D” et du foncteur

(A", A") — Hom(u(A"),v(A"”)) : D'° x D" — (Ens).

Cette remarque s’applique en particulier a la situation décrite dans la proposition sui-
vante, et nous montre que la catégorie Point(E) est déterminée, a équivalence pres, par
la connaissance des catégories Point(X/) et Point(J) et d’'un certain foncteur

Point(X/)° X Point(F) — (Ens)
déduit du foncteur de recollement p : U — F.
PROPOSITION 9.7.2. Soient E un topos, U un ouvert de E, U = E;; et T le sous-topos

fermé de E complémentaire de U. Considérons les foncteurs p — pe j et q = q e i induits
par les morphismes d’inclusion j : U — Eeti : F — E:

(9.7.2.1) u : Point({{) — Point(E), v : Point(¥) — Point(E).
Alors on a ce qui suit :

a) Les foncteurs précédentsu et v sont pleinement fidéles, et tout point de E appartient
a 'image essentielle de I'un ou U'autre des foncteurs u et v exclusivement.

b) Soient p et q deux points de E, tels que p (resp. q) appartienne a I'image essentielle
de u (resp. de v). Alors on a

(9.7.2.2) Hom(q, p) = ¢.

c) Soient p (resp. q) un point de U (resp. F ). On a alors un isomorphisme, fonctoriel
en(q,p) :

(9.7.2.3) Hom(u(p), v(q)) ~ Hom(Pro(p)(p), ) ~ Hom(p, 6(9)),
ou
o : Pro(J) — Pro(U)
est le foncteur (9.6.2) pro-adjoint du foncteur de recollement p : U — F, et oul
p:U— T,

on a identifié (a équivalence pres) les catégories Point(Y/), Point(J) a des sous-
catégories pleines de Pro(U), Pro(F') respectivement (6.8.5).
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Démonstration

a) La pleine fidélité de u et v est connue (9.1.4). L’assertion sur les images essen-
tielles de u, v résulte des critéres 9.2.5 et 9.2.4 pour qu'un point P — E se
factorise a isomorphisme pres par U resp. 7, compte tenu du fait que le topos
ponctuel Pn’a que deux ouverts, savoir I’objet initial et I’objet final de P.

b) Compte tenu de a), ’assertion signifie que si le point p : P — E se factorise
par U, il en est de méme de tout point p’ : P — E tel que Hom(p’, p) # ¢.
Orsia : p' — pilinduit p*(ey) — p'"(ey), et alors p*(ey) = e, implique
P (ey) = €y C.QFD.

c) Grace au lemme 9.7.2.4 ci-dessous, appliqué aux inclusions j : & — Eeti :
F — E, on a un diagramme de foncteurs commutatif a des isomorphismes
canoniques pres

v

Point(/) 2 Point(E) Point(9)

I | I

Pro(j.) Pro(i,)
Pro(ll) ——————— Pro(E) <———  Pro(9),

ou les fleches verticales désignent les foncteurs pleinement fidéles canoniques
(6.8.5). D’autre part, comme i, admet un adjoint a gauche i*, Pro(i,.) admet un
adjoint a gauche Pro(i*) ??, et on obtient finalement des isomorphismes foncto-
riels

Hom(u(p), v(q)) ~Homp,,gy(Pro(j,)(p), Pro(i,)(q))
Homp, 7 (Pro(i*)(Pro(j,)(p)), 9)
HomPro(gr)(Pro(i*j*)(p), q9),

ce qui n’est autre que la premiére formule (9.7.2.3), la deuxieme étant alors tri-
viale par définition de 0 comme pro-adjoint de p. Cela prouve donc 9.7.2, modulo
le

LEMME 9.7.2.4. Soit f : F — E un morphisme de topos. Alors le diagramme de fonc-
teurs

Point(F) —~2" . Point(E)
9.7.2.4.1) | |
Pro(/,)
Pro(F) ——— = Pro(F)

est commutatif a isomorphisme canonique pres (les fléches verticales désignant les foncteurs
pleinement fideéles 6.8.5).

La vérification est immédiate a partir des définitions, et laissée au lecteur.

COROLLAIRE 9.7.3. Soit E un topos admettant assez de points, alors il en est de méme
pour tout sous-topos fermé F de E. Plus précisément, si (p;);c; est une famille conservative
de points de E, alors la famille des points de 5, définie par la sous-famille (p;);c; formée
des p; qui proviennent de points de F, est conservative. (Comparer 6.7.3,6.7.4.)

En effet, soit f : X — Y une fleche de J transformée en isomorphisme par les
foncteurs fibre associés aux points envisagés de J. Comme i*i, ~ id#, on voit que
i,(f) :i,(X) — i,(Y) est transformé en isomorphisme par les foncteurs fibre associés
aux p; avec i € J; il en est de méme pour les p; avec i € I — J, i.e. provenant de points
de U, puisque j*i, est le foncteur constant de valeur 1'objet final. Donc i,(f) est un
isomorphisme, donc aussi f =~ i*i (f), C.Q.FD.
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REMARQUE 9.7.4. Si E est un topos ayant assez de points, il est clair qu'un ouvert U de
E est déterminé quand on connait la sous-catégorie pleine de Point(E) image essentielle
de Point(E;); en fait, si C est une sous-catégorie pleine de Point(E) définissant une
famille conservative de points de E, il suffit méme de connaitre la sous-catégorie Cy;
des éléments de C appartenant a 'image essentielle de Point(U). De ceci et de 9.7.2
a) il résulte qu’un sous-topos fermé F de E est déterminé quand on connait I'image
essentielle de Point(#) dans Point(E) ou méme seulement I'intersection de celle-ci
avec C.

EXERCICE 9.7.5. Soit E un topos. Pour tout sous-topos F de E, soit P(F) le sous-
ensemble de Point(E) formé des classes d’isomorphie de points de E qui se factorisent
par F. Ainsi, P(F) est homéomorphe a Point(F) (9.1.8 ¢)). Montrer que si F est un sous-
topos ouvert (resp. fermé, resp. localement fermé (9.4.9)) de E, alors P(F) est une partie
ouverte (resp. fermée, resp. . localement fermée) de Point(E). Montrer que lorsque E
a suffisamment de points, il en est de méme de tout sous-topos localement fermé de
E, et I'application F +— P(F) induit une bijection entre I’ensemble des sous-topos ou-
verts (resp. fermés, resp. localement fermés) de E, et 'ensemble des parties ouvertes (re-
sp. fermées, resp. localement fermées) de Point(E). Généraliser les considérations pré-
cédentes au cas ou on remplace Point(E) par n’'importe quel sous-espace X de Point(E)
correspondant a une famille conservative de points de E.

9.8. Compléments sur certains topos liés aux espaces topologiques. Nous in-
diquons dans ce numéro quelques compléments, qui seront donnés sous forme d’exer-
cices. Il est conseillé au lecteur de les parcourir, pour s’habituer au point de vue des topos
dans diverses situations de type classique.

EXERCICE 9.8.1. (Descente de faisceaux sur un espace topologique.)
Soit f : X — Y une application continue d’espaces topologiques € %, d’ou un
foncteur

¥ Top(Y) — Top(X).

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f* est fidele.
(ii) f™ est conservatif.

(iif) f(X) est une partie trés dense (EGA IV 10.1.3) de Y.
Il suffit pour ceci que f ou f, soit surjectif. Donner un exemple ou f* est fidele
etou f = f,,, nest pas surjectif (prendre X discret, finjectif, f(X) = ensemble
des points fermés de Y, Yun espace topologique noethérien non discret). Donner
un exemple ou f;, est surjectif mais non f, un autre ou f est surjectif mais non
f sob-

b) Supposons f(X) trés dense dans Y, et sa topologie quotient de celle de X. Prou-
ver que la fleche f de (Esp) est un morphisme de descente pour la catégorie fi-
brée des faisceaux d’ensembles sur des espaces variables, i.e. que le foncteur f*
induit un foncteur pleinement fidéle de la catégorie Top(Y') dans la catégorie des
objets de Top(X) munis d'une donnée de descente relativementa f : X — Y.
Se ramener un cas f surjectif, et calquer le raisonnement de VIII 9.1 donné dans
le contexte des topologies étales de schémas.) Donner une réciproque.

c) Supposons que f(X) soit trées dense dans Y, que sa topologie soit quotient de
celle de X, et que les fibres de f soient connexes. Prouver que le foncteur f*
est pleinement fidéle. (Calquer le raisonnement de SGA 1 IX 3.4.) Donner une
réciproque, tout au moins si les points de Y sont fermés.
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Supposons que Y soit réunion d’ouverts Y; au-dessus desquels X admette des
sections. Prouver qu’alors f est un morphisme de descente effective pour la ca-
tégorie fibrée des faisceaux d’ensembles sur des espaces topologiques variables,
i.e. que le foncteur envisagé dans c) est méme une équivalence de catégories.

EXERCICE 9.8.2. (Topos quotients d’espaces topologiques. Etendues topologiques.)

a)

(9.8.5.1)

Hom

b)

c)

Soit

X X Xy

%)

un objet semi-simplicial tronqué a 'ordre 2 de la catégorie (Esp) des espaces
topologiques € %, d’ou par les foncteurs images inverses un diagramme de
catégories de faisceaux

Py

Top(Xy) Top(X|) ——— Top(X),),

*

%)

(de facon plus précise, on a une catégorie cofibrée sur la catégorie des simplexes-
types 4,, 0 < n < 2). Montrer que la catégorie l(gq de ce diagramme (i.e. la
catégorie des faisceaux d’ensembles sur X), munis d'une donnée de descente
relativement au diagramme 9.8.2.1, i.e. d’un isomorphisme p](F) =~ p5(F) tel
que...), est un Z-topos T. (Pour un énoncé plus général de stabilité des topos
par opérations l(iLn, cf. VI 8 Définir un morphisme de topos g : Top(X,) = T,
et prouver que pour tout %-topos E, Homtop(T', E) est équivalent via ¢* a la
catégorie l(£1 du diagramme suivant de catégories, déduit de (9.8.2.1) :

top(Top(X,), £) —= Homtop(Top(X,), £) — Homtop(Top(X,), E).

En particulier, soit R une relation d’équivalence dans un objet X de (Esp), i.e. (I
10.9) un sous-objet R de X X X (N.B.'inclusion R & X X X est continue, mais la
topologie de R n’est pas nécessairement induite par celle de X X X), tel que pour
tout objet Yde (Esp), Hom(Y, R) soit le graphe d’une relation d’équivalence dans
Hom(Y, X). On en déduit un diagramme de la forme (9.8.2.1), avec X, = X,
X; =R, X, = (R,py) Xx R, p;, ou p;, p, sont les deux projections de R dans
X, d’ou un topos, qu’'on notera Top(X)/R, ou méme Top(X/R), voire X/R, par
abus de notations, et qui joue le role d’'un quotient de X par R, en un sens
précisé par a). Supposons que la topologie de R soit induite par celle de X X X,
et que, désignant par X/R 'espace topologique quotient ordinaire, X admette
localement des sections sur X/R, prouver qu’alors T est équivalent a Top(X/R).
(Utiliser 9.8.1 d)).

Soit H — X un morphisme injectif de groupes topologiques, i.e. un mono-
morphisme d’objets groupes dans (Esp), et soit R la relation d’équivalence qu’il
définit dans X, i.e. R = H X X, avec p; = pr, et p, défini par I'action de H sur
X via translations a gauche. Montrer que pour que la topologie de R soit induite
par celle de X X X, il faut et il suffit que la topologie de H soit induite par celle de
X. Donner des exemples ou cette condition n’est pas remplie, et ou la topologie
quotient ordinaire de X/H est la topologie grossiére aveca) H = ZXZ, X =R,
etb) H=R, X =T xT,avec T = R/Z, («géodésiques du tore »). Prouver que
les deux topos obtenus sont équivalents et ne sont pas équivalents a Top(X/H)
(qui est un topos final (2.2), ni a aucun topos de la forme Top(Y)).
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d) Soit G un groupe topologique opérant sur un espace topologique X, d’ou de
facon bien connue un objet semi-simplicial

LOGXGXX — GXX T X.

481 Montrer que le topos T qui s’en déduit en vertu de a) s’identifie a la catégorie
des espaces X' a groupe d’opérateurs G au-dessus de X, tels que X’ — X soit
un étalement (compatible a 'action de G). En particulier, lorsque G est discret,
on retrouve le topos Top(X, G) de 2.3.

Les considérations qui précedent justifient la notation Top(X)/G, voire Top(X/G)
ou méme simplement X/G, pour le topos précédent 7. On fera attention cepen-
dant que lorsque G est un groupe discret (pour fixer les idées) opérant propre-
ment sur X, de sorte que I’espace quotient ordinaire X/G posséde des propriétés
assez raisonnables, le morphisme de topos naturel T — Top(X/G) déduit de la
caractérisation universelle a) de T'n’est une équivalence de topos que si G opére
librement i.e. sans points fixes, i.e. lorsque G X X — X X X est un monomor-
phisme ; donc dans le cas d’'une « pré-relation d’équivalence » (ou « groupoide »
au sens de (SGA 3 V 1) qui n’est pas une relation d’équivalence, la notion de pas-
sage au quotient au sens des topos (ou « passage au quotient fin ») ne correspond
pas en général (via la correspondance X — Top(Y')) au passage au quotient to-
pologique habituel.

e) Soit T'un ?-topos. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) I existe une famille (S;);c; d’objets de T couvrant I'objet final de E, telle
que pour tout i € 1, le topos induit Tjg soit équivalent & un topos de la
forme Top(X), avec X € (Esp).

(i") Il existe un S € Ob E couvrant l'objet final tel que le topos induit T} soit
équivalent a un topos de la forme Top(X).

(ii) Il existe un espace topologique X, et une pré-relation d’équivalence R dans
X (au sens de la catégorie (Esp)) qui soit étale (i.e. telle que p; : R - X
soit un étalement), tels que 7 soit équivalent a Top(X/R), ou les notations
sont celles de b).

482 On dira alors que le topos T est localement un espace topologique, ou encore
que T est une étendue topologique (ou simplement une étendue, si aucune confu-
sion n’est a craindre).

f) Montrer que le topos T construit dans a) a suffisamment de points, et plus préci-
sément, qu’il admet une famille conservative de points paramétrée par le (petit)
ensemble X|,. En particulier, toute étendue a une petite famille conservative de
points, donc a suffisamment de points. Lorsqu’une étendue T est réalisée sous la
forme Top(X/R) comme dans e) ii), prouver que tout point de T est isomorphe
a 'image d’un point de Top(X), donc est défini par un point ordinaire de X
(ou encore de X, lorsque X est sobre).

g) Montrer que le topos Top(X/G) de 2.3 est une étendue. (Utiliser sa description
d) ou 7.1.10 ¢).) Montrer que pour tout x € X, le monoide des endomorphismes
du point de Top(X, G) = Top(X)/G défini par x est canoniquement isomorphe
au groupe de stabilité G, de x. En particulier, les points d’une étendue peuvent
avoir des groupes d’automorphismes non triviaux. Déterminer Point(J) pour
I'étendue T définie par une prérelation d’équivalence étale dans un espace X, et
montrer que tout endomorphisme d’un point de T est un automorphisme.

h) Soit T un topos. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
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i) Pour tout point p de T, tout endomorphisme de p (resp. tout automorphisme
de p) est 'identité.

ii) Pour tout topos .S ayant suffisamment de point, et tout morphisme de topos
f S - T, tout endomorphisme de f (resp. tout automorphisme de f) est
I'identité.

Montrer de méme que les conditions suivantes sont équivalentes :

i") Pour deux points p, g de T, il existe au plus un morphisme de p dans gq.

ii") Pour deux morphismes f, g : .S =3 T d’un topos S ayant suffisamment de 483

points dans 7, il existe au plus un morphisme de f dans g.

Lorsque ces derniéres conditions sont vérifiées, on dit que le topos T est
ponctuellement rigide, ou simplement rigide. Montrer que si X est un espace
topologique muni d’une pré-relation d’équivalence étale R, I'étendue quotient
T = Top(X)/R est rigide si et seulement si R est une relation d’équivalence.

i) Soient (X, G) un espace topologique a groupe discret d’opérateurs, H un sous-
groupe distingué de G tel que I'opération induite de H sur X soit propre et libre,
etsoient X' = X/H,G' = G/H, de sorte que G’ opére sur X' de facon évidente.
Prouver que le morphisme de topos

Top(X,G) — Top(X',G")

induit par le morphisme canonique (X,G) — (X', G") d’espaces a opérateurs
(4.1.2) est une équivalence de topos.

Montrer que 'ensemble des ouverts du topos Top(X/G) s’identifie a 'en-
semble des ouverts de X stables par I'action de G, ou encore a I’ensemble des
ouverts de I’espace topologique quotient X/G. En conclure que Top(X/G) est
connexe si et seulement si toute partie de X a la fois ouverte et fermée et stable
sous l'action de G est vide ou égale a X. Lorsque les composantes connexes de
X sont ouvertes, Top(X/G) est connexe si et seulement si G opére transitive-
ment sur 'ensemble 7,(X) des composantes connexes de X ; plus généralement
7o(Top(X/G)) (8.7 g)) est un pro-ensemble essentiellement constant isomorphe
a ensemble quotient 7y(X)/G.

Montrer que lorsque X est localement connexe et localement simplement
connexe, et T = Top(X, G) connexe i.e. G transitif sur 7,(X), alors parmi toutes
les facons de réaliser T a I'aide d’un espace a opérateurs (X', G") (cf. ci-dessus
pour certaines telles fagons), il y en a une, unique a isomorphisme non unique
pres, pour laquelle X’ est connexe et simplement connexe. Montrer que le choix
d’un tel (X', G") revient au choix d’'un « revétement universel » de I’objet final
de T, et que G’ est isomorphe au groupe 7, (T') relatif a ce revétement universel
(cf. 2.7.5).

(Hint : montrer que la donnée d’une équivalence de T'avec un Top(X, G) revient 484
a la donnée d’'un G-torseur P dans T, et que si (X, G) et P se correspondent,
on a une équivalence canonique Top(X) — T/P).

Conclure de ceci une démonstration triviale de la derniére assertion de c).
Caractériser les topos T équivalents a des Top(X, G), ou G est un groupe discret
opérant sur un espace topologique localement connexe et localement simple-
ment connexe en permutant transitivement les composantes connexes, comme
étant les étendues connexes, localement connexes et localement simplement
connexes dont le revétement universel P de I'objet final e de T soit tel que
le topos induit T} p soit équivalent a un topos de la forme Top(X) (ou, comme on
dira simplement par abus de langage T)p « est » un espace topologique).
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Donner un exemple d’une étendue, localement isomorphe a R, qui est connexe

et simplement connexe mais qui n’est pas un espace topologique. (Prendre le re-
vétement universel de la droite R avec origine dédoublée.)
Un topos annelé (T', Op) (cf. § 11) est appelé une étendue différentiable (resp. une
étendue analytique réelle. resp. une étendue analytique complexe) s’il existe des
objets .S; de T couvrant I'objet final, tels que le topos annelé induit (7}, O7/E)
soit équivalent au topos annelé défini par une variété différentiable avec son
faisceau de fonctions réelles C*® (resp. au topos annelé défini par un espace
analytique réel, resp. au topos annelé défini par un espace analytique complexe).
Donner une description constructive de ces topos annelés, du type de e) ii) (ou
on prendra pour X respectivement une variété différentiable, un espace ana-
lytique complexe ou un espace analytique réel). Donner des exemples de tels
topos annelés qui ne soient pas équivalents a des topos annelés associés a des
espaces topologiques, en reprenant les exemples envisagés dans c).

ExXERCICE 9.8.3. (Topos associés aux relations d’équivalence locales et aux feuilletages)

14

Soit X un espace topologique.

a)

b)

Pour tout ouvert U de X, soit Quot(U) I'’ensemble des relations d’équivalence
dans U, et pour un ouvert V' C U, considérons I’application naturelle Quot(U) —
Quot(V), d’ou un préfaisceau Quot, sur X. Soit Q x ou simplement Q le fais-
ceau associé, et soit r une section de Q (« relation d’équivalence locale sur X »).
De la relation d’ordre sur I'’ensemble Quot(U) des relations d’équivalence sur
un ouvert U de X, déduire sur le préfaisceau Quot, et sur le faisceau associé Q,
une structure d’ordre i.e. une structure de préfaisceau resp. de faisceau a valeurs
dans la catégorie des ensembles ordonnés.

Considérer, pour toute relation d’équivalence R sur X, la section loc(R) de Q
qu’elle définit. Soit E(r) I'ensemble des relations d’équivalence sur X telles que
loc(R) soit moins fine que r, et soit glob(r) la relation d’équivalence borne supé-
rieure de E(r), (dont le graphe est I'intersection des graphes des R € E(r)). Soit
(U,)rex une famille de voisinage ouverts des x € X, et pour tout x € X soit
R, une relation d’équivalence dans U, dont le germe en x soit r,. Pour toute
famille 7"d’ouverts V, (x € X,x € V,, C U,), soit Ry la relation d’équivalence
dans X engendrée par la famille des relations R, |V,. Montrer que si 7"/ < 7"
(dans un sens évident) on a Ry» > Ry, et que glob(r) est la borne supérieure de
la famille filtrante croissante de relations d’équivalence R Donner un exemple
ou glob(r) n’est pas dans E(r), i.e. ou il existe un a € X tel que, pour tout voi-
sinage ouvert W C U, de q, il existe un 7 = (V,) et deux points y, z de W qui
sont équivalents pour R,, mais qui ne sont pas équivalents pour Ry. Montrer
que pour toute R € Quot(X) on a globloc(R) > R.

On dit que r est une relation d’équivalence locale précohérente (resp. cohérente) si
glob(r) € E(r) i.e. loc(glob(r)) < r (resp. si pour tout ouvert U de X, la restric-
tion de r a U est précohérente). On dit que r est globalement cohérente si elle est
cohérente, et si, de plus, r = loc glob(r). On dit qu’une relation d’équivalence R
sur X est localement cohérente si r = loc(R) est cohérente, cohérente si de plus

14. Cet exercice est donné sous toutes réserves, ayant été rédigé hativement et insuffisamment

vérifié. Monsieur N. SAAVEDRA a vérifié les parties a) a e). Priére au lecteur de nous communiquer ses
observations éventuelles.
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R = glob(r) i.e. R = glob(loc(R)). Montrer que les relations d’équivalence loca-
lement cohérentes r sur X correspondent biunivoquement aux relations d’équi-
valence cohérentes R sur X, par r — glob(r) et R — loc(R);

d) Montrer que pour que r soit cohérente il suffit que pour tout a € X et tout
voisinage ouvert W’ C U, de q, il existe un voisinage ouvert W C W' de q,
tel que toute classe d’équivalence de R,|W soit contenue dans une composante
connexe d’une classe d’équivalence de R,|W' (a fortiori, il suffit qu’il existe une
famille fondamentale de voisinages ouverts W, C U, de a tels que les fibres de
la relations d’équivalence induite R,|W, soient connexes). (Hint : se ramener
a établir la pré-cohérence dans le cas ou r est définie par une R € Quot(X),
et noter dans ce cas que les fibres des relations d’équivalence Ry, sont des par-
ties relativement ouvertes - donc aussi relativement fermées- des fibres de R).
Montrer que pour qu’une relation d’équivalence globale R soit cohérente, il suf-
fit qu’elle soit localement cohérente et que ses fibres soient connexes ; prouver
que cette condition est nécessaire si les fibres sont fermées. Donner un exemple
d’une relation d’équivalence a fibres connexes et localement connexes, et qui
n’est pas localement cohérente ( ?).

e) Soit f : X' — X une application continue. Définir un homomorphisme de 487
préfaisceaux naturel f,(Quot,,) < Quot,, induisant un homomorphisme de
faisceaux f,(Qy/) <« Ox d’ou f*(Qyx) — Oyx. Sir est une relation d’équi-
valence locale sur X, on dit que f est une « application fibre » pour la relation
d’équivalence locale r sur X, si I'image inverse de r est la relation d’équivalence
locale grossiére sur X'. Soit, pour tout espace topologique X', Homfib,.(X’, X)
I'ensemble des applications continues de X’ dans X qui sont des applications
fibres relativement a r. Montrer que pour X’ variable, on obtient un contrafonc-
teur en X'.

f) Supposons r cohérente. Montrer que le foncteur précédent est représentable
par un espace topologique X" au-dessus de X. Montrer que I’application fibre
universelle @ : X" — X est bijective, et que tout x € X" admet un voisinage
ouvert U tel que 'application U — X induite par @ soit un homéomorphisme
de U sur son image. Montrer que les composantes connexes X" sont ouvertes
et correspondent par la bijection @ aux fibres de la relation d’équivalence R =
glob(r). Donner un exemple ou la restriction de @ aux composantes connexes
de X" n’induit pas des homéomorphismes de ces espaces avec leurs images dans
X.

g) Larelation d’équivalence locale r est dite ouverte si elle est une section du sous-
faisceau Qouv . de Q provenant du sous-préfaisceau Quotouv, de Quot, dont
la valeur en tout ouvert U de X est I'ensemble des relations d’équivalence ou-
vertes de U. On dira que la relation d’équivalence locale r est strictement ouverte
si elle est cohérente et ouverte ou ce qui revient au méme, si elle est cohérente
et si pour tout ouvert U de X, glob(r|U) est une relation d’équivalence ouverte
dans U. On dit que la relation d’équivalence R dans X est strictement ouverte si
elle est cohérente et si loc(R) est une relation d’équivalence locale strictement
ouverte. Prouver que pour que r supposée ouverte soit strictement ouverte, il
suffit qu’elle satisfasse a la condition envisagée dans d); si r est localement dé- 488
finie par une R a fibres fermées, alors cette condition est aussi nécessaire.

h) Soit Fun faisceau d’ensembles sur X. Pour tout ouvert U de X, soit Quot(U, F)
I’ensemble des couples formés d’une relation d’équivalence R;; dans U et d’'une
relation d’équivalence Ry dans F|U (F étant interprété comme espace étalé
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sur X) tels que le morphisme structural p : F|U — U soit compatible avec les
relations d’équivalence Ry, Rp |y, et que le diagramme correspondant d’espaces

topologiques
FlU (FIU)Rpy
p q
U U/Ry

soit cartésien avec g un étalement (de sorte que F|U s’identifie a I'image in-
verse du faisceau (F|U)/RF|U sur U/Ry). Montrer que les Quot(U, F) pour
U variable définissent un préfaisceau sur X, dont le faisceau associé sera no-
té Q(F/X). Définir un homomorphisme de faisceaux Q(F/X) — Q. Pour une
section donnée r de Q y, on appelle r-structure sur le faisceau Ftoute section de
O(F/X) au-dessus de la section donnée r de Q y. Définir la catégorie Top(X/r)
des r-faisceaux sur X, et définir un foncteur conservatif en fidéle : « oubli de
la r-structure » Top(X/r) — Top(X). Prouver que dans Top(X/r) les limites
projectives finies et les limites inductives finies sont représentables, et que le
foncteur précédent commute aux dites limites. En conclure que dans Top(X/r)
les sommes finies sont disjointes et universelles et les relations d’équivalence
sont effectives universelles. Prouver que Top(X/r) admet une petite famille gé-
nératrice. Donner un exemple avec r cohérente, ou Top(X/r) n’admet pas des
sommes directes infinies ( ?), donc n’est pas un topos.

i) Soit f : X — Y une application continue compatible avec R = glob(r). Définir
un foncteur

£ Top(Y) — Top(X/r)

489 dont le composé avec le foncteur d’inclusion Top(X/r) — Top(X) soit f*. Mon-
trer que sir est globalement cohérente et strictement ouverte (i.e. si R est stricte-
ment ouverte et r = loc(R)), et si f est I'application canonique X — Y = X/R,
alors f," est une équivalence de catégories, donc Top(X/r) est un %-topos, et
Top(X/r) — Top(X) est le foncteur image inverse d’'un morphisme de topos.
j) Conclure de i) que si r est strictement ouverte, alors Top(X/r) est un topos, et le
foncteur d’inclusion Top(X/r) — Top(X) est le foncteur image inverse associé
a un morphisme de topos

p . Top(X) — Top(X/r).

k) Définir une loi fonctorielle du topos Top(X/r) et du morphisme de topos pré-
cédent p, par rapport au couple (X, r) d'un espace topologique X muni d’une
relation d’équivalence locale strictement ouverte. Montrer que si X’ — X est
un étalement et si 7’ est 'image inverse de r dans X', alors le morphisme in-
duit Top(X'/r') — Top(X/r) est équivalent a un morphisme de localisation
Top(X/r),;p — Top(X/r), ou E est un objet de Top(X/r) (déterminé a isomor-
phisme unique pres). Pour que E couvre 1'objet final de Top(X/r), il faut et il
suffit que le saturé sous R = glob(r) de 'image de X’ dans X soit égal a X.

1) Déduire de k) que Top(X/r) est une étendue rigide (9.8.2 h)). Montrer que si
X est sobre 'ensemble des classes d’isomorphie de points de Top(X/r) est ho-
méomorphe, pour sa topologie canonique (7.8) a 'espace topologique quotient
X/ glob(r), et que pour deux points de Top(X/r), provenant de points x et x’ de
X, il existe au plus un morphisme de 'un dans l'autre; il y en a effectivement
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un si et seulement si x” et x sont équivalents mod glob(r) a des points x} et x;
tels que x; générise x].

m) Etudier le morphisme de topos canonique Top(X) — Top(X/r), en notant que
pour tout objet U de Top(X/r) tel que le topos induit sur U « soit » un espace
topologique ordinaire, le morphisme induit Top(X),,*y = Top(X/r)/U «est »
une application continue d’espaces topologiques ordinaires X; — U. Montrer
que les fibres de I'application X;; — U sont homéomorphes a des composantes
connexes de 'espace X" de f.

n) Soit X une variété différentiable munie d’un feuilletage, i.e. d’'un sous-faisceau
F localement facteur direct du faisceau tangent de X, stable par crochets. Dé-
finir sur X une relation d’équivalence locale strictement ouverte associée au
feuilletage, et définir sur le topos quotient T = Top(X/r) un Anneau qui en
fasse une étendue différentiable (9.8.2 j)). Définir une équivalence de la catégorie
des Modules localement libres sur I’étendue différentiable T (appelés aussi fibrés
vectoriels différentiables sur 7), et la catégorie des Modules localement libres sur
X munis d’une connexion relativement au sous-fibré F donné du fibré tangent.
Donner des variantes dans le cas analytique réel et analytique complexe.

10. Faisceaux de morphismes

ProrosiTION 10.1. Soient E un topos, X et Y deux objets de E; le foncteur Z +—
Homp(Z X X,Y) ~Homp (X z,Y,) est représentable.

En effet, les limites inductives sont universelles dans E (II 4.3). Le foncteur Z ~
Z X X commute donc aux limites inductives. Par suite, le foncteur Z +— Hompg(Z X
X,Y) transforme les limites inductives de 'argument Z en limites projectives. Il est
donc représentable (1.2.1).

10.2. L’objet représentant le foncteur Z = Homg(Z XX, Y)est noté Homg(X,Y)
(ou plus simplement Hom(X, Y)) et est appelé le faisceau des morphismes de X dans Y.
C’est un bifoncteur en X et Y. On a donc un isomorphisme trifonctoriel.

(10.2.1) Homg(Z,Homg(X,Y)) ~ Homg(Z X X,Y).

Il résulte alors de la formule (10.2.1) que le bifoncteur (X, Y) » Hom(X,Y) trans-
forme les limites inductives de I’argument X (resp. les limites projectives de I’argument
Y) en limites projectives dans E.

ProprosITION 10.3. Soitv : E — E’ un morphisme de topos. Pour un objet variable X
de E et un objet variable Y de E’, on a un isomorphisme bifonctoriel.

(10.3.1) v, Homg(v'Y, X) ~ Homg (Y, v, X).

Démonstration. Pour tout objet Z de E’, on a une suite d’isomorphismes, fonctoriels en
tout les arguments :

Hompg/ (Z,v, Homg(v*'Y, X)) ~Homg(v* Z, Homg(v*Y, X)) (adjonction)

Hom(v* Z, Hom;(v*Y, X)) ~Hom(v*Z X v*Y, X) (10.2.1)
Homg(v*Z X v*Y, X) ~Homg(v*(Z XY), X) (v* exact a gauche)
Homg(v*(Z X Y), X) ~Hompg/(Z XY,v,X) (adjonction)

Homg/(Z XY,v,X) ~Hompg/(Z,Homg/(Y,v, X)) (10.2.1)

490

491
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Les deux membres de (10.3.1) représentent donc des foncteurs isomorphes, C.QFD.

492 COROLLAIRE 10.4. Soient C un %-site, X un %-préfaisceau sur C, Y un %-faisceau sur C,
7 un univers contenant % tel que C soit 7-petit, Co, le topos des 7-préfaisceaux sur C, C3,
le topos des %-faisceaux sur C. Le préfaisceau Hom - (X,Y) est un %-faisceau. Soit X —

7

aX le morphisme canonique de X dans son faisceau associé. Le morphisme correspondant
Hom (aX,Y) —> Hom (X,Y) est un isomorphisme. On a un isomorphisme canonique

7 7
Homcﬂ%(gX, Y) ~ Homc% (aX,Y).

10.4.1. Supposons d’abord que C soit un petit site et que 7" = %. On a alors un
morphisme de topos : C5, — C;” (4.8),d’ot1(10.3.1) les assertions dans ce cas. Pour passer
de la au cas général, on remarque tout d’abord que le foncteur « faisceau associé » ne
dépend pas de I'univers (II 3.6) et que le topos des 7-faisceaux sur C est équivalent au
topos des Z-faisceaux sur Cg, (Il 4 et 1). Il suffit donc de démontrer le lemme suivant :

LEMME 10.4.2. Soient E un %-topos, 7" un univers contenant %, E3, le topos des 7-faisceaux
sur E, X et Y deux objets de E. Il existe un isomorphisme canonique Hompg(X,Y) =~
HomE;(X ,Y).

10.4.3. Le foncteur € : E — Eg-est pleinement fidele et exact & gauche. Par suite
on a, pour tout objet Z de E un isomorphisme

HomE7~(€EZ’ eg Homg(X,Y)) ~ HomEoi;(eEZ XepX,epY)

Mais tout objet de E;est limite inductive d’objets provenant de E, d’ou (10.2.1) Iasser-
tion.

10.5. Soit v : E — E’ un morphisme de topos. On se propose de définir quatre
morphismes bifonctoriels.

@, : v*Hom(X,Y) — Hom(v*X,v"Y) , XetYobjetsde E’,

Y, :v,Hom(X,Y) — Hom(v,X,v,Y) , XetYobjetsde E,
Z, : Hom(v,X,Y) — v, Hom(X,v*Y) , X €obE,Y €obFE’,
A, i (X XUY) —0(X)XY X €obE,Y €obE’,

493  ou, pour définir les morphismes = et A, on suppose que le foncteur v* image réciproque
par v admet un adjoint a gauche v,.
10.5.1.  Définition de ¥,. Soit X un objet de E. On a un morphisme d’adjonction
v*v, X — X, d’ou, pour tout objet Z de E’, un morphisme bifonctoriel v*(Z X v, X) —
(v*Z) X X. On a donc, pour tout objet Y de E, un morphisme trifonctoriel

Homg((v*Z) X X,Y) — Homg(v*(Z X v, X),Y).
On en déduit, par adjonction, un morphisme trifonctoriel
Hompg/(Z,v, Hom(X,Y)) — Hompg/(Z,Hom(v, X, v,Y));

d’ou le morphisme ¥,

10.5.2. Définition de A,. Pour tout objet X de E, on a un morphisme d’adjonction
X — v*v X, dou, pour tout objet Y de E, un morphisme bifonctoriel X X v*Y —
U0 (X) X Y ~ v*(0)(X) X Y); d’ou, par adjonction, le morphisme A,
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10.5.3. Définition de =,. Soient X un objet de E, Z et Y deux objets de E’. Le mor-
phisme A, : v)(XXv*Z) — v,(X)XZ fournit un morphisme trifonctoriel Hom g/ (v,(X)x
Z,Y) — Homg/ (v)(X X v*Z),Y)); d’ou, par adjonction, un morphisme trifonctoriel

Homg/(Z,Hom(v, X,Y)) — Homg/(Z, v, Hom(X, v*Y));

d’ou le morphisme =,.
10.5.4. Définition de ®,. Le morphisme trifonctoriel de (10.5.3)

Hompg: (v,(Z) X X,Y) — Hompg/ (v\(Z X v*X), Y);

ou Z est un objet de E et X, Y sont des objets de E’, permet d’obtenir, par adjonction,
un morphisme trifonctoriel,

Homg(Z,v* Hom(X,Y)) — Homg(Z, Hom(v* X, v*Y));
d’olt une définition du morphisme @,,. Il existe une deuxiéme maniere de définir @,,.
Soient X, Y, Z trois objets de E’. Le foncteur v* : E’ — E fournit un morphisme
trifonctoriel
Hompg/(Z X X,Y) — Homg(v*(Z) X v*(X), v*Y);
d’ou, par adjonction, un morphisme trifonctoriel
Hompg/(Z,Hom(X,Y)) — Homg/(Z, v, Hom(v* X, v*Y)).
On a donc un morphisme bifonctoriel 494
Hom(X,Y) — v, Hom(v* X, v*Y);

d’ou, par adjonction, un morphisme dont on laisse au lecteur le soin de vérifier que c’est
bien le morphisme @, défini ci-dessus.

PROPOSITION 10.6. Soitv : E — E' un morphisme de topos.

1) Le morphisme ¥, (10.5.1) est un isomorphisme pour tout objet Y de E si et seule-
ment si le morphisme d’adjonction v*v, X — X est un isomorphisme. En parti-
culier, le morphisme W, est un isomorphisme pour tout couple d’objets (X,Y) si
et seulement si le foncteur v, : E — E' est pleinement fidéle, i.e. si v est un
plongement de topos.

2) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout couple (X,Y) dobjets de E', le morphisme @, (10.5.4) est un iso-
morphisme.
(ii) Le foncteur v* admet un adjoint a gauche v, et pour tout objet X de E et tout
objet Y de E’, le morphisme =, (10.5.3) est un isomorphisme.
(iii) Le foncteur v* admet un adjoint a gauche v, et pour tout objet X de E et pour
tout objet Y de E’, le morphisme A, (10.5.2) est un isomorphisme.

10.6.1. La premiére assertion résulte immédiatement de (10.5.1). Il résulte aussi im-
médiatement de (10.5.2), (10.5.3), (10.5.4) que (iii) < (ii) < ((i) et le foncteur v* admet un
adjoint a gauche v)). Il reste donc a montrer que (i) implique que v* admet un adjoint a
gauche, i.e. (1.8) que (i) implique que v* commute aux petits produits. Soient e’ ’objet
final de E’ et I un petit ensemble. Comme v* est exact & gauche, v*(e’) est un objet
final de E et comme v* commute aux limites inductives v*(l;e") ~ LI;v*(e"). Pour tout
objet Yde E’, on a Hom(Ll;e',Y) ~ IT; Hom(e',Y) ~ I1;Y et Hom(L,v*(e’), v*'Y) =~
I1, Hom(v*(e"), v*Y) =~ II;0*Y. Le morphisme fonctoriel @, induit donc un isomor- 495
phisme v*I1;Y ~ I1;0*Y dont on vérifie que c’est 'isomorphisme canonique. C.Q.F.D.

CoROLLAIRE 10.7. Soient E un topos, Z un objetde E, j, . E,, — E le morphisme de
localisation (5.2), X, Y deux objets de E.
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1) Il existe un isomorphisme bifonctoriel
JjyHom(X,Y) ~ Hom(j, X, j5Y).
2) Soit X' un objet de E, ;. 1l existe un isomorphisme bifonctoriel
Homg(j, X',Y) ~ j ., Homg, (X', j5Y).

3) Soit Y' un objet de E/Z. Lorsque Z est un ouvert de E, il existe un isomorphisme
bifonctoriel

Jjz« Hom(X',Y") ~Hom(j . X', j,.Y').

Les assertions 1) et 2) se démontrent en remarquant que le morphisme A;  est un
isomorphisme. Pour I'assertion 3), il suffit de remarquer que j,, est pleinement fidéle,
car j, est pleinement fidele (I 5.7. a)).

CoROLLAIRE 10.8. Soient E un topos, X, Y et Z trois objetsde E, j; : E,; = Ele
morphisme de localisation.

1) On a un isomorphisme canonique
JjzeJY ~ Hom(Z,Y).
2) On a un isomorphisme canonique
Homg(Z,Hom(X,Y)) =~ HomE/Z(j}X, izY).

Soit e, I'objet final de E,, (i.e. I'objetid, : Z — Z)). Il résulte de (10.2.1) qu'on a
un isomorphisme canonique

Homyp, (e, j7Y) ~ jY;
d’ou, d’apres (10.7 2), un isomorphisme
Jz+izY ~Hom(j e, Y).

496 Comme j e, = Z,onadémontré 1). Démontrons 2). De (10.7), on tire un isomorphisme
canonique

Homp, (e, JjyHom(X,Y)) =~ HomE/Z(J;X, JyY);
d’ou, par adjonction sur le premier membre,

Homg(Z,Hom(X,Y)) =~ HomE/Z(j}X, izY).

11. Topos annelés, localisation dans les topos annelés

11.1.1. Soit % un univers. On appelle %-topos annelé un couple (E, A) ou E est
un %-topos et A un objet muni d’une structure d’anneau. On appelle %-site annelé un
couple (C, A) ou C est un %-site et A un #-faisceaux d’anneaux sur C. On ne men-
tionne pas I'univers lorsque le contexte ne préte pas a confusion. A un site annelé (C, A)
est associé le topos annelé (C~, A). A un topos annelé (E, A) est associé le site annelé
constitué par le site E et le faisceau d’anneaux représenté par A.

11.1.2. Soit (E, A) un topos annelé. On note 4 E (resp. E,) la catégorie des fais-
ceaux de A-modules (nous écrirons aussi A-Modules) a gauche (resp. a droite) unitaires.
La catégorie 4 E (resp. E4) est une catégorie abélienne (II 6.7). Soient M et N deux fais-
ceaux de A-modules a gauche (resp. a droite). Le groupe commutatif des morphismes de
A-Modules de M dans N est noté Hom (M, N).
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11.1.3. Soient A, B et C trois anneaux d’un topos E, M un faisceau de A — B bi-
modules, N un faisceau de A — C bimodules a gauche. Soit e un objet final de E et
posons Hom(e, B) = I'(B), Hom(e, C) = I'(C). La structure de A — B bimodule de M
fournit un homomorphisme d’anneaux de I'(B)° dans ’anneau des endomorphismes du
A-module M et de méme, la structure de A — C bimodule de N fournit un homomor-
phisme d’anneaux de I'(C)° dans ’anneau des endomorphismes du A-module N. On en
déduit, par fonctorialité, une structure de I'(B) — I'(C) bimodule sur le groupe commu-
tatif Hom 4, (M, N). En particulier, lorsque A est un faisceau d’anneaux commutatifs, le
groupe Hom 4 (M, N) est muni canoniquement d’une structure de I"(A)-module.

11.1.4. Soient E un topos, A et B deux anneaux de E, u : A — B un morphisme
de faisceaux d’anneaux, M un B-module (a gauche pour fixer les idées). Le faisceau M
peut-étre considéré comme un faisceau de A-modules par I'intermédiaire de u : pour tout
objet X de E, M(X) est muni de la structure de A(X)-module déduite de sa structure
de B(X)-module et de 'homomorphisme u(X) : A(X) — B(X) par restriction des
scalaires. On obtient ainsi un foncteur « restriction des scalaires par u »

Res(u) : g£ — 4E.

11.1.5. En particulier lorsque A = Z (faisceau constant Z i.e. faisceau associé au
préfaisceau constant Z) et lorsque u : Z — B est 'unique morphisme canonique, on ob-
tient un foncteur de p Fdans la catégorie , E qui n’est autre que la catégorie des faisceaux
abéliens notée E ,,. Ce foncteur est appelé le foncteur faisceau abélien sous-jacent.

PROPOSITION 11.1.6. Le foncteur restriction des scalaires par u commute aux limites
inductives et projectives. Il est conservatif.

La proposition est vraie pour le foncteur restriction des scalaires pour les modules
ordinaires, i.e. lorsque E est le topos ponctuel. Elle est donc vraie lorsque E est le topos
des préfaisceaux sur un petit site. Il résulte alors de la détermination des limites induc-
tives et projectives a 'aide du foncteur faisceau associé (II 6.4) que la proposition est
vraie dans le cas général.

11.2.1. Soient (E, A) un topos annelé, X unobjetde E, jy : E;x — Ele morphisme
de localisation 5.2. D’apres III 1.7 ou 3.1.2, le faisceau jy A est muni canoniquement d’une
structure d’anneau. Le faisceau d’anneaux jy A est noté le plus souvent A|X ou bien
encore, abusivement, A. Sauf mention du contraire, le topos E,y sera annelé par A|X.
Le faisceau jy, jyA est muni canoniquement d’une structure d’anneau. Le morphisme
d’adjonction A — jy,jyA est un morphisme de faisceaux d’anneaux.

11.2.2.  Soit de plus M un A-module (a gauche pour fixer les idées). Le faisceau jy M
est muni d’une structure de A| X-module (III 1.7 ; ou 3.1.2) ; d’ou un foncteur :

Jx * aE — axE/x

appelé foncteur de restriction a E,y, ou encore foncteur de restriction a X. Le foncteur
Jx commute aux limites inductives et projectives (loc. cit.). Il est en particulier exact. Soit
maintenant N un A|X-Module. Le faisceau jy, N est un faisceau de jy,A|X-Modules
(I 1.7 ou 3.1.2) ; d’ou, par restriction des scalaires par le morphisme d’adjonction A —
Jx«(A|X) (11.1.4), un A-Module encore noté jy, N. On a donc défini un foncteur

Jxs  axEix — 4E

qui commute aux limites projectives (11.1.6 et III 1.7). Pour tout A-Module M, le mor-

phisme d’adjonction M — jy, jy M estun morphisme de A-Modules. Pour tout A| X-Module

N et tout A-Module M, le morphisme d’adjonction M — jy, jx M définit un morphisme
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bifonctoriel en M et N
(11.2.2.1) Homy x(jyM, N) — Homy (M, jx, N).

Ce dernier morphisme est un isomorphisme i.e. les foncteurs jy et jy, pourles A-Modules,
sont adjoints (I 1.7).

11.2.3. Les foncteurs jy et jy, pour les Modules, commutent au foncteur «en-
semble sous-jacent » (III 1.7 4)). Ils commutent donc aux foncteurs restriction des sca-
laires et en particulier au foncteur faisceau abélien sous-jacent.

ProrosiTION 11.3.1. Soient (E, A) un topos annelé, X un objet de E. Le foncteur
Jx * aE — axEix
admet un adjoint a gauche noté jx, : 4 xE;x — 5E et appelé le prolongement par zéro.
Le foncteur prolongement par zéro est exact et fidéle et commute aux limites inductives.

Les foncteurs jy, pour les Modules commutent aux foncteurs restriction des scalaires et, en
particulier, ils commutent au foncteur faisceau abélien sous-jacent.

L’existence du foncteur jy, résulte de III 1.7. Comme jy, est un adjoint a gauche, il
commute aux limites inductives (I 2). Pour démontrer les autres assertions, supposons
d’abord que E soit le topos des préfaisceaux d’ensembles sur une petite catégorie C
contenant I'objet X. On sait alors que E,y est équivalent a la catégorie des préfaisceaux
sur C/y et que, modulo cette équivalence, le foncteur j} : E — E,yx n’est autre que la
composition avec le foncteur d’oubli C;yy — C (I5.11). Il résulte alors immédiatement de
la construction explicite de jy, (I 5.1) que pour tout A| X-Module N et pour tout objet Y
de C,ona

ixN¥)= @ Nw:
u€Homg(Y,X)

d’ou I'exactitude de jy, et le fait que le prolongement par zéro commute aux foncteurs
restriction des scalaires dans ce cas. Dans le cas général, on peut supposer que E est le
topos des faisceaux sur un petit site C et que X provient d’'un objet de C (1.2.1). Le topos
E,y est alors équivalent au topos des faisceaux sur C,y (muni de la topologie induite) (III
5.4) et le morphisme de topos jy : E,;x — E provient du foncteur d’oubli C,y — C qui
est continu et cocontinu (III 5.2). Il résulte alors de III 1.7) que le prolongement par zéro
pour les faisceaux s’obtient en composant le prolongement par zéro pour les préfaisceaux
avec le foncteur faisceau associé; d’ou 'assertion d’exactitude et la commutation aux
restrictions des scalaires.

Pour démontrer la fidélité, il revient au méme de montrer que pour A|X-Module N,
le morphisme d’adjonction

ady : N — jyjixN
est un monomorphisme. Or, en notant j ¢, le foncteur prolongement par zéro pour les
préfaisceaux et a le foncteur « faisceau associé », on a un diagramme commutatif
ady

ek .
4 xJx N,

ou ady est le morphisme d’adjonction pour les préfaisceaux. Le morphisme ad g est un

monomorphisme d’apres ce qui précede, donc a(adg) est un monomorphisme. De plus,
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comme le foncteur d’oubli C;yy — C est continu et cocontinu, le morphisme canonique
ajy — jya est un isomorphisme (III 2.3). Par suite ad 5, est un monomorphisme.

REMARQUE 11.3.2. Soit N un A|X-Module. Le faisceau d’ensemble sous-jacenta jy, N
n’est pas, en général, isomorphe au faisceau obtenu en prolongeant par le vide (?? et 5.2)
le faisceau d’ensemble sous-jacent a N. On prendra donc garde de ne pas confondre le
foncteur prolongement par zéro noté jy, : 4 xEx — 4E dans 11.3.1, et le foncteur
prolongement par le vide noté encore jy, : E;x — E dansIII 53 et IV 5.2. Dans la
plupart des cas rencontrés dans la pratique, I’abus de notations signalé ci-dessus n’améne
pas de confusions. Lorsqu’une confusion est néanmoins possible, nous utiliserons les

sens

notations j}b! et j§)° pour désigner respectivement les foncteurs prolongement par zéro
et prolongement par le vide.

ProPosITION 11.3.3. Soient (E, A) un topos annelé et X un objet de E. Le A-Module
Jx1(A|X), noté le plus souvent Ay ou Ax g, est le A-Module libre engendré par X (II 6.5)
i.e. pour tout A-Module M, on a un isomorphisme canonique, fonctoriel en M :

Hompg(X, M) < Hom (Ay, M).

Soit (X;);er une famille topologiquement génératrice de E (11 3.0.1). La famille (A x );e; est
une famille génératrice de la catégorie des A-Modules.

Soit e, 'objet final du topos E/y (exy = X iy X). On a un isomorphisme
Hom | x(A|X, j5 M) = Homg, (ex.jxM);

déduit de la section unité ey — A/X; d’ou, par adjonction, un isomorphisme
Hom 4 (j3,(A]| X), M) — Hom (i (ex), M).

Comme j§*(ex) = X, on obtient I'isomorphisme annoncé. La derniere assertion résulte
de II 6.6.

REMARQUE 11.3.4. Soient A et B deux faisceaux d’anneaux sur un topos E, X un ob-
jet de E et N un A|X-B|X-bi Module. Le faisceau abélien obtenu en prolongeant N par
zéro est muni canoniquement d’une structure de A-B-biModule ainsi qu’il résulte immé-
diatement de sa description explicite (11.3.1). En particulier le A-module libre engendré
Ay est un A-biModule.

EXERCICE 11.3.5. Soient E un topos, X un objetde E, x : P — E un pointde E (6.1),
(x;);ies la famille des points de E,y au-dessus de x (en correspondance biunivoque avec
la fibre X, (6.7.2). Montrer que pour tout faisceau abélien M sur E,y, la fibre (jy, M),
est canoniquement isomorphe a @; M, .

12. Opération sur les modules

ProrosITION 12.1. Soient (E, A) un topos annelé, M et N deux A-Modules a gauche
(resp. a droite). Le foncteur sur E qui a tout objet X de E associe le groupe commutatif
Hom (M ,Hompg(X, N)) est représentable par un faisceau abélien noté Hom ,(M, N)
(ou parfois Hom(M, N) lorsqu’aucune confusion n’en résulte). Pour tout objet X de E on
a un isomorphisme canonique

(12.1.1) Hom (M, N)(X) ~ Hom, x(jx M, jx N).
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On a un isomorphisme canonique Hom (X, N) = jy, jy N (10.8) et par suite Hom (X, N)
est muni fonctoriellement en X d’une structure de A-Module a gauche (resp. a droite).
Le foncteur X — Hompg(X, N) transforme les limites inductives de I’argument X en
limites projectives de A-Modules (10.2 et 11.2.3) et par suite le foncteur

X — Hom (M,Homg(X, N))

transforme les limites inductives de I’argument X en limites projectives de groupes com-
mutatifs, donc en limites projectives des ensembles sous-jacents. Il est donc représen-
table (1.4 et 1.2) et 'objet qui le représente est muni d’une structure de faisceau abélien.
On a, par définition, pour tout objet X de E, un isomorphisme canonique

(12.1.2) Hom, (M, N)(X) = Hom(X,Hom (M, N)) ~ Hom ,(M,Hom(X, N))
et 'isomorphisme (12.1.1) résulte de (12.1.2), de I'isomorphisme Hom(X, N) ~ jy,jxN
(10.8) et des formules d’adjonction de 10.

12.2. Le faisceau abélienne Hom 4(M, N) est appelé le faisceau des morphismes
de A-Modules de M dans N. C’est un bifoncteur en M et N. Il résulte de sa définition
et de (10.2) qu’il transforme les limites projectives de 'argument N (resp. les limites
inductives de M) en limites projectives de faisceaux abéliens. En particulier il est exact
a gauche en ses deux arguments.

PROPOSITION 12.3. Soient (E, A) un topos annelé, M et N deux A-Modules a droite
(resp. a gauche), X un objet de E :

a) On a des isomorphismes canoniques :
Hom (M, N)(X) ~ Hom,(M, jx.jxN) =~ Hom x(jx M, jyN) =~ Hom,(jxjxM, N)
b) On a un isomorphisme canonique :
@y ! jyHom, (M, N) ~ Hom y x(jx M, jyN)

Soit de plus P un A|X-Module a droite (resp. a gauche) :
¢) On a un isomorphisme canonique :

d) On a un isomorphisme canonique :

Les isomorphismes de a) résultent de (12.1.2), de 'isomorphisme Hom (X, N) =~ jy,jyN
(10.8) et des formules d’adjonction de 10.

Démontrons d). Pour tout objet Y de E,y on a la suite d’isomorphismes :

503

Hom(Y, jy Hom,(M, N)) ~ Hom(jx, Y, Hom (M, N)) (adjonction pour
les faisceaux d’ensembles)
Hom(jy,Y,Hom (M, N)) ~ Hom,(M,Homg(jy,Y,N)) (12.2.1)
Hom(M,Homg(jx Y, N)) ~ Hom,(M, jy, HomE/X(Y, JxN)) (10.7)
Hom, (M, jx, Homg (Y, JxN)) ~ Hom,,x(jxM,Homg(Y, jxN)) (11.2.2.1)
Hom 4 x(jxM,Homg(Y, jxN)) =~ Hom(Y,Hom 4 x(jx M, jx M)) (12.2.1)
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Démontrons c). Pour tout objet Y de E, on a la suite d’isomorphismes :

Hom(Y, jx, Hom, x(jxM, P)) ~ Hom(jxY,Hom 4 x(jx M; P)) (adjonction)
Hom(jxY,Hom, x(jxM, P)) ~ Hom,x(jx M, Homyg, (xY.P)) (12.2.1)
Hom 4 x(jx M, HomE/X(j}"(Y, P)) ~ Hom (M, jy., HomE/X(j;}Y, P)) (11.2.2.1)
Hom, (M, jy, HomE/X(j}"(Y, P)) ~ Hom (M ,Hompg(Y, jx.P)) (10.3)

Hom (M ,Hompg(Y, jy,.P)) ~ Hom(Y,Hom (M, jy.P)) (12.2.1)

Démontrons d). Pour tout objet Y de E, on a la suite d’isomorphismes :

Hom(Y,Hom 4(jy, P, N)) ~ Hom,(jyx, P, Homg(Y, N)) (12.2.1)
Homy(jx P, Homg(Y, N)) ~ Hom 4 x(P, jy Homg(Y, N)) (11.3.1)
Hom (P, jy Homg(Y, N)) ~ Hom, x(P,Homg, (jxY,jyN)) (10.7)

Hom 4,y (P, HomE/X(j;‘(Y, JxN)) ~ Hom(j3Y,Hom 4,y (P, jyN)) (12.2.1)
Hom(jxY,Hom  x(P, jxN)) =~ (Y, jx, Hom, x(P, jxN)) (adjonction)

COROLLAIRE 12.4. Soient C un %-site, A’ un U-préfaisceau d’anneaux sur C, M un
U-préfaisceau de A’ -modules (a gauche pour fixer les idées), N un %-faisceau de A’ -modules
(a gauche). Notons A le faisceau associé a A’, de sorte que les faisceaux N et aM (fais-
ceau associé a M) sont des A-Modules. Le préfaisceau X — Hom 4/ x(jy M, jx N) est un
U-faisceau abélien canoniquement isomorphe a Hom 4(aM, N).

En effet il résulte de III 5.5 et III 2.3 que le foncteur de localisation a C;y commute
avec les foncteurs faisceaux associés (pour C et C,y). Par suite, on a des isomorphismes
fonctoriels en 1'objet variable X de C :

Homy/ x(jx M, jxN) ~ Homy x(ajxy M, jxN)
= HomA|X(j}k(gM,j§(N) ~ Hom  (aM, N)(X).

COROLLAIRE 12.5. Soient E un topos, A, B, C trois faisceaux d’anneaux sur E, M un 504
A — B biModule, N un A — C biModule. Le faisceau abélien Hom ,(M, N) est muni ca-
noniquement d’une structure de B — C biModule. En particulier lorsque A est un faisceau
d’anneaux commutatifs et lorsque M et N sont des A-Modules, Hom 4(M, N) est muni
canoniquement d’une structure de A-Module. Les isomorphismes canoniques b), c), d) de
12.3 sont des isomorphismes de biModules.

Nous nous bornerons a donner des indications. Pour tout objet X de E, ona Hom 4 (M, N)(X) =~
Hom x(jy M, jx N) (12.3). Par suite, le groupe commutatif
Hom 4 (M, N)(X) est muni canoniquement d’une structure de B(X) — C(X) bimodule
(11.1.3) dont on vérifie qu’elle est fonctorielle en X. Les autres assertions sont laissées
au lecteur.

COROLLAIRE 12.6. Soient (E, A) un topos annelé, X un objet de A, N un A-Module (a
gauche pour fixer les idées). On a des isomorphismes canoniques de A-Modules :

Hompg(X,N) =~ jx,jxN ~ Hom (Ay, N);

la structure de A-Module sur Hom 4 (A y, N)) provenant de la structure de biModule sur A y
(11.3.4).

Le premier isomorphisme résulte de 10.7, le deuxiéme de I'isomorphisme de A-Modules
N ~ Hom (A, N) et de 12.3.
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ProrosiTION 12.7. Soient (E, A) un topos annelé, M un A-Module a droite et N un
A-Module a gauche. Le foncteur qui a tout faisceau abélien P associe le groupe commutatif
Hom (M ,Homy(N, P)) est représentable par un faisceau abélien noté M @ 4 N et appelé
le produit tensoriel sur A de M et de N.

On a une injection canonique de Hom 4(M, Homy,(N, P)) dans I’ensemble
Hom(M,Hom(N, P)) ~ Hom(M X N, P); On constate aussitot, en revenant aux défi-
nitions, qu'un morphisme f de faisceaux d’ensembles de M X N dans P provient d’une
élément de Hom ,(M,Hom ,(N, P)) si et seulement si pour tout objet X de E, f(X) :
M(X) X N(X) = P(X) est une application A(X)-bilinéaire de M (X) X N(X) dans
P(X). Appelons morphisme A-bilinéaire les morphismes de faisceaux d’ensembles de
M x N dans P qui possedent cette propriété. II s’agit donc de représenter le foncteur
des morphismes A-bilinéaires de M X N dans P. Pour cela on procéde comme dans le
cas ordinaire i.e. comme dans le cas ou E est le topos ponctuel. Considérons les huit
morphismes :

() MXMXN— MxN 1<i<3
(i) MXNXN — MXN 4<i<6
(i) MXAXN — MXN 7<i<8
définis par les formules :
(1) (my, my, n) — (m; + my, n)
(2) (my, my, n) —> (my, n)
(3) (my, my, n) — (my, n)
(4) (m,ny,ny) —> (m,ny + ny)
(5) (m,ny,ny) —> (m,ny)
(6) (m,ny,ny) — (m,n,)
(7) (m,a,n) +— (ma,n)
(8) (m,a,n) +— (m,an);
ou la formule (i) décrit I'application (i)(X) pour les objets variables X de E. Notons L
le foncteur « faisceau abélien libre engendré ». Il est clair que le plus grand quotient (au
sens des faisceaux abéliens) de L(M X N) qui égalise le morphisme L(1) a L(2) + L(3),
L(4)a L(S) + L(6) et L(7) a L(8) représente le foncteur des morphismes A-bilinéaires
de M X N dans P.

12.8. On constate que le foncteur P — Hom ,(N,Hom,(M, P)) est aussi cano-
niquement isomorphe au foncteur des applications A-bilinéaires de M X N dans P. Par
suite le produit tensoriel M ® 4, N représente aussi le foncteur Hom 4, (N, Hom,(M, P)).
On a donc des isomorphismes, fonctoriel en tout les arguments : B

(1281) Homz(M ®A N, P) ~ HomA(M, HomZ(N, P)),
(1282) Homz(M ®A N, P) ~ HomA(N, HomZ(M, P))

12.9. Ilrésulte de (12.8), ou bien de (12.8.1) et de (12.2) que le foncteur ® , commute
aux limites inductives en ses deux arguments.

ProprosITION 12.10. Soient C un %-site, A’ un préfaisceau d’anneaux sur C, M’ (re-
sp. N') un A’ -module a droite (resp. a gauche), A, M, N les faisceaux associés @ A', M’
et N' respectivement. Le faisceau associé au préfaisceau X — M'(X) ®4x) N'(X)
(X € ob C) est canoniquement isomorphe au faisceau M @ 4 N.

Le préfaisceau X = M'(X) ®4x) N'(X) peut se construire a partir des préfais-
ceaux M', N’ et A’ par les opérations indiquées dans la démonstration de 12.7. Comme
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le foncteur « faisceau associé » commute aux limites projectives et inductives finies et
aux foncteurs « objet abélien libre engendré », la formation du produit tensoriel com-
mute au foncteur « faisceau associé ».

ProposITION 12.11. Soient (E, A) un topos annelé, M un A-Module a droite, N un
A-Module a gauche, X un objet de E.

a) On a un isomorphisme canonique
Jx(M @4 N) = (jxyM)®,4 (jxN).

Soient de plus P un A/X-Module a droite et Q un A/X module a gauche.
b) On a des isomorphismes canoniques (formules de projection) :

Jx (P ®ux jxN) = (x P)®y N
JX!(J;(M ®A|X Q)M ®A (JXlQ)

Démontrons a). Pour tout faisceau abélien R sur E,y, on a la suite d’isomorphismes fonctoriels

en R :
Homy(jy(M ®4 N), R) ~ Homz(M ® 4 N, jx.R) (11.2.2.1)
Homy(M ®4 N, jx.R) ~ Hom,(M,Homz(N, jx,R)) (12.8.1)

Hom (M ,Hom (N, jy,R)) ~ Hom, (M, jy, HomZ(j;}N, R)) (12.3)
Hom, (M, jy, Homz(jy N, R)) ~ HomA|X(j§(M, Homgy(jyN,R)) (11.2.2.1)

Hom ,x(jxM,Homg(jy N, R) ~ Homz(jyM ® 4 jyN, R) (12.8.1)
Exhibons le premier isomorphisme de b). Pour tout faisceau abélien R, on a 507
une suite d’isomorphismes fonctoriels en R :
Hom z(jx (P ®4jx jxN), R) =~ Hom (P ® 4 x JxN,jxR) (11.3.1)

Hom (P ®4x jxN,jxR) ~Hom/x(P,Hom(jx N, jyR)) (12.8.1)
Hom 4 x(P,Hom;(jx N, jxR)) ~ Hom, x(P, jxy Hom (N, R)) (12.3)

Hom 4 x(P, jy Homz(N, R)) ~ Hom,(jx,P,Hom (N, R)) (11.3.1)
Hom 4 (jy,P,Hom (N, R)) ~ Hom,(jy,P ® 4 N, R) (12.8.1)

Le deuxiéme isomorphisme s’obtient de maniéere analogue al’aide de (12.8.2).

COROLLAIRE 12.12. Soient E un topos, A, B, C trois faisceaux d’anneaux sur E, M un
B—A biModule, N un A—C biModule. Le faisceau abélien M @ 4, N est muni canoniquement
d’une structure de B — C biModule. En particulier, lorsque A est un faisceau d’anneaux
commutatifs et lorsque M et N sont des A-Modules, M @ 4 N est muni canoniquement d’une
structure de A-Module. Les isomorphismes de 12.9 sont des isomorphismes de biModules.

Pour tout objet X de E, jx M est un A| X-Module a droite sur lequel opeére, a gauche,
I'anneau B(X) et de méme, jy N est un A/X-Module a gauche sur lequel opére, a droite,
C(X). Par fonctorialité, le faisceau abélien jxM ® 4,x jxN =~ j3x(M &4 N) est muni
d’une structure de B(X)— C(X) « objet », structure qui varie fonctoriellement en X. Par
suite M ® 4 N est muni d’une structure de B — C biModule. Cette structure de B(X) —
C(X) objet sur jy(M ®, N) se reflete de fagon évidente sur le foncteur « morphisme
A-bilinéaire ». On constate alors que, lorsque A est commutatif et lorsque M et N sont
des A-Modules, les structures de A-Modules a droite et a gauche qu’on obtient sont
« égales » et par suite M ® 4 N est dans ce cas un A-Module. La derniére assertion est
laissée au lecteur.
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COROLLAIRE 12.13. Soient (E, A) un topos annelé, M un A-Module a gauche (resp. a
droite), X un objet de E. On a (avec la notation Ay de 11.3.3) un isomorphisme canonique

Ax @4 M = Jx\jxM (resp. M Q4 Ay ~ jx1jxM)).
résulte des formules de projections (12.11).

PROPOSITION 12.14. Soient E un topos, A et B deux faisceaux d’anneaux sur E, M un
A-Module a droite, N un A — B biModule, P un B-Module a droite. On a un isomorphisme
canonique

Homg(M ®4 N, P) ~ Hom,4(M,Hompg(N, P)).
De (12.8.1) on tire un morphisme A-bilinéaire canonique Hom (N, P) X N — P;

d’ou, en se restreignant 8 Homg(N, P) X N (qui est un sous-faisceau), un morphisme
A-bilinéaire Homg(N, P) X N — Pdont on vérifie immédiatement qu’il est B-linéaire

sur le deuxieme facteur. On a donc un morphisme canonique de B-Modules Hom (N, P)® 4

N — P; d’ou une application canonique, fonctorielle en M :
(12.14.1) Hom, (M,Hompg(N, P)) — Homg(M @ 4 N, P).

Montrons que ce morphisme de foncteurs est un isomorphisme. Comme les deux membres
transforment les limites inductives de M en limites projectives, il suffit de montrer que
(12.14.1) est un isomorphisme, lorsque M parcourt une famille génératrice de la catégo-
rie E 4. Il suffit donc de montrer que (12.14.1) est un isomorphisme lorsque M = Ay ou
X est un objet de E. La vérification est alors immédiate.

13. Morphisme de topos annelés

DEFINITION 13.1. Soient (E, A) et (E', A’) deux topos annelés. Un morphisme de topos
anneléu : (E,A) — (E', A’) est un couple (m,0) oum : E — E’ est un morphisme de
topos (3.1) et 6 : m* A’ — A est un morphisme d’Anneaux.

13.1.1. Comme le foncteur m* : E’ — F est adjoint a gauche au foncteur m, :
E — E’, se donner un morphisme de topos annelés (m, 6) : (E, A) — (E’, A") revient a
se donner un morphisme de toposm : E — E’ et un morphisme de faisceaux d’anneaux
O:A ->mA.

13.2. A unmorphisme de topos annelésu = (m,0) : (E, A) — (E’, A™), on associe
deux foncteurs remarquables entre les catégories de Modules :

13.2.1. Le foncteur image directe pour les Modules : Soit M un A-Module a gauche
(resp. a droite). L’objet m, M est muni canoniquement d’une structure de m, A-Module ;
d’ou par restriction des scalaires par le morphisme canonique ®' : A" — m_A, un
A’-Module noté u,(M) et appelé 'image directe de M par le morphisme u.

13.2.2. Le foncteur image réciproque pour les Modules : Soit N un A’-Module a gauche

(resp. a droite). L’objet m* N de E est muni canoniquement d’une structure de m* A’ -Module

a gauche (resp. a droite). Le A-Module a gauche A ®,, * ,»m* N (resp. a droite m* N ®,,
%4 A) ol A est muni de la structure de m* A’-Module définie par 6 : m*A’ — A, est
noté u* N et est appelé 'image réciproque du Module N par le morphisme de topos annelé
u.
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13.2.3.  On notera que pour tout A-Module M, le faisceau d’ensembles et le faisceau
abélien sous-jacent a u, M est le faisceau m, M. Aussi emploie-t-on le plus souvent la no-
tation u, pour désigner le foncteur m, : image directe pour les faisceaux d’ensembles.
En revanche pour un A’-Module N, le faisceau d’ensembles ou le faisceau abélien sous-
jacent a u* N n’est ni égal ni isomorphe en général a m* N (sauf toutefois lorsque 6 est
un isomorphisme). Il y a donc lieu de distinguer entre I'image réciproque pour les Mo-
dules et I'image réciproque pour les faisceaux d’ensembles ou les faisceaux abéliens. On
utilise le plus souvent la notation u~! : E’ — E pour désigner le foncteur m* image
inverse pour les faisceaux d’ensembles. Le foncteur u~! est appelé le foncteur image ré-
ciproque « ensembliste » par le morphisme de topos annelé u, par opposition avec I'image
réciproque « au sens modules » u*.

DEFINITION 13.3. Soient (C, A) et (C’, A") deux U-sites annelés. Un morphisme de sites
annelésu : (C, A) — (C', A") est un couple (m, ) ou m est un morphisme du site C dans
le site C' (4.9)et® : m*A" - A un morphisme d’Anneaux.

13.3.1. Un morphisme de topos annelé est un morphisme de %-sites annelés. Un
morphisme de sites annelés donne naissance a un morphisme entre les topos annelés
correspondants (11.1.1 et 4.9.1).

PROPOSITION 13.4. Soitu : (E,A) — (E’, A") un morphisme de topos annelés.

a) Pour un A-Module a gauche (resp. a droite) variable M, et pour un A’ -Module a
gauche (resp. a droite) variable N, on a des isomorphismes bifonctoriels canoniques
(dits isomorphismes d’adjonction) :

(13.4.1) Hom 4 (u* N, M) ~ Hom 4/ (N,u, M),
(13.4.2) u, Hom,(u*N, M) ~ Hom 4, (N,u,M).

b) Pour un objet variable X de E', on a un isomorphisme canonique, fonctoriel en X :
(1343) M*AS( e Au_l(X)’

ou Ay et A1 (x) désignent les Modules libres engendrés (11.3.3).

c) Lorsque A’ est commutatif et lorsque le morphisme canonique u"'A’ — A est
central (resp. lorsque le morphisme canonique u=' A’ — A est un isomorphisme)
on a, pour un A" -Module a droite M variable et un A’ -Module a gauche N variable,
un isomorphisme bifonctoriel canonique :

(13.4.4) M*M ®A U*Nzu*(M ®A/ N)
(resp. (13.4.5) WM, u'N~u'(M®, N).

On a tout d’abord un isomorphisme canonique Hom 4 (u* N, M) ~ Hom,1 4/ w'N, M)
(12.14), puis un isomorphisme Homu_lA;(u_lN, M) ~ Hom 4/ (N,u, M) (I 1.7); d’ou

(13.4.1). Exhibons I'isomorphisme (13.4.2). Pour tout objet X de E’, on a la suite d’iso-
morphismes fonctoriels :

Hom g/ (X,u, Hom ,(u* N, M)) ~Hom(u~' X, Hom ,(u* N, M)) (adjonction),

Hom ,(u* N,Hom g(u~' X, M)) ~ " ” " " (12.1),

Hom ,(u*N, HomE(u_lX, M)) ~Hom,/ (N, u, HomE(u_lX, M)) (13.4.1),

Hom ,/(N,Hompg/ (X,u,M)) ~ " " " " (10.3.1),
" " " "~ Hom 4/ (X,Hom 4/ (N,u,M)) (12.1).

La formule (13.4.5) s’obtient alors a partir de la formule 13.3.2. par adjonction (définition
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du produit tensoriel (12.7)). La formule (13.4.4) se déduit de (13.4.5) en utilisant la com-
mutativité du produit tensoriel lorsque ’anneau de base est commutatif (12.8). Enfin,
pour démontrer (13.4.3), on consideére la suite d’isomorphismes

Hom,(u* Ay, M) ~Hom (A, u, M) (13.4.1),
Homg/ (X, u M) ~ " " " (11.3.3),

" " "o~ HomE(u_lX, M) (adjonction),
Hom,(A,-1x, M)~ " " " (11.3.3).

COROLLAIRE 13.5. Soient (E, A) un topos annelé, x : P — E un point de E, F —
F, le foncteur fibre associé (6.1). Le foncteur fibre en x transforme le produit tensoriel des
A-Modules en produit tensoriel (ordinaire) des A, -modules.

Le produit tensoriel dans Pest le produit tensoriel ordinaire des modules (Ple topos
ponctuel est la catégorie des ensembles). L’assertion résulte donc de (13.4.4).

COROLLAIRE 13.6. Soitu : (E, A) —» (E’, A") un morphisme de topos annelés. Le fonc-
teuru, image directe pour les Modules a droite ou a gauche commute aux limites projectives
et en particulier est exact a gauche. Le foncteur u™ image réciproque pour les Modules a
droite ou a gauche commute aux limites inductives et en particulier est exact a droite.

Ceci résulte de la formule (13.4.1) (I 2.11).

13.7. On notera que le foncteur u*, image réciproque pour les Modules, n’est pas,
en général, exact, alors que le foncteur u~!, image réciproque ensembliste, est exact. On
peut cependant affirmer I'exactitude de u* lorsque le morphisme canonique u™'A’ — A
est plat (a droite ou a gauche) (V 1.8). C’est en particulier le cas lorsque le morphisme
canonique u~! A’ — A est un isomorphisme.

13.8. Soient Cun %-site, A’ un préfaisceau d’anneaux sur C, et notons A le faisceau
associé a A’. La catégorie des préfaisceaux de A’-modules qui sont des faisceaux est
équivalente a la catégorie des A-Modules. On utilise parfois la notation Hom 4, (M, N)
pour désigner le groupe Hom 4 (M, N) (11.1.2). De méme, et abusivement, on utilise les
notations Hom 4, (M, N) et M ® 4+ N pour désigner les faisceaux Hom (M, N) et
M ®4 N.Lorsque A" = k, est le préfaisceau constant, défini par un anneau ordinaire
k, on écrit aussi Hom,, ®, au lieu de HomkE, ®kE

EXERCICE 13.9. Topos localement annelés (cf. [9] pour plus de renseignements dans
Pordre d’idées qui suit).

Soit (E, Of) un topos commutativement annelé. Pour X € ob E et f € Og(X), soit
X s le plus grand sous-objet de X sur lequel f soit inversible.

a) Montrer que pour X’ € ob E,y, fy/ est inversible si et seulement si le mor-
phisme structural X’ — X se factorise par X, et que pour f, g € Op(X), on
a
ng = Xf N Xg‘
b) Montrer que les conditions suivantes (i) a (iii) sont équivalentes :
(i) Pour X €obEet f,g € Og(X),0ona

Xf+g C Sup(Xf, Xg)

(ii) Pour X € ob E et f, g € Op(X) tels que f + g soit inversible, on a X =
Sup(X X g).
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(iii) Pour X € obEet f € Op(X),0ona
X = Sup(Xf, X]—f)'

Montrer que ces conditions impliquent la condition suivante (iv), et sont
équivalentes a cette derniére si E a suffisamment de points :
(iv) Pour tout point p de E, I'anneau fibre O , est un anneau local.
Lorsque les conditions équivalentes (i) a (iii) sont satisfaites, on dira que
(E, Of) estun topos localement annelé, et on dit de méme qu’un site annelé est un
site localement annelé si le topos annelé correspondant est un topos localement
annelé.
¢) Soient (E,Uf) et (E’, /) deux topos localement annelés, et f un morphisme
de topos annelés du premier dans le second. Montrer que la condition (i) sui-
vante implique la condition (ii) et lui est équivalente si E a suffisamment de

points :
(i) Pour tout X € obE’ et s’ € Op/(X'), posant X = f~1(X), s = f*(s"),

on a
L= X).
(ii) Pour tout point p de E, posant p’ = f(p), ’homomorphisme naturel sur les
fibres

O E'p’ — 0 E.p
est un homomorphisme local d’anneaux locaux.

Lorsque la condition (i) est satisfaite, on dira que f est un morphisme de
topos localement annelés, ou encore un morphisme admissible de topos localement
annelés si une confusion est a craindre. On désigne par Homtoplocan(E, E’) la
sous-catégorie pleine de la catégorie Homtopan(E, E’) de tous les morphismes
de topos annelés de E dans E’ définie par les morphismes admissibles de E dans
E'.

d) Supposons que (E,Of) soit le topos annelé associé a un espace topologique
annelé (X, Oy) (2.1). Montrer que pour que (E, Uf) soit localement annelé, il
faut et il suffit que (X, Oy) soit localement annelé, i.e. que pour tout x € X,
la fibre Oy , soit un anneau local. (Noter que dans le critere (iv) de b), il suffit
de prendre le point p dans une famille conservatrice de points de E). Soit f :
(X,0x) = (X',0x/) un morphisme d’espaces annelés, ou Oy et Oy, sont
des faisceaux d’anneaux locaux. Montrer que le morphisme de topos annelés
correspondant Top(X, Oy) — Top(X', O /) est admissible si et seulement si il
en est de méme pour le morphisme f, i.e.; si et seulement si pour tout x € X,
Ox' fx) = Ox x est un homomorphisme local d’anneaux locaux.

e) Soient (E,Uf) et (E’, O/) deux topos localement annelés, tels que E ait suffi-

samment de points et que (E’, Og/) soit équivalent au topos annelé défini par
un schéma (X', Ox/); prouver que la catégorie Homtoplocan(E, E’) est équi-
valente a une catégorie discréte, i.e. que c’est un groupoide (tout morphisme
est un isomorphisme) rigide (les groupes d’automorphismes des objets sont les
groupes unité).
(Hint : se ramener au cas ou (E, Of) est le topos ponctuel annelé par un corps).
On se rappellera que, par contre, Homtop(E, E") n’est pas en général équi-
valent a une catégorie discréte, méme si E et E’ sont des topos définis par des
schémas (et méme si E est le topos ponctuel), cf. 4.2.3.

f) Soient E un topos localement annelé, Ple topos annelé défini par ’espace annelé
Speck, ou k est un corps. Montrer que les morphismes admissibles de topos
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localement annelés P — E correspondent aux couples (p, u) d’un point p de E,
et d’'une injection de k(p) dans k. ou k(p) est le corps résiduel de ’anneau local
Ok p- Généraliser en un énoncé exhibant les morphismes admissibles d’un topos
localement annelé ponctuel dans E (généralisant EGA 1 2.4.4).

On appelle point géométrique d’un topos localement annelé E tout morphisme
admissible dans E du topos localement annelé défini par un espace annelé de
la forme Spec(k), ou k est un corps algébriquement clos. Définir la catégorie des
points géométriques de E (sous-entendu : correspondants a des corps k € %),
notée Ptgéom(E), et un foncteur canonique Ptgéom(FE) — Point(E). Montrer
que ce foncteur est fidele si et seulement si E n’a pas de point i.e. Point(E) est
la catégorie vide.

g) Soient E un %-topos, V un univers tel que U € V. Définir une 2-catégorie
(7-%-Top),f en termes de 'objet E de la 2-catégorie (7-%- Top) (3.3.1), en s’ins-
pirant de 5.14 a). Lorsque E est annelé par un Anneau A, définir de méme une
2-catégorie (V-%-Topan),, et lorsque E est localement annelé, utilisant la no-
tion de morphisme admissible (cf. c)), définir une 2-catégorie (7-%-Topanloc), g,
admettant Ptgéom(E) (cf. f)) comme sous-catégorie pleine.

14. Modules sur un topos défini par recollement

14.1. Soient (E, A) un topos annelé, U un sous-topos ouvert de E, F'le sous-topos
fermé complémentaire, j : U — Eeti : F — E les morphismes canoniques (9.3).
Le topos U est annelé par j* A (11.2.1) et le morphisme de topos i, complété de maniére
évidente, devient un morphisme de topos annelés. Dans ce numéro, le topos F'sera annelé
par le faisceau i* A, noté A|F, et le morphisme j, complété de maniere évidente, est alors
un morphisme de topos annelés.

14.2. On a donc deux morphismes de topos annelés :

d’ou cinq foncteurs entre les catégories de Modules (a gauche pour fixer les idées) cor-
respondantes :

Jr

14.2.1 — .
(142D ()~ WE) = (i)

Chaque foncteur du diagramme (14.2.1) est adjoint a gauche a celui qui se trouve au-
dessous de lui.

14.3. On sait que le foncteur X — (*X,i*X;i*X — i*j,j*X) est une équi-
valence de E dans le topos (U, F,i*j,) (9.5.4). Cette équivalence induit une équiva-
lence entre les catégories de Modules correspondantes et par suite le foncteur P —
(*P,i*P;i*P — i*j,j* P) est une équivalence, notée @, de la catégorie 4 E dans la ca-
tégorie (4yU, | pF.i"j.). Les foncteurs de (14.2.1) composés avec @ ou @~ sont alors
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les foncteurs :
Boj, i M (M, M;i*j, M = i*j, M),
j¥e®d™l : (M,N;N = i*j, M)~ M,
Doj: M- (M,0,0 - i*j M),
@oi, : N (0,N;:N = 0),
i*od™ ' : (M,N;N = i*j_ M)~ N.
Le lecteur pourra, a titre d’exercice, expliciter les différents morphismes d’adjonction.
14.4. Notons
(14.4.1) i' 1 yE — ppF

le foncteur défini par la formule :

(14.4.2) i'e®d \(M,N; N S i*j, M) = Ker(u).

.l . s \ . . .
PrROPOSITION 14.5. Le foncteur i' est adjoint a droite au foncteur i,. Le morphisme
) . . .o . . .| .
d’adjonctioni, i’ — id est un monomorphisme. Les foncteursi- (pour des anneaux variables)
commutent aux foncteurs restriction des scalaires.

Il est clair que tout morphisme
(0, N30) — (M, N: N = i*j,M)

se factorise d’'une maniére unique par (0, ker(u) ; 0) ; ce qui démontre la propriété d’ad-
jonction. Les autres assertions sont triviales.

PROPOSITION 14.6. Pour tout objet P de 4 E, on a les suites exactes fonctorielles en P :

(14.6.1) 0— jj*P — P —i,i"P —0;
(14.6.2) 0— §ji*P — P — j,j*P,

ot les fléches non triviales sont les fléches d’adjonction.
Remarquons d’abord qu’une suite
(M',N";u'"y — (M,N;u) — (M",N";u")
de (4,yU, 4/pF;i*j,) est exacte si et seulement si les suites correspondantes
M — M —M
N'— N — N’

sont exactes.
Les suites (14.6.1) et (14.6.2) sont transformées par ’équivalence @ en des suites du

type (14.3) :
0— (M,0;0) — (M,N;u) — (0O,N;0) — 0
0 — (0,ker(u); 0) — (M, N,u) — (M, i*j, M;id).

La vérification de I’exactitude de ces suites est triviale.
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14.7. La suite exacte (14.6.2) permet d’obtenir une nouvelle interprétation du fonc-
teur i,i*. En effet soit X un objet de E. De (14.6.2) on tire la suite exacte de groupes
commutatifs :

0 — Homg(X,i,i'P) — Homg(X, P) — Homg(X, j,j*P).

Notons encore U 'ouvert de E, objet final du sous-topos ouvert U. Il résulte des proprié-
tés d’adjonction des foncteurs j,, j* et jI™* que le groupe Homg(X, j,j* P) est canoni-
quement isomorphe a Hom (X XU, P) et que le morphisme Hom (X, P) - Homg(X, j,j*P)
n’est autre que le morphisme défini par le monomorphisme X X U — X (5). En d’autres

termes (8.5.2) :

518 PROPOSITION 14.8. Les sections de i,i' P sur E,y sont les sections de P sur E,y dont le
support (9.3.5) contient F . En d’autres termes, i,,i' P est le plus grand sous-faisceau de P a
support contenu dans F.

14.9. Par abus de langage, on dit parfois que i,i' P est le sous-Module de P défini
par les sections de P a support dans F. Il résulte de 8.5.3 que cette terminologie ne fait
qu’étendre aux topos généraux une terminologie utilisée pour les topos de faisceaux sur
des espaces topologiques.

ProrosITION 14.10. 1) Le foncteur P v+ i,i* P est isomorphe au foncteur P +—
i,i*A®, P
2) Le foncteur P ~ i'i* P est isomorphe au foncteur P — Hom 4(i,i* A, P).

La suite exacte (14.6.1) s’écrit, dans le cas particulier ou Pest le A-Module A :
(14.10.1) 0— Ay — A—i,i"A—0
ou Ay estle A-Module libre engendré par 'ouvert U correspondant au sous-topos ouvert
U (9 et 11.3.3). Pour tout A-Module P, les A-Modules j,j* Pet j, j* Psont canoniquement
isomorphes respectivement a Ay ® 4 Pet Hom 4 (A, P) (12.3. et 12.6). De plus, les mor-
phismes canoniques j,j*P — Pet P — j,j* Pproviennent, modulo ces isomorphismes,

du monomorphisme A;; — A. On tire donc de la suite exacte ??, deux suites exactes (12.2
et 12.11) :

Ji*P— P —i,i*A®, P —0,
0 — Hom ,(i,i*A, P) — P — j,j*P,

d’ou les isomorphismes annoncés par comparaison avec (14.6.1) et (14.6.2).
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