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Dans cet exposé on développe la théorie de la cohomologie étale pour les préschémas
excellents (EGA IV 7.8.1) d’égales caractéristiques, en admettant le théoréme de résolution
des singularités pour de tels préschémas, sous la forme suivante :

Soit X = Spec A un schéma local excellent d’égales caractéristiques, et soit U C X un
ouvert régulier. Il existe un morphisme propre et birationnel f : X’ — X et une immersion
ouverte U — X' au-dessus de X tel que X’ soit régulier et que Y = X — U soit partout de
codimension 1, a intersections transversales.

Les démonstrations sont donc valables, « pour I'instant », seulement en caractéristique zéro
[4]. On pourrait aussi en déduire des résultats pour les préschémas de caractéristique p > 0
dans les basses dimensions [1].

Sous I'hypothése de résolution, on obtiendra des résultats plus ou moins satisfaisants
pour les préschémas d’égales caractéristiques et pour les coefficients premiers a la carac-
téristique (cf. 3.2, 4.1, 5.1, 6.1). Par contre, on ne connait presque rien sur la cohomologie
des préschémas généraux d’inégales caractéristiques, méme en dimension 2, ol on dispose
de la résolution [2]. Par exemple, on ne connait le théoréme de pureté 2.1 pour aucun an-
neau complet d’inégales caractéristiques de dimension > 1. Ce résultat, pour les anneaux
de séries formelles k[[xy, ..., x,]] (1.2), est un des outils principaux dans la théorie. Notons
d’ailleurs que pour la démonstration de 1.2, on ne se sert pas du théoréme de résolution. Ce
théoréme est donc démontré en caractéristique quelconque.

On va utiliser souvent sans mention explicite les propriétés des schémas excellents qui
sont développés dans EGAIV 7.8, tels que la stabilité par rapport aux extensions de type
fini (EGAIV 7.8.3(ii)) et par rapport aux localisations strictes. Ce dernier fait résulte de la
résolution et de EGAIV 7.9.5.

1. Pureté pour ’anneau k[[xy, ..., x,]]

Rappelons le corollaire suivant de XVI 3.7 :



Corollaire 1.1. — Soit A un anneau strictement local, et notons A{x} le localisé strict de A[x]
en ’idéal premier engendré par rad A et x. Soit U = Spec A{x}[1/x]. Alors pour n premier a
la caractéristique résiduelle de A, on a

H.(A) si g=0
HYU,pn,) ~1Z/n si g=1
0 si g> 1.

En effet, soit X = Spec A[x], et Y = V' (x) le lieu des zéros de x dans X. Alors (Y, X) est
un couple lisse (XVI 3.1) au-dessus de Spec A. D’apres (V 4, VIIL 5), HY(U, p,,) s’identifie a la
fibre du faisceau %I?H (X, p,,) en un point géométrique au-dessus du point (rad A4, x) de X,
et le corollaire résulte donc immédiatement de (XVI 3.7). Notons que W, Z/n sont tous les

deux des groupes cycliques d’ordre #. On les a mis ici pour donner les formules canoniques
(cf. 3.4).

Théoreme 1.2. — Soit k un corps séparablement clos, et U = Spec k[[x1, ..., x,.]][1/x,]. Alors
pour n premier a la caractéristique de k, on a

a(4) si q=0
HYU,pn,) =52Z/n si g=1
0 si g> 1.

Remarque. — La démonstration vaut également pour 'anneau de séries convergentes,
dans le cas k = C. De plus, on évite facilement ’hypothése que k soit séparablement clos
en faisant ’énoncé avec un peu plus de soin. Mais pour établir le théoréme de pureté géné-
rale 3.2 (sous I’hypothése de résolution des singularités, bien entendu), nous avons besoin
du résultat seulement dans le cas k séparablement clos, et ces autres assertions sont des
corollaires de ce théoréme 3.2.

Pour les dimensions 0, 1, on peut démontrer le résultat pour chaque anneau régulier
strictement local :

Lemme 1.3. — Soit A un anneau régulier strictement local et x € rad A un paramétre local.
Soit U = Spec A[1/x]. Alors HU, R, = W, (A), et on a des isomorphismes canoniques

Zin~ HU,G,)/I(H'(U,G,))" ~ H'\(U, ),

ou le générateur de Z/n est le « résidu » de x € H° (U, G,).

Démonstration. Pour q = 0, I’assertion est que U soit connexe et non-vide. C’est vrai. Pour
q = 1, appliquons la suite exacte de Kummer (IX 3.7). On a PicU = 0 parce que A est
régulier et factoriel, et que U est un ouvert de X = Spec A. Il s’ensuit qu’on a la suite exacte

H(U,G,,) > H(U,G,) - H'(U,p,) = 0,



et il reste a démontrer que HO(U, G,,)/H'(U, G,,))" est isomorphe a Z/n et engendré par le
résidu de x. Or on a une suite exacte évidente

0— HX,G,) — H(U,G,,) —=Z ——=0

1 1
A* A[l/x]*

ot I'image d’une section a € H® (U, G,,) dans Z est 'ordre du zéro de a de long de {x = 0}.
Le groupe A* est divisible par n, parce que A est strictement local et que n est premier a
la caractéristique résiduelle. En effet, siu € H 0 (X,G,,), 'équation Y" — u = 0 définit
une extension finie étale de A, qui est donc complétement décomposée. Il s’ensuit que H'
U, n,) ~Z/n, dou le lemme.

Démonstration de 1.2. Il reste a traiter le cas g > 1. Rappelons la terminologie de (V, appen-
dice). On a
q =1 q
H (U’ un) - th)lH (Ua u'n)

ou U= {UO » U =——... } parcourt la catégorie (filtrante, a homotopie pres) des

hyper-recouvrements de U. Soit U un tel hyper-recouvrement, et prenons des U; séparés et
de type fini. Puisqu’on veut démontrer que H? (U, p,,) = 0, il suffit de trouver un hyper-
recouvrement V et un morphisme V — U tel que le morphisme induit

HtI(U’ un) I Hq(V, un)

soit le morphisme nul.

Soit {W1, ..., W,,} Pensemble des composantes connexes de tous les U; pour i < g + 1,
et soit B; 'anneau normalisé de A = k[[x, ..., x,]] dans le corps R(W;) des fonctions ra-
tionnelles sur I/VJ Alors, puisque VVJ — U est étale, le schéma VVJ est un ouvert de Spec B},
disons I'ouvert complémentaire a Spec C;, ou C; est I'anneau réduit quotient de B; conve-
nable.

Choisissons en plus un élément b; de B; tel que b; engendre I'extension séparable R(W))
de k((xy,...,x,)). Soit f,(Y) € A[Y] le polynéme unitaire irréductible de b; au-dessus de
A, de sorte que B; soit isomorphe au normalisé de I'anneau A[Y]/(f)). Soit enfind; € A le
discriminant de f;(Y), qui est un élément non-nul de A.

Or il est permis de remplacer les x; pour i < r par d’autres éléments de A, la seule
condition étant que {x, ..., x,} doivent former un systeme de parameétres de A.

Il est facile de voir qu’en changeant au besoin ces éléments, on peut supposer que les
hypotheses suivantes sont satisfaites :

1.4. —
(i) Pour chaque j tel que d; ne soit pas une unité, xy, ..., x,_;, d; engendrent un idéal
primaire pour rad A.
(i) Pour chaque j, les images des x, ..., x,_; dans C; engendrent un idéal primaire pour
rad C;.

Alors on a le lemme suivant :



Lemme 1.5. — Soit A = kllxy,...,x,_1] {x,.} le hensélisé de k[[xy,...,x,_{]1] [x,] en le
point (xq, ...,x,), soient X® = Spec A? et U® = Spec A° [1/x,]. Sous les conditions 1.4 ci-
dessus, il existe un hyper-recouvrement U? de U° (d’ordre g+ 1) et un isomorphisme UX yo X
U.

Admettons le lemme. Or I'anneau A° est excellent (EGA IV 7.8.3 (ii), 7.9.5), et par consé-

quent, les composantes connexes des U et des U, sont en correspondance biunivoque

(EGA 1V 7.8.3 (vii)). L’isomorphisme U° x x0 X =~ U donne donc un isomorphisme
HIU', p,) = HY(U, p,).

Puisque k est séparablement clos, A” est un anneau strictement local, et on peut appliquer
1.1 4 Panneau A°. 1l s’ensuit que H1Y O, Rr,) = 0. Mais
HIU ) = lim HI(VO, ),
Vo
o1 V¥ parcourt la catégorie des hyper-recouvrements de U° d’ordre g+ 1, et H9 (U°, u,,) est

un groupe fini. Par conséquent, il existe un morphisme de hyper-recouvrements V0 — U°
tel que le morphisme induit

HYU%,p,) — HIVO, 1)

soit le morphisme nul. Posons V = Vo Xyo X. Alors H° (Vo,p,n) ~ HV,p,) (méme
raisonnement que pour UY), donc

Hq(Us un) — Hq(vv un)
est également le morphisme nul, C.QF.D.

Démonstration de 1.5. 1l suffit de trouver des A° -algeébres finies B?, CJQ et des A
-isomorphismes

BY®40 A — B;
CY®p A—C;

Eneffet, d’apres ([3] 1.4) le morphisme B; — C; est induit par un morphisme B? - CJQ, donc
Pouvert W; C Spec B; est induit par un ouvert VVjO C Spec B;). De plus, les U -morphismes
entre les W sont induits par des morphismes entre les A -algebres B;, donc ([3] 1.4) par
des morphismes entre les BY, donc par des U - morphismes des VVjo. Il s’ensuit que les VVjO
forment I'ensemble des composantes connexes d’un objet simplicial U? au-dessus de U° qui
induit U, et on voit immédiatement que c’est un hyper-recouvrement de U°.

Or 1.4 (ii) implique bien que C; est induit par une AY - algébre CY, comme on vérifie
facilement . Pour B » il suffit de trouver un polynéme unitaire ij(Y) € A[Y] tel que les
deux A - algébres

AIYI(f)  AIYI()) = A® 4 AIYI(SY)

i. En effet, 1.4 (i) implique que C;est fini sur k[[ X, ..., X,_;]], et a fortiori sur AV et il suffit de prendre Cj(-) =C;

avec la structure de A°-module obtenue par restriction des scalaires.



soient isomorphes. En effet, A°[Y]/( fj(-)) est alors réduit, et on prend pour B;) le normalisé
(EGA1V 7.8.3 (vi)) de A[Y]/(fjo). L’anneau B;-) ® 40 A est encore normal (EGA IV 7.8.3 (vii))
et birationnel a B;, donc égal a cet anneau.

D’apres 1.4 (i), 'idéal I; C A engendré par d; est induit par un idéal de k[[x, ..., x,_;]]
[x,] (th. de prép. de Weierstrass [5][6]), donc par un idéal IIQ de A°. De plus, A/l est une
kl[xy,...,x._1]] -algebre finie, donc est isomorphe a AO/IJQ. Ce dernier anneau est donc
complet, et par conséquent, ’'anneau complété Ij(-)-adique de A® est complet et isomorphe a

A. On peut donc trouver un polyndme unitaire ij € A% [Y] tel que dans A [Y], on ait
fi= fjo(modulo djz rad A).

D’aprés ([3], 1.3), A[Y/(f;) =~ A[Y1/(f)), d'o le lemme.

2. Le cas d’'un anneau strictement local
Le théoréme est le suivant :
Théoréeme 2.1. — . Soit A un anneau excellent, régulier, strictement local, d’égales caracté-

ristiques, et soit x un « paramétre local »' de A. Soit U = Spec A[1/x]. Alors pour n premier
a la caractéristique de A, on a

p,(A) si g=0
HYU,p,)=1Zn si g=1
0 si g> 1.

La démonstration se fait par récurrence sur g. Nous notons par P(N)1’énoncé de 2.1 pour
les valeurs de ¢ < N. D’apres 1.3, I'assertion P(1) est vraie.

Lemme 2.2. — Supposons que P(N) soit vrai. Soit A - A’ un morphisme local d’anneaux
excellents, réguliers, strictement locaux, d’égales caractéristiques. Soit {xy, ..., X, } une partie
d’un systéme régulier de paramétres de A dont I’ensemble des images dans A est encore une
partie d’un systéme régulier de parameétres. Soient

U = Spec A[1/x4, ..., 1/x,]
U’ =Spec A'[1/x], ..., 1/x]].

Alors le morphisme canonique
Hq(Us u'n) — Hq(Uls u'n)

est bijectif pour chaque ¢ < N.

i. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).
ii. Par quoi on entend ici : élément faisant partie d’un systéme régulier de parametres.
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Démonstration. ') Récurrence sur r: L’assertion est triviale pour r = 0. Soit r > 0
et supposons que le théoréeme est démontré pour r — 1. Soient B = Al(x), V =
Spec A[1/xy,...,1/x,_11, Y = Spec B[1/x, ..., 1/x,_;] (ot on dénote par le méme symbole
I'image de x; dans B). Il y a une immersion ouverte i : U — Vet Y est 'ensemble fermé
complémentaire, défini par I’élément x,..

En appliquant P(N) aux anneaux localisés stricts de V en les points géométriques de Y,
on trouve que

(un)V si q= 0
(23) qu*(u’n)U = (Z/I’l)y si q= 1
0 si 1<g<N,

parce que ces localisés stricts sont des anneaux réguliers excellents d’égales car., et que
I'élément x, est un parametre local en chaque point de Y.

Notons avec un « prime » les objets analogues déduits de A’. On trouve un morphisme
de suites spectrales

E}" = HP(V,R%p,)=> H"(U,p,)
o F L
EP = HMV', Rii,p,)=> HU' p,).

g
Or il est évident par 1.3 et (2.3) que le changement de base V'« V'’ induit un isomorphisme
g*R%,p, = Riip,

pour g < N (ce n’est que pour g = 0, 1 qu’il y a quelque petite chose a vérifier). Par suite,
I'hypothése de récurrence, appliquée au morphisme

Hq(V’ un) — Hq(Vl’ u'n)7

implique que (pgq est un isomorphisme pour g =0 et p < N.

De méme, on peut appliquer 'hypothése de récurrence au morphisme d’anneaux B — B’
- ce sont des anneaux rég., exc., str. loc., d’égales car., et les éléments xy, ..., x,_; forment
une partie d’un systéme de parameétres. Donc

HYY,p,) = HIYY',p,) si g<N.

Puisque (p,,) = (Z/n)y, il s’ensuit que 5? est également bijectif pour p < N et pour g = 1.
Du fait que R%,p, = R%i,p, =0sil < g < N,ontrouve E4’ = E'’"=0si1 <g < N,
et le morphisme de suites spectrales se réduit donc pour 1 < m < N a un morphisme de

iii. Une démonstration plus courte que celle qui suit, mais utilisant le formalisme du cup-produit, consisterait a
montrer que sous I’hypothése P(N), la cohomologie H*(U,Z/nZ) est, en dimension < N, I’algébre extérieure (sur
Z/nZ) de H (U, Z/nZ) ~ (ZInZ)", ce qui rameéne a établir 2.2 pour g = 1, cas bien connu. Le calcul indiqué sous
I’hypothése P(N) est explicité par exemple dans SGA 7.



suites exactes

H"™ (Y, Z/n) — H"(V,p,) — H"(U.p,) == H" (Y, Z/n) — H"™(V,p,)

l/a lb lc ld l
H™(Y',ZIn) — H"(V',p,) — H™"(U',p,) > H" (Y’ ZIn) — H™'(V',p,).

Or on a déja vu que a, b, d sont bijectifs, et il s’ensuit que ¢ est injectif. Pour démontrer que 13
¢’ est surjectif; il suffit de démontrer que le morphisme

H™(U,p,) > H"\(Y,Z/n)

est surjectif pour m < N.

Soit K C A un corps séparablement clos arbitraire, et soit AV = k{x{,...,x,} le hensélisé
de k[xy, ..., x,] a lorigine. Alors les hypothéses de 2.1 sont satisfaites pour le morphisme
A0 S Aet pour les éléments x;. Avec les notations évidentes, on a un carré commutatif

0
H"(U® p,) —— H" 1 (Y°, Z/n)
0 dO

H™(U,p,) —— H™'(Y°, Z/n)

et on sait déja que la fleche d° est bijective. Il suffit ainsi de démontrer que le morphisme e”

est surjectif. On est donc ramené (en laissant tomber les ©) & vérifier la surjectivité dans le
cas A = k{x,...,x,.}.

Pour cet anneau, qui est limite de schémas lisses sur k, on avait démontré le théoréme de
pureté dans XVI 3.7. On a donc R, p, = 0 pour chaque g > 1, et par conséquent une suite 14
exacte

H™U,p,) > H™ (Y, Z/n) > H™(V ,p,) L mmr, )
pour chaque m > 1. La surjectivité de e équivaut donc a I'injectivité de f.

Soit Z = Speck{x(,...,x,_;} [1/x{, ..., 1/x,_;]. Le morphisme Spec k{xq,...,x.} —
Spec k{xy,...,x,_;} donné par I'inclusion d’anneaux est acyclique. C’est I’acyclicité locale
d’un morphisme lisse (XVI 1.1). Puisque 'ouvert V de Spec k{x, ..., x,.} est 'image inverse
de Z, le morphisme

HYZ,p,) — HYV,p,)
est bijectif pour chaque ¢ (XV 1.3). Il suffit donc de démontrer que le morphisme
HYZ,p,) — HIU,n,)

est injectif pour chaque q.

Or k{xy,...,x,} est limite inductive d’anneaux A, étales au-dessus de k{x,...,x,_;}
[x,], avec un relévement du point x; = x, = --- = x,, = 0 & cet anneau. Par conséquent, U
est limite projective des ouverts U, = Spec A,[1/x;,...,1/x,],etona

HAU, w,) = lim HY(U,, w,).
a

Mais puisque A,[1/x,] est lisse au-dessus de 'anneau hensélien k{x;,...,x,_;}, et quela 15
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fibre fermée de A[1/x,] est non-vide, on voit immédiatement que la k{x, ..., x,._; } -algebre
A,[1/x,] admet des sections. Donc U, admet des sections au-dessus de Z, et il s’ensuit que

Hq(Z’ u'n) — Hq(Ua’ u'n)
est injectif pour chaque g, donc que

Hq(Za un) — Hq(U’ l‘ln)
est aussi injectif, d’ou le lemme.

Lemme 2.4. — Supposons que P(N) soit vrai. Soient A — A’ un morphisme régulier (EGA IV
6.8.1) d’anneaux excellents, strictement locaux, d’égales caractéristiques (pas nécessairement
réguliers), et U C Spec A un ouvert qui est régulier. Soit U’ = U Xgpe. 4 Spec A’. Alors pour
n premier a la car. rés. de A, le morphisme

Hq(Us u'n) — Hq(U’s u'n)
est bijectif pour g < N.

Démonstration. Soit f : X — Spec A une résolution de singularités de Spec A telle que
Pouvert U de Spec A se releve en un ouvert i : U — X, et que 'ensemble fermé ¥ =
X — U soit purement de codimension 1 et a intersections transversales. Notons par un ’ le
changement de base induit par A — A’. Le morphisme g : X' — X est régulier (EGAIV
6.8.3), donc f’ : X' — Spec A’ est une résolution de Spec A, i’ : U’ — X' une immersion
ouverte, et Y’ = X' —U’ est purement de codimension 1, a intersections transversales. Tous
ces schémas sont excellents.

Soit p’ un point de X’ et p son image dans X. Puisque Y est a intersections transversales
dans X, il existe des éléments x,...,x, € OX,p tels que {xy,...,x,} soit une partie d’un
systéme de paramétres de Oy , et que SpecOy , N Y = V(xy,...,x,). De plus, il résulte
immédiatement du fait que g : X’ — X est régulier que les images x; des x; dans O/
forment une partie d’un systeme de paramétres de cet anneau, et qu'on aSpecOx/ y NY =
Vx|, ..., xp).

Soit B’ le localisé strict de O/ ,» en un point géométrique p au-dessus de p’, et soit B
le localisé strict de Oy , au point géométrique de X correspondant (ce sont des anneaux
excellents (EGA IV 7.8.3 (ii), 7.9.5)). Soient

Uz = Spec B[1/xy, ..., l/x,] , UT; = Spec B'[1/x], ..., l/x]].
Lemme 2.2 est applicable, et on déduit que les morphismes
() Hi(Up,n,) — HY(Uz,n,)

sont bijectifs pour ¢ < N.

Calculons les faisceaux RYi, p,, R?i,n, pour les immersions ouvertes i : U — X et
i 1 U" > X' :lafibre (R%i}p,); au point géométrique p n’est autre que H (U}, p,,) (VIIL5).
De méme, (R%i )5 = HY(Uz, 1,). Donc (*) implique que les morphismes de changement
de base

(s) g*qu*un - qu;un
sont bijectifs pour ¢ < N.



D’apres le théoréme de changement de base pour un morphisme propre (XII 5.5), on a
(puisque X et X' sont propres au-dessus des spectres d’anneaux strictement locaux, et que
les fibres fermées de X et X' sont égales)

HY(X,F)— HYX',g"F)

quel que soit le faisceau de torsion F, pour chaque g. Par conséquent, () implique que dans
le morphisme de suites spectrales

qu = HP(X, quxun) — HP+(](U, un)
EP = HPM(X',Rii,p,)=> HM(U' p,),

les fleches @47 sont bijectives pour chaque ¢ < N. On voit facilement que cela implique que

@5 est bijectif si g < N et p+q < N + 1. Par conséquent, le morphisme des aboutissements
Hm(U, un) e Hm(U,’ u'n)

est bijectif pour m < N, d’ou le lemme.

Le lemme suivant achévera la démonstration de 2.1 :

Lemme 2.5. — P(N)=> P(N +1).

Démonstration. Soient A strictement local, régulier, excellent, d’égales caractéristiques, x €
rad A un paramétre local, U = Spec A[1/x]. Soient A le complété de A, X I'élément image
de x, U = Spec A[1/x], et g : U — U le morphisme canonique. 1l suffit de démontrer qu’on

a
&g = (r,)y et
(2.6) mu T ey
Rig.p,=0 si 1<qg<N.

En effet, la suite spectrale de Leray
Ej! = HY(U,R%g.p,) = H"(U'.p,)
donnera des isomorphismes
HI(U.p,) = HU' )
pour g < N, et une suite exacte
0— HN*'(U,p,) — HN*'(U',p,) — HO(U, RN* g, ).
Mais on sait déja que P(1) est vrai (1.3), et il s’ag/i\t donc de démontrer que H4(U,/u,) =0
sil<g< /J\V + 1. On peut ainsi remplacer A par A, qui est isomorphe a un anneau de séries
formelles A =~ k[[x, ..., x,]] avec k séparablement clos et X = x,. On a traité ce cas dans
1.2.

Vérifions donc (2.6) : le fait que g, (p,,)p = (B,)y n’est que 'assertion de (2.3) pour ¢ = 0.
Rappelons que Rig, p,, est le faisceau associé au préfaisceau K9, ou

RUV) = HIV ,p,)

pour V' — U étale. Il suffit de prendre V' séparé et de type fini, alors Vest somme de schémas
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intégres, et il suffit de regarder de tels V. Soit B le normalisé de A dans le corps des fractions
de I'(V, Oy). Alors B est une A -algebre finie (EGA IV 7.8.3 (vi)) et on voit immédiatement
que V est un ouvert régulier de Spec B et que V est Pouvert correspondant de Spec B, ou
B=8B ®4 A1l s’ensuit que les hypothéses de 2.4 sont satisfaites pour 'ouvert V' C Spec B,
et pour le morphisme B — B. On a donc

RIV) =~ HIV ,p,) ~ HI(V ,p,)

pour g < N. Or le faisceau associé au préfaisceau V' — H(V, p,,) est évidemment nul, d’out
le lemme.

3. Pureté

Nous adopterons une terminologie analogue a celle de XVI 3 :

Définition 3.1. — On appelle couple régulier (Y, X) de codimension ¢ une immersion fer-
méei : Y — X de schémas localement noethériens réguliers tel que pour chaque y € Y
on ait codim(Y, X) = c (alors il existe un voisinage ouvert X' de y dans X et des sections
X1y...» X, € I'(X',0x) qui engendrent I'idéal de Y, et qui forment une partie d’un systéme
régulier de paramétres de X en chaque pointdeY N X'). OnnoteU = X —Y,etj : U -» X
Iimmersion ouverte correspondante.

Un morphisme (Y',X') — (Y, X) de couples réguliers de codimension ¢ est un mor-
phisme X’ — X tel que Y’ =Y Xy X'. On définit d’'une facon analogue évidente la notion
de triple régulier, de morphisme de triple régulier, etc.

Théoréme 3.2. — ). (Pureté cohomologique) Soit (Y, X) un couple régulier de codimension
¢ > 0, ot X est un préschéma excellent d’égales caractéristiques. Soit F un faisceau sur X
localement constant de groupes cycliques d’ordre n premiers d la caractéristique de X. Alors on
a, dans la notation de (V 4, VIII 5)

HYX,F)=(RIYF=0 si q+#2c
(R4 )j*F=0 si q#0,2c—1, et
Ky (X, F) = " (R*7j)j* F
est un faisceau localement constant de groupes cycliques d’ordre n sur Y.
Démonstration. (cf. XVI 3.7). On voit immédiatement qu’'on a
HHX,F)=0 si ¢g=0,1.

D’apres (V 4.5)
HN(X,F)=(RUYF ~i*(RI7Vj)j*F si g> 1,

donc les assertions pour les trois faisceaux sont équivalentes. Puisque les assertions sont
locales sur X pour la topologie étale, on peut supposer que F = p,,.

i. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).
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Pour le cas ¢ = 1, le calcul des fibres (VIII 5) de (RYj,)j*H, nous raméne a la situation
envisagés dans 2.1, d’ou

Zin si g=1

RYi Vi ) —
(R, )J" )y {0 i og> 1

pour chaque point géométrique y de Y. Puisque ces faisceaux sont nuls en dehors de Y en
tout cas, cela démontre I'assertion pour g > 1. Pour ¢ = 1 (= 2¢ — 1), on applique le critére
de (IX 2.13 (i) et le calcul explicite de 1.3.

Le cas ¢ > i se traite par récurrence (cf. XVI 3.7) : Soit (Y, X) un couple régulier de
codimension ¢ > i. D’apres la définition, il est clair que, localement sur X, on peut trouver
un triple régulier (Y, Z, X) ou (Z, X) est de codimension 1 et (Y, Z) est de codimension

¢ — 1. Soient
y—=* -7z
X

les immersions fermées. On a la suite spectrale
E}? = (RPU')(RIV')F => (RPHi')F.

Par hypothése de récurrence, (R%')F = 0sigq # 2, et est localement constant etc. ...si g = 2.
Donc, encore par hypothése de récurrence, appliqué au morphisme u, (R”u')(R'v")F = 0
si (p,q) # (2c — 2,2) et est loc. const. etc. ...s1 (p,q) = (2¢ — 2,2), d’ou le résultat pour
I’aboutissement (RP*4i")F, C.QFD.

3.3. — Ilreste maintenant a déterminer les faisceaux localement constants de (3.2) a isomor-
phisme canonique pres. Nous introduisons pour chaque préschéma .S les faisceaux locale-
ment constants (0®") ¢ = le produit tensoriel r -iéme du faisceau (p,,) ¢ au-dessus du faisceau
constant d’anneaux Zg. Posons aussi (u,?o) s = (Z/n)g. On constate immédiatement que sin
est inversible sur .S, alors (u®") ¢ est un faisceau localement constant de groupes cycliques
d’ordres n. On a des formules du type (u®") ® (u&*) = (u&*5), et si S’ — S, alors (&) ¢/
est canoniquement isomorphe a I'image inverse sur S’ de (n®")¢. Nous omettrons souvent
le symbole S s’il n’y a pas de confusion a craindre.

Soit (Y, X) un couple régulier de codimension 1, et supposons que Y soit défini par une
équation x = 0. On a la suite exacte de faisceaux

0— (Gm)X — J*(Gm)U —> ZY - 0’
d’ou en appliquant (1.3), des isomorphismes canoniques
(3.3.1) (R'jOm,) = j(0G,)y/ (G (G))" = (Zin)y,

qui ne dépendent évidemment pas du choix de x. Par conséquent, on a un isomorphisme
canonique

(3.3.2) @ Zin = (RFOHp, ~ i*(R'j,)n,.

22



12

23 Théoreme 3.4. — . Soit C la famille des couples réguliers de schémas excellents, d’égales ca-
ractéristiques. Il existe une fonction et une seule ¢ donnant pour chaque couple régulier (Y, X)
de codimension ¢ un isomorphisme (dit canonique) de faisceaux

oY, X) = : Zin = T (X, 03) = (R*Ipg*

tel que @ satisfasse aux conditions suivantes :

(i) Sic =1, etsiYestdéfini dans X par une équation x = 0, alors @ est le morphisme (3.3").
(ii) @ est compatible avec les morphismes de couples lisses, c’est-d-dire, si(Y', X') - (Y, X)
est un morphisme, soitg : Y' — Y le morphisme induit. Le diagramme de Y' -faisceaux

Y’ x'
Zin— 20X (ReeyRe

|

g*(Zin) g (Y, X)

g*(chi!)p;EC

est commutatif (ce qui implique en particulier que la fléche verticale de droite est un
isomorphisme).

(iii) Transitivité : soit (Z,Y, X) un triple régulier, c’est-a-dire, un diagramme commutatif
d’immersion fermée de préschémas réguliers etc.,

Z————>Y

RX/.

24 Soient a, b, ¢ les codimensions de u, v, w respectivement (donc ¢ = a + b). On a un
isomorphisme

oV, X) @ 0, 1 1, & — (R, S @p,® =
~ (RZau!)un®c.
La suite spectrale (RPN (RIWHF = (RPYw")F donne un isomorphisme
. ! ! ~ !
& (RPoY(R*uHp,® — (R*w)p,®".
On obtient ainsi un diagramme d’isomorphismes
(Z,Y)
Zin —222 (R, K b
G341 9(Z.X) jn=(R2bu’><<Y,X>|zuZ”b>
2! 26, pla,,!
(R*w')p, <—— (R*Pv' (R*u' )ufk)
et l'assertion de transitivité est que ce diagramme est commutatif.
i. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction). Ce théoréme peut étre considéré aussi comme la

conjonction de 3.2 et de la théorie de variance de Exp. XVIII par les « classes fondamentales locales », ot on étudie
des homomorphismes @(Y, X) (pas nécessairement bijectifs) pour Y localement intersection complete dans X.
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Démonstration. La démonstration de 'existence et 'unicité se fait par récurrence sur la co-
dimension c. Pour ¢ = 1, on définit le morphisme ¢ localement avec (3.3.1). Puisque ce
morphisme ne dépend pas du choix du parameétre x, on obtient un isomorphisme ¢ pour
chaque (Y, X) de codimension 1 par recollement, et il est clair, d’aprés la définition du mor-
phisme et de 1.3, que le @ ainsi construit satisfait a (ii). La transitivité n’intervient pas pour
c=1.

Supposons maintenant que I’existence et 'unicité sont déja démontrées sila codimension
est < ¢, et que ¢ > 1. En appliquant I’hypothése de récurrence, on constate immédiatement
que dans la situation de 3.4 (iii) les trois fleches de (3.4.1) qui sont déja définies, i.e. p(Z,Y),
&, n sont compatibles avec les morphismes de triples réguliers. Posons dans cette situation

VY(Z,Y,X)=¢énep(Z,Y),

donc ¥ est également compatible avec les morphismes de triples. Or si (Z, X) est un couple
régulier de codimension ¢ > 1, on peut, localement sur X, trouver un triple (Z,Y, X) avec
0 < codim(Y, X) < c. Tout revient donc a démontrer que la fleche ¥(Z,Y, X) est indé-
pendante de Y. En effet, cela démontrera 'unicité de ¢ pour la codimension c, et 'existence
résultera par recollement.

Si(Z,Y, X) est arbitraire tel que codim(Y, X) > 1, on peut, localement sur X, trouver
un triple régulier (Y, W, X) ou la codimension de (W, X) est égale a 1. Par une chasse
de diagramme de transitivité, que nous laissons au lecteur, on se rameéne donc a vérifier
Pindépendance de Ylorsque (Y, X) est de codimension 1.

Soient (Z,Y,, X) et (Z,Y7, X) deux tels triples. Il suffit de faire la vérification fibre par
fibre, et on est donc ramené au cas X strictement local, et Y; défini par une équation, disons
fi =0 = 0,1). Soient X = SpecOy[t], Z = Z Xy X, et Y le sous-schéma fermé de X
défini par I’équation

Alors Y est évidemment régulier en les points au-dessus des sections ¢, : {f = 0} et ¢; :
{t = 1} de X/X. Soit C le sous-ensemble fermé (EGA IV 7.8.3 (iv)) de Y des points o1 ¥ n’est

pas régulier, et remplacons X, Y, Z par X-CY-C, Z-CnZ respectivement. Alors
(Z,Y, X) est un triple régulier, et les sections ¢; donnent des morphismes de triples

(Z,Y,X)— (Z,Y,X) (i=0,1).

Soit F = (chw!)un‘g’c le faisceau sur Z. C’est un faisceau localement constant, iso-
morphe a Z/n (par I'un ou I'autre des isomorphismes ¥ (Z, Y;, X), et on constate immédia-
tement que le faisceau F = (R*w")u,®° sur Z est 'image inverse sur Z de F. Puisque les
fibres de Z — Z sont connexes non-vides et que Z — Z est lisse, donc ouvert, il s’ensuit
que le morphisme déduit

H%Zz,F)— H%Z,F)

25

26
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est bijectif, donc que chacun des morphismes

(%) H%Z,F)—— H%Z,F

x
€l

H%Z, F)

est bijectif, donc que e = €].

Or donner un isomorphisme d’un faisceau F avec Z/n équivaut a donner une section glo-
bale (image de 1) qui est un générateur. Soient @, @, les sections globales de F, F données par
les isomorphismes ¥ (Z, Y, X), ¥(Z,Y;, X) respectivement. Puisque ¥, ., .) est compatible
avec les morphismes, le diagramme () implique que

ay = €5(a) = €] (@) = ay,

dol W(Z,Yy, X) = P(Z,Y;, X), C.QFD.

4. Acyclicité locale d’'un morphisme régulier

Théoréeme 4.1. — ) (acyclicité locale). Soit g : X' — X un morphisme régulier (EGA IV
6.8.1) de schémas excellents d’égales caractéristiques. Alors g est universellement localement
acyclique pour n premier a la caractéristique.

Démonstration. L’hypothése étant stable par changement de base de type fini, il résulte aus-
sitét de XV 1.13 ii) qu’il suffit de prouver que g est localement acyclique pour n. Appliquons
le critére de XV 1.17 : Soient X’ un point géométrique de X' et X le point géométrique de X
correspondant. Il résulte immédiatement de la définition de morphisme régulier que le mor-
phisme des localisés stricts en ces points induit par g est encore régulier. On est donc ramené
au cas ou X = Spec A et X' = Spec A’ sont strictement locaux, g et un morphisme local, et
d’apres XV 1.17 il suffit de démontrer que les fibres géométriques de g sont acycliques pour
n. En remplacant X par un sous-schéma fermé intégre et X’ par le fermé correspondant,
on se rameéne au cas de la fibre géométrique générique X~. Prenons X = Spec K ou K est la
cloture séparable du corps de fonctions rationnelles sur X. Alors on a
X =limU,
«—
4

ou U, parcourt une catégorie filtrante de X -schémas étales connexes, qu’on peut supposer
réguliers (EGA IV 7.8.3 (v)). Soit B, le normalisé de A dans le corps des fonctions rationnelles
R(U,).Posons U} = X'xxU, et B}, = A’ ® 4 B,. Alors U, est un ouvert régulier de Spec B,
et B, — B, est régulier, donc par (2.3)

HY(U,,p,) = HYU,,n,)

i. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).
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pour chaque ¢. Or la fibre X% est limite des U}, donc
HY(X%, ) = lim HY(U,, 1)

a

= h_r)n Hq(Uas u'n)
a
= Hix,n,)=0 si a>0, CQFD.
Corollaire 4.2. — (changement de base par un morphisme régulier). Soit

X—F*%  x

T

y—% vy

un diagramme cartésien, g © Y' — Y étant un morphisme régulier de préschémas excellents
d’égales caractéristiques, f quasi-compact et quasi-séparé. Alors pour chaque faisceau F abélien
de torsion premier a la caractéristique, les morphismes de changement de base (XII 4.2)

g*(RIf)F — (R1f)g"" F
sont bijectifs pour chaque g > 0.

Cela résulte de 4.1 et de XVI 1.1.
De 4.1 et XV 1.17 on déduit immédiatement

Corollaire 4.3. — Soient A un anneau strictement local excellent d’égales caractéristiques, et
f X — Spec A un morphisme. Soit A — A’ un morphisme régulier, oit A’ est également
strictement local, excellent, d’égales caractéristiques. Notons par un ' le changement de base
induit par A - A’. Pour chaque faisceau de torsion F sur X, premier a la caractéristique de
A, ona

HYX,F)> HYX',F)
pour chaque g > 0.

Ce corollaire s’applique notamment dans le cas olt A’ est le complété Ade A. (Dans ce cas,
on peut d’ailleurs remplacer ’hypothése « A strictement local » par « A local hensélien »,
comme on constate immédiatement.)

5. Théoréme de finitude

Théoréme 5.1. — ) (finitude). Soit f : X — .S un morphisme de type fini de schémas excel-
lents d’égales caractéristiques, et soit F un faisceau abélien de torsion premier a la caractéris-
tique sur X, qui est un faisceau constructible. Alors les (R f,)F sont également constructibles
pour chaque q.

Ce résultat généralise le théoreme de XVI 5.1. La démonstration est a peu pres la méme :
on applique le résultat de pureté 3.2. au lieu de XVI 3.7.

i. Dépend de la résolution des singularités (cf. Introduction).

29

30
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Corollaire 5.2. — Soit A un anneau excellent strictement local d’égales caractéristiques et
f @ X — Spec A un morphisme de type fini. Soit F un faisceau abélien sur X de torsion
premier d la caractéristique de A, et constructible. Alors les HY(X, F) sont des groupes finis
pour chaque q.

6. Dimension cohomologique des morphismes affines

Soit f : X — Y un morphisme de type fini de préschémas excellents, et F un faisceau
sur X. Rappelons qu’on a défini (XIV 2.2) un entier 6(F) dans le cas ou Y est local. On peut
donc regarder 6 comme fonction 6(F, f) sur un Y arbitraire, en posant

(6.0) 8(F, f,y) =6(F"),

ou Y’ = SpecOy ;,, X' — Y’ est le morphisme déduit de f par le changement de base
Y’ - Y, et F’' est le faisceau image inverse de Fsur X'.
On a le résultat suivant, qui généralise XVI 3.1 :

Théoréme 6.1. — V. Soit f : X — Y un morphisme affine de type fini, o1t Y est un schéma
excellent d’égales caractéristiques, et soit F un faisceau abélien de torsion sur X. Alors R1f, F
est nul en chaque point’y € Y tel que 6(F, f,y) < q.

La variante locale, évidemment équivalente a 6.1, est la suivante :

Théoréme 6.1 bis. — ). Soient A un anneau strictement local excellent d’égales caractéris-
tiques, et f : X — Y = Spec A un morphisme affine de type fini. Soit F un faisceau de torsion
sur X. Alors

HYX,F)=0 si q>(F).

Rappelons (X 5.1) qu’il n’y a pas d’intérét dans de telles assertions pour les F'de p -torsion,
ou p est égale a la caractéristique. On peut donc supposer F premier a la caractéristique.
On a le corollaire suivant :

Corollaire 6.2. — Soit A un anneau hensélien, excellent, d’égales caractéristiques, a corps ré-
siduel k, et soit U C Spec A un ouvert affine. Soit{ € P. On a

cdy U < cdy k + dim A.

En effet, soit A le localisé strict de A, qui est un revétement étale galoisien infini, de
groupe G = G(k/k), et soit U I'ouvert affine de Spec A induit de U. En appliquant la suite
spectrale d'Hochschild-Serre (VIII 8.4)

H?(G,HYU,.)) = H"I(U,.)

on se rameéne a traiter le cas A = X, et alors c’est un cas spécial de 6.1 bis.
Avec les notations ci-dessus, soit R(A) ’anneau des fonctions rationnelles sur A. On a
Spec R(A) = I(in U, ou U, est un ouvert affine de Spec A. Il résulte donc de la théorie de
a

passage a la limite qu’on a
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Corollaire 6.3. — Soit A hensélien excellent d’égales caractéristiques, a corps résiduel k. Soit
R(A) le corps des fonctions rationnelles sur Spec A. Alors pour ¢ € P, on a

cdy R(A) <cdyk+dimA
avec I’égalité si ¢ est inversible dans k, et si de plus { # 2 ou k n’est pas ordonnable.

L’égalité dans le dernier cas résulte de X 2.4.
Enfin, en appliquant X 4.2, X 4.4, on trouve

Corollaire 6.4. — Soient X un schéma noethérien excellent d’égales caractéristiques, et R(X)
Panneau des fonctions rationnelles sur X. Soit { € P inversible sur X, et supposons que { # 2
ou qu’aucun corps résiduel de X ne soit ordonnable. Alors

cdy(X) <cdp R(X) +dim X < 2cd; R(X).

Démonstration de 6.1. On commence par une réduction analogue a celle de XIV 3. Récurrence
sur 6 : Il est clair que 6.1 pour 6 < d équivaut a (6.1 bis) pour 6 < d. Pour § = 0, c’est trivial.
Traitons le cas 6 < 1, sous la forme 6.1 bis. Puisque F est limite de ses sous-faisceaux
constructibles (IX 2.9 (iii)), on peut supposer F constructible, et alors le support de F est
contenu dans un fermé Z C X avec 6(z) < 1 pour chaque z € Z (XIV 2.2). Chaque
composante irréductible réduite Z; de Z est alors, ou bien un schéma affine de type fini de
dimension < 1 au-dessus du point fermé y de Y, ou bien un schéma quasi-fini au-dessus d’'un
sous-schéma fermé réduit C de Y de dimension 1. Dans ce dernier cas, on a C = Spec B ou
B est un anneau integre strictement local de dimension 1. Un tel schéma Z; est le spectre
d’un anneau integre strictement local, de dimension < 1, ou d’un corps fini au-dessus du
corps des fractions de B. Donc la dimension cohomologique de Z; est au plus égal a 1 en
tout cas, d’apres X 2.3 et IX 5.7. On a une suite exacte

0—>F—>HF[—>€—>O

1

ou F; est la restriction de Fa Z;, d’ou on tire le résultat pour Z.
Supposons maintenant que le théoréme soit démontré pour les valeurs de 6 < d, et
prouvons-le pour 6(F) < d, supposant d > 2.

Lemme 6.5. — Il suffit de traiter le cas oi X = El, = SpecOy/[t] est I'espace affine de dimen-
sion 1, et ou Y est strictement local.

La démonstration est celle de XIV 4.2 : 1l est clair qu’on peut supposer Y strictement local,
et que §(F) < d. 1l faut démontrer que H(X, F) = 0si ¢ > d. On peut plonger X dans EJY,
donc il suffit de traiter le cas X = E¥. Récurrence sur N : Considérons le diagramme

g

N-1
EY

NS

Y

33

34
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de sorte que E{,V est Pespace affine de dimension 1 sur EIYV ~1. En appliquant ’hypothése de
récurrence et la suite spectrale de Leray

HP(EN-!, Rig, F) = HP(EN, F)
on voit qu’il suffit de démontrer que
6(Rg,F) <d —q.

Cela veut dire que si z € EN~! est un point tel que 6(z) > d —g, alors Rig, F = 0 au point z.
Mais ’hypotheése de récurrence sur N s’applique au morphisme g, et on a donc Rg, F =0
au point z si 6(F, g, z) < q. Il suffit ainsi de démontrer I'inégalité

0(F,g,2) +6(2) < 6(F).
Nous laissons ce plaisir au lecteur.

Lemme 6.6. — Pour démontrer 6.1 pour les valeurs de 6 < d, il suffit de démontrer ceci : Soit
B un anneau local complet normal d’égales caractéristiques et de dimension d. Soit U C Spec B
un ouvert affine. Supposons qu’il existe un élément x € rad B qui est inversible sur U. Alors

HYU,ZIt)=0 si g>d.
Ce lemme est d’ailleurs un cas spécial du corollaire 6.2.

Démonstration (cf. XIV 4.4). D’apreés 6.5, il suffit de traiter le cas Y strictement local et X =
E}. Considérons le diagramme

ou P} est I'espace projectif et E}, est déduit de P! en enlevant la section Y, a I'infini. Soit F
un faisceau de torsion sur E!, avec 8(F) < d. On a la suite spectrale

H?(P', RYi F) => HP*(E', F).
Or les R%i F pour q > 0 sont concentrés sur la section Y, qui est isomorphe a Y. Puisque
Y est strictement local, il s’ensuit que H?(P', R%i,F) = 0si p > O et ¢ > 0. De plus, d’aprés

XII 5.3, on a H?(P',i,F) = 0 si p > 2. Comme on veut démontrer que H"(E! F) = 0si
n>d, et que d > 2, il suffit de démontrer que

H°(P', R F)= H°(Y_,R%i,F)=0 si q>d.

Ce groupe est isomorphe 2 la fibre de RYi, F au point y., a 'infini de P' dans la fibre fermée.
Or il suffit (VII 3.3 et IX 2.9 (iii)) de traiter le cas F constructible. Alors puisque 6(F) < d,
il existe un sous-schéma fermé X de P! avec dim X < d tel que X contienne le support de
F. Soient Spec A = X le localisé strict de X au pomt Veos U=X-X Xpi Yy, et Fle faisceau
induit de F sur U. Notons que U est déduit de X en localisant par rapport a un élément
x€I'(X,0y).0na
(R, F), =~ HIU,F)
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11 suffit ainsi de démontrer que HY (l~] ,F) =0, si g > d, pour chaque faisceau de torsion F
sur U.
On peut maintenant appliquer IX 5.6, avec ¢ = 6, et on trouve qu’il suffit de démontrer
que
HYWV,Z/t) =0 si qg>6(V)
pour chaque Vfini et intégre au-dessus de Uet pour / inversible. Soit x : ¥ — Vle normalisé
de V. On a la suite exacte

0— (Z2/)y — x,(Z)yy; — C — 0

avec 6(C) < 6(V), et on tire de cela (par récurrence sur 6) qu’il suffit de prendre V normal.

Soit B le normalisé de A dans le corps des fonctions rationnelles sur V. Alors B est un
anneau strictement local excellent d’égales caractéristiques, et V est un ouvert affine de
Spec B, obtenu en localisant par rapport a x. Soit Ble complété de B, et V 'ouvert induit
(qui est obtenu de Spec B en localisant par rapport a 'image de x dans B). D’aprés 4.3, on a

HY(V,Z/0) ~ HIV,Z/0).
On est donc ramené a démontrer que
HYV,ZI)=0 si ¢> (V) =dimB = dim B.

Par hypotheése de récurrence, le théoréme est vrai si 6(V) < d, donc le théoreme 6.1 bis
s’applique dans cette situation. Par conséquent, il suffit de traiter le cas dim B = d, et puisque
B est normal, on est dans la situation du lemme, d’ou le résultat.

6.7.0. — On va d’abord démontrer 6.6 sous des hypothéses supplémentaires, si B est de
caractéristique p > 0. Soient A un anneau équidimensionnel, complet, d’égales caractéris-
tiques et k C A un corps tel que A/ rad A soit une extension finie de k. On dit que la k-algebre
A est formellement séparable s’il existe une sous-k-algébre de A delaforme k[[x, ..., x,]] tel
que le morphisme Spec A — Spec k[[x]] soit fini et étale au point générique de Spec k[[x]]
(x=(x1,....X,)).

Lemme 6.7. — Soit k C B un corps au-dessus duquel B/ rad B soit finie. Sous hypothése de
récurrence sur d ci-dessus, la conclusion de 6.6 est valable si les hypothéses de 6.6 sont satisfaites
et si de plus I'une ou l'autre des conditions suivantes est satisfaite :

(i) k est de caractéristique 0.
(ii) II existe un élément x € rad B qui est inversible sur U et tel que B = B/(x) soit une k
-algébre formellement séparable.

Démonstration. Choisissons des éléments x; = x, x», ..., x; de rad B tels que {x;,...,x;}
engendre un idéal primaire pour rad B. Alors B est une A -algébre finie, ou A =
kllxq,...,x4]], et B est la [[xy, ..., x41]1 = A -algebre B/x;B. Comme dans le cas (ii)
B est analytiquement séparable, on peut dans ce cas choisir les éléments x,, ..., x,; d’'une
telle maniére que B devienne une k[[x,, ..., x,]] - algébre génériquement étale. Alors il
s’ensuit immédiatement que B est également une A -algébre génériquement étale, ce qui
est aussi vrai, bien entendu, dans le cas (i).

Soit b € B un élément qui engendre 'extension de corps R(A) sur k((x)). Soit € € k[[x]]

le discriminant de I’équation unitaire irréductible de b au-dessus de k[[x]]. Dans le cas (ii),
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on peut choisir b de facon que x; ne divise pas €. Ecrivons de plus Spec B—U = V(x;)UY,
ou Y ne contient aucune composante irréductible de V' (x;). Soit C 'anneau I'(Y, Oy), ou
on prend Y avec sa structure induite réduite. En changeant au besoin les x,, ..., x4, on peut
supposer que V' (x,) n’est pas contenu dans 'image de Y dans Spec A, et que de plus dans le
cas (ii) V' (x,) n’est pas contenu dans V' (e).

Lemme 6.8. — Soit Ag = kl[xy,....x4_111 {x,} le localisé strict de k[[x, ..., x4_11] [x4] au
point x| = x, = - = x,; = 0. Sous les conditions ci-dessus, il existe une A° -algébre B, un
ouvert affine U C Spec B, et un isomorphisme A ® 50 B® ~ B tel que I'ouvert de Spec B
induit de U soit U.

La démonstration de ce lemme est analogue a celle de 1.5 : il suffit de trouver des A°
-algébres B, CO et des isomorphismes A ® 40 B ~ B A ® 40 C? ~ C, parce qu’alors il
existera ([3] 1.4) un morphisme (surjectif) et un seul B — C° qui induise le morphisme
B — C.On prend donc U0 = Spec BO— {(Spec cYHu V(x1)}, et on constate immédiatement
que U est induit de UY. L’existence de CO, et de B? dans le cas (ii), se prouve comme dans
1.5. L’existence de B dans le cas (i) est conséquence de ([3] 5.1). (On peut aussi le démontrer
directement en appliquant le lemme de Abhyankar a la ramification le long de {x; = 0}, et
descente).

Nous pouvons maintenant achever la démonstration de 6.7. En appliquant encore une
fois 4.3, on trouve que

HYU,Z/t) ~ H1(U,Z/0),

d’otr il résulte qu’il suffit de démontrer que ce dernier groupe est nul pour g > d. Or Spec A°

est limite de schémas affines et étales au-dessus de k[[xy, ..., x,_11] [x,4], donc Spec BY est
limite de schémas de type fini au-dessus de Spec k[[x, ..., x;_;]] dont chaque fibre est de
dimension < 1. Puisque U° C Spec B°[1/x,], on a

U’ =lmUy
ot U est affine de type fini au-dessus du schéma V' = Spec k[[x, ..., x,_1] [1/x;] et ot

chaque fibre de U/V? est de dimension < 1.
Soit f0 : U® - VO le morphisme structural. Puisque les fibres de £ sont toutes de
dimension < 1, on a pour v € Vo

8(ZIt, £, v) <dimOpo, +1<d -1

(parce que dim Oy, < d — 2). L’hypothése de récurrence sur d est donc applicable au
morphisme £, et on trouve, en appliquant 6.1,

qug*(Z/Z) =0 aupoint v si ¢>dimOyo,+1,

ie. sig > d — dimD. Donc RIf0,(Z/f) # 0 au point v implique que dim? > d — g. Donc
pour linclusion i : Vo> Spec k[[xy,...,x4_1]] (cf. (6.0)) on a

S(RIfQ.(210) < d g,
et ’hypothese de récurrence, sous la forme 6.1 bis, appliquée au morphisme i, implique que

HP(VO, RIfO(ZI) =0 si p+q>d.
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La suite spectrale de Leray
E} = HP(VO, RIf2(Z/0)) = HPT(UO, Z/0)

implique donc que H"(U?,Z/¢) = 0'sin > d, et comme U est limite des U2, on trouve que
de méme
H"(U%,Z/)=0 si n>d.

Ceci achéve la démonstration de 6.7, donc du théoréme 6.1 en caractéristique 0.

7. Morphismes affines — fin de la démonstration

Rappelons que pour terminer la démonstration de 6.1 en caractéristique p > 0 (toujours
sous 'hypothése de résolution), on s’était ramené par 6.6 a démontrer ’assertion suivante
pourd >2:

Lemme 7.1. — Soit B un anneau local complet, normal, d’égales caractéristiques, a corps ré-
siduel séparablement clos, et de dimension d. Soit U C Spec B un ouvert affine tel qu’il existe
x € rad B qui soit inversible sur U. Alors

HYU,ZI)=0 si q>d.

De plus, par hypothése de récurrence, on peut supposer que 6.1 soit vrai pour les valeurs de
6 < d, et que 7.1 soit déja démontré dans le cas particulier 6.7 (ii).

Notons d’abord que la condition que B soit normal n’est pas importante. En effet, soient
B arbitraire, 7 : B — B le normalisé de B, et U C Spec B 'image inverse de U. On a une
suite exacte
0— @)y — 7,2y — C— 0,
ou la dimension du support de C est < d, donc HY(U,C) = 0siq > d — 1. Puisque
HIYU,pi,-) ~ HI(U, -) (VIII 5.6), on voit que
HIYU,Z/0)=0 si g>d équivauta

7.2 _
7.2) HYU,ZI6)=0 si q>d.

7.3.0. — On va rappeler briévement et sans démonstration des propriétés de la notion de
séparabilité formelle dont nous avons besoin. Le lecteur peut consulter (EGAIV 18.11.10,
18.11.11) : Soit A une k-algébre locale noethérienne compléte dont le corps résiduel soit une
extension finie de k, et notons A’ le complété de 'anneau local AQ, k' (ou k" = kl/p). Alors
Iextension A — A’ est radicielle (éventuellement infinie), comme on voit facilement — c’est
I’exemple bien connu de Nagata. Il est donc inoffensif pour le calcul de la cohomologie étale
de remplacer A par A’ (VIII 1).

Or la condition sur une algébre A équidimensionnelle de dimension d d’étre formellement
séparable, c’est-a-dire, d’étre une extension finie génériquement étale de k[[x,...,x4]1],
s’exprime en termes du module .(/2\,14/,( (EGA1V 18.11.10), ou du critére jacobien (EGA Oy
22.6, IV 7.1)%, et on voit que si A n’est pas analytiquement séparable, alors la k' -algebre

i. Le corédacteur de ce séminaire n’est pas parvenu a élucider la signification de cette référence a une situation
qui lui semble bien différente, et la justification de 'assertion qui suit. A. G.
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A’ n’est pas réduite. On peut par exemple se réduire pour la démonstration au cas ol A est
donné par une équation f = 0, f € k[[xy,...,xy4,]] et appliquer le critére jacobien et le
lemme suivant dont nous laissons la démonstration agréable au lecteur :

Lemme 7.3. — Soit f(xy,...,x,) € k[[x,...,x,]] une série formelle. Supposons que pour
chaquei =1, ..., n il existe un élément inversibleu; € k[[xq, ..., x,]] tel que u; f soit une série
enx? etenlesxy, ..., X;_1,X41, ..., X,. Alors il existe un élément inversiblev € k[[x,, ..., x,]]
tel que

vf € kl[xF, ..., x5l

Il en résulte facilement qu’en appliquant un nombre fini de fois le procédé de remplacer
(A, k) par (A, k"), ou A’ estle normalisé de A’ , on se raméne a la situation ou A est bien for-
mellement séparable. De méme, on peut démontrer que pour un x € rad A donné, I’anneau
(A/(x)),4q deviendra une algébre formellement séparable par le méme procédé, appliqué a
I’algebre A.

En appliquant VIII 1.1 et 7.2, on trouve

Corollaire 7.4. — 1l suffit de démontrer (7.1) sous la condition supplémentaire que B
contienne un corps k au-dessus duquel B/rad B soit finie, et tel que la k -algébre (B/(x)),sq
soit formellement séparable.

La démonstration de 7.1 dans ce cas consiste en une réduction au cas particulier qu’on a
traité dans 6.7 (ii) :

Avec les notations de 7.1, 7.4, soit

D(x)= Y X,
i

le diviseur de x, de sorte que chaque X soit un sous-schéma irréductible fermé de Spec B de
codimension 1 qui est formellement séparable au-dessus de k (c’est-a-dire, tel que B/J(X;)
soit une k -algébre formellement séparable, oo qui équivaut d’ailleurs a I’assertion que
(B/(x))yeq soit formellement séparable). Choisissons y € rad B tel que I'on ait

D)= ) (= DX, +T

ou I'ne contient aucun X}, et considérons I’éclatement
f 1 Z — SpecB

de Iidéal (x, y). Les spectres des anneaux B[y/x] et B[x/y] forment un recouvrement ouvert
affine de Z.

Soit By le localisé strict de B[x/y] en I'idéal maximal engendré par (rad B, x/y). Pour
chaque point fermé Q de la fibre fermée de Spec B[y/x] — Spec B, notons A le localisé
strict de B[y/x] en Q, et U, I'ouvert affine de Spec A, image inverse de U.

Lemme 7.5. — Pour démontrer 7.1 pour ’anneau B, il suffit de démontrer que pour q > d(>
2)ona

(1) H(Spec B,[y/x],Z/¢) =0
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et

(i) HYUg,Z/l) =0  pour chaque Q.

Démonstration. On a des immersions ouvertes
U < Spec B[1/x] < Spec B[y/x],
donc un diagramme

v——1 Spec B[y/x]

N,

Si Q est un point fermé de la fibre fermee de Spec B[ y/x] — Spec B, on a (R, Z/l)y = 0 si
q > d, par hypothése. Pour chaque point P de Spec B[y/x] qui n’est pas fermé dans la fibre
fermée de Spec B[y/x] — Spec B, on a 6(F,i, P) < d, ou F = (Z/{); (notation de (6.0)).
Donc en appliquant ’hypothése de récurrence et 6.1 au morphisme i, on trouve que pour le
morphisme Spec B[y/x] — Spec B on a
(RY%,Z/0) <d —q.
Par conséquent, I’hypothése de récurrence sous la forme 6.1 bis, appliqué a ce dernier mor-
phisme, implique que
HP?(Spec Bly/x], R9i ,Z/0) =
sig > 0etp>d— q. Avec la suite spectrale de Leray
E" = HP(Spec B[y/x], R9i,Z/l) = HP*(U,ZI0).
on se ramene, pour la démonstration de 7.1, a démontrer que
HP(Spec Bly/x],i,ZI{) =0 si p>d.
On a une suite exacte
(7.6) 0 —ZIl —i(ZIl)y — C —0

ou 6(C) < d. 1l suffit donc (encore par récurrence) de démontrer que

(7.7) HP(Spec Bly/x],Z/0) =0 si p>d.

Or 'immersion ouverte Spec B[y/x] iR Z est obtenue en enlevant de Z le sous-ensemble
fermé C «a l'infini », et s’identifie dans 'autre ouvert Spec B[x/y] de Z a I'ouvert C =
V (x/y). Les R1j, Z/{¢ sont concentrés sur C, et le morphisme C — Spec B est une immersion
fermée. Par conséquent, on a H?(Z, R%j,Z/¢) = 0 si p et ¢ > 0. Puisque la fibre fermée de
Z — Spec B est de dimension 1 et que ce morphisme est propre, XII 5.3 bis implique que
H?(Z,j,Z/l) =0 sip > 2. La suite spectrale

E}" = HP(Z, RYj,Z/l) => HP*9(Spec Bly/x], Z()
donne donc des isomorphismes
H4(Spec Bly/x],Z/{) ~ H(Z, R1j,Z/{) ~ (R, ZI0)p
sig > 2, ou Pest le point « a 'infini » de Z. Ces fibres ne sont autres (VIII 5) que
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(R4, ZI0)p = H(Spec Bylylx]. j,Z10).

D’apreés (7.7), il suffit donc de démontrer que ces derniers groupes sont nuls si ¢ > d
(= 2). On a une suite exacte analogue a (7.6) qui, jointe a 'hypothése de récurrence montre
qu’il suffit que

H4(Spec B[y/x],Z/¢) =0 si gq>d,
d’ou le lemme.

Démonstration de 7.5 (i).

Considérons ’ensemble fermé C = V' (x/y) de Spec B[x/y], avec la structure induite ré-
duite. On voit immédiatement que 'immersion fermée de C dans Spec B induite par le mor-
phisme Z — Spec B identifie C au sous-schéma fermé X = | J X; de Spec B. Puisque

D(x)= ) rX,
D)= Y (= DX, + T,

I'élément x/y engendre I'idéal J(X;) localement au point générique de X;, oi 'anneau local
est un anneau de valuation discréte parce que B est normal. Par conséquent, le morphisme
Spec B[x/y] — Spec B est un isomorphisme au voisinage d’un tel point, et I’élément x/y
s’annule avec l'ordre 1 sur chacune des composantes irréductibles C; (correspondant a X;)
de C.

Puisque '’ensemble fermé C se reléve a Spec By, cela reste vrai si 'on remplace ’anneau
B[x/y] par By, donc B;/(x/y) est un anneau complet qui est une k -algébre formellement
séparable.

Pour démontrer 7.5 (i), on peut d’abord appliquer 4.3, qui permet de remplacer B par son
complete Bl, ce qui n’affecte pas I’anneau BI/(x/y) D’apreés (7.2), on peut de plus remplacer
Bl par son normalisé B,. Puisque Bl (donc Bl) est déja régulier aux points génériques des
C;, le morphisme Spec B; — Spec Bl est un isomorphisme en ces points, donc B,/(x/y) est
encore une k - algébre formellement séparable. On est ainsi ramené au cas particulier 6.7
(ii), d’ou le résultat.

Démonstration de 7.5 (ii).
Choisissons le point Q de la fibre fermée de Spec B[y/x] — Spec B. Le localisé strict A,
s’écrit comme limite

—
ou A parcourt une catégorie filtrante d’anneaux étales et de type fini au-dessus de B[y/x].
Soit 'ouvert affine U, de Spec A, image inverse de U. Puisque x est inversible sur U, le
morphisme U, — Spec B est étale, et U, est normal. Par conséquent, si 'on dénote par C

le normalisé de B dans le corps R(A) des fonctions rationnelles sur A, on a une immersion
ouverte

U, — SpecC.
1 suffit (VI 5.7) de démontrer que pour chaque A, I'image de H(U 4, Z/{) dans H(U, Z/{)

est nulle si ¢ > d. Puisque x est inversible sur U, le morphisme U, — Spec A se factorise
par rapport a Spec A[1/f], si f € B est un élément arbitraire tel que f soit divisible par x



25

dans B[y/x] et que f/x ne s’annule pas au point Q. Il suffit ainsi de démontrer que pour un
tel f convenable, on a
Hq(UA’f,Z/E) =0 si a>d,
oulUy ;= Uy — V(f) est l'ouvert affine de Spec A[1/f], qui est aussi un ouvert affine de
SpecC.
Soit ¢ € k un élément tel que y/x + ¢ ne s’annule pas en Q, et soit J I'idéal dans B de
Pensemble fermé I' N X. Alors si

(7.8) f=y+ex@modJVN) N >0,

Iélément f satisfait a la condition ci-dessus : En effet, on voit immédiatement que dans
Spec Bly/x] on a V(J) = V(x). Donc (7.8) implique bien que f est divisible par x, d’ou

fIx = y/x + c(mod J).

Puisque J s’annule en Q, et que y/x + ¢ n’est pas nul en Q, ceci démontre notre assertion.

Or I' N X est un sous-ensemble fermé de Spec B de codimension 2. Par conséquent, on
peut choisir un f satisfaisant a (7.8), appelons-le z, tel que V' (z) N V(y) soit également de
codimension 2. Choisissons aussi des éléments X3, ..., x, tels que y, z, X3, ..., X, soit un
systeme de parameétres de 'anneau B. Alors B, donc C aussi, est une k[[y, z, x3, ..., x4]]
-algebre finie.

Soit C? le normalisé de klly.z,x3, ..., x,]] dans la cloture séparable de k ((y, z, x)) dans
le corps des fonctions rationnelles R(C), de sorte que C soit une extension radicielle de C 0
et que CY soit une extension génériquement étale de k ((y, z, x)) (0l x = X3, ..., X).

Choisissons une combinaison linéaire

f=az+ by (a,b€k),
telle que le morphisme
Spec ¢ — Spec k[[z, y, x]]

soit étale au-dessus du point générique de V'(f), et tel que f/x ne s’annule pas en Q dans
Spec B[y/x]. 1l suffit de démontrer que

Hq(UA,f, Z/E) =0 si q > d,
donc (VIII 1.1) de démontrer que

HYUY ,Z/6) =0 si q>d,

ou Ug’ s est 'ouvert de Spec C? correspondant a I'ouvert U,,r de SpecC, qui est un ouvert
affine, comme on voit par descente (EGA IV 2.7.1 (xiii)). Mais par construction, I’élément f
de CO est inversible sur Ug’ et CY(f) est une k -algébre formellement séparable. On est
donc dans la situation de 6.7 (ii), ce qui achéve la démonstration de 7.5 (ii), donc de 6.1.
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