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0. Introduction
481

0.1. — Le présent exposé est consacré à la dualité de Poincaré. Cette dualité est construite
sur le modèle de Verdier [1], qui traite le cas des espaces topologiques séparés localement
compacts. On montre à priori que le foncteur 𝑅𝑓! de l’exposé XVII admet un adjoint à droite
𝑅𝑓 ! et on établit bon nombre de ses propriétés, avant de le calculer plus explicitement dans
le cas des morphismes lisses.

La possibilité d’une telle construction semble reposer sur les propriétés suivantes du fonc-
teur 𝑅𝑓!

a) Pour l’existence d’un adjoint 𝑅𝑓 ! et ses propriétés formelles :
(I) le foncteur 𝑅𝑓! commute aux changements de base ;
(II) les foncteurs 𝑅𝑖𝑓! commutent aux limites inductives filtrantes ; ils sont nuls

pour 𝑖 assez grand ;
(III) le foncteur 𝑅𝑓! peut se calculer « au niveau des complexes », i.e. à partir d’un

foncteur entre catégories de complexes.
b) Pour le calcul de cet adjoint dans le cas où 𝑓 est lisse :

(IV) le calcul de 𝑅𝑓!((Z/𝑛Z)𝑈) pour 𝑈 « petit ».

0.2. — Au §3 nᵒ 1, qui est indépendant des § § 1, 2, on construit le foncteur 𝑅𝑓 ! ; on y
utilise des constructions spéciales à la situation, et non seulement (I) (II) et (III). Cela rend
ce nᵒ assez déplaisant ; le rédacteur confesse ne pas toujours avoir bien compris ce qui se
passait.

Le § 2 est consacré au point (IV) ; il est purement formel à partir du § 1, où est étudiée la 482
cohomologie des courbes.

Au § 1, on établit nettement plus qu’il n’est nécessaire pour le § 2, en étudiant aussi le cas
de coefficients continus. Ce paragraphe a été profondément influencé par Serre [14]. Les
points utiles pour la suite sont :

a) le nᵒ 1.1, consacré au morphisme trace dans le cas des courbes, et généralisé en 2.9 ;
b) le théorème d’effacement 1.6.9. Le lecteur prêt à admettre un argument transcendant

peut lire le nᵒ 1.6, à partir de 1.6.6 (2e démonstration), indépendamment des nᵒ 1.2 à
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1.5(1). L’ingrédient essentiel de 1.6.9 est l’une ou l’autre forme de la dualité de Poincaré
pour les courbes lisses sur un corps algébriquement clos, et le lemme d’acyclicité XV
2.6 (préliminaire au théorème de changement de base lisse XVI 1.1). Sa conclusion est
généralisée en 2.14.

Le nᵒ 3.2 recueille les fruits du § 2.

0.3. — La méthode de Verdier en dualité de Poincaré permet de définir le foncteur 𝑅𝑓 !

pour 𝑓 compactifiable. Cette généralité a pour contrepartie que les compatibilités à vérifier
ne sont pas familières, et parfois, même pour les plus triviales, telles 3.2.3, de démonstration
abracadabrante. Le rédacteur avoue ne pas en avoir démontré autant qu’il aurait dû.

Le lecteur intéressé pourra sans difficulté, à partir de l’appendice à l’exposé XVII, étendre
la définition de 𝑅𝑓 ! au cas des morphismes séparés de type fini de but, un schéma cohérent
(i.e. quasi-compact quasi-séparé).

0.4. — Le résultat principal 3.2.5 est énoncé en termes concrets qui permettraient de revenir
formellement au point de vue qui avait été celui du séminaire oral, où le foncteur 𝑅𝑓 ! était
défini seulement pour les morphismes lissifiables via une factorisation par un morphisme483
lisse et une immersion. On trouvera une esquisse de la démonstration du séminaire oral
dans Verdier [16].

1. Cohomologie des courbes
484

1.1. Le morphisme trace. —

1.1.1. — Soient 𝑛 un entier ≥ 1 et 𝑋 un schéma sur lequel 𝑛 soit inversible. Le faisceau 𝛍𝑛 (IX
3.1) sur 𝑋 est alors un faisceau de modules localement libre de rang 1 sur le faisceau d’an-
neaux constant Z/𝑛. Pour 𝑖 ∈ Z, on désigne par la notation Z/𝑛(𝑖) sa puissance tensorielle
𝑖ème.

(1.1.1.1) Z/𝑛(𝑖) = Hom(Z/𝑛,G𝑚)⊗𝑖.

Si 𝑛 = 𝑑𝑛′, l’application d’exponentiation par 𝑑 établit un isomorphisme

𝛍𝑛 ⊗Z/𝑛 Z/𝑛′ ∼
−→ 𝛍𝑛′ ,

d’où des isomorphismes, dits canoniques :

(1.1.1.2) Z/𝑛(𝑖) ⊗Z/𝑛 Z/𝑛′ ∼
−→ Z/𝑛′(𝑖).

Si 𝐹 est un faisceau abélien tel que 𝑛𝐹 = 0, on pose

(1.1.1.3) 𝐹 (𝑖) = 𝐹 ⊗Z/𝑛 Z/𝑛(𝑖).
Si déjà 𝑛′𝐹 = 0, l’isomorphisme (1.1.1.2) permet d’identifier 𝐹 ⊗Z/𝑛Z/𝑛(𝑖) et 𝐹 ⊗Z/𝑛′ Z/𝑛′(𝑖),
de sorte que 𝐹 (𝑖) ne dépend que de 𝐹 et non du choix de 𝑛. Plus généralement, si 𝐹 est un
faisceau de torsion premier aux caractéristiques résiduelles de X (XVII 0.13), et si 𝑚𝐹 est le

1. N.D.E. : En première lecture, on ne saurait trop recommander de suivre ce chemin : après le § 1.1, passer
directement aux § 2 et § 3.



3

noyau de la multiplication par 𝑚 dans 𝐹, on définit 𝐹 (𝑖) comme étant la limite inductive,
pour 𝑚 inversible sur 𝑋 tendant multiplicativement vers l’infini

(1.1.1.4) 𝐹 (𝑖) = lim−−→
𝑚

𝑚𝐹 (𝑖).

Le foncteur 𝐹 ↦ 𝐹 (𝑖) est exact. Si 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑋 est un morphisme de schémas (resp. un
morphisme de schémas quasi-compact quasi-séparé), et si 𝐹 est un faisceau de torsion sur
𝑋 (resp. sur 𝑌), premier aux caractéristiques résiduelles de 𝑋, on a 𝑓 ∗(𝐹 (𝑖)) ≃ (𝑓 ∗𝐹 )(𝑖) (re- 485
sp. on a (𝑓∗𝐹 )(𝑖) ≃ 𝑓∗(𝐹 (𝑖))). Si 𝒜 est un faisceau d’anneaux sur 𝑋, annulé par 𝑛 inversible
sur 𝑋, il se prolonge en un foncteur exact 𝐾 ↦ 𝐾(𝑖) de 𝐷(𝑋, 𝒜) dans 𝐷(𝑋, 𝒜). Ce foncteur
commute aux foncteurs image réciproque et aux foncteurs image directe.

Les foncteurs 𝐹 ↦ 𝐹 (𝑖) s’appellent parfois les foncteurs de « twist à la Tate »

Définition 1.1.2. — Une courbe plate sur un schéma 𝑆 est un morphisme 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 plat
de présentation finie et séparé à fibres purement de dimension un.

L’expression « purement de dimension un » n’exclut pas le schéma vide. Contrairement
à EGA II 7.4.2, on admet ici qu’une courbe sur un corps soit vide, mais on exige qu’elle soit
séparée.

Lorsque 𝑆 est le spectre d’un corps, on parlera simplement de courbe sur 𝑆 ; une courbe
sur un corps est quasi-projective(2).

1.1.3. — Soit 𝑋 une courbe sur un corps algébriquement clos 𝑘 d’exposant caractéristique
𝑝 premier à un entier 𝑛 ≥ 1. Supposons d’abord 𝑋 réduite, et soit 𝑋 une courbe complète
sur 𝑘 dont 𝑋 soit un ouvert dense.

Le complément 𝑌 = 𝑋 − 𝑋 est de dimension 0. La suite exacte de cohomologie (XVII
5.1.16.3) induit donc un isomorphisme

(1.1.3.1) 𝐻2
𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1)) ∼−→ 𝐻2(𝑋,Z/𝑛(1)).

On dispose de plus d’un isomorphisme IX 4.7 (donné par la théorie de Kummer)

(1.1.3.2) 𝐻2(𝑋,Z/𝑛(1)) = Pic(𝑋)/𝑛 = (Z/𝑛)𝑐

où 𝑐 désigne l’ensemble des composantes irréductibles de 𝑋, ou de 𝑋, cela revient au même.
Si 𝑋 n’est plus nécessairement réduite, et si 𝑐 est l’ensemble de ses composantes irré- 486

ductibles, désignons, pour 𝑖 ∈ 𝑐, par 𝑛𝑖 la multiplicité de 𝑋 au point générique 𝜂𝑖 de la 𝑖ème

composante irréductible de 𝑋 :
𝑛𝑖 = lg(𝑂𝑋,𝜂𝑖

).
On sait que l’application de restriction de 𝐻2

𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1)) dans 𝐻2
𝑐 (𝑋red,Z/𝑛(1)) est un

isomorphisme, d’où, via (1.1.3.1) et (1.1.3.2) appliqués à 𝑋red un isomorphisme canonique
entre 𝐻2

𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1)) et (Z/𝑛)𝑐. On désignera par Tr𝑋 ou simplement Tr la flèche composée

(1.1.3.3) Tr ∶ 𝐻2
𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1)) ∼−→ (Z/𝑛)𝑐 𝑡−→ Z/𝑛,

2. N.D.E. : Dans EGA II 7.4.10, cet énoncé n’est établi que sous une hypothèse supplémentaire de normalité sur 𝑋
et il est annoncé (EGA II 7.4.12) qu’une démonstration dans le cas général apparaîtra dans EGA V, qui n’a pas paru.
Le lecteur pourra corriger en exercice cette lacune. Ceci est de toute façon sans conséquence pour la construction
du morphisme trace, puisqu’elle peut se faire en procédant d’abord localement (sur des ouverts quasi-projectifs)
puis en recollant les morphismes traces comme dans la démonstration de 1.1.6.
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où
𝑡((𝑎𝑖)𝑖∈𝑐) = ∑ 𝑛𝑖𝑎𝑖.

Si 𝐹 est un groupe abélien annulé par 𝑛, on dispose d’un isomorphisme

𝐻2
𝑐 (𝑋, 𝐹 (1)) ∼⟷ 𝐹 ⊗ 𝐻2

𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1))

et donc via (1.1.3.3) d’un morphisme trace

(1.1.3.4) Tr ∶ 𝐻2
𝑐 (𝑋, 𝐹 (1)) ⟶ 𝐹.

Si 𝑛 = 𝑛′𝑑, le diagramme

(1.1.3.5)

0 // 𝛍𝑛
//

𝑥𝑑

��

G𝑚

𝑥𝑑

��

𝑥𝑛
// G𝑚

// 0

0 // 𝛍𝑛
// G𝑚

𝑥𝑛′
// G𝑚

// 0

est commutatif et donc aussi le diagramme

(1.1.3.6)

𝐻2
𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1))

��

∼ // (Z/𝑛)𝑐

��
𝐻2

𝑐 (𝑋,Z/𝑛′(1)) ∼ // (Z/𝑛′)𝑐

d’après la définition IX 4.7 de l’isomorphisme (1.1.3.2).487
La flèche (1.1.3.4) ne dépend donc que de 𝐹, et non du choix de l’entier 𝑛 premier à 𝑝

tel que 𝑛𝐹 = 0. Par passage à la limite, on la définit pour tout groupe abélien 𝐹 de torsion
premier à 𝑝.

Le lemme suivant résulte aussitôt des définitions.

Lemme 1.1.4. — Sous les hypothèses précédentes, si, pour 𝑖 ∈ 𝑐, 𝑈𝑖 est un ouvert non vide de
𝑋 contenu dans la 𝑖ème composante irréductible, le diagramme

⊕
𝑖∈𝑐

𝐻2
𝑐 (𝑈𝑖, 𝐹 (1)) ∼ //

⊕
𝑖∈𝑐

𝑇 𝑟𝑈𝑖

##

𝐻2
𝑐 (𝑋, 𝐹 (1))

𝑇 𝑟𝑋

}}
𝐹

est commutatif.

Lemme 1.1.5. — Soient 𝑋 et 𝑌 deux courbes sur un corps algébriquement clos 𝑘, 𝑢 ∶ 𝑋 → 𝑌
un morphisme quasi-fini et plat et 𝑛 un entier premier à l’exposant caractéristique 𝑝 de 𝑘.
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Le diagramme suivant, dans lequel Tr𝑢 est la flèche (XVII 6.2.3), est alors commutatif

𝐻2
𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1))

𝑇 𝑟𝑢 //

𝑇 𝑟𝑋

!!

𝐻2
𝑐 (𝑌 ,Z/𝑛(1))

𝑇 𝑟𝑌

}}
Z/𝑛 .

Le lemme 1.1.4 permet de se réduire au cas où 𝑋 et 𝑌 sont irréductibles, 𝑋red et 𝑌red étant
de plus lisses. Si 𝑒 (resp. 𝑓) est la multiplicité de 𝑋 (resp. 𝑌) au point générique, et si 𝑒 = 𝑑𝑓,
les triangles marqués + du diagramme suivant sont commutatifs :

(1.1.5.1)

𝐻2
𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1)) ∼

+

//

Tr𝑢

��

Tr𝑋
!!

𝐻2
𝑐 (𝑋red,Z/𝑛(1))

𝑑.Tr𝑢red

��

𝑒.Tr𝑋red

||
Z/𝑛

𝐻2
𝑐 (𝑌 ,Z/𝑛(1))

+

∼ //

Tr𝑌

==

𝐻2
𝑐 (𝑌red,Z/𝑛(1)),

𝑓.Tr𝑌red

bb

Son contour est commutatif, ainsi qu’on le déduit de la commutativité du diagramme 488

𝑢!Z/𝑛𝑋(1) ∼ //

Tr𝑢

��

𝑢red!
Z/𝑛𝑋red

(1)

𝑑.Tr𝑢red

��
Z/𝑛𝑌(1) ∼ //∼ // Z/𝑛𝑌red(1).

Il suffit de vérifier cette dernière compatibilité au point générique de 𝑌, ce qui est trivial.
Pour établir la commutativité du triangle de gauche dans (1.1.5.1), il ne reste donc plus

qu’à établir celle du triangle de droite. On peut donc dorénavant supposer de plus que 𝑋 et
𝑌 sont réduits(3).

Soient𝑋 et 𝑌 les courbes complètes lisses contenant𝑋 et 𝑌 comme ouverts denses (EGA II
7.4.11). Le morphisme 𝑢 se prolonge en un morphisme plat 𝑢 ∶ 𝑋 → 𝑌 (EGA II 7.4.9) et,
d’après 1.1.4, il suffit de vérifier 1.1.5 pour 𝑢.

3. N.D.E. : Ce paragraphe a été ajouté dans cette édition, et les deux suivants ont été modifiés.
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D’après (XVII 6.3.18.2), le diagramme de faisceaux sur 𝑌, dans lequel 𝑁 désigne la norme,

0 // 𝑢∗𝛍𝑛
//

Tr𝑢

��

𝑢∗G𝑚
𝑥𝑛
//

𝑁

��

𝑢∗𝐺𝑚
//

𝑁

��

0

0 // 𝛍𝑛
// G𝑚

𝑥𝑛
// G𝑚

// 0,

est commutatif, donc aussi le diagramme

Pic(𝑋)/𝑛 ∼ //

𝑁

��

𝐻2
𝑐 (𝑋,Z/𝑛(1))

Tr𝑢

��
Pic(𝑌)/𝑛 ∼ // 𝐻2

𝑐 (𝑌,Z/𝑛(1)),

et il reste à noter que si ℒ est un faisceau inversible de degré 1 sur 𝑋, sa norme est encore de489
degré 1 (ce fait résultant de la compatibilité EGA IV 21.10.17, compte tenu de la définition
EGA IV 21.5.5 de la norme d’un diviseur).

Proposition 1.1.6. — Il est d’une et d’une seule façon possible de définir, pour toute courbe
plate compactifiable 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 et pour tout faisceau de torsion 𝐹 sur 𝑆, premier aux carac-
téristiques résiduelles de 𝑆, un morphisme trace

Tr𝑓 ∶ 𝑅2𝑓!(𝑓 ∗𝐹 (1)) ⟶ 𝐹,

fonctoriel en 𝐹, de formation compatible à tout changement de base (cf. XVII 6.2.3, (VAR 2)) et
qui, pour 𝑆 le spectre d’un corps algébriquement clos, coïncide avec le morphisme trace (1.1.3.4).

Le morphisme Tr𝑓 nous est donné fibre par fibre ; son unicité est donc claire.
Soit 𝑝 ∶ P1

𝑆 → 𝑆 la droite projective sur𝑆 et 𝑛 un entier inversible sur𝑆. On aPic𝑆(P1
𝑆) =

Z𝑆, d’où par la théorie de Kummer (IX 3.2) unmorphisme Z/𝑛 → 𝑅1𝑝∗Z/𝑛(1), dont on vérifie
fibre par fibre (XII 5.2) que c’est un isomorphisme. Son inverse Tr𝑝 induit fibre par fibre le
morphisme trace (1.1.3.4).

Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 une courbe plate sur𝑆 telle qu’il existe un𝑆-morphisme quasi-fini et plat
𝑢 de 𝑋 dans P1

𝑆. En vertu de 1.1.5, le morphisme composé Tr𝑝 ∘Tr𝑢 (XVII 6.2.3) admet pour
fibre en un quelconque point géométrique de 𝑆 le morphisme trace (1.1.3.4). En particulier,
il ne dépend pas du choix de 𝑢.

Supposons que 𝑋 soit une réunion de sous-schémas ouverts 𝑈𝑖 tels qu’il existe un mor-490
phisme quasi-fini et plat de 𝑈𝑖 dans P1

𝑆. Si 𝛼𝑖 (resp. 𝛼𝑖𝑗) est l’inclusion de 𝑈𝑖 (resp. 𝑈𝑖𝑗 =
𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗) dans 𝑋, la suite

∑ 𝑅2(𝑓𝛼𝑖𝑗)!Z/𝑛(1) ⇉ ∑ 𝑅2(𝑓𝛼𝑖)!Z/𝑛(1) → 𝑅2𝑓!Z/𝑛(1) → 0.

est exacte, d’après (XVII 6.2.9) et l’exactitude à droite de 𝑅2𝑓! (puisque 𝑅3𝑓! = 0). On vérifie
fibre par fibre, par 1.1.5, que la somme des morphismes trace ∑

𝑖
𝑅2(𝑓𝛼𝑖)!Z/𝑛(1) → Z/𝑛, se

factorise par un morphisme trace Tr𝑓 de 𝑅2𝑓!Z/𝑛(1) qui, fibre par fibre, induit (1.1.3.4).
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Pour un 𝑋 général, soit 𝑗 ∶ 𝑋′ → 𝑋 le plus grand ouvert de 𝑋 tel que 𝑓|𝑋′ soit un
morphisme de Cohen-Macaulay (cf. EGA IV 12.1.1 (vi)). Tout point 𝑥 de 𝑋′ a un voisinage
𝑈𝑥 dans 𝑋′ tel qu’il existe un 𝑆-morphisme quasi-fini 𝑢𝑥 de 𝑈𝑥 dans P1

𝑆. Ce morphisme est
automatiquement plat (EGA IV 11.3.10 et 15.4.2) et 𝑋′ vérifie donc les hypothèses précé-
dentes. De plus, 𝑋′ est dense fibre par fibre dans 𝑋 ; le morphisme de 𝑅2(𝑓𝑗!)Z/𝑛(1) dans
𝑅2𝑓!Z/𝑛(1) est donc un isomorphisme comme on le voit fibre par fibre et la flèche composée

Tr𝑓 ∶ 𝑅2𝑓!Z/𝑛(1) ∼←− 𝑅2(𝑓𝑗)!Z/𝑛(1)
Tr𝑓𝑗
−−−→ Z/𝑛

induit fibre par fibre (1.1.3.4).
Si 𝐹 vérifie 𝑛𝐹 = 0, on a (XVII 5.2.6)

(1.1.6.1) 𝑅2𝑓!Z/𝑛(1) ⊗ 𝐹 ∼−→ 𝑅2𝑓!(𝑓 ∗𝐹 (1))

et on définit Tr𝑓 comme la flèche composée

Tr𝑓 ∶ 𝑅2𝑓!(𝑓 ∗𝐹 (1)) ∼←− 𝑅2𝑓!Z/𝑛(1) ⊗ 𝐹 → 𝐹.

Dans le cas général, on définit Tr𝑓 comme limite inductive des morphismes trace relatifs
aux faisceaux 𝑛𝐹 pour 𝑛 inversible sur 𝑆. Ces flèches induisent fibre par fibre (1.1.3.4) et
commutent donc à tout changement de base, C.Q.F.D.

On vérifie fibre par fibre à l’aide de 1.1.4, 1.1.5 et (1.1.6.1), les résultats suivants : 491

Lemme 1.1.7. — Soient 𝑓 ∶ 𝑌 → 𝑆 une courbe plate compactifiable sur 𝑆, 𝑢 ∶ 𝑋 → 𝑌 un
morphisme quasi-fini plat de présentation finie, et 𝐹 un faisceau de torsion sur 𝑆, de torsion
première aux caractéristiques résiduelles de 𝑆. Le diagramme suivant est commutatif :

𝑅2(𝑓𝑢)!(𝑓𝑢)∗𝐹 (1)

Tr𝑓𝑢

��

𝑅2𝑓!(𝑢!𝑢∗)𝑓 ∗𝐹 (1)
Tr𝑢 // 𝑅2𝑓!𝑓 ∗𝐹 (1)

Tr𝑓

��
𝐹 𝐹 ,

Lemme 1.1.8. — Soient 𝑢 ∶ 𝑌 → 𝑆 un morphisme quasi-fini plat de présentation finie, 𝑓 ∶
𝑋 → 𝑌 une courbe plate 𝑆-compactifiable (XVII 3.2.1), et 𝐹 comme en 1.1.7. Le diagramme
suivant est commutatif(4) :

𝑅2(𝑢𝑓)!(𝑢𝑓)∗𝐹 (1)

Tr𝑢𝑓

��

𝑢!𝑅2𝑓!𝑓 ∗𝑢∗𝐹 (1)
Tr𝑓 // 𝑢!𝑢∗𝐹

Tr𝑢

��
𝐹 𝐹

4. N.D.E. : Cette compatibilitémérite qu’on lui consacre quelques arguments. Pour la vérifier, on peut tout d’abord
se ramener par changement de base au cas où 𝑆 est le spectre d’un corps algébriquement clos 𝑘. On peut ensuite
supposer que 𝑌 est connexe et non vide, auquel cas 𝑌 → 𝑆 admet une (unique) section 𝑆 → 𝑌 qui est une immersion
fermée définie par un idéal nilpotent. Les arguments de la démonstration de 1.1.6 permettent de supposer que
𝑋 = P1

𝑌. Il ne reste plus alors qu’à observer que la multiplicité de 𝑌 est égale à la multiplicité de 𝑋 en son point
générique. Voir aussi la démonstration de la commutativité de (2.9.3).
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On vérifie de même à partir de (1.1.3.2) :

Lemme 1.1.9. — Si 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 est une courbe lisse compactifiable, et si les fibres géomé-
triques de 𝑓 sont irréductibles, alors le morphisme trace (1.1.6) est un isomorphisme.

1.2. 1-acyclicité de l’espace projectif. — Dans ce nᵒ, on utilise en principe toujours la
topologie fppf (XVII 0.10).

1.2.1. — Soient 𝜖 un Module localement libre sur un schéma 𝑆, supposé partout de rang492
≥ 2, 𝑝 ∶ P(𝜖) → 𝑆 le fibré projectif correspondant et 𝐺 un faisceau abélien sur le grand
site fppf de 𝑆 (XVII 0.10). Chaque couple (𝐾0, 𝜑) formé d’un torseur 𝐾0 sous 𝐺 et d’un
homomorphisme 𝜑 ∶ G𝑚𝑆 → 𝐺 définit un 𝑝∗𝐺-torseur 𝐾(𝐾0, 𝜑) sur P(𝜖), somme de 𝐾0 et
de l’image par 𝜑 du G𝑚-torseur 𝒪(1)(5).

(1.2.1.1) 𝐾(𝐾0, 𝜑) = 𝐾0 + 𝜑𝒪(1).

On fait des couples (𝐾0, 𝜑) une catégorie en posant

Hom((𝐾0, 𝜑), (𝐾′
0, 𝜑′)) =

{
∅ si 𝜑 ≠ 𝜑′

Hom(𝐾0, 𝐾′
0) si 𝜑 = 𝜑′.

Le torseur 𝐾(𝐾0, 𝜑) dépend alors fonctoriellement de (𝐾0, 𝜑). Il est compatible à la locali-
sation, et définit donc un foncteur du champ sur 𝑆 des couples (𝐾0, 𝜑) dans le champ sur
𝑆 des 𝑝∗𝐺-torseurs sur P(𝜖) (= le champ ayant pour sections sur 𝑈/𝑆 les 𝑝∗𝐺-torseurs sur
𝑈 ×𝑆 P(𝜖)). Ces champs sont des champs en groupoïde (= tout morphisme au-dessus d’un
𝑈/𝑆 est un isomorphisme).

Théorème 1.2.2. — Sous les hypothèses 1.2.1, si 𝐺 est un schéma en groupe commutatif plat
de présentation finie sur 𝑆, alors le foncteur 𝐾 de 1.2.1 est une équivalence.

1.2.2.1. — Cet énoncé équivaut à la conjonction de

𝐺 ∼−→ 𝑝∗𝑝∗𝐺 et

Hom(G𝑚, 𝐺) ∼−→ 𝑅1𝑝∗𝑝∗𝐺.

En effet, un morphisme de champs en groupoïde est une équivalence si et seulement si il
induit un isomorphisme sur le faisceau engendré par le préfaisceau des classes d’isomorphie
d’objets (2e formule) et un isomorphisme sur le faisceau des automorphismes d’un objet local
quelconque (1re formule).

On donnera deux démonstrations (1.2.4 et 1.2.5) de la pleine fidélité(6).

Lemme 1.2.3. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme propre et plat. On suppose que 𝑓∗𝒪𝑋 = 𝒪𝑆493
universellement et 𝑅1𝑓∗𝒪𝑋 = 0 universellement. Tout 𝑆-morphisme de 𝑋 dans un 𝑆-schéma

5. N.D.E. : Dans ce nᵒ, on identifie de façon implicite les fibrés en droites et lesG𝑚-torseurs par la correspondance
qui associe à un fibré en droites le faisceau de ses sections inversibles, sur lequel G𝑚 agit par multiplication. Le
lecteur soucieux des détails sera probablement intéressé de savoir que, suivant la convention de Grothendieck, le
schéma projectif P(𝜖) est le fibré des hyperplans de 𝜖 et que de même le fibré vectoriel épointé V(𝜖)∗ → P(𝜖) est
un ouvert de V(𝜖) qui est le spectre de l’Algèbre symétrique de 𝜖.

6. N.D.E. : À propos de l’essentielle surjectivité, il convient d’avertir le lecteur que la démonstration utilisera la
technique générale de démonstration expliquée dans l’introduction des EGA .
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en groupes de type fini 𝐺 se factorise alors par 𝑓 et une section de 𝐺 ; plus précisément, 𝐺 ∼−→
𝑓∗𝑓 ∗𝐺.

Il suffit de prouver la 1re assertion.
D’après le lemme de rigidité (Mumford [10, 6.1. p. 115] ; on notera que Mumford n’uti-

lise par l’hypothèse noethérienne faite sur 𝑆), il suffit de traiter le cas où 𝑆 est le spectre
d’un corps algébriquement clos. Supposons tout d’abord que 𝐺 soit un schéma abélien, et
soit 𝐺∗ le schéma abélien dual. Puisque 𝐺 = 𝐺∗∗, la donnée de 𝜑 ∶ 𝑋 → 𝐺 équivaut à la
donnée d’un faisceau inversible ℒ sur 𝑋 × 𝐺∗, trivialisé le long de 𝑋 × {𝑒} et algébrique-
ment équivalent à zéro sur les fibres de la projection pr1 de 𝑋 × 𝐺∗ sur 𝑋. Si 𝑥 ∶ 𝑆 → 𝑋
est un point rationnel de 𝑋, on a ℒ ∼ pr∗

2(𝑥 × 𝐺∗)∗ℒ ⊗ ℳ avec ℳ trivialisé le long de
𝑥 × 𝐺∗ et 𝑋 × {𝑒}. La donnée de ℳ équivaut à la donnée d’un morphisme de schémas de
𝐺∗ dans Pic𝑋/𝑆, transformant 𝑒 en 𝑒. Puisque 𝐻1(𝑋, 𝒪𝑋) = 0, on a Pic0

𝑋/𝑆 = 0(7), ℳ ∼ 𝒪
et ℒ ∼ pr∗

2 ℒ′ avec ℒ′ algébriquement équivalent à zéro sur 𝐺∗, donc définissant 𝑔 ∈ 𝐺(𝑆)
tel que 𝜑 = 𝑔 ∘ 𝑓.

Dans le cas général, 𝐺 est extension d’un schéma abélien 𝐴 par un groupe affine 𝐺0. Le
résultat précédent nous ramène au cas où 𝐴 = 0, et on a alors

Hom𝑆(Spec(𝐻0(𝑋, 𝒪𝑋), 𝐺) ∼−→ Hom𝑆(𝑋, 𝐺).

Lemme 1.2.4. — Sous les hypothèses 1.2.1, si 𝐺 est un schéma en groupes de présentation finie
sur 𝑆 ou est défini par un faisceau quasi-cohérent sur 𝑆, alors le foncteur (1.2.1.1) est pleinement
fidèle.

A. Prouvons que si 𝐾(𝐾0, 𝜑) est isomorphe à 𝐾(𝐾′
0, 𝜑′), alors 𝜑 = 𝜑′. Pour 𝐺 quasi-

cohérent, on a 𝜑 = 𝜑′ = 0, et l’assertion est vide. Pour 𝐺 de présentation finie,
d’après (SGA 3 IX 5.1), il suffit de prouver l’assertion pour 𝑆 spectre d’un corps al- 494
gébriquement clos 𝑘. Soit alors 𝑇 le plus grand sous-tore de 𝐺, et 𝐻 = 𝐺/𝑇. La suite
exacte de cohomologie fournit

0 → 𝐻0(P(𝜖), 𝑇 ) → 𝐻0(P(𝜖), 𝐺) 𝛼−→ 𝐻0(P(𝜖), 𝐻) 𝛿−→ 𝐻1(P(𝜖), 𝑇 )
𝛽
−→ 𝐻1(P(𝜖), 𝐺).

D’après 1.2.3, 𝐻0(P(𝜖), 𝐺) ∼ 𝐺(𝑘) et 𝐻0(P(𝜖), 𝐻) ∼ 𝐻(𝑘), de sorte que 𝛼 est surjectif
et 𝛿 nul. Si 𝑌 (𝑇 ) = Hom(G𝑚, 𝑇 ), on a 𝑇 ∼ 𝐺𝑚 ⊗ 𝑌 (𝑇 ) et 𝐻1(P(𝜖), 𝑇 ) ∼ 𝑌 (𝑇 ).
L’injectivité de 𝛽 exprime donc l’injectivité de la flèche canonique, définie par 𝒪(1),
Hom(G𝑚, 𝐺) ≃ Hom(G𝑚, 𝑇 ) → 𝐻1(P(𝜖), 𝐺), et ceci prouve l’assertion.

B. Prouver que le foncteur (1.2.1.1) est pleinement fidèle est une question locale sur 𝑆.
On se ramène donc à supposer que P(𝜖)/𝑆 admet une section 𝑠 et il est loisible de se
donner un isomorphisme 𝑠∗𝒪(1) ∼ 𝒪(8). Si 𝐾(𝐾0, 𝜑) est isomorphe à 𝐾(𝐾′

0, 𝜑′), on a
𝜑 = 𝜑′ par 𝐴 et 𝐾0 ∼ 𝑠∗𝐾(𝐾0, 𝜑) ∼ 𝑠∗𝐾(𝐾′

0, 𝜑′) ∼ 𝐾′
0 . Grâce à la formule

(1.2.4.1) Hom(𝐾(𝐾0, 𝜑), 𝐾(𝐾′
0, 𝜑′)) ∼ Hom(𝐾(𝐾0 − 𝐾′

0, 𝜑 − 𝜑′), 𝐺P(𝜖)),

7. N.D.E. : Cela résulte de l’isomorphisme canonique Lie(Pic𝑋/𝑆) = 𝐻1(𝑋, 𝒪𝑋) = 0 qui s’obtient en comparant
ces deux groupes avec le noyau de Pic(𝑋 ×𝑘 Spec(𝑘[𝜖])) → Pic(𝑋) (où 𝑆 = Spec(𝑘)). Pour plus de détails sur les
propriétés des schémas de Picard, on renvoie à [6].

8. N.D.E. : On a ajouté dans cette édition cette donnée supplémentaire, nécessaire, qui manquait dans l’édition
originale.
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il ne nous reste plus qu’à montrer que

Homtors .(𝐺, 𝐺) ∼−→ Homtors .(𝑝∗𝐺, 𝑝∗𝐺).

Ceci résulte de 1.2.3.

1.2.5. — Voici une autre démonstration, plus künnethesque, de la pleine fidélité. La question
est locale sur 𝑆 ; d’après (1.2.4.1), il suffit donc de vérifier que

HomP(𝜖)(𝐺, 𝐾(𝐺, 𝜑))
{

= ∅ si 𝜑 ≠ 0
∼←− 𝐺(𝑆) si 𝜑 = 0.

C’est exactement ce qu’exprime le lemme suivant(9) :

Lemme 1.2.6. — Soient 𝜖 un module localement libre partout de rang ≥ 2 sur 𝑆, 𝐺 un schéma
en groupes de présentation finie sur 𝑆, 𝜑 ∶ G𝑚 → 𝐺 un homomorphisme de groupes, V(𝜖) le
fibré vectoriel défini par 𝜖, V(𝜖)∗ le fibré vectoriel épointé correspondant et 𝛹 ∶ V(𝜖)∗ → 𝐺 un495
𝑆-morphisme vérifiant l’identité suivante entre 𝑆-morphismes de G𝑚 × V(𝜖)∗ dans 𝐺 :

𝛹(𝜆𝑣) = 𝛹(𝑣)𝜑(𝜆).

Alors, 𝜑 = 𝑒, et 𝛹 se factorise par la projection 𝑝 de P(𝜖) sur 𝑆.

Il suffit de prouver la seconde assertion. On se ramène aussitôt au cas 𝑆 noethérien, puis,
par (SGA 3 IX 5.1) et le lemme de rigidité (Mumford [14, 6.1 p. 115]) appliqué à P(𝜖) au cas
où 𝑆 est le spectre d’un corps. Soient 𝑛 un entier, 𝑊𝑛 et 𝐺𝑛 les voisinages infinitésimaux du
𝑛ième ordre de la section nulle dans V(𝜖) et 𝐺, 𝔤𝑛 l’algèbre affine de 𝐺𝑛 et 𝑃𝑛(𝛹) ∶ V(𝜖)∗ →
Hom𝑆(𝑊𝑛, 𝐺) la partie principale du 𝑛ième ordre de 𝛹(10). Toute section de Hom𝑆(𝑊𝑛, 𝐺)
définit, en translatant à droite par l’inverse de l’image de la section nulle, un morphisme de
𝑊𝑛 dans 𝐺𝑛 qui transforme 0 en 𝑒, ceci définit

𝛹1 = 𝑃𝑛(𝛹).𝛹 −1 ∶ V(𝜖)∗ ⟶ Hom𝑆(𝑊𝑛, 𝐺𝑛).

L’hypothèse implique que 𝛹1 commute aux homothéties, que l’on fait agir sur le second
membre par transport de structure à partir de leur action sur 𝑊𝑛 ⊂ V(𝜖)(11). L’algèbre affine

9. N.D.E. : Cette traduction mérite quelques éléments d’explication. Le fibré en droites 𝒪(1) sur P(𝜖) devient
canoniquement trivialisé après image inverse par la projection canonique V(𝜖)∗ → P(𝜖). Après image inverse
sur V(𝜖)∗, le 𝐺-torseur 𝐾(𝐺, 𝜑) est donc aussi canoniquement trivialisé. Via cette identication, un isomorphisme
𝐺 → 𝐾(𝐺, 𝜑) induit donc un automorphisme du 𝐺-torseur trivial au-dessus deV(𝜖)∗, c’est-à-dire un 𝑆-morphisme
V(𝜖)∗ → 𝐺. Pour provenir de P(𝜖), ce morphisme doit vérifier une compatibilité semblable à celle qui est énoncée et
réciproquement par descente fidèlement plate. À vrai dire, il semble au relecteur que la bonne condition à énoncer
serait 𝛹(𝜆𝑣) = 𝜑(𝜆)−1𝛹(𝑣), mais c’est sans conséquence puisque l’on peut appliquer le lemme à 𝛹 −1 au lieu de
l’appliquer à 𝛹. La condition 𝛹(𝜆𝑣) = 𝜑(𝜆)𝛹(𝑣) présente dans l’édition originale donne aussi un énoncé correct
(puisque l’on peut remplacer 𝜑 par 𝜑−1) mais elle a été changée pour qu’il ne soit pas nécessaire de modifier la
démonstration.

10. N.D.E. : En termes plus concrets, 𝑃𝑛(𝛹) est le morphisme qui correspond par adjonction au morphisme
V(𝜖)∗ ×𝑆 𝑊𝑛 → 𝐺 (que nous noterons aussi 𝑃𝑛) obtenu en composant 𝛹 et le morphisme V(𝜖)∗ ×𝑆 𝑊𝑛 → V(𝜖)∗

induit par l’addition sur V(𝜖) sur ces sous-schémas. En termes des foncteurs des points de ces 𝑆-schémas, on
peut l’interpréter plus concrètement en disant que si 𝑣 est une section de V(𝜖)∗ et 𝑡 une section de 𝑊𝑛, alors
𝑃𝑛(𝛹)(𝑣, 𝑡) = 𝛹(𝑣 + 𝑡).

11. N.D.E. : Avec les notations ci-dessus, on peut caractériser 𝛹1 par la relation 𝛹1(𝑣, 𝑡).𝛹(𝑣) = 𝛹(𝑣 + 𝑡). On en
déduit aussitôt que si 𝜆 est une section de G𝑚, alors 𝛹1(𝜆𝑣, 𝜆𝑡) = 𝛹1(𝑣, 𝑡), ce qui correspond à la commutation aux
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de 𝑊𝑛 est ∑𝑛
𝑖=0 Sym

𝑖(𝜖). Vu son homogénéité, 𝛹1 est donc défini par une section, sur P(𝜖),
du 𝒪P(𝜖)-module

𝑛

∑
𝑖=0

𝑝∗ Hom(𝔤𝑛, Sym𝑖(𝜖))(−𝑖).(12)

Les composantes d’indice 𝑖 > 0 de ce module n’ont d’autre section que la section nulle, et
on en conclut que

𝛹1 = 0.
Ceci, valant pour tout 𝑛, implique que 𝛹 se factorise par une section de 𝐺.

Cette seconde démonstration s’étend pour prouver la variante analytique suivante de
1.2.4. Lorsque 𝐺 est affine, la démonstration de 1.2.2 peut se faire indépendamment de cette
variante.

1.2.7. — Soient 𝐿 le corps des fractions d’un anneau de valuation discrète complet 𝒪, 496
𝑈𝑚 le groupe rigide analytique « fibre générique » du complété formel de G𝑚 et 𝒪(1)∧ le
𝑈𝑚-torseur sur P𝑟

𝐿 complété formel de 𝒪(1). Si 𝐺 est un groupe rigide analytique sur 𝐿,
le foncteur (𝐾0, 𝜑) ↦ 𝑝∗𝐾0 + 𝜑𝒪(1)∧ (cf. 1.2.1) est un foncteur pleinement fidèle de la
catégorie des couples (𝐾0, 𝜑) formés d’un 𝐺-torseur sur Spec(𝐿) et de 𝜑 ∈ Hom(𝑈, 𝐺),
dans la catégorie des 𝑝∗𝐺-torseurs sur P𝑟

𝐿
(13).

Lemme 1.2.8. — Soient 𝑘 un corps d’exposant caractéristique 𝑝 et 𝑓 ∶ 𝑋 → Spec(𝑘) un
schéma propre sur 𝑘 vérifiant 𝐻0(𝑋, 𝒪𝑋) = 𝑘 et Pic𝜏

𝑋 = 0(14). Pour tout schéma en groupe
affine commutatif de type fini 𝐺 sur 𝑘, ne contenant pas de tores, on a 𝑅1𝑓∗(𝑓 ∗𝐺) = 0.

Il suffit de montrer qu’après tout changement de base, 𝑐 ∶ 𝑆 → Spec(𝑘), le foncteur 𝑓 ∗

de la catégorie des 𝐺-torseurs sur 𝑆 dans celle des 𝐺-torseurs sur 𝑋𝑆 est une équivalence.
Ce problème est local sur Spec(𝑘), de sorte que pour le résoudre on peut se ramener au cas
où 𝑋 a un point rationnel, où 𝐺 est extension successive de groupes G𝑎, 𝛼𝑝, 𝛍𝑝, Z/𝑝 et Z/ℓ𝑖
pour ℓ𝑖 premier à 𝑝 et où Z/ℓ𝑖 ∼ 𝛍ℓ𝑖.

On sait que Lie(Pic𝑋) = 𝐻1(𝑋, 𝒪𝑋) = 0. D’après 1.2.3 et l’existence d’une section, les
foncteurs 𝑓 ∗ considérés sont pleinement fidèles ; il suffit donc de prouver que 𝑅1𝑓∗(𝑓 ∗𝐺) =
0, ou, par dévissage, que

𝑅1𝑓∗G𝑎 = 𝑅1𝑓∗𝛼𝑝 = 𝑅1𝑓∗𝛍𝑝 = 𝑅1𝑓∗Z/𝑝 = 𝑅1𝑓∗Z/ℓ𝑖 = 0.

homothéties annoncée pourvu que l’on fasse agir correctement G𝑚 sur Hom𝑆(𝑊𝑛, 𝐺𝑛), à savoir qu’une section 𝜆
de G𝑚 agisse par composition à droite avec la multiplication par l’inverse de 𝜆 sur 𝑊𝑛.

12. N.D.E. : Pour vérifier cette affirmation en détail, on peut commencer par définir l’image inverse de cette sec-
tion surV(𝜖)∗ ; on obtient alors tautologiquement une section 𝑠 = (𝑠0, … , 𝑠𝑛) du fibré trivial obtenu est tensorisant
le faisceau structural avec l’espace vectoriel ∑𝑛

𝑖=0 Hom(𝔤𝑛, Sym𝑖(𝜖)). Elle vérifie la relation 𝑠𝑖(𝑣) = 𝜆𝑖𝑠𝑖(𝜆𝑣). Ceci
constitue bien une donnée de descente pour obtenir une section sur P(𝜖) comme voulu. Il est également possible
d’argumenter en disant que les sections 𝑠𝑖 s’étendent à V(𝜖) tout entier (puisque l’origine est un fermé de codi-
mension ≥ 2 dans V(𝜖)). Par densité de G𝑚 dans 1, ces sections étendues 𝑠𝑖 vérifient la relation 𝑠𝑖(𝑣) = 𝜆𝑖𝑠𝑖(𝜆𝑣)
pour 𝜆 ∈ 1. En faisant 𝜆 = 0, on obtient 𝑠𝑖 = 0 pour 𝑖 > 0.

13. N.D.E. : Le lecteur pourra trouver une introduction au langage de la géométrie analytique rigide dans [13].
L’inexistence de sections non-triviales pour les faisceaux 𝒪(𝑛) pour 𝑛 < 0 dans ce contexte résulte par exemple
d’une version rigide de GAGA, voir [9].

14. N.D.E. : On trouvera une définition de Pic𝜏 dans un cadre plus général en 1.6.4.
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Pour G𝑎, cela résulte de ce que 𝐻1(𝑋, 𝒪𝑋) = 0. Le cas de 𝛼𝑝 (resp. Z/𝑝) s’en déduit via
1.2.3, par la suite exacte longue de cohomologie définie par la suite exacte

0 ⟶ 𝛼𝑝 ⟶ G𝑎
𝑥𝑝
−−→ G𝑎 ⟶ 0

0 ⟶ Z/𝑝 ⟶ G𝑎
𝑥−𝑥𝑝
−−−−→ G𝑎 ⟶ 0 (𝑝 ≠ 1)).(resp.

Le cas de Z/ℓ𝑖 (resp. de 𝛍𝑝) se déduit de l’isomorphisme Z/ℓ𝑖 ∼ 𝛍ℓ𝑖
, de 1.2.3 et de la suite497

exacte longue déduite de la suite exacte de Kummer

0 ⟶ 𝛍𝑛 ⟶ G𝑚 ⟶ G𝑚 ⟶ 0.

Lemme 1.2.9. — Soient 𝑆 un schéma local artinien, 𝑠 un point géométrique de 𝑆, 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆
un morphisme propre et plat, et 𝐺 un schéma en groupe commutatif plat de type fini sur 𝑆.
On suppose 𝑓 lisse ou 𝐺 affine. Si 𝐻0(𝑋𝑠, 𝒪) = 𝑘(𝑠), si Pic𝜏

𝑋𝑠
= 0 et que 𝐺𝑠 ne contient

pas de sous-groupe G𝑚, alors le foncteur 𝑓 ∗ de la catégorie des 𝐺-torseurs sur 𝑆 dans celle des
𝑓 ∗𝐺-torseurs sur 𝑋 est une équivalence.

a. Le problème posé est local sur 𝑆 lorsqu’on prend pour morphismes de localisation les
morphismes 𝑢 ∶ 𝑆′ → 𝑆 finis et plats. Ceci permet de supposer que 𝑓 admet une
section 𝑥(15). Le foncteur 𝑓 ∗ est alors pleinement fidèle, d’après 1.2.3 et l’existence de
𝑥, et il reste à montrer que tout torseur, trivialisé le long de 𝑥, est trivial.

b. Supposons que 𝑆 soit le spectre d’un corps. Si 𝐺 est affine, l’assertion résulte de 1.2.8.
Si 𝑋 est lisse, et si 𝐺 est extension d’une variété abélienne 𝐴 par un groupe affine
𝐺0, désignons par 𝐺𝑛 l’image réciproque de 𝑛𝐴 dans 𝐺. Le groupe 𝐻1(𝑋, 𝐴) est de
torsion (Raynaud [12, XIII 2.6]), donc réunion des images des 𝐻1(𝑋, 𝑛𝐴). Le groupe
𝐻1(𝑋, 𝐺) est dès lors réunion des images des𝐻1(𝑋, 𝐺𝑛). Les groupes𝐺𝑛 étant affines,
on conclut encore par 1.2.8.

c. Prouvons le cas général (en supposant l’existence d’une section 𝑥) par récurrence sur
la longueur de 𝑆. Soit 𝑖 ∶ 𝑆0 ↪ 𝑆 un sous-schéma défini par un idéal 𝐼 de carré nul
et de longueur 1.

Les 𝐺-torseurs 𝑃 sur 𝑋, tels que 𝑥∗𝑃 soit trivial, sont d’après l’hypothèse de récurrence
des déformations du 𝐺-torseur trivial 𝑃0 sur 𝑋 × 𝑆0. Si 𝐺 est lisse, et si 𝐿 est l’algèbre de
Lie de 𝐺𝑠, ces déformations sont classifiées par

𝐻1(𝑋𝑠, 𝑓 ∗(𝐿 ⊗ 𝐼)) = 0,

ce qui prouve 1.2.9 dans ce cas.498
Pour 𝐺 plat sur 𝑆, cet argument se généralise en terme du complexe de Lie 𝐿 de 𝐺𝑠. Si

𝐿 ∩ (𝐺𝑠/𝑘(𝑠)) est le complexe cotangent relatif de 𝐺𝑠, ce complexe 𝐿 ∈ 𝐷𝑏(𝑘(𝑠)) est le dual
de 𝐿𝑒∗(𝐿 ∩ (𝐺𝑠/𝑘(𝑠))). On a 𝐻 𝑖(𝐿) = 0 pour 𝑖 ≠ 0, 1(Illusie [7, VII 2.4.1]).

Les déformations sur 𝑆 (resp. sur 𝑋) du 𝐺-torseur trivial sur 𝑆0 (resp. sur 𝑋0) sont
classifiées par 𝐻1(𝐿 ⊗ 𝐼) (resp. par 𝐻1(𝑋𝑠, 𝑓 ∗(𝐿 ⊗ 𝐼)) (Illusie [7, VII 2.4.4 (ii)]). Par
hypothèse, on a 𝐻1(𝑋𝑠, ℋ 0(𝑓 ∗(𝐿 ⊗ 𝐼))) = 0 (car 𝐻1(𝑋𝑠, 𝒪) = 0) et 𝐻1(𝐿 ⊗ 𝐼) ∼
𝐻0(𝑋𝑠, ℋ 1(𝑓 ∗𝐿 ⊗ 𝐼))). On en conclut que

𝐻1(𝐿 ⊗ 𝐼) ∼−→ 𝐻1(𝑋𝑠, 𝑓 ∗(𝐿 ⊗ 𝐼)),

15. N.D.E. : L’existence d’une section après un tel changement de base peut se déduire de 2.3 et 2.4.
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ce qui signifie que toute déformation sur 𝑋 du 𝐺-torseur trivial sur 𝑋0 est image réciproque
d’une et d’une seule déformation à 𝑆 du 𝐺-torseur trivial sur 𝑆0. Si cette déformation est
triviale le long d’une section, elle est donc triviale, ce qui prouve 1.2.9.

1.2.10. — Prouvons 1.2.2 lorsque 𝑆 est artinien. Soit 𝑇 le plus grand sous-tore de 𝐺 ; puis-
qu’on dispose déjà de la pleine fidélité (1.2.4), le problème est local sur 𝑆 pour la topologie
étale : on peut supposer 𝑇 diagonalisable : 𝑇 ∼ G𝑛

𝑚. Par 1.2.3, et 1.2.9 la suite exacte de
cohomologie fournit

𝑅1𝑓∗𝑇 ∼−→ 𝑅1𝑓∗𝐺,

et l’assertion en résulte, puisqu’elle est triviale pour 𝐺 = 𝑇 et que Hom(G𝑚, 𝑇 ) ∼−→
Hom(G𝑚, 𝐺) (cf. 1.2.2.1).

1.2.11. — Prouvons 1.2.2 lorsque 𝑆 est noethérien local complet. Soit 𝑠 une section de 𝑝(16).
Si 𝐾 est un 𝐺-torseur sur P(𝜖), il existe par 1.2.10 un unique couple (�̂�, �̂� ) formé d’un ho-
momorphisme formel �̂� ∶ G𝑚 → 𝐺 et d’un isomorphisme formel �̂� ∶ 𝑝∗𝑠∗𝐾 + �̂�𝒪(1) ∼−→ 499

𝐾(17)(18). Si 𝐺 est affine, alors �̂� est algébrisable (SGA 3 IX 7.1). Admettons provisoirement
que, ainsi qu’on le prouvera en (1.2.13), �̂� est toujours algébrisable en 𝜑 ∶ G𝑚 → 𝐺.

Si 𝐾0 = 𝑠∗𝐾, et si 𝐾1 = 𝑝∗𝐾0 + 𝜑𝒪(1), on dispose d’un isomorphisme formel �̂� ∶ 𝐾1 =
̂𝐾(𝐾0, 𝜑) ∼−→ 𝐾, i.e. d’une trivialisation formelle de 𝐾 − 𝐾1. En vertu de GAGA formel,

cette section est algébrique, ce qui prouve 1.2.11. Plus précisément, si 𝐺 est quasi-affine,
alors 𝐾 − 𝐾1 est représentable et on utilise EGA III 5.1.4. Dans le cas général, on procède de
même avec l’espace algébrique 𝐾 − 𝐾1.

1.2.12. Algébricité de �̂� : vérification préliminaire pour un trait de base. — Supposons que 𝑆
soit un trait complet, 𝑆 = Spec(𝑉 ), et soit 𝐿 le corps des fractions de 𝑉.

a) Sur 𝐿, il existe un unique triple (𝐾0𝐿, 𝜑𝐿, 𝛹𝐿) :

𝛹𝐿 ∶ 𝐾(𝐾0𝐿, 𝜑𝐿) ∼−→ 𝐾| Spec(𝐿).

b) D’après (1.2.10) (1.2.11), et avec les notations de 1.2.7, on dispose d’une application
rigide analytique 𝜑𝐿 ∶ 𝑈𝑚 → 𝐺, d’un 𝐺-torseur 𝐾0 et d’un isomorphisme rigide
analytique

�̂� ∶ 𝑝∗𝐾0 + 𝜑𝐿𝒪(1) ∼−→ 𝐾.

D’après l’assertion d’unicité 1.2.7, 𝜑𝐿 s’identifie à l’application déduite de 𝜑𝐿. Le mor-
phisme formel �̂� de 1.2.11 induit donc sur 𝛍𝑛 une application qui coïncide avec l’ap-
plication déduite de l’application algébrique 𝜑𝐿 ∶ G𝑚 → 𝐺.

16. N.D.E. : Comme plus haut, il convient de se donner aussi un isomorphisme 𝑠∗𝒪(1) ∼ 𝒪.
17. N.D.E. : Il faut demander que cet isomorphisme devienne l’isomorphisme évident après application de 𝑠∗.
18. N.D.E. : Il faut comprendre ici que si 𝐴 est l’anneau de 𝑆, 𝐼 son idéal maximal et 𝑆𝑛 = Spec(𝐴/𝐼𝑛), un

morphisme formel consiste en la donnée d’un système compatible de morphismes entre objets au-dessus de 𝑆𝑛
pour tout 𝑛. La question de l’algébricité est de savoir si ce système compatible provient par image inverse d’une
donnée similaire sur 𝑆.
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1.2.13. Algébricité de �̂�. — L’application formelle �̂� ∶ G𝑚 → 𝐺 de 1.2.11 induit, pour ℓ
inversible sur 𝑆, des applications

𝜑ℓ ∶ 𝑇ℓ(Ĝ𝑚) = 𝑇ℓ(G𝑚) ⟶ 𝑇ℓ(𝐺).

D’après (1.2.12) et (EGA II 7.1.9), pour tout point 𝑡 de 𝑆, il existe un morphisme algébrique500
𝜑𝑡 ∶ G𝑚𝑡

→ 𝐺𝑡 tel que 𝑇ℓ(𝜑𝑡) = 𝑇ℓ(𝜑)𝑡. D’après (SGA 3 XV 4.1 bis) �̂� est donc algébrisable.

1.2.14. — Prouvons 1.2.2. Par passage à la limite, on se ramène au cas 𝑆 noethérien, puis 𝑆
noethérien local d’algèbre affine 𝐴. Soit 𝑠 une section de 𝑝. Soit 𝐾 un 𝐺-torseur sur P(𝜖). Sur
𝑆′ = Spec(𝐴), il existe un et un seul homomorphisme 𝜑′ ∶ G𝑚𝑆′ → 𝐺𝑆′ tel que l’image
réciproque 𝐾′ de 𝐾 sur P(𝜖) ×𝑆 𝑆′ soit de la forme 𝐾(𝐾′

0, 𝜑′). Cet homomorphisme 𝜑′ se
descend en 𝜑 ∶ G𝑚 → 𝐺. Pour prouver la surjectivité essentielle du foncteur 1.2.1, il est
loisible de remplacer 𝐾 par 𝐾 − 𝜑𝒪(1), i.e. de supposer que 𝜑 = 0. Sur 𝑆′, il existe alors
un et un seul isomorphisme 𝛹 ∶ 𝑝′∗𝑠∗𝐾′ ∼−→ 𝐾′, induisant l’identité sur la section 𝑠. Ce
morphisme se descend à 𝑆 (descente fpqc de morphismes de torseurs fppf), et ceci prouve
1.2.2.

Variantes 1.2.15. — La conclusion de 1.2.2 est encore vérifiée dans les cas suivants.
(i) 𝐺 est défini par un Module quasi-cohérent sur 𝑆.
(ii) 𝐺 est image réciproque d’un faisceau de torsion sur le petit site étale de 𝑆.

Dans le cas (i), que les flèches (1.2.2.1) soient des isomorphismes est standard, compte
tenu de ce que la cohomologie fppf de 𝐺 coïncide avec sa cohomologie pour la topologie de
Zariski.

Dans le cas (ii), les flèches (1.2.2.1) sont des isomorphismes d’après le théorème de chan-
gement de base pour un morphisme propre et la simple connexité de P𝑟

𝑘 pour 𝑘 algébrique-
ment clos.

1.3. Intégration des torseurs. —

1.3.1. — Soient 𝑆 un schéma et 𝐺 un faisceau abélien sur le grand site fppf de 𝑆, vérifiant
les 3 conditions suivantes.

1.3.1.1. —
(i) Pour tout espace projectif 𝑝 ∶ P𝑟

𝑆 → 𝑆, avec 𝑟 ≥ 1, on a, dans le grand site fppf de 𝑆501
(XVII 0.10)

𝐺 ∼−→ 𝑝∗𝑝∗𝐺 et

Hom(G𝑚, 𝐺) ∼−→ 𝑅1𝑝∗𝑝∗𝐺

(ii) Pour tout 𝑛 et tout 𝑆-morphisme affine lisse 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑇, si 𝐾1 et 𝐾2 sont deux 𝐺-torseurs
sur Sym𝑛

𝑇(𝑋), l’ensemble Hom(𝐾1, 𝐾2) s’identifie à l’ensemble des morphismes symé-
triques de l’image réciproque de 𝐾1 sur (𝑋/𝑇 )𝑛 dans l’image réciproque de 𝐾2 sur
(𝑋/𝑇 )𝑛.

Cette condition équivaut à la conjonction de :
(ii′) Hom𝑆(Sym𝑛

𝑇(𝑋), 𝐺) ∼−→ Hom𝑆((𝑋/𝑇 )𝑛, 𝐺)𝜎𝑛 , et
(ii″) Si l’image réciproque sur (𝑋/𝑇 )𝑛 d’un torseur 𝐾 sur Sym𝑛

𝑇(𝑋) admet une section sy-
métrique, alors 𝐾 est trivial.
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(iii) 𝐺 vérifie soit la condition (XVII 6.3.21.1), soit les conditions (⁇) et (⁇).
La conclusion de 1.2.2 est donc vérifiée (cf. 1.2.2.1), ainsi que le formulaire XVII 6.3.26.
La condition (i) est discutée en 1.2.2 et 1.2.15. La condition (ii) est vérifiée dès que 𝐺

est représentable de présentation finie, ou image réciproque d’un faisceau sur le petit site
étale de 𝑆, ou plat quasi-cohérent. La condition 1.3.1.1 est donc vérifiée dans chacun des cas
suivants.

1.3.1.2. —
(a) 𝐺 est lisse de présentation finie (1.2.2 et XVII 6.3.21.1).
(b) 𝐺 est image réciproque d’un faisceau de torsion sur le petit site étale de 𝑆 (1.2.15 (ii)

et XVII 6.3.21.1).
(c) 𝐺 est affine, et noyau d’un épimorphisme de groupes lisses (1.2.2 et XVII 6.3.3.1).
(d) 𝐺 est défini par un faisceau quasi cohérent plat sur 𝑆 (1.2.15 (i) et XVII 6.3.21.1).

1.3.2. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 une courbe projective et lisse sur un schéma 𝑆, à fibres géomé- 502
triques connexes non vides. Soit ℒ un faisceau inversible sur 𝑋 « suffisamment » relative-
ment ample au sens suivant.

1.3.2.1. — Pour tout point géométrique 𝑠 de 𝑆, si 𝑋𝑠 est de genre 𝑔, alors

deg𝑋𝑠
(ℒ) > 2𝑔 − 2,

deg𝑋𝑠
(ℒ) ≥ 1 si 𝑔 = 0, et deg𝑋𝑠

(ℒ) ≥ 2 si 𝑔 = 1

On a alors 𝑅1𝑓∗ℒ = 0, et 𝑓∗ℒ est localement libre de formation compatible à tout chan-
gement de base, et partout de rang ≥ 2. Si une section 𝑠 de 𝑓∗ℒ ne s’annule en aucun point,
le schéma 𝐷𝑠 des zéros de 𝑠, regardé comme section de ℒ sur 𝑋, est un diviseur relatif
(EGA IV 21.15.2), fini localement libre sur 𝑆 puisque 𝑋/𝑆 est de dimension relative 1. On a
canoniquement

𝑠 ∶ 𝒪(𝐷𝑠) ∼−→ ℒ.
Le diviseur 𝐷𝑠 ne dépend de 𝑠 qu’à multiplication par une section de 𝒪∗

𝑆 près. La construc-
tion précédente nous fournit donc un diviseur relatif 𝑍ℒ sur le schéma déduit de 𝑋 par le
changement de base

𝑝 ∶ P(𝑓∗(ℒ)∨) ⟶ 𝑆.
Soit 𝐾 un torseur sous 𝐺𝑋, et soit 𝐾|𝑍ℒ son image réciproque sur 𝑍ℒ. La trace de ce

torseur (XVII 6.3.26), de 𝑍ℒ à P(𝑓∗(ℒ)∨) est un torseur 𝐾ℒ sur P(𝑓∗(ℒ)∨) :

𝐾ℒ = Tr𝑍ℒ/P(𝐾|𝑍ℒ).

En vertu de 1.2.2, il existe un triple, unique à isomorphisme unique près, formé d’un
𝐺-torseur ⟨ℒ, 𝐾] sur 𝑆, d’un morphisme 𝜑ℒ,𝐾 ∶ G𝑚 → 𝐺 et d’un isomorphisme

𝐾ℒ ≃ 𝑝∗⟨ℒ, 𝐾] + 𝜑ℒ,𝐾𝒪(1).

1.3.3. — Si on note additivement la composition des torseurs, on a canoniquement 503

⟨ℒ, 𝐾1 + 𝐾2] ≃ ⟨ℒ, 𝐾1] + ⟨ℒ, 𝐾2](1.3.3.1)
𝜑ℒ,𝐾1+𝐾2

= 𝜑ℒ,𝐾1
+ 𝜑ℒ,𝐾2

.(1.3.3.2)
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Soient ℒ1 et ℒ2 deux faisceaux inversibles sur 𝑋 vérifiant (1.3.2.1), et ℒ = ℒ1 ⊗ ℒ2. Le
produit tensoriel des sections définit un morphisme

P(𝑓∗(ℒ1)∨)

pr1
}}

×𝑆

𝑝12

��

P(𝑓∗(ℒ2)∨) 𝜋 //

pr2

!!

P(𝑓∗(ℒ)∨)

𝑝P(𝑓∗(ℒ1)∨)

𝑝1

''

P(𝑓∗(ℒ2)∨)

𝑝2

ww𝑆 𝑆.
On a 𝜋∗𝑍ℒ ≃ 𝑍ℒ1

+ 𝑍ℒ2
, d’où un isomorphisme (XVII 6.3.27.1)

(1.3.3.3) 𝜋∗𝐾ℒ = pr∗
1 𝐾ℒ1

+ pr∗
2 𝐾ℒ2

.

On dispose d’un isomorphisme canonique

𝜋∗𝒪(1) ≃ pr∗
1 𝒪(1) ⊗ pr∗

2 𝒪(1),

de sorte que (1.3.3.3) se réécrit

𝜋∗(𝑝∗⟨ℒ, 𝐾] + 𝜑ℒ,𝐾𝒪(1)) = 𝑝∗
12⟨ℒ, 𝐾] + pr∗

1 𝜑ℒ,𝐾𝒪(1) + pr∗
2 𝜑ℒ,𝐾𝒪(1)

= 𝑝∗
12⟨ℒ1, 𝐾] + 𝑝∗

12⟨ℒ2, 𝐾] + pr∗
1 𝜑ℒ1,𝐾𝒪(1) + pr∗

2 𝜑ℒ2.𝐾𝒪(1).

On en déduit, par une double application de 1.2.2, un isomorphisme canonique

⟨ℒ1 ⊗ ℒ2, 𝐾] = ⟨ℒ1, 𝐾] + ⟨ℒ2, 𝐾](1.3.3.4)

et une identité504
𝜑ℒ1

⊗ℒ2,𝐾 = 𝜑ℒ1,𝐾 = 𝜑ℒ2,𝐾.
On voit donc que 𝜑ℒ,𝐾 ne dépend que de 𝐾, et on pose

(1.3.3.5) deg(𝐾) = 𝜑ℒ,𝐾.
On a donc

𝐾ℒ ≃ 𝑝∗⟨ℒ, 𝐾] + deg(𝐾)𝒪(1).(1.3.3.6)
deg(𝐾1 + 𝐾2) = deg(𝐾1) + deg(𝐾2).(1.3.3.7)

Soit 𝒰 un faisceau inversible localement facteur direct 𝑓∗ℒ, définissant une section 𝑢 de
P((𝑓∗ℒ)∨). Soit 𝐷𝑢 le diviseur relatif défini par les sections locales inversibles de 𝒰.

𝑢∗𝒪(1) ≃ 𝒰∨

et on déduit donc de (1.3.3.6) que

(1.3.3.8) 𝑢∗𝐾ℒ = Tr𝐷𝑢/𝑆(𝐾) ≃ ⟨ℒ, 𝐾] − deg(𝐾)𝒰(19).

19. N.D.E. : La notation Tr𝐷𝑢/𝑆(𝐾) est introduite plus bas en (1.3.5.0).
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On laisse au lecteur le soin de vérifier la compatibilité :

Proposition 1.3.4. — Le diagramme suivant d’isomorphismes (1.3.3.1) et (1.3.3.4) est commu-
tatif

⟨ℒ1 ⊗ ℒ2, 𝐾1 + 𝐾2] ≃ ⟨ℒ1 ⊗ ℒ2, 𝐾1] + ⟨ℒ1 ⊗ ℒ2, 𝐾2]

≃

≃ ⟨ℒ1, 𝐾1] + ⟨ℒ2, 𝐾1] + ⟨ℒ1, 𝐾2] + ⟨ℒ2, 𝐾2]

k

⟨ℒ1, 𝐾1 + 𝐾2] + ⟨ℒ2, 𝐾1 + 𝐾2] ≃ ⟨ℒ1, 𝐾1] + ⟨ℒ1, 𝐾2] + ⟨ℒ2, 𝐾1] + ⟨ℒ2, 𝐾2].

Les isomorphismes (1.3.3.1) et (1.3.3.4) sont de plus compatibles aux isomorphismes d’as-
sociativité et de commutativité en un sens qu’on laisse au lecteur le soin d’expliciter. La
formule (1.3.3.4) permet alors de prolonger par « linéarité » la définition de ⟨ℒ, 𝐾] lorsque
ℒ ne vérifie plus nécessairement la condition (1.3.2.1). 505

1.3.5. — Pour tout diviseur relatif effectif 𝐷 sur 𝑋, on pose

(1.3.5.0) Tr𝐷/𝑆(𝐾) = Tr𝐷/𝑆(𝐾|𝐷).

Si 𝒪(𝐷) vérifie (1.3.2.1), la section 1 de 𝒪(𝐷) est une section de 𝑓∗𝒪(𝐷), et engendre en
tant que telle un faisceau inversible localement facteur direct de 𝑓∗𝒪(𝐷), dont elle définit
une trivialisation. L’isomorphisme (1.3.3.8) nous fournit donc un isomorphisme

(1.3.5.1) ⟨𝒪(𝐷), 𝐾] ≃ Tr𝐷/𝑆(𝐾).

On vérifie aussitôt que les diagrammes

(1.3.5.2)

⟨𝒪(𝐷), 𝐾1 + 𝐾2] ∼ //

∼

Tr𝐷/𝑆(𝐾1 + 𝐾2)

∼

⟨𝒪(𝐷), 𝐾1] + ⟨𝒪(𝐷), 𝐾2] ∼ // Tr𝐷/𝑆(𝐾1) + Tr𝐷/𝑆(𝐾2)

et

(1.3.5.3)

⟨𝒪(𝐷1 + 𝐷2), 𝐾] ∼ //

∼

Tr𝐷1+𝐷2/𝑆(𝐾)

∼ (𝑋𝑉 𝐼𝐼 6.3.27.1)

⟨𝒪(𝐷1), 𝐾] + ⟨𝒪(𝐷2), 𝐾] ∼ // Tr𝐷1/𝑆(𝐾) + Tr𝐷2/𝑆(𝐾)

sont commutatifs. Ceci permet, par linéarité, de définir l’isomorphisme (1.3.5.1) pour tout
diviseur relatif.
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1.3.6. — Soient 𝐷 et 𝐸 deux diviseurs de Cartier relatifs effectifs, et soit 𝑓 une fonction
rationnelle telle que

div (𝑓 ) = 𝐷 − 𝐸,
i.e. un isomorphisme entre 𝒪(𝐷) et 𝒪(𝐸). L’isomorphisme 𝑓 entre 𝒪(𝐷) et 𝒪(𝐸) définit, par
(1.3.5.1), un isomorphisme

(1.3.6.1) ⟨𝑓 , 𝐾] ∶ Tr𝐷/𝑆(𝐾) ∼−→ Tr𝐸/𝑆(𝐾).

On a, par (1.3.5.2) pour la seconde formule :506

⟨𝑓𝑔, 𝐾] = ⟨𝑓 , 𝐾].⟨𝑔, 𝐾]
⟨𝑓 , 𝐾1 + 𝐾2] = ⟨𝑓 , 𝐾1] + ⟨𝑓 , 𝐾2].

Si 𝜆 est une section de 𝒪∗
𝑆, alors, pour tout faisceau inversible ℒ sur 𝑋, la multiplication

par 𝜆 est un automorphisme de ℒ. Par transport de structure, cet automorphisme induit
sur les deux membres de (1.3.3.8) des automorphismes qui se déduisent l’un de l’autre via
l’isomorphisme (1.3.3.8). On en déduit que

⟨𝜆, 𝐾] = deg(𝐾)(𝜆) ;

si deg(𝐾) ≠ 0, l’isomorphisme ⟨𝑓 , 𝐾] entre Tr𝐷/𝑆(𝐾) et Tr𝐸/𝑆(𝐾) dépend donc du choix de
𝑓.

Soient 𝜆 ∈ 𝛤 (𝑆, 𝒪∗
𝑆), 𝑔 ∈ 𝛤 (𝑆, 𝐺), ℒ un faisceau inversible sur 𝑋 et 𝐾 un 𝐺-torseur

sur 𝑋. Si ⟨𝜆, 𝑔] est l’automorphisme de ⟨ℒ, 𝐾] déduit par transport de structure des au-
tomorphismes 𝜆 de ℒ et 𝑔 de 𝐾, alors, ⟨𝜆, 𝑔], identifié à une section de 𝐺, est donné par
⟨𝜆, 𝑔] = ⟨𝜆, 𝐾]+⟨ℒ, 𝑔] ; puisque ⟨𝒪(𝐷), 𝑔] = Tr𝐷/𝑆(𝑔), on tire de la formule précédente que

(1.3.6.2) ⟨𝜆, 𝑔] = deg(𝐾)(𝜆) + deg(ℒ).𝑔.

1.3.7. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 une courbe projective et lisse sur 𝑆 et 𝐺 un groupe sur 𝑆 vérifiant

1.3.1.1. Si 𝑋
𝑓0−−→ 𝑇 𝜋−→ 𝑆 est la factorisation de Stein de 𝑓, alors 𝜋 est un revêtement étale de

𝑆 et le faisceau 𝑓∗𝐺𝑚 est le tore ∏𝑇 /𝑆 G𝑚. Localement sur 𝑆 (pour la topologie étale), 𝑋 est
somme d’une famille de courbes (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 sur 𝑆 à fibres géométriques connexes non vides. Si
𝐾 est un torseur sous 𝐺 et ℒ un faisceau inversible sur 𝑋, on pose alors

⟨ℒ, 𝐾] = ∑
𝑖

⟨ℒ|𝑋𝑖, 𝐾|𝑋𝑖]

et on définit le degré de 𝐾 ∶ 𝑓∗G𝑚 = G𝐼
𝑚 → 𝐺 comme ayant les coordonnées deg(𝐾|𝑋𝑖) ∶

G𝑚 → 𝐺. Les constructions locales se globalisent et fournissent des foncteurs et morphismes507

⟨ℒ, 𝐾]𝑋/𝑆 = Tr𝑇 /𝑆(⟨ℒ, 𝐾]𝑋/𝑇)(1.3.7.1)

deg(𝐾) ∶ 𝑓∗G𝑚 = ∏
𝑇 /𝑆

G𝑚 ⟶ 𝐺 ∶ deg𝑋/𝑆(𝐾) = ∏
𝑇 /𝑆

deg𝑋/𝑇(𝐾).(1.3.7.2)

Pour 𝜆 un automorphisme de ℒ, défini par un élément 𝜆0 de 𝛤 (𝑇 , 𝒪∗
𝑇), on a

(1.3.7.3) ⟨𝜆, 𝐾] = deg(𝐾)(𝜆).
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On définit le degré total de 𝐾 comme le composé

deg tot(𝐾) ∶ G𝑚 ⟶ 𝑓∗G𝑚
deg(𝐾)
−−−−−→ 𝐺.

Les résultats qui précèdent fournissent :

Formulaire 1.3.8. — Pour toute courbe projective et lisse 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆, on dispose d’un
foncteur ⟨ , ], de formation compatible à tout changement de base, qui à un faisceau in-
versible ℒ sur 𝑋 et à un torseur 𝐾 sous 𝑓 ∗𝐺 associe un torseur ⟨ℒ, 𝐾] sous 𝐺 sur 𝑆. Ce
foncteur est muni des structures additionnelles suivantes et vérifie les conditions suivantes :

1.3.8.1. — ⟨ℒ, 𝐾] est biadditif enℒ et𝐾 ; les isomorphismes de biadditivité sont compatibles
aux isomorphismes d’associativité et de commutativité, aux changements de base, vérifient
la compatibilité (1.3.4) et sont compatibles aux isomorphismes (1.3.8.2) ci-dessous (via XVII
6.3.25.3 et XVII 6.3.27.1).

1.3.8.2. — On a, pour tout diviseur relatif effectif 𝐸 sur 𝑋/𝑆, un isomorphisme canonique

⟨𝒪(𝐸), 𝐾] ≃ Tr𝐸/𝑆(𝐾|𝐸).

1.3.8.3. — Le degré (1.3.7.2) vérifie pour 𝜆 ∈ 𝑓∗G𝑚 automorphisme de ℒ
⟨𝜆, 𝐾] = deg(𝐾)(𝜆).

Pour 𝜆 ∈ G𝑚(𝑆), le degré total vérifie

⟨𝜆, 𝐾] = deg tot(𝐾)(𝜆).

De même, pour 𝑔 ∈ 𝐺(𝑆) on a ⟨ℒ, 𝑔] = deg(ℒ).𝑔. 508
On en déduit un isomorphisme canonique :

(1.3.8.4) ⟨𝑓 ∗ℒ, 𝐾] ≃ deg tot(𝐾)(ℒ).

Il résulte aussitôt des définitions que pour tout homomorphisme 𝜑 ∶ 𝐺 → 𝐺′, on dispose
d’un isomorphisme canonique, compatible aux données qui précèdent :

(1.3.8.5) ⟨ℒ, 𝜑(𝐾)] ≃ 𝜑(⟨ℒ, 𝐾]).

1.3.8.6. — Soit 𝑢 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme plat entre courbes projectives et lisses sur 𝑆. On
dispose alors d’isomorphismes compatibles à la biadditivité et aux changements de base :

– Pour ℒ faisceau inversible sur 𝑋 et 𝐾 un 𝐺𝑌-torseur sur 𝑌, on a

⟨ℒ, 𝑢∗𝐾] ∼−→ ⟨𝑁𝑋/𝑌(ℒ), 𝐾].

– Pour ℒ faisceau inversible sur 𝑋 et 𝐾 un 𝐺𝑋-torseur sur 𝑋, on a

⟨𝑢∗ℒ, 𝐾] ∼−→ ⟨ℒ,Tr𝑋/𝑌 𝐾].

De plus, ces isomorphismes vérifient une compatibilité évidente pour un composé 𝑢𝑣 de
morphismes de courbes ; pour ℒ = 𝒪(𝐸), ils s’identifient aux isomorphismes (XVII 6.3.27.2)

Tr𝐸/𝑆(𝑢∗𝐾) ∼−→ Tr𝑢∗𝐸/𝑆(𝐾)

Tr𝑢∗𝐸/𝑆(𝐾) ∼−→ Tr𝐸/𝑆 Tr𝑋/𝑌 𝐾.
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Reste à prouver 1.3.8.6. On se ramène au cas 𝑋 et 𝑌 à fibres géométriques connexes non
vides et on note que les formules explicites qui précèdent fournissent, pour chaque section
𝑠 de ℒ, qui ne s’annule pas en tant que section de l’image directe de ℒ, un isomorphisme 𝛹𝑠
du type voulu, homogène en 𝑠, et donc indépendant de 𝑠 pour ℒ vérifiant (1.3.2.1). Le cas
général s’en déduit.

1.3.9. — Sous les hypothèses 1.3.7, on a vu (1.3.8) que tout 𝐺-torseur 𝐾 sur 𝑋 définit un
foncteur ⟨∗, 𝐾], désigné ci-dessous par 𝐹 (∗), muni des données additionnelles suivantes et509
vérifiant les conditions suivantes :

(i) 𝐹 est un morphisme de champ fppf sur 𝑆 (XVII 0.10 et Giraud [4])
– de source le champ dont les 𝑇-objets, pour 𝑇 un 𝑆-schéma, sont les faisceaux

inversibles sur 𝑋𝑇
– de but le champ des 𝐺-torseurs.

(ii) Le foncteur 𝐹 est muni d’isomorphismes d’additivité 𝐹 (ℒ1 ⊗ ℒ2) ∼−→ 𝐹 (ℒ1) + 𝐹 (ℒ2),
fonctoriels, compatibles aux isomorphismes d’associativité et de commutativité, et
compatibles aux changements de base.

Théorème 1.3.10. — Sous les hypothèses de 1.3.7, le foncteur 𝛷 ∶ 𝐾 ↦ ⟨∗, 𝐾] est une équi-
valence entre la catégorie des 𝐺-torseurs sur 𝑋 et la catégorie des morphismes de champs consi-
dérés en (1.3.9).

On se ramène facilement au cas où 𝑋 est à fibres connexes non vides.
Soit 𝐹 vérifiant 1.3.9 (i) et (ii). Pour tout 𝑆-schéma 𝑇 et toute section 𝑡 de 𝑋𝑇/𝑇, désignons

encore par 𝑡 le diviseur relatif 𝑡(𝑇 ). 𝐹 (𝒪(𝑡)) est alors un 𝐺𝑇-torseur sur 𝑇. On désignera par
𝛹(𝐹 ) le torseur ainsi obtenu sur 𝑋, pour 𝑡 le « point universel » de 𝑋, à valeur dans 𝑋, défini
par l’application identique de 𝑋 dans 𝑋. Pour toute section 𝑡 comme plus haut, on a

(1.3.10.1) 𝐹 (𝒪(𝑡)) ≃ 𝑡∗𝛹(𝐹 ).

L’isomorphisme 1.3.8.2 fournit un isomorphisme de foncteurs 𝛹 ∘ 𝛷 ≃ Id. Construisons
un isomorphisme 𝛷 ∘ 𝛹 ≃ Id.

Pour chaque section 𝑡 de 𝑋𝑇 sur 𝑇, l’isomorphisme (1.3.10.1) est un isomorphisme

𝐹 (𝒪(𝑡)) ∼−→
𝛼

⟨𝒪(𝑡), 𝛹(𝐹 )].

Par addition, chaque famille 𝑡1, … , 𝑡𝑛 de sections de 𝑋𝑇 sur 𝑇 définit un isomorphisme

𝐹 (𝒪(∑ 𝑡𝑖))
∼−→
𝛼

⟨𝒪(∑ 𝑡𝑖), 𝛹(𝐹 )],

et d’après 1.3.9 (ii), cet isomorphisme ne dépend pas de l’ordre des 𝑡𝑖.
Prenons 𝑇 = (𝑋/𝑆)𝑛 et pour 𝑡1 … 𝑡𝑛 le 𝑛uple universel de sections. Si 𝑇 ′ = Sym𝑛

𝑆(𝑋), on510

dispose alors sur 𝑋𝑇 ′ d’un diviseur ∑ 𝑡𝑖, dont le diviseur ∑ 𝑡𝑖 sur 𝑋𝑇 soit image réciproque.
Sur 𝑇, 𝛼 est un isomorphisme symétrique

𝛼 ∶ 𝐹 (𝒪(∑ 𝑡𝑖))
∼−→ ⟨𝒪(∑ 𝑡𝑖), 𝛹(𝐹 )]

entre torseurs image réciproque de torseurs sur 𝑇 ′. Par hypothèse (1.3.1.1) (ii), cet isomor-
phisme provient d’un et d’un seul isomorphisme sur 𝑇 ′

𝛼 ∶ 𝐹 (𝒪(∑ 𝑡𝑖))
∼−→ ⟨𝒪(∑ 𝑡𝑖), 𝛹(𝐹 )] (sur 𝑇 ′).
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D’après XVII 6.3.9, on dispose ainsi pour tout diviseur relatif 𝐷 sur 𝑋 d’un isomorphisme

(1.3.10.2) 𝛼𝐷 ∶ 𝐹 (𝒪(𝐷)) ∼−→ ⟨𝒪(𝐷), 𝛹(𝐹 )],

additif en 𝐷, et de formation compatible à tout changement de base.
Soit ℒ un faisceau inversible suffisamment ample sur 𝑋 au sens 1.3.2.1. Chaque section

partout non nulle 𝑠 de 𝑓∗ℒ définit, avec les notations de 1.3.2, un isomorphisme

𝑠 ∶ 𝒪(𝐷𝑠) ∼−→ ℒ,

d’où, par (1.3.10.2), un isomorphisme

(1.3.10.3) 𝛼𝑠 ∶ 𝐹 (ℒ) ∼−→ ⟨ℒ, 𝛹(𝐹 )].

Prouvons que cet isomorphisme ne dépend pas de 𝑠. En effet :

(i) La formation de 𝛼𝑠 est compatible à tout changement de base
(ii) Il existe un homomorphisme 𝜑 ∶ G𝑚 → 𝐺 tel que

𝛼𝜆𝑠 = 𝜑(𝜆).𝛼𝑠

(d’après la fonctorialité des deux membres de (1.3.10.3)).

On a nécessairement 𝜑 = 0, sans quoi le torseur sur P((𝑓∗ℒ)∨) image réciproque de
𝐹 (ℒ) − ⟨ℒ, 𝛹(𝐹 )] serait de degré ≠ 0. Les 𝛼𝑠 définissent donc un morphisme de P((𝑓∗ℒ)∨)
dans 𝐺, et ce dernier est constant par hypothèse (1.3.1.1) (i). On peut donc poser 𝛼ℒ = 𝛼𝑠. 511

Les isomorphismes 𝛼ℒ forment donc un isomorphisme de foncteurs entre les restrictions
des foncteurs 𝐹 et ⟨𝑥, 𝛹(𝐹 )] aux faisceaux suffisamment amples. Cet isomorphisme est com-
patible aux isomorphismes d’additivité, ce qui permet de le prolonger par linéarité à tous les
faisceaux inversibles et achève la construction de

𝛼 ∶ 𝛷 ∘ 𝛹 ≃ Id .

Exemple 1.3.11. — 𝐺 = G𝑚. Sous les hypothèses 1.3.7, et dans le cas particulier où𝐺 = G𝑚,
on écrira ⟨ , ⟩ plutôt que ⟨ , ] ; si ℒ et ℳ sont deux faisceaux inversibles sur 𝑋, alors ⟨ℒ,
ℳ⟩ est un faisceau inversible sur 𝑆. On dispose de plus d’isomorphismes (1.3.8.2)

⟨𝒪(𝐷), ℳ⟩ ≃ 𝑁𝐷/𝑆(ℳ).

Si 𝐷 et 𝐸 sont des diviseurs relatifs effectifs disjoints, alors 𝒪(𝐸)|𝐷 est canoniquement
isomorphe à 𝒪, d’où un isomorphisme

(1.3.11.1) 𝜎𝐷,𝐸 ∶ ⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐸)⟩ ≃ 𝑁𝐷/𝑆(𝒪(𝐸)) ≃ 𝑁𝐷/𝑆(𝒪) ≃ 𝒪.

Proposition 1.3.12. — Soient (𝐷𝑖)𝑖=1,2 et 𝐸 des diviseurs relatifs effectifs, avec 𝐷𝑖 disjoint de
𝐸 (𝑖 = 1, 2). Soit 𝑓 une fonction rationnelle vérifiant div (𝑓 ) = 𝐷1 − 𝐷2, i.e. un isomorphisme
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𝑓 ∶ 𝒪(𝐷1) ∼−→ 𝒪(𝐷2). Les diagramme d’isomorphismes suivants sont commutatifs

(1.3.12.1)

⟨𝒪(𝐷1), 𝒪(𝐸)⟩

⟨𝑓 ,𝒪(𝐸)⟩

��

𝜎𝐷1,𝐸 // 𝒪

𝑁𝐸/𝑆(𝑓 )

��
⟨𝒪(𝐷2), 𝒪(𝐸)⟩

𝜎𝐷2,𝐸 // 𝒪

(1.3.12.2)

⟨𝒪(𝐸), 𝒪(𝐷1)⟩

⟨𝒪(𝐸),𝑓⟩

��

𝜎𝐸,𝐷1 // 𝒪

𝑁𝐸/𝑆(𝑓 )

��
⟨𝒪(𝐸), 𝒪(𝐷2)⟩

𝜎𝐸,𝐷2 // 𝒪

La formule (1.3.12.2) exprime simplement la commutativité du diagramme512

𝑁𝐸/𝑆(𝒪(𝐷1)) ∼ //

𝑁𝐸/𝑆(𝑓 )

��

𝒪

𝑁𝐸/𝑆(𝑓 )

��
𝑁𝐸/𝑆(𝒪(𝐷2)) ∼ // 𝒪.

Pour tout 𝑆-schéma 𝑇 et tout faisceau inversible ℒ sur 𝑋𝑇, posons 𝐹 (ℒ) = 𝑁𝐸𝑇/𝑇(ℒ). Les
hypothèses de 1.3.10 sont vérifiées par ce foncteur, de sorte qu’il existe un unique faisceau
inversible ℳ muni d’un isomorphisme de foncteur compatible à la biadditivité :

𝑁𝐸𝑇/𝑇(ℒ) ∼−→ ⟨ℒ, ℳ⟩.
De plus, si 𝑑 ∶ 𝑇 → 𝑋𝑇 est une section de 𝑋 sur 𝑇, on a canoniquement

𝑑∗ℳ ∼−→ 𝑁𝐸𝑇/𝑇(𝒪(𝑑)).
Prenant pour 𝑑 la section universelle, de 𝑋, 𝛥 ∶ 𝑋 → 𝑋𝑋, on trouve

ℳ ∼−→ 𝑁𝐸𝑋/𝑋(𝒪(𝛥)).

Localement sur 𝑆, 𝐸 est une somme de sections 𝐸 = ∑ 𝑡𝑖 (XVII 6.3) ; pour un tel 𝐸, on a

𝑁𝐸𝑋/𝑋(𝒪(𝛥)) = ⊗𝑡∗
𝑖 𝒪(𝛥) = ∑ 𝒪(𝑡𝑖) = 𝒪(𝐸),

et cet isomorphisme, étant indépendant de l’ordre des 𝑡𝑖, définit un isomorphisme cano-
nique(20)

(1.3.12.3) 𝑁𝐸𝑋/𝑋(𝒪(𝛥)) ∼ 𝒪(𝐸),

20. N.D.E. : L’argument semble supposer que, localement, les 𝑡𝑖 sont bien définis à permutation près, ce qui n’est
pas vrai comme on peut le constater dans le cas où 𝑆 = Spec 𝑘[𝜖] est le spectre de l’algèbre des nombres duaux,
𝑋 = P1

𝑆 et 𝐸 est le sous-schéma fermé de 1
𝑆 = Spec𝒪𝑆[𝑇 ] ⊂ 𝑋 défini par l’équation (𝑇 − 𝜀)(𝑇 + 𝜀) = 𝑇 2. Il semble

qu’il faille plutôt appliquer la condition de « descente canulée » 1.3.1.1 (ii) pour obtenir le résultat dans la situation
du diviseur universel sur 𝑋 après changement de base par Sym𝑛

𝑆 𝑋 → 𝑆 avant de la déduire pour le diviseur 𝐸.



23

de sorte que

(1.3.12.4) 𝑁𝐸𝑇/𝑇(ℒ) ∼−→ ⟨ℒ, 𝒪(𝐸)⟩.

L’isomorphisme (1.3.12.3) est compatible à la biadditivité, aux changements de base et est
caractérisé par le fait que, de plus, pour toute section 𝑑 de 𝑋𝑇 sur 𝑇, l’isomorphisme 513

𝑁𝐸/𝑇(𝒪(𝑑)) ∼−→ ⟨𝒪(𝑑), 𝒪(𝐸)⟩ ∼−→ 𝑑∗𝒪(𝐸)

est image réciproque de l’isomorphisme universel (1.3.12.3). En particulier, pour 𝑑 disjoint
de 𝐸, le diagramme

𝑁𝐸/𝑇(𝒪(𝑑)) ∼ // ⟨𝒪(𝑑), 𝒪(𝐸)⟩ ∼ // 𝑑∗𝒪(𝐸)

𝒪 𝒪

est commutatif. Par addition(21), on en déduit que pour 𝐷 disjoint de 𝐸, le diagramme

(1.3.12.5)

𝑁𝐸/𝑇(𝒪(𝐷)) ∼ // ⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐸)⟩ ∼ // 𝑁𝐷/𝑇(𝒪(𝐸))

𝒪 𝒪

est commutatif. La flèche 𝜎𝐸,𝐷 est donc composée de l’inverse de 1.3.12.4 et d’une flèche
évidente

⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐸)⟩ ∼←− 𝑁𝐸/𝑆(𝒪(𝐷)) ⟶ 𝒪
et (1.3.12.1) en résulte aussitôt, puisque 1.3.12.4 est fonctoriel.

On déduit de 1.3.12 (cf. Serre [14, Ch. III, prop. 7, p. 46])

Corollaire 1.3.13. — Soient (𝐷𝑖)𝑖=1,2 et (𝐸𝑖)𝑖=1,2 des diviseurs relatifs effectifs, avec 𝐷𝑖 dis-
joint de 𝐸𝑗, 𝑓 une fonction rationnelle vérifiant div (𝑓 ) = 𝐷1 −𝐷2 et 𝑔 une fonction rationnelle
vérifiant div (𝑔) = 𝐸1 − 𝐸2. On a alors

𝑁𝐸1/𝑆(𝑓 ).𝑁𝐸2/𝑆(𝑓 )−1 = 𝑁𝐷1/𝑆(𝑔).𝑁𝐷2/𝑆(𝑔)−1

soit brièvement

(1.3.13.1) 𝑓(div (𝑔)) = 𝑔(div (𝑓 )).

Cette formule, sous la forme

𝑁𝐷2/𝑆(𝑔)𝑁𝐸1/𝑆(𝑓 ) = 𝑁𝐸2/𝑆(𝑓 )𝑁𝐷1/𝑆(𝑔),

21. N.D.E. : La même objection soulevée plus haut vaut ici aussi. On peut raisonner de même en considérant « le
diviseur universel disjoint de 𝐸 » défini après changement de base par Sym𝑛

𝑆(𝑋 − 𝐸) → 𝑆.
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exprime, via (1.3.12.1) et (1.3.12.2) la commutativité du diagramme

⟨𝒪(𝐷1), 𝒪(𝐸1)⟩
⟨𝒪(𝐷1),𝑔⟩ //

⟨𝑓 ,𝒪(𝐸1)⟩

��

⟨𝒪(𝐷1), 𝒪(𝐸2)⟩

⟨𝑓 ,𝒪(𝐸2)⟩

��
⟨𝒪(𝐷2), 𝒪(𝐸1)⟩

⟨𝒪(𝐷2),𝑔⟩ // ⟨𝒪(𝐷2), 𝒪(𝐸2)⟩.

Corollaire 1.3.14. — Pour 𝐺 = G𝑚, le degré (1.3.7) coïncide avec le degré usuel des faisceaux514
inversibles.

Il suffit de comparer les formules (1.3.7.3) et (1.3.12.1) pour 𝑓 image réciproque de 𝑓0 ∈
𝛤 (𝑆, 𝒪∗

𝑆).

1.3.15. — Quels que soient ℒ et ℳ, suffisamment amples, il existe localement sur 𝑆 des
diviseurs disjoints 𝐷 et 𝐸 et des isomorphismes

𝛼 ∶ ℒ ⟶ 𝒪(𝐷) et 𝛽 ∶ ℳ ⟶ 𝒪(𝐸).

Désignons par 𝜏 l’isomorphisme rendant commutatif le diagramme

⟨ℒ, ℳ⟩
⟨𝛼,𝛽⟩ //

𝜏∽

��

⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐸)⟩
𝜎𝐷,𝐸 // 𝒪

⟨ℳ, ℒ⟩
⟨𝛽,𝛼⟩ // ⟨𝒪(𝐸), 𝒪(𝐷)⟩

𝜎𝐸,𝐷 // 𝒪.

Il résulte de 1.3.12 que cet isomorphisme ne dépend pas du choix particulier de 𝐷, 𝐸, 𝛼 et 𝛽 ;
il se globalise donc en un isomorphisme canonique

(1.3.15.1) 𝜏 ∶ ⟨ℒ, ℳ⟩ ∼−→ ⟨ℳ, ℒ⟩.

Cet isomorphisme vérifie 𝜏2 = 1 ; il est compatible à la biadditivité, puisque (1.3.11.1)
l’est, et se prolonge par linéarité à des faisceaux inversibles quelconques.

Il résulte de (1.3.12.5) que le morphisme (1.3.12.4) s’identifie au composé

𝑁𝐸𝑇/𝑇(ℒ) ∼←− ⟨𝒪(𝐸), ℒ⟩ ∼𝜏−−→ ⟨ℒ, 𝒪(𝐸)⟩

(le vérifier pour ℒ = 𝒪(𝐷) avec 𝐷 disjoint de 𝐸).

Formulaire 1.3.16. — Pour toute courbe projective et lisse 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆, on dispose d’un fonc-515
teur ⟨ , ⟩, de formation compatible à tout changement de base, qui à deux faisceaux inversibles
ℒ et ℳ sur 𝑋 associe un faisceau inversible ⟨ℒ, ℳ⟩ sur 𝑆. Ce foncteur est muni des structures
additionnelles suivantes et vérifie les conditions suivantes :
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1.3.16.1. — Avec les notations de 1.3.8, pour 𝐺 = G𝑚, on a

⟨ℒ, ℳ⟩ = ⟨ℒ, ℳ],

en particulier, ⟨ℒ, ℳ⟩ est biadditif en ℒ, ℳ au sens précisé en 1.3.8.1 et cette biadditivité
est compatible à celle du second membre d’un isomorphisme canonique (fonctoriel en ℳ)

⟨𝒪(𝐸), ℳ⟩ ∼−→ 𝑁𝐸/𝑆(ℳ).

1.3.16.2. — On dispose d’un isomorphisme de symétrie

𝜏 ∶ ⟨ℒ, ℳ⟩ ∼−→ ⟨ℳ, ℒ⟩,

fonctoriel en ℒ et ℳ, compatible aux changements de base, aux isomorphismes de biaddi-
tivité et vérifiant 𝜏2 = 1. Il rend commutatif le diagramme suivant, pour 𝐷 et 𝐸 diviseurs
disjoints :

𝑁𝐷/𝑆(𝒪(𝐸))

∽

⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐸)⟩oo 𝜏 // ⟨𝒪(𝐸), 𝒪(𝐷)⟩ // 𝑁𝐸/𝑆(𝒪(𝐷))

∽

𝒪 𝒪.

Ces formules impliquent les formules (1.3.12.1) (1.3.12.2) (1.3.13.1) et

1.3.16.3. — Pour 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛤 (𝑆, 𝒪∗
𝑆) on a, désignant par ⟨𝑎, 𝑏⟩ l’automorphisme de ⟨ℒ, ℳ⟩,

identifié à une section deG𝑚, déduit par fonctorialité des automorphismes 𝑎 et 𝑏 de ℒ et ℳ,

⟨𝑎, 𝑏⟩ = 𝑎deg(ℳ)𝑏deg(ℒ).

1.3.16.4. — On a, si ℒ0 (resp. ℳ0) est un Module inversible sur 𝑆, un isomorphisme cano-
nique

⟨𝑓 ∗ℒ0, ℳ⟩ ∼−→ ℒ⊗ deg(ℳ)

⟨ℒ, 𝑓 ∗ℳ0⟩ ∼−→ ℳ⊗ deg(ℒ) ).(resp.

1.3.16.5. — Si 𝑢 ∶ 𝑋 → 𝑌 est un morphisme fini et plat de courbes projectives et lisses sur 516
𝑆, alors, pour ℒ faisceau inversible sur 𝑋 et ℳ faisceau inversible sur 𝑌, les isomorphismes
1.3.8.6

⟨ℒ, 𝑢∗ℳ⟩ ∼ ⟨𝑁𝑋/𝑌ℒ, ℳ⟩
⟨𝑢∗ℳ, ℒ⟩ ∼ ⟨ℳ, 𝑁𝑋/𝑌ℒ⟩

se déduisent l’un de l’autre par la symétrie (1.3.16.2) (le voir pour ℒ = 𝒪(𝐸) et ℳ = 𝒪(𝐹 )
avec 𝐸 et 𝐹 disjoints).

1.3.16.6. — Pour ℒ un faisceau inversible sur 𝑋, la flèche de symétrie

𝜏 ∶ ⟨ℒ, ℒ⟩ ⟶ ⟨ℒ, ℒ⟩

est la multiplication par (−1)deg(ℒ).



26

1.3.17. — Il reste à prouver 1.3.16.6. On donnera deux démonstrations, la première faisant
usage de la théorie du déterminant (SGA 6 XI)(22).

Avant de procéder à chacune des démonstrations, on peut observer que si ℒ1 et ℒ2 sont
deux faisceaux inversibles sur 𝑋 et ℒ = ℒ1 ⊗ ℒ2, alors l’automorphisme 𝜏ℒ ∶ ⟨ℒ, ℒ⟩ ⟶
⟨ℒ, ℒ⟩ (identifié à une fonction inversible sur 𝑆) est le produit des automorphismes 𝜏ℒ1

et
𝜏ℒ2

. Dans la situation où 𝑆 est le spectre d’un corps (et 𝑋 géométriquement connexe), on
peut donc supposer que ℒ = 𝒪(𝐷) avec 𝐷 un diviseur effectif (non nul). Comme 𝜏2 = Id,
quitte à élever ℒ à une puissance impaire suffisante (ou à l’écrire comme rapport entre deux
fibrés amples), on peut également rendre ℒ aussi ample qu’on le souhaite, si besoin est.

Les arguments ci-dessous nécessiteront également de se ramener au cas où 𝑆 est le
spectre d’un corps. Pour ce faire, il suffit de se ramener au cas où 𝑆 est réduit, et ceci peut
se faire en montrant que localement fppf sur 𝑆, la donnée (𝑋, ℒ) provient d’une donnée
similaire au-dessus d’une base réduite. Avant de faire cette réduction, on peut se réduire à
traiter le cas où 𝑋 → 𝑆 est muni d’une section 𝑠∶ 𝑆 → 𝑋 et où les fibres géométriques de
𝑋 → 𝑆 sont connexes et d’un certain genre 𝑔. En utilisant [10, § 5.2], on peut obtenir une
courbe projective lisse 𝑋0 → 𝑆0 de genre 𝑔, avec 𝑆0 lisse de type fini sur Spec(Z), telle que
localement, toute courbe relative comme ci-dessus s’en déduise par changement de base. En
utilisant la section 𝑠0 ∶ 𝑆0 → 𝑋0, on peut rigidifier le schéma de Picard 𝑆1 = Pic𝑋0/𝑆0

→ 𝑆0
et ainsi obtenir un fibré en droites « universel » ℒ1 sur 𝑋1 = 𝑋0 ×𝑆0

𝑆1. Localement, toute
courbe relative comme ci-dessus munie d’un fibré en droites provient de (𝑋1, ℒ1) sur 𝑆1
qui est bien réduit(23).

1re démonstration : Soit 𝑢 ∶ 𝑇 → 𝑆 un morphisme fini localement libre. Si ℒ est un
faisceau inversible sur 𝑇, on dispose d’un isomorphisme

(1.3.17.1) 𝑁𝑇 /𝑆(ℒ) ≃ det(𝑢∗ℒ) det(𝑢∗𝒪𝑇)−1

uniquement déterminé par les trois conditions suivantes :
a) sa formation est compatible aux changements de base ;
b) pour ℒ = 𝒪𝑇, c’est le morphisme identique de 𝒪𝑆 ;
c) il est fonctoriel en ℒ.
Soient 𝐷 et 𝐸 deux diviseurs relatifs effectifs sur 𝑋, 𝑖 l’inclusion de 𝐷 dans 𝑋 et 𝑢 la

projection de 𝐷 sur 𝑆. La suite exacte courte

0 ⟶ 𝒪(−𝐸) ⟶ 𝒪 ⟶ 𝒪𝐸 ⟶ 0

permet d’interpréter l’isomorphisme

⟨𝒪(𝐷), 𝒪(−𝐸)⟩ ≃ 𝑁𝐷/𝑆(𝒪(−𝐸)) ≃ det(𝑢∗𝑖∗𝒪(−𝐸)) det(𝑢∗𝑖∗𝒪)−1

comme un isomorphisme517

⟨𝒪(𝐷), 𝒪(−𝐸)⟩ = det𝑅𝑢∗(𝐿𝑖∗𝒪𝐸)−1 ≃ det𝑅𝑓∗(𝒪𝐷
L
⊗ 𝒪𝐸)−1.

22. N.D.E. : Cet exposé n’a pas été rédigé, comme il est expliqué dans [3] qui contient aussi une mise en garde
relative à la propriété de multiplicativité du déterminant dans les triangles distingués : elle exige des précautions,
sans quoi elle admet des contre-exemples. Une référence sur ce sujet est [8].

23. N.D.E. : Les deux paragraphes précédents ont été ajoutés dans cette édition.
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ou

(1.3.17.2) ⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐸)⟩ ≃ det𝑅𝑓∗(𝒪𝐷
L
⊗ 𝒪𝐸).

Pour 𝐷 et 𝐸 disjoints, on a 𝒪𝐷
L
⊗𝒪𝐸 = 0, et l’isomorphisme de ⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐸)⟩ avec 𝒪𝑆

qui s’en déduit est celui déjà considéré. On en déduit que, pour 𝐷 et 𝐸 disjoints, la symétrie

𝜏 et l’isomorphisme de symétrie 𝒪𝐷
L
⊗𝒪𝐸

∼−→ 𝒪𝐸
L
⊗𝒪𝐷 sont compatibles via (1.3.17.2). Par

spécialisation(24), ceci reste vrai quels que soient 𝐷 et 𝐸.
Lorsque 𝐷 = 𝐸 est défini par un idéal 𝐼, on a

ℋ 0(𝒪𝐷
L
⊗ 𝒪𝐷) = 𝒪𝐷 symétrie = + Id

ℋ −1(𝒪𝐷
L
⊗ 𝒪𝐷) = 𝐼/𝐼2 symétrie = − Id

ℋ 𝑖(𝒪𝐷
L
⊗ 𝒪𝐷) = 0 pour 𝑖 ≠ 0, −1.

Dès lors, la flèche
𝜏 ∶ ⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐷)⟩ ∼−→ ⟨𝒪(𝐷), 𝒪(𝐷)⟩

est (−1)rk 𝐼/𝐼2 = (−1)deg(𝒪(𝐷)), et 1.3.16.6 en résulte.
2e démonstration : Par réduction à un cas « universel », on peut supposer que 𝑆 est réduit.
Ce cas se ramène à celui où 𝑆 est spectre d’un corps algébriquement clos 𝑘. Soient dans ce
cas 𝑋1, 𝑋2, 𝑌1 et 𝑌2 quatre diviseurs sur 𝑋, 𝑓 et 𝑔 deux fonctions rationnelles, et supposons
que

div (𝑓 ) = 𝑋2 − 𝑋1

div (𝑔) = 𝑌2 − 𝑌1

(𝑋1 ∪ 𝑌2) ∩ (𝑋2 ∪ 𝑌1) = ∅.

Les applications 𝑓 et 𝑔 définissent alors(25)

⟨𝑓 , 𝑔⟩ ∶ ⟨𝒪(𝑋2), 𝒪(𝑌2)⟩ ⟶ ⟨𝒪(𝑋1), 𝒪(𝑌1)⟩.

Les deux membres sont canoniquement isomorphes à 𝑘 (1.3.11.1), de sorte que ⟨𝑓 , 𝑔⟩ s’iden- 518
tifie à un élément de 𝑘∗.

Lemme 1.3.18. — On a

⟨𝑓 , 𝑔⟩ = ∏
𝑥∈𝑋1∪𝑌2

(−1)𝑣𝑥(𝑓 )𝑣𝑥(𝑔)(𝑓 𝑣𝑥(𝑔)/𝑔𝑣𝑥(𝑓 ))(𝑥).

24. N.D.E. : Il semble qu’il faille ici commencer par se ramener au cas où 𝑆 est le spectre d’un corps comme
expliqué plus haut. Il est alors possible de faire apparaître 𝐷 et 𝐸 comme appartenant à deux familles de diviseurs
paramétrées par un schéma intègre de façon à ce que les diviseurs des deux familles soient disjoints au-dessus du
point générique. Ceci peut s’obtenir par exemple en considérant la situation universelle au-dessus de laquelle le fait
pour 𝐷 et 𝐸 d’être disjoints est une condition satisfaite sur un ouvert dense de Sym𝑛

𝑆 𝑋 × Sym𝑚
𝑆 𝑋 qui est intègre.

25. N.D.E. : Par rappport à l’édition originale, de nombreux « signes » ont été modifiés çà et là jusqu’à la fin de
ce paragraphe.
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Montrons que (1.3.18) entraîne (1.3.16.6). On peut supposer que ℒ ∼ 𝒪(𝑋) ∼ 𝒪(𝑌 ) avec
𝑋 et 𝑌 effectifs, et que 𝑋 ∩ 𝑌 = ∅(26). Soit 𝑓 une fonction rationnelle telle que div (𝑓 ) =
𝑌 − 𝑋(27). Le diagramme commutatif

⟨ℒ, ℒ⟩ 𝜏 // ⟨ℒ, ℒ⟩

⟨𝒪(𝑋), 𝒪(𝑌 )⟩
⟨𝑓 −1,𝑓⟩ // ⟨𝒪(𝑌 ), 𝒪(𝑋)⟩

montre que

𝜏 = ⟨𝑓 −1, 𝑓⟩ = ∏
𝑥∈𝑌

(−1)−𝑣𝑥(𝑓 )2 = (−1)deg(ℒ).

Prouvons 1.3.18. On se ramène à supposer 𝑋𝑖 et 𝑌𝑖 très amples. Il existe alors des factorisa-
tions 𝑓 = 𝑓1𝑓2 ; 𝑔 = 𝑔1𝑔2 avec

div (𝑓1) = 𝑋′ − 𝑋1 div (𝑔1) = 𝑌 ′ − 𝑌1

div (𝑓2) = 𝑋2 − 𝑋′ div (𝑔2) = 𝑌2 − 𝑌 ′,

les diviseurs 𝑋′, 𝑌 ′ et 𝑋1 ∪ 𝑋2 ∪ 𝑌1 ∪ 𝑌2 étant disjoints.
Désignons par ⟨ , ⟩∗ le second membre de (1.3.18) et prouvons que

⟨𝑓 , 𝑔⟩∗ = ⟨𝑓1, 𝑔1⟩∗ ⋅ ⟨𝑓2, 𝑔2⟩∗.

D’après Serre [14, Ch. III, prop. 6, p. 44], on a

(1.3.18.1) ∏
𝑥

(−1)𝑣𝑥(𝑓1)𝑣𝑥(𝑔2)(𝑓 𝑣𝑥(𝑔2)
1 /𝑔𝑣𝑥(𝑓1)

2 )(𝑥) = 1.

On en tire que

⟨𝑓1, 𝑔1⟩∗ ⋅ ⟨𝑓2, 𝑔2⟩∗ = 𝑔1(𝑋1)𝑓1(𝑌 ′)𝑔2(𝑋′)𝑓2(𝑌2) ⋅

∏
𝑋1∪𝑋′∪𝑌 ′∪𝑌2

(−1)𝑣𝑥(𝑓1)𝑣𝑥(𝑔2)(𝑓 𝑣𝑥(𝑔2)
1 ⋅ 𝑔−𝑣𝑥(𝑓1)

2 )(𝑥)

= ∏
𝑥∈𝑋′

𝑔2(𝑥)−𝑣𝑥(𝑓2) ⋅ 𝑔2(𝑥)−𝑣𝑥(𝑓1) ⋅ ∏
𝑥∈𝑌 ′

𝑓1(𝑥)𝑣𝑥(𝑔1) ⋅ 𝑓1(𝑥)𝑣𝑥(𝑔2).

∏
𝑋1∪𝑌2

(−1)𝑣𝑥(𝑓 )𝑣𝑥(𝑔)((𝑓1𝑓2)𝑣𝑥(𝑔2) ⋅ (𝑔1𝑔2)−𝑣𝑥(𝑓1) = ⟨𝑓1𝑓2, 𝑔1𝑔2⟩∗.

On a par fonctorialité de ⟨ , ⟩ que ⟨𝑓 , 𝑔⟩ = ⟨𝑓1, 𝑔1⟩⟨𝑓2, 𝑔2⟩, et on vérifie facilement que519
⟨𝑓𝑖, 𝑔𝑖⟩ = ⟨𝑓𝑖, 𝑔𝑖⟩∗(28). Le lemme en résulte.

26. N.D.E. : On a vu plus haut que l’on pouvait supposer que ℒ était très ample.
27. N.D.E. : On prendra garde à ne pas confondre 𝑋 et la courbe ambiante qui est aussi notée 𝑋.
28. N.D.E. : C’est le cas particulier où on suppose de plus que 𝑋1 ∩ 𝑌2 = ∅ ; il résulte de 1.3.12.1 et 1.3.12.2.
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1.4. Champs de Picard strictement commutatifs. — Quelques résultats de « topologie
générale » vont être nécessaire pour exprimer les résultats de 1.3 par une « formule des
coefficients universels ».

Les résultats de ce nᵒ sont suggérés dans une lettre de A. Grothendieck adressée à J.L.
Verdier (1966).

Les notions d’associativité et de commutativité pour des bifoncteurs (voir ci-dessous) ont
été introduites par Mac Lane.

1.4.1. — Soient 𝐶 une catégorie, 𝐹 ∶ 𝐶 × 𝐶 → 𝐶 un foncteur et

𝜎 ∶ 𝐹 (𝐹 (𝑋, 𝑌 ), 𝑍) ∼−→ 𝐹 (𝑋, 𝐹 (𝑌 , 𝑍))

un isomorphisme de trifoncteurs. On dit que le couple (𝐹 , 𝜎) est un foncteur associatif, ou
que 𝜎 est une donnée d’associativité sur 𝐹 si la condition suivante est vérifiée
(Ass) Quelle que soit la famille (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 d’objets de 𝐶, et désignant par 𝑒 ∶ 𝐼 → 𝑀(𝐼)

l’application canonique de 𝐼 dans le monoïde libre (sans unité) engendré par 𝐼, il existe
une application ℱ ∶ 𝑀(𝐼) → Ob𝐶, des isomorphismes 𝑎𝑖 ∶ ℱ (𝑒𝑖)

∼−→ 𝑋𝑖 et des
isomorphismes 𝑎𝑔,ℎ ∶ ℱ (𝑔ℎ) ∼−→ 𝐹 (ℱ (𝑔), ℱ (ℎ)) tels que les diagrammes

(1.4.1.1)

ℱ (𝑓(𝑔ℎ)) ∼
𝑎𝑓,𝑔ℎ

// 𝐹 (ℱ (𝑓), ℱ (𝑔ℎ)) ∼
𝑎𝑔,ℎ

// 𝐹 (ℱ (𝑓), 𝐹 (ℱ (𝑔), ℱ (ℎ)))

ℱ ((𝑓𝑔)ℎ) ∼
𝑎𝑓𝑔,ℎ

// 𝐹 (ℱ (𝑓𝑔), ℱ (ℎ)) ∼
𝑎𝑓,𝑔

// 𝐹 (𝐹 (ℱ (𝑓), ℱ (𝑔)), ℱ (ℎ))

𝜎∽

OO

soient commutatifs.
Nous n’aurons pas à faire usage de ce que l’axiome (Ass) équivaut à « l’axiome du

pentagone », comme quoi le diagramme suivant est commutatif

𝐹 (𝐹 (𝑋, 𝑌 ), 𝐹 (𝑍, 𝑇 ))

𝐹 (𝑋, 𝐹 (𝑌 , 𝐹 (𝑍, 𝑇 )))
ww

77

𝐹 (𝐹 (𝐹 (𝑋, 𝑌 ), 𝑍), 𝑇 )
''

gg

𝐹 (𝑋, 𝐹 (𝐹 (𝑌 , 𝑍), 𝑇 )) oo //
��

OO

𝐹 (𝐹 (𝑋, 𝐹 (𝑌 , 𝑍)), 𝑇 ).
��

OO

Soient donnés maintenant des isomorphismes fonctoriels 520

𝜎𝑋,𝑌 ,𝑍 ∶ 𝐹 (𝐹 (𝑋, 𝑌 ), 𝑍) ∼−→ 𝐹 (𝑋, 𝐹 (𝑌 , 𝑍))

𝜏𝑋,𝑌 ∶ 𝐹 (𝑋, 𝑌 ) ∼−→ 𝐹 (𝑌 , 𝑋).

On dira que 𝜎 et 𝜏 font de 𝐹 un foncteur associatif et strictement commutatif si la
condition suivante est vérifiée.

(Ass.s.Com) Quelle que soit la famille (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 d’objets de 𝐶, et désignant par 𝑒 ∶ 𝐼 → 𝑁(𝐼) l’ap-
plication canonique de 𝐼 dans le monoïde abélien libre (sans unité) engendré par 𝐼, il
existe une application ℱ ∶ 𝑁(𝐼) → Ob𝐶, des isomorphismes 𝑎𝑖 ∶ ℱ (𝑒𝑖)

∼−→ 𝑋𝑖 et
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des isomorphismes 𝑎𝑔,ℎ ∶ ℱ (𝑔ℎ) ∼−→ 𝐹 (ℱ (𝑔), ℱ (ℎ)) tels que le diagramme (1.4.1.1)
soit commutatif, ainsi que le diagramme

(1.4.1.2)

ℱ (𝑔ℎ)
𝑎𝑔,ℎ // 𝐹 (ℱ (𝑔), ℱ (ℎ))

𝜏
��

ℱ (ℎ𝑔)
𝑎ℎ,𝑔 // 𝐹 (ℱ (ℎ), ℱ (𝑔)).

Nous n’aurons pas à faire usage de ce que cet axiome équivaut à la conjonction de
1) l’axiome du pentagone
2) 𝜏𝑋,𝑋 ∶ 𝑋 + 𝑋 → 𝑋 + 𝑋 est l’identité
3) 𝜏𝑌 ,𝑋 ∘ 𝜏𝑋,𝑌 ∶ 𝑋 + 𝑌 → 𝑌 + 𝑋 → 𝑋 + 𝑌 est l’identité
4) l’axiome de l’hexagone : le diagramme

𝑋 + (𝑌 + 𝑍)

(𝑋 + 𝑌 ) + 𝑍
𝜎

𝜏

𝑋 + (𝑍 + 𝑌 )
𝜏

𝑍 + (𝑋 + 𝑌 )

𝜎

(𝑋 + 𝑍) + 𝑌

𝜎

(𝑍 + 𝑋) + 𝑌
𝜏

est commutatif.521

On prendra garde que la condition 2) n’est pas très souvent vérifiée en pratique (d’où la
terminologie strictement commutative).

Définition 1.4.2. — Une catégorie de Picard strictement commutative 𝒫 est une catégorie
non vide dont tous les morphismes sont des isomorphismes, munie d’un foncteur + ∶ 𝒫 × 𝒫 →
𝒫 ∶ (𝑋, 𝑌 ) ↦ 𝑋 + 𝑌 et d’isomorphismes fonctoriels

𝜎 ∶ (𝑋 + 𝑌 ) + 𝑍 ∼−→ 𝑋 + (𝑌 + 𝑍)
𝜏 ∶ 𝑋 + 𝑌 ⟶ 𝑌 + 𝑋

faisant de + un foncteur associatif et strictement commutatif, et telle en outre que pour tout
𝑋 ∈ Ob𝒫, le foncteur 𝑌 ↦ 𝑋 + 𝑌 soit une équivalence de catégorie.

Le lecteur vérifiera que

Lemme 1.4.3. — Si (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼 est une famille d’objets d’une catégorie de Picard strictement com-
mutative 𝒫, il existe une application 𝛴 ∶ Z(𝐼) → Ob𝒫, des isomorphismes 𝑎𝑖 ∶ 𝛴(𝑒𝑖)

∼−→ 𝑋𝑖
et 𝑎𝑛,𝑚 ∶ 𝛴(𝑛 + 𝑚) ∼−→ 𝛴(𝑛) + 𝛴(𝑚) tels que les diagrammes du type (1.4.1.1) et (1.4.1.2)
soient commutatifs. Le système (𝛴, (𝑎𝑖), (𝑎𝑛,𝑚)) est unique à isomorphisme unique près, et est
fonctoriel en (𝑋𝑖)𝑖∈𝐼.
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1.4.4. — Une catégorie de Picard strictement commutative admet à isomorphisme unique
près un et un seul objet neutre, qu’on peut ici définir comme un couple (𝑒, 𝜑) formé d’un
objet 𝑒 et d’un isomorphisme 𝜑 ∶ 𝑒 + 𝑒 ∼−→ 𝑒. Si (𝑒, 𝜑) est un objet neutre, il existe un et un
seul isomorphisme de foncteurs

𝛼𝑠 ∶ 𝑒 + 𝑋 ∼−→ 𝑋
rendant commutatif le diagramme

𝑒 + (𝑒 + 𝑋) oo //

𝑒+𝛼𝑠

��

(𝑒 + 𝑒) + 𝑋

𝜑

��
𝑒 + 𝑋 𝑒 + 𝑋.

On définit de même 𝛼𝑑 ∶ 𝑋 + 𝑒 ∼−→ 𝑋, et 𝜑 est cas particulier tant de 𝛼𝑠 que de 𝛼𝑑 ; 𝜏 522
échange 𝛼𝑠 et 𝛼𝑑. Le groupe Aut(𝑒) est abélien, et pour tout 𝑋 ∈ Ob𝒫, les foncteurs 𝑋+ et
+𝑋 établissent le même isomorphisme entre Aut(𝑒) et Aut(𝑋).

Définition 1.4.5. — Un champ de Picard strictement commutatif 𝒫 sur un site 𝒮 est un
champ en groupoïdes 𝒫 sur 𝒮 (Giraud [4]), muni d’un foncteur + ∶ 𝒫 ×𝒮 𝒫 → 𝒫 et d’iso-
morphismes de foncteurs

𝜏𝑥,𝑦 ∶ 𝑥 + 𝑦 ⟶ 𝑦 + 𝑥
𝜎𝑥,𝑦,𝑧 ∶ (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 ⟶ 𝑥 + (𝑦 + 𝑧)

qui, pour tout 𝑈 ∈ Ob𝒮, font de 𝒫(𝑈) une catégorie de Picard strictement commutative.

Dans ce qui suit, on parlera simplement de champ de Picard, sans spécifier « strictement
commutatif ». D’après 1.4.4, tout champ de Picard 𝒫 admet un « objet neutre » global 𝑒, et
Aut(𝑒) est un faisceau abélien.

1.4.6. — Un foncteur additif 𝐹 ∶ 𝒫1 → 𝒫2 entre champs de Picard sur 𝒮 est un 𝒮-foncteur
(nécessairement cartésien) muni d’un isomorphisme de foncteurs

𝐹 (𝑥 + 𝑦) ∼−→ 𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑦)
rendant commutatif les diagrammes

𝐹 (𝑥 + 𝑦) //

𝐹 (𝜏)

��

𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑦)

𝜏

��
𝐹 (𝑦 + 𝑥) // 𝐹 (𝑦) + 𝐹 (𝑥)

et
𝐹 ((𝑥 + 𝑦) + 𝑧) //

𝐹 (𝜎)

��

𝐹 (𝑥 + 𝑦) + 𝐹 (𝑧) // (𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑦)) + 𝐹 (𝑧)

𝜎

��
𝐹 (𝑥 + (𝑦 + 𝑧)) // 𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑦 + 𝑧) // 𝐹 (𝑥) + (𝐹 (𝑦) + 𝐹 (𝑧)).
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Un morphisme de foncteurs additifs 𝑢 ∶ 𝐹 → 𝐺 est un morphisme de 𝒮-foncteurs (auto-523
matiquement un isomorphisme) rendant commutatif le diagramme

𝐹 (𝑥 + 𝑦)
𝑢𝑥+𝑦 //

��

𝐺(𝑥 + 𝑦)

��
𝐹 (𝑥) + 𝐹 (𝑦)

𝑢𝑥+𝑢𝑦 // 𝐺(𝑥) + 𝐺(𝑦).

1.4.7. — Si 𝒫1 et 𝒫2 sont deux champs de Picard sur 𝒮, le champ de Picard HOM(𝒫1, 𝒫2)
est le champ de Picard suivant :

a) si 𝑈 ∈ Ob𝒮, ses objets sur 𝑈 sont les foncteurs additifs de 𝒫1|𝑈 dans 𝒫2|𝑈 ; les
morphismes sont les morphismes de foncteurs additifs ;

b) on définit la somme de deux foncteurs additifs 𝐹1 et 𝐹2 par la formule (𝐹1 + 𝐹2)(𝑥) =
𝐹1(𝑥) + 𝐹2(𝑥) ; l’isomorphisme structural est celui qui rend commutatif le diagramme

(𝐹1+𝐹2)(𝑥+𝑦)
structural // (𝐹1+𝐹2)(𝑥)+(𝐹1+𝐹2)(𝑦)

𝐹1(𝑥)+𝐹2(𝑥)+𝐹1(𝑦)+𝐹2(𝑦)

𝐹1(𝑥+𝑦)+𝐹2(𝑥+𝑦)

))
𝐹1(𝑥)+𝐹1(𝑦)+𝐹2(𝑥)+𝐹2(𝑦)

yy

𝜏

99

c) les isomorphismes d’associativité et de commutativité sont définis via les isomor-
phismes analogues dans 𝒫2.

1.4.8. — Si 𝒫1, 𝒫2 et 𝒫 sont trois champs de Picard, un foncteur biadditif de 𝒫1 × 𝒫2 dans
𝒫 est un 𝒮-foncteur 𝐹 de 𝒫1 ×𝑆 𝒫2 dans 𝒫, muni d’isomorphismes de foncteurs

𝐹 (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2) ∼−→ 𝐹 (𝑥1, 𝑥2) + 𝐹 (𝑦1, 𝑥2)

𝐹 (𝑥1, 𝑥2 + 𝑦2) ∼−→ 𝐹 (𝑥1, 𝑥2) + 𝐹 (𝑥1, 𝑦2),

tels que
a) Pour 𝑥1 (resp. 𝑥2) fixe, 𝐹 (𝑥1, ∗) (resp. 𝐹 (∗, 𝑥2)) vérifie les compatibilités de 1.4.6.
b) Pour 𝑈 ∈ Ob𝒮, 𝑥1, 𝑦1 ∈ Ob𝒫1(𝑈) et 𝑥2, 𝑦2 ∈ Ob𝒫2(𝑈), le diagramme524

𝐹 (𝑥1+𝑦1,𝑥2+𝑦2)

��

// 𝐹 (𝑥1+𝑦1,𝑥2)+𝐹 (𝑥1+𝑦1,𝑦2)

++
𝐹 (𝑥1,𝑥2)+𝐹 (𝑦1,𝑥2)+𝐹 (𝑥1,𝑦2)+𝐹 (𝑦1,𝑦2)

𝐹 (𝑥1,𝑥2+𝑦2)+𝐹 (𝑦1,𝑥2+𝑦2)

++
𝐹 (𝑥1,𝑥2)+𝐹 (𝑥1,𝑦2)+𝑓(𝑦1,𝑥2)+𝑓(𝑦1,𝑦2)

ww

𝜏

77
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est commutatif.
Par exemple, le foncteur canonique

HOM(𝒫1, 𝒫2) × 𝒫1 ⟶ 𝒫2 ∶ (𝐹 , 𝑥) ⟼ 𝐹 (𝑥)

est biadditif.
On montre comme en 1.4.7 que les foncteurs biadditifs de 𝒫1 × 𝒫2 dans 𝒫 forment un

champ de Picard HOM(𝒫1, 𝒫2 ; 𝒫).
On verra en (1.4.20) qu’il existe un foncteur biadditif « 2-universel » :𝒫1×𝒫2 → 𝒫1⊗𝒫2 ;

plus précisément, il existe un champ de Picard 𝒫1 ⊗ 𝒫2 et un foncteur biadditif ⊗ ∶ 𝒫1 ×
𝒫2 → 𝒫1 ⊗ 𝒫2 tel que pour tout champ de Picard 𝒫, le foncteur défini par ⊗ :

(1.4.8.1) HOM(𝒫1 ⊗ 𝒫2, 𝒫) ⟶ HOM(𝒫1, 𝒫2; 𝒫)

soit une équivalence. Ce champ est unique à équivalence unique (à isomorphisme unique
près) près.

1.4.9. — Soit 𝑢 ∶ 𝒮1 → 𝒮2 un morphisme de sites. L’image directe 𝑢∗𝒫 d’un champ de
Picard 𝒫 sur 𝒮1 est le champ de Picard sur 𝒮2 défini par

𝑢∗𝒫(𝑉 ) = 𝒫(𝑢∗𝑉 ).

Ses objets sur 𝑉 ∈ Ob𝒮2 sont les objets de 𝒫 sur 𝑢∗𝑉 ; ses morphismes, sa loi d’addition et
ses isomorphismes de compatibilité sont ceux de 𝒫. L’image directe 𝑢∗ est un 2-foncteur.

1.4.10. — Un préchamp de Picard 𝒫 sur un site 𝒮 est un préchamp 𝒫 sur 𝒮 (Giraud [4]), 525
muni d’un foncteur+ ∶ 𝒫×𝒮𝒫 → 𝒫 et d’isomorphismes d’associativité et de commutativité
𝜎 et 𝜏, tels que pour chaque 𝑈 ∈ Ob𝒮, 𝒫(𝑈) soit une catégorie de Picard (strictement
commutative). Si 𝒫1 et 𝒫2 sont deux préchamps de Picard, on définit de façon évidente
(cf. 1.4.6, 1.4.7) les foncteurs additifs de 𝒫1 dans 𝒫2 et le préchamp de Picard HOM(𝒫1, 𝒫2)
qu’ils forment. Si 𝒫 est un préchamp de Picard, et 𝑗 ∶ 𝒫 → 𝑎𝒫 le champ qu’il engendre, il
existe à équivalence essentiellement unique près un et un seul couple formé d’une structure
de champ de Picard sur 𝑎𝒫 et d’une structure de foncteur additif sur 𝑗 ; munis de ces données,
le couple (𝑗, 𝑎𝒫) s’appelle le champ de Picard engendré par 𝒫. Pour tout champ de Picard
𝒫1, on a une équivalence

(1.4.10.1) HOM(𝑎𝒫, 𝒫1) ∼−→ HOM(𝒫, 𝒫1).

1.4.11. — On désignera par 𝐶 [−1,0](𝒮) la catégorie des complexes de faisceaux abéliens 𝐾
sur 𝒮 tels que 𝐾 𝑖 = 0 pour 𝑖 ∉ [−1, 0]. À tout complexe 𝐾 ∈ Ob𝐶 [−1,0](𝒮)

𝐾 ∶ 𝑑 ∶ 𝐾−1 ⟶ 𝐾0

est associé le préchamp de Picard pch(𝐾) suivant :
(I) Pour 𝑈 ∈ Ob𝒮, on a Obpch(𝐾)(𝑈) = 𝐾0(𝑈).
(II) Si 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾0(𝑈), une flèche de 𝑥 dans y est un élément 𝑓 de 𝐾−1(𝑈) tel que 𝑑𝑓 = 𝑦−𝑥.
(III) La loi de composition des flèches est la loi d’addition dans 𝐾−1(𝑈).
(IV) Le foncteur + est donné par la loi d’addition dans 𝐾0(𝑈) et 𝐾−1(𝑈).
(V) Les isomorphismes d’associativité et de commutativité sont fournis par l’élément nul

de 𝐾−1(𝑈).
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On désignera par ch(𝐾) le champ de Picard engendré (1.4.10) par le préchamp de Picard
pch(𝐾). Le faisceau ℋ 0(𝐾) s’interprète comme le faisceau associé suivant

ℋ 0(𝐾) ≃ 𝑎 (𝑈 ⟼ groupe des classes d’isomorphisme(1.4.11.1)
d’objets de ch(𝐾)(𝑈)).

D’autre part,526

(1.4.11.2) ℋ −1(𝐾) ≃ Aut(𝑒)

1.4.12. — Tout morphisme de complexe 𝑓 ∶ 𝐾 → 𝐿 induit un foncteur additif pch(𝑓 ) ∶
pch(𝐾) → pch(𝐿), d’où un foncteur additif

ch(𝑓 ) ∶ ch(𝐾) ⟶ ch(𝐿).

Il résulte de (1.4.11.1) et (1.4.11.2) que ch(𝑓 ) est une équivalence si et seulement si 𝑓 est
un quasi-isomorphisme. On déduit de (1.4.10.1) que pour deux morphismes 𝑓, 𝑔 ∶ 𝐾 → 𝐿,
on a

Hom(ch(𝑓 ), ch(𝑔)) ∼−→ Hom(pch(𝑓 ), pch(𝑔)).
Un morphisme de foncteur ℎ ∶ pch(𝑓 ) → pch(𝑔) est un morphisme de faisceaux ℎ ∶

𝐾0 → 𝐿−1 tel que

(1.4.12.1) 𝑔(𝑥) − 𝑓(𝑥) = 𝑑ℎ(𝑥)

et tel que pour tout triple (𝑥, 𝑦, 𝑢) avec 𝑦 − 𝑥 = 𝑑𝑢, on ait

(1.4.12.2) ℎ(𝑦) + 𝑓(𝑢) = 𝑔(𝑢) + ℎ(𝑥)

Que ℎ soit un morphisme de foncteurs additifs signifie que

(1.4.12.3) ℎ(𝑥 + 𝑦) = ℎ(𝑥) + ℎ(𝑦).

La condition (1.4.12.3) permet de réécrire (1.4.12.2) comme

(1.4.12.2′) 𝑔(𝑢) − 𝑓(𝑢) = ℎ(𝑑𝑢);

les conditions (1.4.12.1) à (1.4.12.3) signifient donc que ℎ est une homotopie de 𝑓 à 𝑔, et

(1.4.12.4) Hom(ch(𝑓 ), ch(𝑔)) ≃ {𝐻 ∶ homotopie 𝐾 ⟶ 𝐿|𝑔 − 𝑓 = 𝑑𝐻 + 𝐻𝑑}

Lemme 1.4.13. — (I) Pour tout champ de Picard 𝒫, il existe un complexe 𝐾 tel que 𝒫 =
ch(𝐾).

(II) Pour tout foncteur additif 𝐹 ∶ ch(𝐾) → ch(𝐿), il existe un quasi-isomorphisme 𝑘 ∶
𝐾′ → 𝐾 et un morphisme ℓ ∶ 𝐾′ → 𝐿 tel que 𝐹 ≃ ch(ℓ) ch(𝑘)−1

Prouvons (I). Soit (𝑘𝑖, 𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 une famille telle que527

(a) 𝑘𝑖 ∈ Ob𝒫(𝑈𝑖) ;
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(b) tout objet de 𝒫 est localement isomorphe à une image inverse de l’un des 𝑘𝑖.
Posons 𝐾0 = ⊕

𝑖∈𝐼
Z𝑈𝑖

. On déduit de 1.4.3 qu’il existe un foncteur additif 𝐹 de ch(0 →

𝐾0) dans 𝒫 envoyant la base 𝑒𝑖 de Z𝑈𝑖
sur 𝑘𝑖. Soit 𝐾−1 le faisceau des couples formés

d’une section locale 𝑥 de 𝐾0 et d’un isomorphisme 𝑡 ∶ 𝐹 (0) ∼−→ 𝐹 (𝑥). On définit l’ad-
dition sur 𝐾−1 par (𝑥1, 𝑡1) + (𝑥2, 𝑡2) = (𝑥1 + 𝑥2, 𝑡) où 𝑡 rend commutatif le diagramme

𝐹 (0) + 𝐹 (0)
𝑡1+𝑡2 //

OO

��

𝐹 (𝑥1) + 𝐹 (𝑥2)
OO

��
𝐹 (0 + 0) 𝑡 // 𝐹 (𝑥1 + 𝑥2).

On définit 𝑑 ∶ 𝐾−1 → 𝐾0 par 𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑥 ; 𝑑 est additif.
Si 𝑦 − 𝑥 = 𝑑𝑡, il existe un et un seul morphisme 𝐹 (𝑡) rendant commutatif le dia-

gramme

𝐹 (𝑥)
𝐹 (𝑡) //

OO

��

𝐹 (𝑦)OO

��
𝐹 (0) + 𝐹 (𝑥)

𝑡+𝐹 (𝑥) // 𝐹 (𝑦 − 𝑥) + 𝐹 (𝑥)

et on vérifie que cette construction définit une équivalence

𝐹 ∶ ch(𝐾) ⟶ 𝒫.

Prouvons (II). Soit donc 𝐹 ∶ ch(𝐾) → ch(𝐿) un foncteur additif. Il existe alors une
famille (𝑘𝑖, ℓ𝑖, 𝛼𝑖, 𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 telle que

(c) 𝑘𝑖 ∈ 𝐾0(𝑈𝑖), ℓ𝑖 ∈ 𝐿0(𝑈𝑖) et 𝛼𝑖 est un morphisme entre 𝐹 (𝑘𝑖) et ℓ𝑖
(d) l’homomorphisme 𝑘0 ∶ ⊕

𝑖∈𝐼
Z𝑈𝑖

→ 𝐾0 de coordonnées 𝐾𝑖 est un épimorphisme.

Posons 𝐾′0 = ⊕
𝑖∈𝐼

Z𝑈𝑖
et soit ℓ0 ∶ 𝐾′0 → 𝐿0 l’homomorphisme de coordonnées

ℓ𝑖. Le foncteur 𝐹 étant additif, il existe une et une seule famille d’isomorphismes 𝛼𝑥 ∶
𝐹 𝑘0(𝑥) ∼−→ ℓ0(𝑥) (𝑥 section locale de 𝐾′0) telle que

(e) pour 𝑒𝑖 section 1 de Z𝑈𝑖
, on a 𝛼𝑒𝑖

= 𝛼𝑖
(f) Les diagrammes 528

𝐹 𝑘0(𝑥 + 𝑦)
𝛼𝑥+𝑦 //

OO

��

ℓ0(𝑥 + 𝑦)

𝐹 𝑘0(𝑥) + 𝐹 𝑘0(𝑦)
𝛼𝑥+𝛼𝑦 // ℓ0(𝑥) + ℓ0(𝑦)

sont commutatifs.
Soit𝐾′−1 = 𝐾−1×𝐾0 𝐾′0 ; d’après (d), la flèche évidente est un quasi-isomorphisme

de complexes 𝑘 ∶ 𝐾′ → 𝐾. Si 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐾′0(𝑈), et si 𝑡 ∈ 𝐾′−1(𝑈) vérifie 𝑦−𝑥 = 𝑑𝑡, alors
il existe une et une seule section ℓ−1(𝑡 ; 𝑥, 𝑦) de 𝐿−1(𝑈) qui définisse le morphisme
rendant commutatif le diagramme
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(g) 𝐹 (𝑘0(𝑥))
𝐹 (𝑘−1(𝑡)) //

𝛼𝑥

��

𝐹 (𝑘0(𝑦))

𝛼𝑦

��
ℓ0(𝑥)

ℓ−1(𝑡;𝑥,𝑦) // ℓ0(𝑦).
Que 𝐹 soit un foncteur fournit

(h) ℓ−1(𝑡 ; 𝑥, 𝑦) + ℓ−1(𝑡′ ; 𝑦, 𝑧) = ℓ−1(𝑡 + 𝑡′ ; 𝑥, 𝑧).
Que l’isomorphisme d’additivité de 𝐹 soit fonctoriel fournit

(i) ℓ−1(𝑡1 + 𝑡2 ; 𝑥1 + 𝑥2, 𝑦1 + 𝑦2) = ℓ−1(𝑡1 ; 𝑥1, 𝑦1) + ℓ−1(𝑡2 ; 𝑥2, 𝑦2).
De (h), on tire que

ℓ−1(0; 𝑥, 𝑥) + ℓ−1(0; 𝑥, 𝑥) = ℓ−1(0, 𝑥, 𝑥) i.e.

ℓ−1(0; 𝑥, 𝑥) = 0.

On déduit alors de (i) que ℓ−1(𝑡 ; 𝑥, 𝑦) ne dépend que de 𝑡 :

ℓ−1(𝑡; 𝑥, 𝑦) = ℓ−1(𝑡)

et que ℓ−1(𝑡) est additif en 𝑡. On en conclut que ℓ = (ℓ−1, ℓ0) est un morphisme de
complexes, et, d’après (f) et (g), les flèches 𝛼 forment un isomorphisme de foncteurs
additifs 𝐹 ∘ ch(𝑘) = ch(ℓ).

1.4.14. — Soit Ch♭(𝒮) la catégorie dont les objets sont les petits champs de Picard sur 𝒮,
et dont les flèches sont les classes d’isomorphie de foncteurs additifs. La construction ch529

définit un foncteur de 𝐶 [−1,0](𝒮) (1.4.11) dans Ch♭(𝒮). Soit 𝐷[−1,0](𝒮) la sous-catégorie de la
catégorie dérivée de 𝒮 formée des complexes 𝐾 tels que 𝐻 𝑖(𝐾) = 0 pour 𝑖 ≠ 0 ou −1. Il
résulte de 1.4.12 et 1.4.13 que

Proposition 1.4.15. — Le foncteur ch induit une équivalence de catégories

ch ∶ 𝐷[−1,0](𝒮) ∼−→ Ch♭(𝒮).

On désignera par ♭ l’équivalence inverse de ch. Pour tout champ de Picard 𝒫 sur 𝒮,
𝒫♭ ∈ Ob𝐷[−1,0](𝒮) détermine 𝒫 à classe d’isomorphie d’équivalence près.

Lemme 1.4.16. — Soit 𝐿 ∈ Ob𝐶 [−1,0](𝒮) tel que 𝐿−1 soit injectif.

(I) pch(𝐿) est déjà un champ.
(II) Pour 𝐾 ∈ Ob𝐶 [−1,0](𝒮), tout foncteur additif 𝐹 ∶ ch(𝐾) → ch(𝐿) est isomorphe à un

foncteur ch(𝑓 ) pour 𝑓 morphisme de 𝐾 dans 𝐿.

(I) Quels que soient 𝑈 ∈ Ob𝒮 et 𝑥 ∈ Ob ch(𝐿)(𝑈), le faisceau des couples formés d’une
section locale ℓ de 𝐿0|𝑈 et d’un isomorphisme entre 𝑥 et ℓ est un espace principal
homogène sous 𝐿−1 ; il admet donc une section et 𝑗 ∶ pch(𝐿) → ch(𝐿) est surjectif
sur les classes d’isomorphies d’objets, donc une équivalence.
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(II) Soit 𝐿′ un complexe d’injectifs, muni d’un quasi-isomorphisme 𝜑 ∶ 𝐿−→
≈

𝐿′, tel que
𝜑𝑖 soit un isomorphisme pour 𝑖 ≤ −1. D’après 1.4.13, et [17], il existe un diagramme
commutatif à homotopie près

𝐿
𝜑
≈

// 𝐿′

𝐾′

𝑓0

OO

𝛹
≈

// 𝐾

𝑓1

OO

tel que 𝐹 ≃ ch(𝑓0) ch(𝛹)−1. De plus, 𝐾 = 𝜏≤0𝐾 et 𝐿 = 𝜏≤0𝐿′, de sorte que 𝑓1 se
factorise par 𝑓 ∶ 𝐾 → 𝐿, et 𝐹 ≃ ch(𝑓 ).

Le lemme permet de préciser 1.4.15 par la conséquence suivante de 1.4.12.

Corollaire 1.4.17. — La construction ch définit une équivalence de 2-catégories entre 530

a) la 2-catégorie des champs de Picard sur 𝒮.
b) la 2-catégorie ayant pour objets et pour 1-flèches les objets et flèches de la sous-catégorie

pleine de 𝐶 [−1,0](𝒮) formée des complexes 𝐿 avec 𝐿−1 injectif, et ayant pour 2-flèches
les homotopies entre flèches : Hom(𝑓 , 𝑔) = {𝐻|𝑔 − 𝑓 = dH + Hd}.

Construction 1.4.18. — On a

HOM(𝒫1, 𝒫2)♭ ≃ 𝜏≤0𝑅Hom(𝒫♭
1, 𝒫♭

2).

Soient 𝐾, 𝐿 ∈ Ob𝐶 [−1,0](𝑆), avec 𝐿−1 injectif. D’après 1.4.16 (II) et 1.4.12, on a

(1.4.18.1) ch(𝜏≤0 Hom(𝐾, 𝐿)) ∼−→ HOM(ch(𝐾), ch(𝐿))

et on en déduit une construction fonctorielle 1.4.18.

Construction 1.4.19. — Pour 𝑓 ∶ 𝒮1 → 𝒮2 un morphisme de sites, on a

(𝑓∗𝒫)♭ ≃ 𝜏≤0 𝑅𝑓∗(𝒫♭).

Soit 𝐿 ∈ Ob𝐶 [−1,0] avec 𝐿−1 injectif. D’après 1.4.16 (I), on a

(1.4.19.1) ch(𝑓∗𝐿) ∼−→ 𝑓∗ ch(𝐿)

et on en déduit une construction fonctorielle 1.4.19.
Nous n’aurons pas à faire usage de la

Construction 1.4.20. — Le produit tensoriel promis en 1.4.8 existe, et

(𝒫1 ⊗ 𝒫2)♭ ≃ 𝜏≥−1𝒫♭
1

L
⊗ 𝒫♭

2.

On vérifie comme en 1.4.12 et 1.4.13 (II) que, quels que soient 𝐾1, 𝐾2 et 𝐿 dans 𝐶 [−1,0](𝒮),
on a
(a) Tout morphisme 𝑓 ∈ Hom(𝐾1⊗𝐾2, 𝐿) ≃ Hom(𝜏≥−1(𝐾1⊗𝐾2), 𝐿) définit un foncteur

biadditif ch(𝑓 ) ∈ Hom(ch(𝐾1), ch(𝐾2) ; ch(𝐿)) ; de plus les morphismes de foncteurs
s’identifient aux homotopies ;
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(b) Pour tout foncteur biadditif 𝐹 ∶ ch(𝐾1), ch(𝐾2) → ch(𝐿), il existe des quasi-
isomorphismes 𝑘𝑖 ∶ ch(𝐾′

𝑖 ) → ch(𝐾𝑖) et 𝑓 ∶ 𝐾′
1 ⊗ 𝐾′

2 → 𝐿 tels que 𝐹 ≃
ch(𝑓 ) ∘ (ch(𝑘1)−1, ch(𝑘2)−1).

Si maintenant 𝐾0
1 ou 𝐾0

2 plat, ainsi que 𝐾′0
1 ou 𝐾′0

2, alors 𝑘1 ⊗ 𝑘2 ∶ 𝜏≥−1𝐾′
1 ⊗ 𝐾′

2 →531
𝜏≥−1𝐾1 ⊗ 𝐾2 est un quasi-isomorphisme, et on en déduit que ch(𝜏≥−1(𝐾1 ⊗ 𝐾2)) vérifie la
propriété universelle (1.4.8.1), d’où l’existence de ⊗ et d’une construction fonctorielle 1.4.20.

1.4.21. — Soient 𝐺 un faisceau abélien, et 𝐺[1] le complexe réduit à 𝐺 placé en degré −1. Le
préchamp pch(𝐺[1]) s’identifie au préchamp des torseurs triviaux sous 𝐺, et donc ch(𝐺[1])
« n’est autre » que le champ des torseurs sous 𝐺, avec sa loi d’addition habituelle.

1.4.22. — Soit 𝐾 ∈ 𝐶 [−1,0](𝒮) et 𝐺 un faisceau abélien. Les extensions 𝐸 de 𝐾 par 𝐺 forment
un champ de Picard, EXT(𝐾, 𝐺), pour l’addition de Brauer.

𝐸 ∶ 0 → 𝐺[0] 𝛼−→ 𝐸
𝛽
−→ 𝐾 → 0.

À chaque extension 𝐸 on associe un foncteur additif de ch(𝐾) dans ch(𝐺[1]), qui, appli-
qué à une section locale 𝑥 de 𝐾0 fournit le torseur 𝛽−1(𝑥). Le lecteur vérifiera que

Proposition 1.4.23. — La construction esquissée plus haut est une équivalence de champs de
Picard

EXT(𝐾, 𝐺) ∼−→ HOM(ch(𝐾), ch(𝐺[1])).

1.4.24. — Soit 𝐹 un objet du site 𝒮. On désignera encore par 𝐹 le faisceau défini par 𝐹, et on
désignera par Z(𝐹 ) le faisceau abélien engendré. Soit 𝐶 un champ de Picard sur 𝒮. On vérifie
facilement (cf. 1.4.3) qu’il « revient au même » de se donner soit

a) un foncteur additif 𝐻 ∶ ch(Z(𝐹 )) → 𝐶
b) un morphisme de champs :

(champ des sections locales de 𝐹, morphismes = identités) → 𝐶
c) un objet de 𝐶(𝐹 ).
Supposons (pour pouvoir appliquer la définition 1.4.9) que les produits fibrés existent

dans 𝒮, et soit 𝑓 le morphisme de sites canonique 𝑓 ∶ 𝒮/𝐹 → 𝒮. La construction précédente
fournit une équivalence

(1.4.24.1) HOM(ch(Z(𝐹 )), 𝐶) ∼−→ 𝑓∗𝑓 ∗𝐶.

L’isomorphisme qui se déduit de (1.4.24.1) par la construction532

𝜏≤0𝑅Hom(Z(𝐹 ), 𝐶♭) ∼−→ 𝜏≤0𝑅𝑓∗𝑓 ∗𝐶♭,

peut aussi se déduire de l’isomorphisme plus général

(1.4.24.2) 𝑅Hom(Z(𝐹 ), 𝐾) ∼−→ 𝑅𝑓∗𝑓 ∗𝐾 (𝐾 ∈ Ob𝐷+(𝒮)).

1.5. La formule des coefficients universels. —
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1.5.1. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 une courbe projective et lisse sur 𝑆. On désignera par PIC(𝑋/𝑆)
le champ de Picard sur le grand site fppf de 𝑆 (XVII 0.10) image directe (1.4.9) du champ des
faisceaux inversibles sur 𝑋. On a

PIC(𝑋/𝑆) = 𝑓∗ chG𝑚[1](1.5.1.1)

PIC(𝑋/𝑆)♭ = 𝜏≤0𝑅𝑓∗(G𝑚[1]).(1.5.1.2)

Chaque section 𝑡 de 𝑋 définit un faisceau inversible 𝒪(𝑡) sur 𝑋. Avec les notations de
1.4.24 (cf. 1.4.24 𝑎 ↔ 𝑏), cette construction, étant compatible à tout changement de base,
définit un morphisme de champs de Picard sur 𝑆
(1.5.1.3) chZ(𝑋) ⟶ PIC(𝑋/𝑆).

Si 𝐶 est un quelconque champ de Picard sur 𝑆, les morphismes (1.5.1.3) et (1.4.24.1) défi-
nissent un foncteur additif

(1.5.1.4) HOM(PIC(𝑋/𝑆), 𝐶) ⟶ HOM(ch(Z(𝑋)), 𝐶) ∼−→ 𝑓∗𝑓 ∗𝐶.

Par application de la construction ♭, le foncteur (1.5.1.3) définit un morphisme(29)

(1.5.1.5) Z(𝑋) ⟶ 𝜏≤0𝑅𝑓∗G𝑚[1] ⟶ 𝑅𝑓∗G𝑚[1],
et le foncteur (1.5.1.4) a pour analogue, par (1.4.24.2), un morphisme

(1.5.1.6) 𝑅Hom(𝜏≤0𝑅𝑓∗(G𝑚[1]), 𝐾) ⟶ 𝑅𝑓∗𝑓 ∗𝐾.

Si 𝐶 est le champ ch(𝐺[1]) des torseurs sous un groupe 𝐺 vérifiant (1.3.1.1), le théorème
1.3.10 affirme que le foncteur (1.5.1.4) est une équivalence, l’équivalence inverse étant celle 533
qui à un torseur 𝐾 sous 𝐺𝑋 associe le foncteur additif ⟨∗, 𝐾]. Que (1.5.1.4) soit une équiva-
lence revient à dire que le morphisme déduit de (1.5.1.4) ou (1.5.1.6)

(1.5.1.7) 𝜏≤1𝑅Hom(𝜏≤0𝑅𝑓∗(G𝑚[1]), 𝐺) ⟶ 𝜏≤1𝑅𝑓∗𝑓 ∗𝐺
est un isomorphisme.

Théorème 1.5.2. — (formule des coefficients universels).
Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 une courbe projective et lisse sur 𝑆, 𝐶 un champ de Picard sur 𝑆fppf et

𝐾 = 𝐶♭ (1.4.15). On suppose que 𝐾 est localement isomorphe (dans 𝐷+(𝑆fppf)) à des complexes
de la forme 𝐺−1 → 𝐺0, où les faisceaux 𝐺𝑖 vérifient (1.3.1.1). Alors
(I) Le foncteur (1.5.1.4)

(1.5.2.1) HOM(PIC(𝑋/𝑆), 𝐶) ⟶ 𝑓∗𝑓 ∗𝐶
est une équivalence de champs de Picard.

(II) Le morphisme déduit de (1.5.1.6) ou (1.5.1.4)

(1.5.2.2) 𝜏≤0𝑅Hom(𝜏≤0𝑅𝑓∗(G𝑚[1]), 𝐾) ⟶ 𝜏≤0𝑅𝑓∗𝑓 ∗𝐾
est un isomorphisme.

29. N.D.E. : On considérera ici que le foncteur de décalage [1] a une plus haute priorité que la troncature 𝜏≤0.
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Ce théorème fait jouer à 𝜏≤0𝑅𝑓∗(G𝑚[1]) le rôle que joue l’homologie dans la classique
formule des coefficients universels.

Il est clair que, pour chaque champ 𝐶, on a (𝐼) ↔ (𝐼𝐼), et tant (𝐼) que (𝐼𝐼) sont de nature
locale sur 𝑆. Si 𝐶 est de la forme ch(𝐺[1]), alors le théorème résulte de 1.3.10, comme noté
plus haut. Il reste à montrer que si 𝐾 est de la forme

𝐾 ∶ 𝑑 ∶ 𝐺−1 ⟶ 𝐺0,

et si (1.5.2.2) est un isomorphisme pour 𝐺−1[1] et 𝐺0[1], alors (1.5.2.2) est un isomorphisme
pour 𝐾. Pour le vérifier, il suffit de comparer la suite exacte longue de cohomologie

0 ⟶ 𝑅−1𝑓∗𝐾 ⟶ 𝑓∗𝐺−1 ⟶ 𝑓∗𝐺0 ⟶ 𝑅0𝑓∗𝐾 ⟶ 𝑅1𝑓∗𝐺−1 ⟶ 𝑅1𝑓∗𝐺0

à la suite exacte longue analogue pour le premier membre de (1.5.2.2), et d’appliquer le534
lemme des cinq.

1.5.3. — Soit 𝑢 un morphisme plat de courbes projectives et lisses sur 𝑆

𝑋 𝑢 //

𝑓1
��

𝑌

𝑓2
��

𝑆 .
Le diagramme de foncteurs additifs

(1.5.3.1)

Z(𝑋) //

𝑢
��

PIC(𝑋/𝑆)

𝑁𝑋/𝑌
��

Z(𝑌 ) // PIC(𝑌 /𝑆)

est alors essentiellement commutatif.
Pour tout champ de Picard 𝐶 sur 𝑆, le diagramme

(1.5.3.2)

HOM(PIC(𝑌 /𝑆), 𝐶) //

HOM(𝑁𝑋/𝑌,𝐶)

��

𝑓2∗𝑓 ∗
2 𝐶

𝑢∗

��
HOM(PIC(𝑋/𝑆), 𝐶) // 𝑓1∗𝑓 ∗

1 𝐶

est donc essentiellement commutatif, et pour 𝐾 ∈ Ob𝐷+(𝑆), le diagramme

(1.5.3.3)

𝑅Hom(𝜏≤0𝑅𝑓2∗G𝑚[1], 𝐾) //

𝑅Hom(𝑁𝑋/𝑌,𝐾)

��

𝑅𝑓2∗𝑓 ∗
2 𝐾

𝑢∗

��
𝑅Hom(𝜏≤0𝑅𝑓1∗G𝑚[1], 𝐾) // 𝑅𝑓1∗𝑓 ∗

1 𝐾

est commutatif.



41

Soit maintenant 𝐺 un faisceau abélien sur 𝑆 vérifiant (1.3.1.1). La trace XVII 6.3 nous
fournit un foncteur additif

(1.5.3.4) Tr𝑢 ∶ 𝑓1∗𝑓 ∗
1 ch(𝐺[1]) ⟶ 𝑓2∗𝑓 ∗

2 ch(𝐺[1])

et 1.3.8.6 nous fournit un isomorphisme rendant essentiellement commutatif le diagramme 535

(1.5.3.5)

HOM(PIC(𝑋/𝑆), ch(𝐺[1]))

HOM(𝑢∗,ch(𝐺[1]))

��

𝑓1∗𝑓 ∗
1 ch(𝐺[1])oo

Tr𝑢

��
HOM(PIC(𝑌 /𝑆), ch(𝐺[1])) 𝑓2∗𝑓 ∗

2 ch(𝐺[1]).oo

Le diagramme

(1.5.3.6)

𝜏≤1𝑅Hom(𝜏≤0𝑅𝑓1∗G𝑚[1], 𝐺)

𝑅Hom(𝑢∗,𝐺)

��

𝜏≤1𝑅𝑓1∗𝑓 ∗
1 𝐺∼oo

𝑇 𝑟𝑢

��
𝜏≤1𝑅Hom(𝜏≤0𝑅𝑓2∗G𝑚[1], 𝐺) 𝜏≤1𝑅𝑓2∗𝑓 ∗

2 𝐺∼oo

est donc commutatif.

1.5.4. — Avec les notations de 1.5.2, soit 𝐺 un faisceau abélien sur 𝑆 vérifiant 1.3.1.1. Loca-
lement sur 𝑆 pour la topologie étale, on a (non canoniquement)

𝜏≤0𝑅𝑓∗G𝑚[1] ≃ 𝑓∗G𝑚[1] + 𝑅1𝑓∗G𝑚.

Au niveau des champs de Picard, on définit en effet une section ch(𝑅1𝑓∗G𝑚) →
𝑓∗ ch(G𝑚[1])(30) en associant à chaque classe d’isomorphie de faisceaux inversibles le
faisceau inversible appartenant à cette classe rigidifié le long de sections convenables de
𝑋/𝑆.

L’isomorphisme (1.5.2.2) fournit donc un isomorphisme

(1.5.4.1) Hom(𝑅1𝑓∗G𝑚, 𝐺) ∼−→ Hom𝑆(𝑋, 𝐺)

et une suite exacte

(1.5.4.2) 0 ⟶ Ext1(𝑅1𝑓∗G𝑚, 𝐺) ⟶ 𝑅1𝑓∗𝐺 ⟶ Hom(𝑓∗G𝑚, 𝐺) ⟶ 0.

Les morphismes de (1.5.4.1) et (1.5.4.2) s’interprètent comme suit
a) Le morphisme (1.5.4.1) et le premier morphisme (1.5.4.2) sont définis par l’application 536

canonique de 𝑋 dans Pic𝑋/𝑆.
b) Le deuxième morphisme (1.5.4.2) est le degré (1.3.7.2).

30. N.D.E. : On rappelle que ce champ s’identifie à PIC(𝑋/𝑆), cf. (1.5.1.1).
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Localement sur 𝑆 pour la topologie étale, on a (non canoniquement) Pic𝑋/𝑆 ∼
Pic0

𝑋/𝑆 ×Z𝑘 ; on a donc

Ext1(𝑅1𝑓∗G𝑚, 𝐺) ∼−→ Ext1(Pic0
𝑋/𝑆, 𝐺)

et (1.5.4.2) peut encore s’écrire

(1.5.4.3) 0 ⟶ Ext1(Pic0
𝑋/𝑆, 𝐺) ⟶ 𝑅1𝑓∗𝐺 ⟶ Hom(𝑓∗G𝑚, 𝐺) ⟶ 0.

1.5.5. — Lorsque, dans (1.5.2.2), on fait 𝐾 = G𝑚[1], le théorème 1.5.2 apparaît comme
un théorème d’autodualité pour 𝜏≤0(𝑅𝑓∗G𝑚[1]). Un quelconque complexe représentant
𝜏≤0𝑅𝑓∗G𝑚[1] admet une filtration canonique en trois crans, les quotients successifs étant,
à quasi-isomorphisme unique près

Pic𝑋/𝑆 /Pic0
𝑋/𝑆 , Pic0

𝑋/𝑆 , (𝑓∗G𝑚)[1].

À l’autodualité précédente correspond une dualité (à valeur dansG𝑚) entrePic𝑋/𝑆 /Pic0
𝑋/𝑆

et 𝑓∗G𝑚, et une autodualité (à valeurs dansG𝑚[1]) sur Pic0
𝑋/𝑆 (autodualité de la jacobienne).

1.5.6. — La situation est nettement moins bonne pour les courbes lisses sur 𝑆 ∶ 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆
qu’on ne suppose pas propres sur 𝑆. Il semble que le groupe additif se comporte de façon
incontrôlable. Les arguments qui précèdent s’étendent toutefois au cas des courbes lisses qui
se déduisent d’une courbe propre sur 𝑆 par soustraction d’une partie finie sur 𝑆, pour 𝐺 un
faisceau étale de torsion, de torsion première aux caractéristiques résiduelles de 𝑆. On peut
espérer que les faisceaux étales de 𝑝-torsion se comportent eux aussi de façon raisonnable ;
voir Serre [14, Ch. VI nᵒ 11 p. 126].

Le rôle du théorème 1.2.2 sera joué ici par le théorème d’acyclicité XV 2.2, ayant pour537
corollaire le

Lemme 1.5.7. — Soient 𝑝 ∶ 𝑋 → 𝑆 la projection d’un espace affine type sur 𝑆 et 𝐺 un
faisceau abélien de torsion sur 𝑆et, premier aux caractéristiques résiduelles de 𝑆. On désigne
encore par 𝐺 l’image réciproque de 𝐺 sur le site 𝑆fppf. Alors, le foncteur 𝑝∗ est une équivalence
de catégorie entre la catégorie des torseurs sous 𝐺 sur 𝑆et (ou sur 𝑆fppf, ce qui revient au même
(Grothendieck [5, Corollaire 11.9]), et la catégorie des torseurs sous 𝐺𝑋 sur 𝑋.

1.5.8. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme propre de présentation finie à fibres purement
de dimension un, 𝑌 un sous-schéma de 𝑋 fini sur 𝑆, défini par un idéal 𝔪 et supposons que
𝑋 = 𝑋 − 𝑌 soit une courbe lisse sur 𝑆. Soit d’autre part 𝐺 un faisceau de torsion sur 𝑆et,
premier aux caractéristiques résiduelles de 𝑆. On désignera encore par 𝐺 le faisceau sur le
grand site fppf de 𝑆 (XVII 0.10) image réciproque de 𝐺.

Soit G𝑚(𝔪) le sous-faisceau de G𝑚𝑋 formé des sections valant 1 sur 𝑌. Un torseur sous
G𝑚(𝔪) s’identifie à un faisceau inversible sur 𝑋, trivialisé sur 𝑌. Tout diviseur relatif sur
𝑋, fini sur 𝑆, définit un tel faisceau inversible. Localement sur 𝑆 pour la topologie étale, il
existe de tels diviseurs donnant lieu à des faisceaux inversibles relativement amples.
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Lemme 1.5.9. — Sous les hypothèses 1.5.8, avec 𝑆 affine(31), soit 𝒪𝑋(1) un faisceau inversible
relativement ample sur𝑋, trivialisé le long de 𝑌, et soitℳ un faisceau inversible sur𝑋, trivialisé
le long de 𝑌. Pour tout point 𝑠 ∈ 𝑆, il existe un entier 𝑛0 tel que pour tout entier 𝑛 ≥ 𝑛0 et toute
section 𝑚𝑠 de ℳ(𝑛) ⊗ 𝑘(𝑠) sur la fibre 𝑋𝑠, valant 1 sur 𝑌𝑠, il existe une section 𝑚 de ℳ(𝑛)
valant 1 sur 𝑌, qui relève 𝑚𝑠.

On se ramène au cas 𝑆 noethérien (car une famille de morphismes surjectifs reste une
famille de morphismes surjectifs par changement de base(32)). Soit 𝒩 le faisceau cohérent
des sections locales deℳ nulles sur𝑋𝑠 et 𝑌. Pour chaque 𝑛, les solutions locales au problème 538
posé forment un espace principal homogène sous 𝒩(𝑛), de sorte que l’obstruction à relever
𝑚𝑠 se trouve dans 𝐻1(𝑋, 𝒩(𝑛)) = 𝐻0(𝑆, 𝑅1𝑓∗𝒩(𝑛)). Or, pour 𝑛 assez grand, 𝑅1𝑓∗𝒩(𝑛) =
0 (EGA III 2.2.1).

1.5.10. — Soient ℒ un faisceau inversible sur 𝑋 trivialisé le long de 𝑌, et 𝑠 ∈ 𝑆. Considérons
les conditions

1.5.10.1. — Toute section de ℒ ⊗ 𝑘(𝑠) sur 𝑋𝑠, valant 1 sur 𝑌𝑠, se relève en une section de ℒ
sur l’image réciproque 𝑈 d’un voisinage de 𝑠, valant 1 sur 𝑌 ×𝑆 𝑈.

1.5.10.2. — Il existe 4 sections 𝑚𝑖 de ℒ ⊗ 𝑘(𝑠) sur 𝑋𝑠, valant 1 sur 𝑌, et linéairement indé-
pendantes au point générique de toute composante irréductible de 𝑋𝑠.

Considérons les conditions suivantes, portant respectivement sur une section 𝑚 de ℒ, un
couple (𝑚1, 𝑚2) et un triple (𝑚1, 𝑚2, 𝑚3) de sections de ℒ.

1.5.10.3. — 𝑚 vaut 1 sur 𝑌 et le sous-schéma 𝑍(𝑚) de 𝑋 d’équation 𝑚 = 0 est un diviseur
relatif sur 𝑆 (ce qui signifie qu’il est quasi-fini sur 𝑆, donc fini sur 𝑆, puisque 𝑋 = 𝑋 − 𝑌 est
lisse sur 𝑆).

1.5.10.4. — Soit 𝜆 la coordonnée canonique sur la droite affine 𝑔 ∶ E1
𝑠 → 𝑆. La section

𝜆𝑚1 + (1 − 𝜆)𝑚2 de 𝑔′∗ℒ vérifie (1.5.10.3).

1.5.10.5. — De même, 𝜆𝑚1 + 𝜇𝑚2 + (1 − 𝜆 − 𝜇)𝑚3 vérifie (1.5.10.3).
On laisse au lecteur le soin de vérifier, par un argument de position générale(33), le

31. N.D.E. : Il faut en fait supposer que 𝑆 est local de point fermé 𝑠. Si on tient à garder l’hypothèse originale,
pour la conclusion, il convient de demander à ce que 𝑚 soit seulement définie sur l’image inverse d’un voisinage
ouvert de 𝑠 dans 𝑆, comme cela intervient plus bas en 1.5.10.1.

32. N.D.E. : L’élimination de cette hypothèse noethérienne est un peu plus subtile qu’il pourrait paraître à pre-
mière vue puisque la question est affine plutôt que linéaire. Si 𝑋, 𝑌 et ℳ se déduisent par un changement de base
𝑆 → 𝑆0 (que l’on suppose être un morphisme local entre schémas locaux) de données correspondantes 𝑋0, 𝑌0 et
ℳ0 au-dessus de 𝑆0 noethérien (cf. EGA IV 8) et que l’on connaît l’énoncé voulu dans cette situation noethérienne,
alors on peut obtenir le résultat voulu au-dessus de 𝑆 au prix d’une déplaisante chasse au diagramme au cours de
laquelle on peut être amené à considérer une variante de l’énoncé voulu où l’on demanderait aux sections de valoir
0 au lieu de 1 sur 𝑌𝑠 ou 𝑌.

33. N.D.E. : Il convient ici d’observer que, compte tenu de (1.5.10.1) et du fait la deuxième partie de la condition
(1.5.10.3) puisse se vérifier dans la situation locale en considérant uniquement la fibre au-dessus de 𝑠, le lemme ne
fait plus intervenir que des sections de la restriction deℒ sur la fibre𝑋𝑠. Par exemple, pour (I), la condition (1.5.10.2)
fournit un espace affine 𝑉 de dimension 3 de sections de ℒ ⊗ 𝑘(𝑠) sur 𝑋𝑠 et valant 1 sur 𝑌𝑠, et aucune section
appartenant à cet espace 𝑉 ne s’annule en quelque point générique que ce soit de𝑋𝑠. On cherche à déterminer 𝑘 ∈ 𝑉
tel que pour tout 𝑖, (𝑚𝑖, 𝑘) vérifie (1.5.10.2), c’est-à-dire que la droite affine reliant les points 𝑚𝑖 et 𝑘 ne passe pas par
l’origine (dans aucun de ses avatars associés aux différentes composantes irréductibles de𝑋𝑠), autrement dit, il suffit
que 𝑘 n’appartienne pas à la droite reliant 𝑚𝑖 et l’origine. On obtient ainsi une conjonction de conditions satisfaites
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Lemme 1.5.11. — Soit ℒ un faisceau inversible sur 𝑋, trivialisé le long de 𝑌, et 𝑠 un point
géométrique de 𝑆 d’image 𝑠 dans 𝑆. Si ℒ vérifie (1.5.10.1) et (1.5.10.2) en 𝑠, alors :
(I) Si 𝑛 sections 𝑚𝑖 de ℒ vérifient (1.5.10.3), il existe un voisinage étale 𝑈 de 𝑠 et une section

𝑘 de ℒ|𝑓−1(𝑈) telle que les couples (𝑚𝑖, 𝑘) vérifient (1.5.10.4).
(II) Soient𝑚1,𝑚2, 𝑘1, 𝑘2 quatre sections deℒ telles que les couples (𝑚𝑖, 𝑘𝑗) vérifient (1.5.10.4).539

Il existe alors un voisinage étale 𝑈 de 𝑠 et une section 𝑘 de ℒ|𝑓−1(𝑈) telle que les triples
(𝑚𝑖, 𝑘𝑗, 𝑘) vérifient (1.5.10.5).

Pour 𝑘(𝑠) infini, on pouvait se contenter de prendre pour 𝑈 un voisinage de Zariski.

1.5.12. — Soit maintenant ℒ un faisceau inversible sur 𝑋 rigidifié le long de 𝑌, et 𝐾 un
𝐺-torseur sur 𝑋, où 𝐺 est comme dans 1.5.7. On se propose de définir un 𝐺-torseur ⟨ℒ, 𝐾]
sur 𝑆, généralisant celui étudié dans 1.3, et additif en ℒ.

Soit (𝑚1, 𝑚2) un couple de sections deℒ qui vérifie (1.5.10.4). Avec les notations de 1.5.10.3
et de 1.5.10.4, la trace, de 𝜆𝑚1+(1−𝜆)𝑚2 = 0 àE1

𝑆, du torseur 𝑔′∗𝐾 est un torseur𝐾1,2 surE1
𝑆.

Son image réciproque par la section 𝜆 = 0 (resp. 𝜆 = 1) est le torseur 𝐾2 = Tr𝑍(𝑚2)/𝑆(𝐾) (re-
sp. 𝐾1 = Tr𝑍(𝑚1)/𝑆(𝐾)). D’après 1.5.7, le torseur 𝐾1,2 est canoniquement l’image réciproque
d’un torseur sous 𝐺 sur 𝑆 ; d’où un isomorphisme canonique entre 𝐾1 et 𝐾2.

Si 𝑚1, 𝑚2 et 𝑘 sont trois sections de ℒ telles que les couples (𝑚𝑖, 𝑘) vérifient (1.5.10.4), on
obtient encore par composition un isomorphisme

(1.5.12.1) 𝛹𝑘 ∶ 𝐾1 = Tr𝑍(𝑚1)/𝑆(𝐾) ∼−→ 𝐾2 = Tr𝑍(𝑚2)/𝑆(𝐾).

Si 𝐸 est un diviseur relatif sur 𝑋, fini sur 𝑆, les sections 𝑚′
𝑖 = 𝑚𝑖 ⊗1 deℒ⊗𝒪(𝐸) vérifient

encore (1.5.10.3), on a (pour 𝑖 = 0, 1)

(1.5.12.2) 𝐾′
𝑖 = Tr𝑍(𝑚′

𝑖 )/𝑆(𝐾) ≃ 𝐾𝑖 + Tr𝐸/𝑆(𝐾)

et l’isomorphisme 𝛹𝑘⊗1 ∶ 𝐾′
1 → 𝐾′

2 se déduit de 𝛹𝑘 :

(1.5.12.3) 𝛹𝑘⊗1 = 𝛹𝑘 + idTr𝐸/𝑆
(𝐾).

Pour vérifier que 𝛹𝑘 ne dépend pas de 𝑘, il suffit de le faire au voisinage étale de chaque
point 𝑠 de 𝑆, et, par 1.5.12.3 et 1.5.9, on se ramène au cas où sont vérifiées les conditions540
(1.5.10.1) (1.5.10.2). Avec les notations de 1.5.11 (II), 𝛹𝜆𝑘𝑖+(1−𝜆)𝑘 − 𝛹𝑘𝑖

est un morphisme de
E1

𝑆 dans 𝐺, nul en 𝜆 = 1, donc nul, et 𝛹𝑘𝑖
= 𝛹𝑘, donc 𝛹𝑘1

= 𝛹𝑘2
.

Soient 𝑚1 et 𝑚2 deux sections de ℒ vérifiant 1.5.10.3 et 𝐾𝑖 = Tr𝑍(𝑚𝑖)/𝑆(𝐾). Pour définir
un isomorphisme 𝛹𝑚2,𝑚1

∶ 𝐾1 → 𝐾2, il suffit de le faire au voisinage étale de chaque point
𝑠 de 𝑆, de façon compatible au changement de base. Si 𝐸 est un diviseur relatif sur 𝑋, fini

sur des ouverts non vides de 𝑉. Pour être parfaitement rigoureux et tenir compte du fait que les composantes
irréductibles ne sont pas forcément géométriquement irréductibles, dans le cas où l’on doit prendre un point de 𝑉
dans une extension (si 𝑘(𝑠) est fini), il faut en fait introduire une extension galoisienne finie 𝑠′ → 𝑠 telle que les
composantes irréductibles de 𝑋𝑠′ soient géométriquement irréductibles. L’ouvert dense de 𝑉𝑠′ que l’on obtient en
raisonnant sur 𝑋𝑠′ est invariant par Galois et donc définit l’ouvert dense de 𝑉 cherché.
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sur 𝑆, tel que ℒ ⊗ 𝒪(𝐸) vérifie (1.5.10.1) (1.5.10.2) (voir 1.5.9), et si les couples (𝑚𝑖 ⊗ 1, 𝑘)
vérifient (1.5.10.4), on pose (cf. (1.5.12.3))

𝛹𝑚2,𝑚1
+ Tr𝐸/𝑆(𝐾) = 𝛹𝑘.

Ceci définit𝛹𝑚2,𝑚1
et on vérifie par (1.5.11. (I)) que𝛹𝑚3,𝑚2

𝛹𝑚2,𝑚1
= 𝛹𝑚3,𝑚1

. Ces constructions
sont compatibles aux changements de base. S’il existe une section 𝑚 de ℒ vérifiant (1.5.10.3),
on posera

⟨ℒ, 𝐾] = Tr𝑍(𝑚)/𝑆(𝐾)
et, d’après ce qui précède, ce torseur ne dépend pas, à isomorphisme canonique près, du
choix de 𝑚.

Notons, dans le cas général, qu’il suffit pour définir ⟨ℒ, 𝐾] de le définir au voisinage étale
de chaque point 𝑠 de 𝑆, de façon compatible au changement de base. Si, comme plus haut,
ℒ ⊗ 𝒪(𝐸) vérifie (1.5.10.1) (1.5.10.2), alors ℒ ⊗ 𝒪(𝐸) admet des sections vérifiant (1.5.10.3),
et on pose

⟨ℒ, 𝐾] = ⟨ℒ ⊗ 𝒪(𝐸), 𝐾] − Tr𝐸/𝑆(𝐾).

1.5.13. — Sous les hypothèses 1.5.8, si 𝑥 et 𝑦 sont deux sections de 𝑓∗G𝑚(𝔪), alors 𝜆𝑥 + (1 −
𝜆)𝑦 est encore une section pour 𝜆 dans un ouvert à fibres non vides de la droite affine sur 𝑆.

On peut traduire ceci en disant que

1.5.13.1. — « 𝑓∗G𝑚(𝔪) est connexe par arc ».
Tout morphisme d’un ouvert à fibres non vides de la droite affine dans 𝐺 est constant. Il 541

n’existe donc pas d’homomorphisme non trivial de 𝑓∗G𝑚(𝔪) dans 𝐺, et les automorphismes
de ℒ agissent trivialement sur ⟨ℒ, 𝐾]. Le torseur ⟨ℒ, 𝐾] ne dépend donc que de 𝐾 et de la
section de 𝑅1𝑓∗G𝑚(𝔪) définie par ℒ. Par globalisation, ceci permet de définir un symbole
⟨𝜆, 𝐾] pour 𝜆 section de 𝑅1𝑓∗G𝑚(𝔪). Le torseur ⟨𝜆, 𝐾] est additif en 𝜆, et correspond donc
à une extension 𝑒(𝐾) de 𝑅1𝑓∗G𝑚(𝔪) par 𝐺 (voir 1.4.23 ou SGA 7 VII 1.1.6 et 1.2).

La formation de 𝑒(𝐾) est compatible à tout changement de base et à l’addition des tor-
seurs, d’où un foncteur additif

𝑒 ∶ 𝑓∗ ch(𝐺[1]) ⟶ EXT(𝑅1𝑓∗G𝑚(𝔪), 𝐺).

Soit 𝑗 l’application canonique de 𝑋 dans 𝑅1𝑓∗G𝑚(𝔪), 𝑗 ∶ 𝑡 → (classe de 𝒪(𝑡)). L’image
réciproque par 𝑗 est un foncteur additif

𝑗∗ ∶ EXT(𝑅1𝑓∗G𝑚(𝔪), 𝐺) ⟶ 𝑓∗ ch(𝐺[1])

et on a trivialement 𝑗∗𝑒 ∼ Id. On vérifie comme en 1.3.10 et 1.5.2 que, en topologie fppf

Proposition 1.5.14. — Sous les hypothèses 1.5.8, les foncteurs 𝑒 et 𝑗 de 1.5.13 sont des équiva-
lences inverses l’une de l’autre. On en déduit par 1.4.19, 1.4.23 un isomorphisme

Ext1(𝑅1𝑓∗G𝑚(𝔪), 𝐺) ∼−→ 𝐻1(𝑋, 𝐺).

1.5.15. — Soient 𝑓𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑆 (𝑖 = 1, 2) deux courbes compactifiées comme en 1.5.8.
Soit 𝑢 ∶ 𝑋1 → 𝑋2 un morphisme tel que 𝑌1 soit un sous-schéma de l’image réciproque

de 𝑌2 et qui induise un morphisme fini et plat de 𝑋1 dans 𝑋2. On a alors, pour ℒ faisceau
inversible sur 𝑋2 rigidifié le long de 𝑌2 et 𝐾 torseur sur 𝑋1,

⟨ℒ, tr𝑋1/𝑋2
(𝐾)] ∼−→ ⟨𝑢∗ℒ, 𝐾],
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et on en déduit la commutativité du diagramme542

(1.5.15.1)

Ext1(𝑅1𝑓1∗G𝑚(𝔪1), 𝐺) ∼ //

Ext1(𝑢∗,Id)

��

𝐻1(𝑋1, 𝐺)

Tr𝑋1/𝑋2

��
Ext1(𝑅1𝑓2∗G𝑚(𝔪2), 𝐺) ∼ // 𝐻1(𝑋2, 𝐺).

Si 𝑢 ∶ 𝑋1 → 𝑋2 est fini et plat, et vérifie 𝑌1 = 𝑢−1𝑌2 (comme schémas), on a pour ℒ
faisceau inversible sur 𝑋1 rigidifié le long de 𝑌1 et 𝐾 torseur sur 𝑋2,

⟨ℒ, 𝑢∗𝐾] ∼−→ ⟨𝑁𝑋1/𝑋2
ℒ, 𝐾]

et on en déduit la commutativité du diagramme

(1.5.15.2)

Ext1(𝑅1𝑓2∗G𝑚(𝔪2), 𝐺)

Ext1(𝑁𝑋1/𝑋2
,Id)

��

∼ // 𝐻1(𝑋2, 𝐺)

𝑢∗

��
Ext1(𝑅1𝑓1∗G𝑚(𝔪1), 𝐺) ∼ // 𝐻1(𝑋1, 𝐺).

On pourrait bien sûr préciser ce résultat en termes de champs de Picard.

1.6. Un théorème d’effacement. — Le présent nᵒ, de 1.6.6 (2e démonstration) à la fin,
peut se lire indépendamment des nᵒ 2 à 5.

Lemme 1.6.1. — Soient𝑋 un schéma et 𝑌 un sous-schéma fermé de𝑋 de complément𝑈, défini
par un idéal 𝔪.

𝑈
𝑗

↪ 𝑋
𝑖

↩ 𝑌.

Soit G𝑚(𝔪) le faisceau fpqc dont les sections sur un 𝑋-schéma 𝑋1 sont les sections de 𝒪∗
𝑋1

valant 1 sur l’image réciproque de 𝑌. Pour 𝑛 ≥ 1 inversible sur 𝑋, la suite

0 → 𝑗!𝛍𝑛 → G𝑚(𝔪) 𝑛−→ G𝑚(𝔪) → 0

est une suite exacte de faisceaux sur le grand site étale (XVII 0.10) de 𝑋.

Soit 𝑖 le morphisme de grands sites étale 𝑖 ∶ 𝑌 → 𝑋 induit par 𝑖 :543

𝑖∗(𝑋1/𝑋) = 𝑋1 ×𝑋 𝑌.
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Le foncteur 𝑖∗ est exact. Dans le diagramme

(1.6.1.1)

0

��

0

��

0

��
0 // 𝑗!𝛍𝑛

//

��

G𝑚(𝔪) //

��

G𝑚(𝔪) //

��

0

0 // 𝛍𝑛
//

��

G𝑚
//

��

G𝑚
//

��

0

0 // 𝑖∗𝛍𝑛

��

// 𝑖∗G𝑚
//

��

𝑖∗G𝑚
//

��

0

0 0 0
les colonnes sont exactes, ainsi que les deux dernières lignes (IX 3.2). La première ligne est
donc exacte.

1.6.2. — Soient 𝑘 un corps et

𝐺′
1 ⟶ 𝐺′

2 ⟶ 𝐺 ⟶ 𝐺″
2 ⟶ 𝐺″

1

une suite exacte de faisceaux abéliens sur le grand site fppf de Spec(𝑘). On rappelle que si
𝐺′

1 et 𝐺′
2 sont représentables de type fini, et 𝐺″

2 et 𝐺″
1 représentables localement de type

fini, alors 𝐺 est représentable et localement de type fini(34).
Si 𝑃 est un groupe algébrique de type fini commutatif connexe sur 𝑘, et 𝑛 un entier in-

versible dans 𝑘, la suite

(1.6.2.1) 0 → 𝑛𝑃 → 𝑃 𝑛−→ 𝑃 → 0

est exacte. Si 𝐺 est un groupe commutatif fini étale sur 𝑘, annulé par 𝑛, le premier groupe
et la dernière flèche de la suite exacte

Hom(𝑃 , 𝐺) → Hom(𝑛𝑃 , 𝐺)
𝑗
−→ Ext1(𝑃 , 𝐺) 𝑛−→ Ext1(𝑃 , 𝐺)

sont nuls, d’où un isomorphisme

(1.6.2.2) 𝑗 ∶ Hom(𝑛𝑃 , 𝐺) ∼−→ Ext1(𝑃 , 𝐺).

34. N.D.E. : Dans le cas où 𝐺′
1 = 𝐺′

2 = 0, c’est évident. Dans le cas où 𝐺″
1 = 𝐺″

2 = 0, en utilisant SGA 3 V 10.1.1
(nouvelle édition), on peut se ramener au cas où 𝐺′

1 → 𝐺′
2 est un monomorphisme, qui est traité dans (SGA 3

VIA 3.2). On est ainsi ramené au cas où 𝐺′
1 = 𝐺″

1 = 0. On peut alors considérer le faisceau 𝐺 comme un torseur
sous 𝐺′

2 au-dessus du schéma 𝐺″
2 . Si on suppose que 𝐺′

2 est affine (situation dans laquelle on se retrouve d’après
(SGA 3 VIB 11.17) si avant de faire des réductions on a supposé 𝐺′

1 et 𝐺′
2 affines), alors la représentabilité de 𝐺

résulte aussitôt de la descente fidèlement plate. Ce cas particulier est suffisant pour les utilisations faites dans ce
paragraphe. Si 𝐺′

2 est quasi-projectif, on peut obtenir la représentabilité de 𝐺 en utilisant (SGA 1 VIII 7.7) et des
arguments semblables à ceux de [11, Lemme 3.3.1]. En fait, tout schéma en groupes 𝐺 de type fini sur un corps est
quasi-projectif : on peut supposer que 𝐺 est connexe, c’est alors [2, Corollary 1.2] si 𝐺 est lisse et (M. Raynaud)
le cas général s’y ramène parce que d’après (SGA 3 VIIA 8.3) il existe un morphisme fini de 𝐺 vers un schéma en
groupe lisse.
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1.6.3. — Sous les hypothèses de 1.6.1, supposons 𝑋 propre sur le spectre d’un corps 𝑘544

𝑝 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑘.

La suite exacte

0 ⟶ G𝑚(𝔪) ⟶ G𝑚 ⟶ 𝑖∗G𝑚 ⟶ 0

définit une suite exacte de cohomologie de faisceaux fppf sur Spec(𝑘), qu’il est facile d’in-
terpréter directement

(1.6.3.1) 0 → 𝑝∗G𝑚(𝔪) → 𝑝∗G𝑚𝑋
→ (𝑝𝑖)∗G𝑚𝑌

𝑗
−→ 𝑅1𝑝∗G𝑚(𝔪) → Pic𝑋/𝑘 → Pic𝑌 /𝑘 .

Les faisceaux 𝑝∗G𝑚𝑋
et (𝑝𝑖)∗G𝑚𝑌

sont représentables par des schémas en groupes de type
fini affines. Les faisceaux Pic𝑋/𝑘 et Pic𝑌 /𝑘 sont représentables par des schémas en groupes
localement de type fini. D’après 1.6.2, les faisceaux 𝑝∗G𝑚(𝔪) et 𝑅1𝑝∗G𝑚(𝔪) sont représen-
tables. D’après (1.5.13.1), le premier est représentable par un schéma en groupe connexe (et
de type fini) ; le second est localement de type fini.

Définition 1.6.4. — Sous les hypothèses précédentes, on désigne par Pic𝔪,𝑋/𝑘 le schéma en
groupes qui représente 𝑅1𝑝∗G𝑚(𝔪). On désigne par Pic0

𝔪,𝑋/𝑘 sa composante neutre et par
Pic𝜏

𝔪,𝑋/𝑘 l’image réciproque dans Pic𝔪,𝑋/𝑘 du sous-groupe de torsion de Pic𝔪,𝑋/𝑘 /Pic0
𝔪,𝑋/𝑘.

Le schéma Pic𝔪,𝑋/𝑘 représente le faisceau fppf engendré par le préfaisceau qui à chaque
schéma 𝑆 sur 𝑘 associe l’ensemble des classes d’isomorphie de modules inversibles sur 𝑆 ×𝑘
𝑋, trivialisés le long de 𝑆 ×𝑘 𝑌 (1.5.8).

La suite exacte de Kummer 1.6.1 fournit, pour 𝑘 algébriquement clos et 𝑛 inversible dans
𝑘, un isomorphisme

(1.6.4.1) 𝐻1
𝑐 (𝑈, 𝛍𝑛) ∼−→ 𝑛 Pic

𝜏
𝔪,𝑋/𝑘(𝑘).

1.6.5. — Soient 𝑋 une courbe lisse sur un corps algébriquement clos 𝑘, 𝑋 la courbe projec-545
tive et lisse contenant 𝑋 comme ouvert dense, 𝑌 un sous-schéma de 𝑋 tel que 𝑋 = 𝑋 − 𝑌,
𝔪 l’idéal qui définit 𝑌, 𝑛 un entier inversible dans 𝑘 et 𝐺 groupe abélien fini tué par 𝑛.

Le groupe Pic𝔪,𝑋/𝑘 est non canoniquement le produit du sous-groupe Pic0
𝔪,𝑋/𝑘 et d’un

groupe abélien libre. D’après (1.6.4.1), (1.6.2.2), et 1.5.14, on dispose dès lors d’un isomor-
phisme canonique composé

Hom(𝐻1
𝑐 (𝑋, 𝛍𝑛), 𝐺) ∼←− Hom(𝑛 Pic

𝜏
𝔪,𝑋/𝑘(𝑘), 𝐺) = Hom(𝑛 Pic

0
𝔪,𝑋/𝑘, 𝐺)

∼−→ Ext1(Pic0
𝔪,𝑋/𝑘, 𝐺) ∼←− Ext1(Pic𝔪,𝑋/𝑘, 𝐺) ∼−→ 𝐻1(𝑋, 𝐺)
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Si 𝑢 ∶ 𝑋 → 𝑌 est un morphisme fini entre courbes lisses sur 𝑘, on déduit de XVII 6.3. et
(1.5.15.2) la commutativité du diagramme

(1.6.5.1)

Hom(𝐻1
𝑐 (𝑌 , 𝛍𝑛), 𝐺) ∼ //

Hom(Tr𝑢,𝐺)

��

𝐻1(𝑌 , 𝐺)

𝑢∗

��
Hom(𝐻1

𝑐 (𝑋, 𝛍𝑛), 𝐺) ∼ // 𝐻1(𝑋, 𝐺).

Lemme 1.6.6. — Soient 𝑋 une courbe lisse sur un corps algébriquement clos 𝑘, 𝑛 un entier
inversible dans 𝑘 et 𝑢 ∶ 𝑋′ → 𝑋 un revêtement étale modéré. Le morphisme

Tr𝑢 ∶ 𝐻1
𝑐 (𝑋′,Z/𝑛) ⟶ 𝐻1

𝑐 (𝑋,Z/𝑛)

est alors (non canoniquement(35)) isomorphe au transposé du morphisme

𝑢∗ ∶ 𝐻1(𝑋,Z/𝑛) ⟶ 𝐻1(𝑋′,Z/𝑛).

1re démonstration. Puisque 𝛍𝑛 est isomorphe à Z/𝑛, 1.6.6 est un cas particulier de (1.6.5.1) pour
𝐺 = Z/𝑛.

2e démonstration. Si 𝑘 est le corps C des nombres complexes, alors, par les théorèmes de
comparaison, les morphismes Tr𝑢 et 𝑢∗ s’identifient aux morphismes analogues, définis par
l’application continue entre espaces topologiques 𝑢 ∶ 𝑋′(C) → 𝑋(C) :

Tr𝑢 ∶ 𝐻1
𝑐 (𝑋′(C),Z/𝑛) ⟶ 𝐻1

𝑐 (𝑋(C),Z/𝑛) et

𝑢∗ ∶ 𝐻1(𝑋(C),Z/𝑛) ⟶ 𝐻1(𝑋′(C),Z/𝑛).

Ces deux homomorphismes sont transposés l’un de l’autre par dualité de Poincaré. 546
Par le principe de Lefschetz, l’assertion 1.6.6 est encore vraie pour 𝑘 de caractéristique

0 (les groupes de cohomologie considérés sont en effet invariants par changement de corps
de base algébriquement clos).

Si 𝑘 est caractéristique 𝑝 > 0, soit 𝑊 (𝑘) l’anneau des vecteurs de Witt sur 𝑘. Soit 𝑋 la
courbe projective et lisse complétée de 𝑋. D’après (SGA 1 III 7.4), la courbe 𝑋 se relève en
une courbe projective et lisse 𝑋1 sur 𝑊 (𝑘). Puisque 𝑋 est lisse, chaque point 𝑠𝑖 ∈ 𝑆 =
𝑋 − 𝑋 se relève en une section 𝑠′

𝑖 de 𝑋 sur 𝑊 (𝑘) ; on pose 𝑆1 = ⋃𝑖 𝑠′
𝑖 (Spec(𝑊 (𝑘))) et

𝑋1 = 𝑋1 − 𝑆1.
Rappelons (SGA 1 XIII 2.4) que le revêtement 𝑋′ de 𝑋 se relève en un revêtement étale

𝑋′
1 de 𝑋1, et que 𝑋′

1 se déduit d’une courbe projective et lisse 𝑋′
1 sur 𝑊 (𝑘) par soustraction

35. N.D.E. : L’isomorphisme est canonique si on a choisi un isomorphisme 𝛍𝑛 ≃ Z/𝑛.
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de la réunion 𝑆′
1 d’un nombre fini de sections disjointes.

𝑋1

𝑓1

��

𝑋oo

��

𝑋′
1

𝑢1

??

𝑓 ′
1

��

𝑋′oo

𝑢

AA

��
Spec(𝑊 (𝑘)) Spec(𝑘).oo

Les faisceaux étales 𝑅1𝑓1∗(Z/𝑛), 𝑅1𝑓 ′
1∗(Z/𝑛), 𝑅1𝑓1!(Z/𝑛) et 𝑅1𝑓 ′

1!(Z/𝑛) sont localement
constants de formation compatible aux changements de base, comme le montrent les suites547

exactes reliant les cohomologies de 𝑋1, 𝑋1 et 𝑆1, ou 𝑋′
1, 𝑋′

1 et 𝑆′
1.

Les fibres géométriques spéciales ou génériques des morphismes

Tr𝑢1
∶ 𝑅1𝑓 ′

1!Z/𝑛 ⟶ 𝑅1𝑓1!Z/𝑛

ou
𝑢∗

1 ∶ 𝑅1𝑓1∗Z/𝑛 ⟶ 𝑅1𝑓 ′
1∗Z/𝑛

sont donc isomorphes, et ceci nous ramène au cas déjà traité où 𝑘 est de caractéristique zéro.

Lemme 1.6.7. — Soient 𝑋 une courbe lisse connexe sur un corps algébriquement clos 𝑘 d’expo-
sant caractéristique 𝑝, et 𝑛 un entier premier à 𝑝. Il existe un revêtement principal (= fini étale
galoisien (surjectif)) 𝑢 ∶ 𝑋′ → 𝑋, de degré divisant une puissance de 𝑛, tel que le morphisme
trace

Tr𝑢 ∶ 𝐻1
𝑐 (𝑋′,Z/𝑛) ⟶ 𝐻1

𝑐 (𝑋,Z/𝑛)

soit nul.

Rappelons que le groupe 𝐻1(𝑋,Z/𝑛) est fini (IX 4.6 ou XVI 5.2). Soit 𝑢 ∶ 𝑋′ → 𝑋 le plus
grand revêtement principal abélien connexe de 𝑋 de groupe de Galois tué par 𝑛 (son groupe
de Galois est noté 𝐻1(𝑋,Z/𝑛)). Par construction, l’homomorphisme

𝑢∗ ∶ 𝐻1(𝑋,Z/𝑛) ⟶ 𝐻1(𝑋′,Z/𝑛)

est nul. D’après 1.6.6, l’homomorphisme

Tr𝑢 ∶ 𝐻1
𝑐 (𝑋′,Z/𝑛) ⟶ 𝐻1

𝑐 (𝑋,Z/𝑛)

est donc nul.
Rappelons le lemme suivant (EGA IV 15.6.5) :

Lemme 1.6.8. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 unmorphisme lisse et 𝑥 une section de 𝑓. Il existe alors un
ouvert de Zariski 𝑈 de 𝑋, contenant 𝑥, et tel que les fibres géométriques de 𝑓|𝑈 soient connexes.
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Lemme fondamental 1.6.9. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 une courbe lisse (1.1.2) compactifiable548
(XVII 3.2), 𝑥 un point géométrique de 𝑋, 𝑠 son image dans 𝑆 et 𝑛 ≥ 1 un entier inversible sur
𝑆. Il existe un voisinage étale 𝑉 de 𝑠 dans 𝑆 et un voisinage étale 𝑈 de 𝑥 dans 𝑓 −1(𝑉 ) = 𝑉 ×𝑆 𝑋

(1.6.9.1)

𝑥 // 𝑈

𝑓 ′

��

𝑢 // 𝑓 −1(𝑉 ) //

𝑓𝑣

��

𝑋

𝑓

��
𝑠 // 𝑉 // 𝑆,

tels que l’on ait 𝑅0𝑓 ′
! Z/𝑛 = 0, que la flèche XVII 6.2

Tr𝑢 ∶ 𝑅1𝑓 ′
! Z/𝑛 ⟶ 𝑅1𝑓𝑣!Z/𝑛

soit nulle, et que le morphisme trace

Tr𝑓 ′ ∶ 𝑅2𝑓 ′
! Z/𝑛(1) ⟶ Z/𝑛

soit un isomorphisme.

Pour que 𝑅0𝑓 ′
! Z/𝑛 = 0, il suffit que 𝑓 ′ soit quasi-affine ; pour que Tr𝑓 ′ soit un isomor-

phisme, il suffit que les fibres géométriques de 𝑓 ′ soient connexes (1.1.9) ; grâce à 1.6.8, ces
propriétés de 𝑓 ′ sont faciles à obtenir, localement sur 𝑆 pour la topologie étale. Il reste à dé-
montrer pour 𝑋 à fibres géométriques connexes, l’existence d’un diagramme (1.6.9.1) pour
lequel la flèche Tr𝑢 considérés soit nulle : il suffira de rétrécir 𝑈 et 𝑉 pour que les deux autres
propriétés requises de 𝑓 ′ soient vérifiées.

Le problème est local sur 𝑆 au voisinage de 𝑠 ; par XVII 5.2.6 (changement de base), on se
ramène aussitôt au cas 𝑆 noethérien. Par passage à la limite, et grâce à XVII 5.3.6 (construc-
tibilité) on se ramène au cas 𝑆 strictement local noethérien, de point fermé image de 𝑠.

Soit 𝑡 un point géométrique de 𝑆. D’après 1.6.7, il existe un revêtement principal de degré
premier à l’exposant caractéristique 𝑝 de 𝑘(𝑠) 𝑢 ∶ 𝑋1

𝑡 → 𝑋𝑡, tel que la flèche

Tr𝑢 ∶ 𝐻1
𝑐 (𝑋1

𝑡 ,Z/𝑛) ⟶ 𝐻1
𝑐 (𝑋𝑡,Z/𝑛)

soit nulle. D’après le théorème d’acyclicité XV 2.1 (ou XV 2.6), il existe un voisinage étale 549
𝑣 ∶ 𝑈 → 𝑋 de 𝑥 dans 𝑋 tel que 𝑋1

𝑡 splitte au-dessus de 𝑈𝑡, de sorte que : 𝑣𝑡 ∶ 𝑈𝑡 → 𝑋𝑡 se
factorise par 𝑋1

𝑡 . On a donc encore

Tr𝑣𝑡
= 0 ∶ 𝐻1

𝑐 (𝑈𝑡,Z/𝑛) ⟶ 𝐻1
𝑐 (𝑋𝑡,Z/𝑛).

Pour tout point géométrique 𝑡 de 𝑆, il existe donc un voisinage étale de 𝑥 dans 𝑋

𝑈 𝑣 //

𝑓 ′
��

𝑋

𝑓
��

𝑆
tel que la fibre en 𝑡 de

(1.6.9.2) Tr𝑣 ∶ 𝑅1𝑓 ′
! Z/𝑛 ⟶ 𝑅1𝑓!Z/𝑛

soit nulle (XVII 5.2.6).
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Pour 𝑈 variable, les images des flèches (1.6.9.2) forment un système décroissant filtrant
de sous-faisceaux du faisceau constructible𝑅1𝑓!Z/𝑛, qui devient nul en un quelconque point
géométrique de 𝑆. Par récurrence noethérienne, on vérifie qu’un tel système est toujours
stationnaire, de valeur stationnaire nulle. Il existe donc 𝑈 tel que (1.6.9.2) soit nul, et ceci
achève la démonstration de 1.6.9.

2. Le morphisme trace
550

Le présent § est consacré à la démonstration des théorèmes 2.9 et 2.12. La démonstration
de 2.9 n’utilise que le nᵒ 1 du § 1.

Lemme 2.1. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme compactifiable (XVII 3.2.1) de dimension
relative ≤ 𝑑 et 𝑗 ∶ 𝑈 ↪ 𝑋 un sous-schéma ouvert de type fini de 𝑋, dont le complément est
fibre par fibre de dimension < 𝑑 (par exemple : 𝑈 dense fibre par fibre dans 𝑋). Si 𝐹 est un
faisceau de torsion sur 𝑋, la flèche canonique

𝑅2𝑑(𝑓𝑗)!𝑗∗𝐹 ∼−→ 𝑅2𝑑𝑓!𝐹

est un isomorphisme.

Soit 𝑖 l’inclusion de 𝑌 = 𝑋 − 𝑈 dans 𝑋. La suite exacte (XVII 5.1.16.2) nous fournit une
suite exacte

𝑅2𝑑−1(𝑓 𝑖)!𝑖∗𝐹 ⟶ 𝑅2𝑑(𝑓𝑗)!𝑗∗𝐹 ⟶ 𝑅2𝑑𝑓!𝐹 ⟶ 𝑅2𝑑(𝑓 𝑖)!𝑖∗𝐹

dont les termes extrêmes sont nuls en vertu de (XVII 5.2.8.1).

Lemme 2.2. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme compactifiable de dimension relative ≤ 𝑑,
et 𝑢𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋 une famille de morphismes étales, séparés, de type fini ; soit 𝑢𝑖𝑗 ∶ 𝑋𝑖𝑗 =
𝑋𝑖 ×𝑋 𝑋𝑗 → 𝑋. Pour tout faisceau de torsion 𝐹 sur 𝑋, la suite

⨁
𝑖,𝑗

𝑅2𝑑(𝑓𝑢𝑖𝑗)!𝑢∗
𝑖𝑗𝐹 ⇉ ⨁

𝑖
𝑅2𝑑(𝑓𝑢𝑖)!𝑢∗

𝑖 𝐹 → 𝑅2𝑑𝑓!𝐹 → 0

de flèches (XVII 6.2.7.2) est exacte.

Résulte aussitôt de l’exactitude à droite du foncteur 𝑅2𝑑𝑓! et de XVII 6.2.9.

Lemme 2.3. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme plat de présentation finie. L’ouvert de 𝑋 sur
lequel 𝑓 est de Cohen-Macaulay (EGA IV 6.8.1 et 12.2.1 (vii), est relativement de présentation
finie et dense fibre par fibre.

La question est locale sur 𝑆, qu’on se ramène à supposer noethérien, d’où la 1re assertion.551
La seconde se vérifie fibre par fibre, donc pour 𝑆 spectre d’un corps. Les anneaux locaux
de 𝑋 aux points maximaux de 𝑋 sont artiniens, donc de Cohen-Macaulay, d’où l’assertion
puisque «Cohen-Macaulay » est une propriété « ouverte ».

Lemme 2.4. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme plat de présentation finie et de Cohen-
Macaulay, avec 𝑆 quasi-séparé. Tout point de 𝑋 a un voisinage ouvert (de Zariski) 𝑈 tel qu’il
existe un 𝑆-morphisme quasi-fini et plat de présentation finie de 𝑈 dans le fibré vectoriel type
E𝑑

𝑆.
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C’est un cas particulier de EGA IV 15.4.3.

Lemme 2.5. — Soient 𝑢 = (𝑢1, … , 𝑢𝑑) et 𝑣 = (𝑣1, … , 𝑣𝑑) deux systèmes de paramètres d’un
anneau local de Cohen-Macaulay 𝐴, de dimension 𝑑 et d’idéal maximal 𝔪. Il existe une suite
𝑤0, … , 𝑤𝑛 de systèmes de paramètres de 𝐴, telle que 𝑤0 = 𝑢, 𝑤𝑛 = 𝑣 et que chaque 𝑤𝑖+1 se
déduise de 𝑤𝑖 en modifiant un seul des paramètres.

On raisonne par récurrence sur 𝑑, l’assertion étant vide pour 𝑑 < 2 ; on suppose donc
𝑑 ≥ 2. Pour qu’un élément 𝑥 ∈ 𝔪 soit 𝐴/𝑢1-régulier (resp. 𝐴/𝑣1-régulier) il faut et il suffit
que 𝑥 n’appartienne à aucun élément de Ass(𝐴/𝑢1) (resp. Ass(𝐴/𝑣1)) ; aucune réunion finie
d’idéaux premiers ≠ 𝔪 n’étant égale à 𝔪, il existe 𝑥 ∈ 𝔪 qui soit 𝐴/𝑢1- et 𝐴/𝑣1-régulier,
donc aussi des systèmes de paramètres 𝑎 = (𝑢1, 𝑥, … ) et 𝑏 = (𝑣1, 𝑥, … ). On conclut en
appliquant l’hypothèse de récurrence à 𝑢 − {𝑢1} et 𝑎 − {𝑢1} dans 𝐴/𝑢1, à 𝑎 − {𝑥} et 𝑏 − {𝑥}
dans 𝐴/𝑥 et à 𝑏 − {𝑣1} et 𝑣 − {𝑣1} dans 𝐴/𝑣1.

Lemme 2.6. — Soient 𝑋 un schéma de Cohen-Macaulay de type fini sur un corps algébrique-
ment clos 𝑘 et 𝑢, 𝑣 ∶ 𝑋 → E𝑑

𝑘 deux morphismes quasi-finis et plats de 𝑋 dans un fibré vectoriel
type. Tout point fermé 𝑥 de 𝑋 a un voisinage ouvert (de Zariski) 𝑈, tel qu’il existe une suite de 552
morphismes 𝑤0, … , 𝑤𝑛 ∶ 𝑈 → E𝑑

𝑘, telle que 𝑤0 = 𝑢|𝑈, 𝑤𝑛 = 𝑣|𝑈 et que 𝑤𝑖+1 ne diffère de
𝑤𝑖 que par une seule coordonnée.

Supposons tout d’abord que 𝑢(𝑥) = 𝑣(𝑥) = 0. Les germes en 𝑥 de morphismes quasi-
finis plats de 𝑋 dans 𝑑

𝑘, envoyant 𝑥 en 0, s’identifient alors aux système de paramètres de
l’anneau local 𝒪𝑋,𝑥 et 2.6 résulte de 2.5. Dans le cas général, on commence à joindre 𝑢 et
𝑢 − 𝑢(𝑥) (resp. 𝑣 et 𝑣 − 𝑣(𝑥)) par la chaîne des morphismes

𝑢 − (𝑢1(𝑥), … , 𝑢𝑖(𝑥), 0, … , 0)(resp. 𝑣 − (𝑣1(𝑥), … , 𝑣𝑖(𝑥), 0 … 0)).

2.7. — Soit un couple de morphismes 𝑆-compactifiables composables 𝑋
𝑔
−→ 𝑌

𝑓
−→ 𝑆. Suppo-

sons que 𝑓 soit de dimension relative ≤ 𝑑 et 𝑔 de dimension relative ≤ 𝑒. Pour tout faisceau
de torsion 𝐹 sur 𝑋, la suite spectrale de composition

(2.7.1) 𝑅𝑝𝑓!𝑅𝑞𝑔!𝐹 ⟹ 𝑅𝑝+𝑞(𝑓𝑔)!𝐹

nous fournit alors (argument du cycle maximum) un isomorphisme

(2.7.2) 𝑅2𝑑𝑓!𝑅2𝑒𝑔!𝐹 ≃ 𝑅2(𝑑+𝑒)(𝑓𝑔)!𝐹.

2.8. — Soit
𝑎𝑑 ∶ E𝑑

𝑆 ⟶ 𝑆
le fibré vectoriel type sur un schéma cohérent (i.e. quasi-compact, quasi-séparé) 𝑆. Si 𝐹 est
un faisceau de torsion sur 𝑆, premier aux caractéristiques résiduelles de 𝑆, on définit comme
suit, par récurrence sur 𝑑, un morphisme trace

(2.8.1) Tr𝑎𝑑 ∶ 𝑅2𝑑𝑎𝑑
! 𝐹 (𝑑) ∼−→ 𝐹.
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Pour 𝑑 = 0, Tr𝑎0 est l’identité. Pour 𝑑 = 1, Tr𝑎1 est l’isomorphisme (1.1.6) (cf. 1.1.9).
Enfin, on a un isomorphisme canonique

E𝑑+1
𝑆 = E1

𝑆 ×𝑆 E𝑑
𝑆 = E1

E𝑑
𝑆

et on définit Tr𝑎𝑑+1 comme le composé des isomorphismes Tr𝑎𝑑
𝑆
et 𝑅𝑎𝑑

𝑆!(Tr𝑎1
E𝑑

𝑆

) (cf. le dia-553

gramme Var 3 de 2.9).
La source (et le but) de (2.8.1) sont de formation compatible à tout changement de base.

Tout groupe algébrique sur 𝑆 agissant sur E𝑑
𝑆 agit donc sur ces faisceaux ; un groupe al-

gébrique connexe agit nécessairement de façon triviale. Le groupe des permutations des
coordonnées, contenu dans le groupe affine, agit donc trivialement sur la source (et le but)
de (2.8.1).

2.8.2. — L’isomorphisme (2.8.1) est invariant par permutation des coordonnées.
Ce point pourrait aussi se vérifier en interprétant (2.8.1) en termes de cup-produits (XVII

5.4.2.2 et XVII 5.4.3.5).

Théorème 2.9. — Considérons les triples (𝑓 , 𝑑, 𝐹 ) formés d’un morphisme compactifiable
(XVII 6.3) 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌, d’un entier 𝑑 et d’un faisceau de torsion 𝐹 sur 𝑌 premier aux carac-
téristiques résiduelles de 𝑌, le morphisme 𝑓 vérifiant la condition : (∗)𝑑 Il existe un ouvert 𝑈
de 𝑋 tel que la restriction de 𝑓 à 𝑈 soit un morphisme plat de présentation finie à fibres de
dimension ≤ 𝑑, et tel que les fibres de 𝑋 − 𝑈 soient de dimension < 𝑑.

Il est d’une et d’une seule façon possible d’associer à chaque triple (𝑓 , 𝑑, 𝐹 ) comme plus haut
un morphisme trace

Tr𝑓 ∶ 𝑅2𝑑𝑓!𝑓 ∗𝐹 (𝑑) ⟶ 𝐹

de telle sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

(Var 1) (Fonctorialité). Le morphisme trace est fonctoriel en 𝐹.
(Var 2) (Compatibilité aux changements de base). Quel que soit le carré cartésien

𝑋′
𝑔′
//

𝑓 ′

��

𝑋

𝑓
��

𝑌 ′
𝑔
// 𝑌

avec 𝑌 ′ quasi-compact quasi-séparé, le diagramme554

𝑅2𝑑𝑓 ′
! 𝑓 ′∗𝑔∗𝐹 (𝑑)

𝑇 𝑟𝑓′

��

𝑅2𝑑𝑓 ′
! 𝑔′∗𝑓 ∗𝐹 (𝑑) 𝑔∗𝑅2𝑑𝑓!𝑓 ∗𝐹 (𝑑)∼oo

𝑔∗(𝑇 𝑟𝑓)

��
𝑔∗𝐹 𝑔∗𝐹

dans lequel l’isomorphisme horizontal est la flèche de changement de base XVII 5.2.2.1,
est commutatif.
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(Var 3) (Compatibilité à la composition).Quels que soient le couple demorphismes𝑍-compactifiables
composables

𝑋
𝑔
−→ 𝑌

𝑓
−→ 𝑍,

les entiers 𝑑 et 𝑒 tels que 𝑓 vérifie (∗)𝑑 et que 𝑔 vérifie (∗)𝑒, et le faisceau de torsion 𝐹 sur
𝑍, le morphisme composé 𝑓𝑔 vérifie (∗)𝑑+𝑒 et le diagramme

𝑅2𝑑𝑓!𝑅2𝑒𝑔!𝑔∗𝑓 ∗𝐹 (𝑑)(𝑒)
OO

∽

��

𝑅2𝑑𝑓!(Tr𝑔)
// 𝑅2𝑑𝑓!𝑓 ∗𝐹 (𝑑)

Tr𝑓
��

𝑅2(𝑑+𝑒)(𝑓𝑔)!(𝑓𝑔)∗𝐹 (𝑑 + 𝑒)
Tr𝑓𝑔 // 𝐹

dans lequel l’isomorphisme vertical est la flèche (2.7.2), est commutatif.
(Var 4) (Normalisations).

(I) Si 𝑓 est fini localement libre de rang 𝑛 et si 𝑑 = 0, le morphisme composé

𝐹 ⟶ 𝑓∗𝑓 ∗𝐹 = 𝑓!𝑓 ∗𝐹
tr𝑓
−−→ 𝐹

est la multiplication par 𝑛.
(II) Si 𝑓 est la droite affine type 𝑓 ∶ E1

𝑌 → 𝑌, et si 𝑑 = 1, le morphisme trace 555

Tr𝑓 ∶ 𝑅2𝑓!𝑓 ∗𝐹 (1) ⟶ 𝐹

est l’isomorphisme (2.8.1).

a) Pour 𝑑 = 0, la condition (∗)𝑑 est que 𝑓 soit quasi-fini plat de présentation finie. En
vertu de (XVII 6.2.3), pour 𝑑 = 0, le morphisme trace doit coïncider avec le morphisme
construit en loc. cit.

Lorsque 𝑓 est la projection de l’espace affine type 𝑑
𝑆 sur 𝑆, il résulte de (Var 4) (II)

et (Var 3) que Tr𝑓 doit être l’isomorphisme (2.8.1).
b) Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme compactifiable vérifiant la condition : (∗)𝑑 Il existe un

𝑌-morphisme quasi-fini et plat de présentation finie 𝑢 de 𝑋 dans le fibré vectoriel type
𝑎𝑑 ∶ E𝑑

𝑌 → 𝑌.
Soit 𝑡(𝑓 , 𝑢) le morphisme « composé » des morphismes trace (2.8.1) et (SGA XVII

6.2.3) (cf. (Var 3))

𝑡(𝑓 , 𝑢) = Tr𝑎𝑑 ∘𝑅2𝑑𝑎𝑑
! (Tr𝑢).

Cemorphisme 𝑡(𝑓 , 𝑢) vérifie (Var 1) et (Var 2). Par changement de base, pour vérifier
que 𝑡(𝑓 , 𝑢) ne dépend que de 𝑓 et de 𝑑, et non de 𝑢, il suffit de le vérifier pour 𝑌 spectre
d’un corps algébriquement clos 𝑘. D’après 2.2, la question est locale sur 𝑋, de sorte
que d’après 2.6, il suffit de montrer que 𝑡(𝑓 , 𝑢) = 𝑡(𝑓 , 𝑣) lorsque 𝑢 et 𝑣 ne diffèrent que
par une seule coordonnée que, par 2.8.2, on peut supposer être la première. Posant
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𝐸 = E𝑑−1
𝑌 , on dispose donc d’un diagramme commutatif

E1
𝐸

𝑎

��

𝑋 𝑣
//

𝑢

88

𝑓

��

𝑥
**

E1
𝐸

𝑎

��
𝐸

𝑤
vv𝑌

On a par construction (2.8)556

Tr𝑤𝑎 = Tr𝑤 ∘𝑅2(𝑑−1)𝑤!(Tr𝑎) ;

on en déduit que 𝑡(𝑓 , 𝑢) est le « composé » de Tr𝑤 et de 𝑡(𝑥, 𝑢) :

𝑡(𝑓 , 𝑢) = Tr𝑤𝑎 ∘𝑅2𝑑(𝑤𝑎)!(Tr𝑢)

= Tr𝑤 ∘𝑅2(𝑑−1)𝑤!(Tr𝑎) ∘ 𝑅2𝑑(𝑤𝑎)!(Tr𝑢)

= Tr𝑤 ∘𝑅2(𝑑−1)𝑤!(Tr𝑎 ∘𝑅2𝑎!(Tr𝑢)).

De plus (1.1.7), 𝑡(𝑥, 𝑢) n’est autre que le morphisme Tr𝑥 de 1.1.6 ; on a donc 𝑡(𝑥, 𝑢) =
𝑡(𝑥, 𝑣) = Tr𝑥 et 𝑡(𝑓 , 𝑢) = 𝑡(𝑓 , 𝑣).

On désignera par Tr𝑓 le morphisme 𝑡(𝑓 , 𝑢) construit plus haut. D’après XVII 6.2.3,
ce morphisme trace vérifie (Var 1), (Var 2), (Var 3) pour 𝑒 = 0, et (Var 4). Quand il
est défini, il coïncide nécessairement avec le morphisme trace cherché, si ce dernier
existe.

c) Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme compactifiable de Cohen-Macaulay, plat de présenta-
tion finie, purement de dimension relative 𝑑. Soit (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 un recouvrement de 𝑋 par
des ouverts quasi-compacts, tels qu’il existe un 𝑌-morphisme quasi-fini et plat de 𝑈𝑖
dans E𝑑

𝑌 (2.4). D’après 2.2 et b), il existe alors un et un seul morphisme Tr𝑓 rendant
commutatif le diagramme suivant, où sont employées les notations de 2.2 :

⨁𝑖,𝑗 𝑅2𝑑(𝑓𝑢𝑖𝑗)!(𝑓𝑢𝑖𝑗)∗𝐹 (𝑑) ////⨁𝑖 𝑅2𝑑(𝑓𝑢𝑖)!(𝑓𝑢𝑖)∗𝐹 (𝑑)

⨁𝑖 Tr𝑓𝑢𝑖

%%

// 𝑅2𝑑𝑓!𝑓 ∗𝐹 (𝑑)

Tr𝑓

��
𝐹

Ce morphisme trace ne dépend pas du recouvrement ouvert choisi (comparer les
deux au recouvrement somme) ; il vérifie les conditions (Var 1), (Var 2), (Var 3) pour
𝑒 = 0, (Var 4), comme il résulte aussitôt de b).
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d) Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme compactifiable vérifiant (∗)𝑑, et 𝑗 ∶ 𝑈 ↪ 𝑋 l’ouvert557
promis par (∗)𝑑. D’après 2.3, quitte à remplacer 𝑈 par un ouvert plus petit, on peut
supposer que 𝑓𝑗 est de Cohen-Macaulay, et purement de dimension 𝑑.
D’après 2.1, le morphisme canonique

𝑅2𝑑(𝑓𝑗)!(𝑓𝑗)∗𝐹 (𝑑) ∼−→ 𝑅2𝑑𝑓!𝑓 ∗𝐹 (𝑑)

est un isomorphisme, et on définit Tr𝑓 comme étant le composé

Tr𝑓 ∶ 𝑅2𝑑𝑓!𝑓 ∗𝐹 (𝑑) ∼←− 𝑅2𝑑(𝑓𝑗)!(𝑓𝑗)∗𝐹 (𝑑)
Tr𝑓𝑗
−−−→ 𝐹.

Il est immédiatement, grâce à (Var 3) pour 𝑒 = 0 établi en c), que Tr𝑓 ne dépend pas du
choix de 𝑈. Le morphisme trace vérifie (Var 1), (Var 2), (Var 3) pour 𝑒 = 0, (Var 4), et
est le seul à pouvoir vérifier les conditions imposées. Reste à prouver qu’il vérifie (Var
3), et pour ce faire on se ramène, par les arguments qui précèdent, à ne considérer que
des couples (𝑓 , 𝑑), (𝑔, 𝑒) vérifiant (∗)𝑑 et (∗)𝑒.

Le lecteur qui voudrait polir les raisonnements qui suivent vérifiera au préalable le

Lemme 2.9.1. — Soient (𝑓 , 𝑔, ℎ) trois morphismes 𝑇-compactifiables composables, vé-
rifiant (∗)𝑘, (∗)ℓ et (∗)𝑚.

𝑋 ℎ−→ 𝑌
𝑔
−→ 𝑍

𝑓
−→ 𝑇.

Si les couples (𝑓 , 𝑔) et (𝑔, ℎ) vérifient (Var 3), alors pour que (𝑓 , 𝑔ℎ) vérifie (Var 3), il
faut et il suffit que (𝑓𝑔, ℎ) vérifie (Var 3).

La condition envisagée dans la conclusion signifie encore que Tr𝑓𝑔ℎ est « compo-
sé » de Tr𝑓, Tr𝑔 et Trℎ.

e) Soit un diagramme commutatif :

𝑋 𝑣 //

𝑔

  

E𝑒
𝑌

𝑢′
//

𝑐

��

E𝑑+𝑒
𝑍

𝑏

��
𝑌 𝑢 //

𝑓
""

E𝑑
𝑍

𝑎

��
𝑍

Le morphisme trace relatif à 𝑓𝑔 est le « composé » des morphismes traces relatifs à 558
𝑎𝑏 et 𝑢′𝑣 ; c’est encore, par construction pour 𝑎𝑏, et d’après XVII 6.2.3 pour 𝑢′𝑣, le
« composé » des morphismes trace relatifs à 𝑎, 𝑏, 𝑢′ et 𝑣. D’autre part, le « composé »
des morphismes trace relatifs à 𝑓 et 𝑔 est le « composé » de ceux relatifs à 𝑎, 𝑢, 𝑐 et 𝑣.
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Il s’agit donc de vérifier que pour tout diagramme cartésien

(2.9.2)

E𝑒
𝑆

𝑏′

��

𝑢′
// E𝑒

𝑇

𝑏
��

𝑆 𝑢 // 𝑇

avec 𝑢 quasi-fini et plat de présentation finie, le diagramme demorphismes trace (2.8.1)
et XVII 6.2.)

(2.9.3)

𝑅2𝑒𝑏!𝑢′
! 𝑢′∗𝑏∗𝐹 (𝑒)

𝑅2𝑒𝑏!(Tr𝑢′ )
// 𝑅2𝑒𝑏!𝑏∗𝐹 (𝑒)

Tr𝑏 // 𝐹

𝑢!𝑅2𝑒𝑏′
! 𝑏′∗𝑢∗𝐹 (𝑒)

𝑢!(Tr𝑏′ )
// 𝑢!𝑢∗𝐹

Tr𝑢 // 𝐹

est commutatif.

Par changement de base, il suffit de le vérifier pour 𝑇 spectre d’un corps algébriquement
clos 𝑘. Si 𝑆 est somme de schémas 𝑆𝑖, on se ramène à ne vérifier la commutativité de (2.9.3)
que pour les diagrammes (2.9.2) de base 𝑢𝑖 ∶ 𝑆𝑖 → 𝑇. Ceci permet de supposer que 𝑆 est le
spectre d’une 𝑘-algèbre artinienne locale 𝐴, de degré fini 𝑛 = [𝐴 ∶ 𝑘]. Si on identifie alors
les faisceaux sur 𝑇 (resp. sur E𝑒

𝑇) avec les faisceaux sur 𝑆 (resp. sur E𝑒
𝑆) par le foncteur 𝑢∗

(resp. 𝑢′∗) (VIII 1.1), le morphisme Tr𝑏 s’identifie au morphisme Tr𝑏′ (compatibilité de (2.8.1)
aux changements de base), tandis que Tr𝑢 et Tr𝑢′ s’identifient à la multiplication par 𝑛, d’où
l’assertion(36). Ceci achève la démonstration de 2.9.

On a vu au courant de la démonstration que l’on a :559

Proposition 2.10. — Les morphismes trace XVII 6.2.3, XVIII 1.1.6 et (2.8.1) sont des cas par-
ticuliers du morphisme trace 2.9.

Remarque 2.10.1. — On peut montrer sans difficulté que le morphisme trace de 2.9 est un
isomorphisme si et seulement si les fibres géométriques de 𝑓 ont exactement une compo-
sante irréductible de dimension 𝑑, et la «multiplicité » de celle-ci est première à 𝑛. Nous ne
donnerons pas ici la démonstration directe de ce fait qui résultera de façon immédiate du
« théorème de dualité globale » du § 3.

36. N.D.E. : Il était également possible de ramener cette compatibilité au cas 𝑒 = 1 qui s’obtient en combinant
1.1.7 et 1.1.8. Les arguments donnés ici sont d’ailleurs semblables à ceux qui avaient été passés sous silence en 1.1.8.
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2.11. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 et 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑆 deux morphismes 𝑆-compactifiables vérifiant
respectivement (∗)𝑑 et (∗)𝑒.

𝑋 ×𝑆 𝑌

𝑓×𝑔

��

pr1

{{

pr2

""
𝑋

𝑓
##

𝑌

𝑔
{{

𝑆
L’isomorphisme de Künneth (XVII 5.4.3)

𝑅𝑓!(𝑍/𝑛)
L
⊗Z/𝑛𝑅𝑔!(𝑍/𝑛) ∼−→ 𝑅(𝑓 × 𝑔)!(Z/𝑛)

induit un isomorphisme

(2.11.1) 𝑅2𝑑𝑓!Z/𝑛 ⊗ 𝑅2𝑒𝑔!Z/𝑛 ∼−→ 𝑅2(𝑑+𝑒)(𝑓 × 𝑔)!(Z/𝑛)

Il est clair que 𝑓 × 𝑔 vérifie (∗)𝑑+𝑒 ; on a la compatibilité :

Proposition 2.12. — Le diagramme suivant

(2.12.1)

𝑅2𝑑𝑓!Z/𝑛(𝑑) ⊗ 𝑅2𝑒𝑔!Z/𝑛(𝑒) ∼ //

Tr𝑓 ⊗Tr𝑔

��

𝑅2(𝑑+𝑒)(𝑓 × 𝑔)!Z/𝑛(𝑑 + 𝑒)

Tr𝑓×𝑔

��
Z/𝑛 Z/𝑛,

dans lequel la première flèche horizontale est une forme tordue de (2.11.1), est commutatif. 560

Pour le vérifier, il suffit d’utiliser (Var 3), et l’interprétation asymétrique de la flèche de
Künneth utilisée dans la démonstration de XVII 5.4.3 (XVII 5.4.3.5).

2.13. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme 𝑆-compactifiable vérifiant (∗)𝑑, 𝒜 un faisceau
d’anneaux sur 𝑆 et 𝑛 un entier inversible sur 𝑆 tel que 𝑛𝒜 = 0.

Pour tout 𝐾 ∈ 𝐷(𝑆, 𝒜), on a (XVII 5.2.6)

(2.13.1) 𝐾
L
⊗Z/𝑛𝑅𝑓!Z/𝑛(𝑑) ∼−→ 𝑅𝑓!(𝑓 ∗𝐾(𝑑)).

Le morphisme trace
Tr𝑓 ∶ 𝑅2𝑑𝑓!Z/𝑛(𝑑) ⟶ Z/𝑛

peut encore s’interpréter comme un morphisme

Tr𝑓 ∶ 𝑅𝑓!Z/𝑛(𝑑)[2𝑑] ⟶ Z/𝑛.

Par tensorisation avec 𝐾, ce morphisme définit, via (2.13.1), un morphisme trace

(2.13.2) Tr𝑓 ∶ 𝑅𝑓!(𝑓 ∗𝐾(𝑑)[2𝑑]) ⟶ 𝐾.
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Comme nous le verrons en 3.2.5 le théorème suivant est essentiellement équivalent au
théorème de dualité globale en cohomologie étale.

Théorème 2.14. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme lisse et compactifiable purement de
dimension relative 𝑑, et 𝑛 un entier ≥ 1 inversible sur 𝑆. Quel que soit le point géométrique 𝑥
de 𝑋 d’image 𝑠 dans 𝑆, il existe un voisinage étale 𝑉 de 𝑠 dans 𝑆 et un voisinage étale 𝑈 de 𝑥
dans 𝑓 −1(𝑉 )

(2.14.1)

𝑈

𝑓 ′
𝑉

##

𝑗 // 𝑓 −1(𝑉 ) //

𝑓𝑉

��

𝑋

𝑓

��
𝑉 // 𝑆

tel que le morphisme XVII 6.2.7.4561

𝑅𝑖𝑓 ′
𝑉 !Z/𝑛 ⟶ 𝑅𝑖𝑓𝑉 !Z/𝑛

soit nul pour 𝑖 < 2𝑑, et que le morphisme

Tr𝑓 ′
𝑉

∶ 𝑅2𝑑𝑓 ′
𝑉 !Z/𝑛(𝑑) ⟶ Z/𝑛

soit un isomorphisme.

Prouvons tout d’abord le

Lemme 2.14.2. — Soient 𝒜 une catégorie abélienne, 𝑘 un entier ≥ 0, (𝐾𝑖)0≤𝑖≤2𝑘 des objets de
𝐷𝑏(𝒜) tels que 𝐻𝑝(𝐾𝑖) = 0 pour 𝑝 ∉ [0, 𝑘], 𝑓𝑖 ∶ 𝐾𝑖 → 𝐾𝑖+𝑖 (0 ≤ 𝑖 ≤ 2𝑘 − 1) des morphismes
et 𝑓 leur composé. Si 𝐻𝑝(𝑓𝑖) = 0 pour 𝑝 < 𝑘, alors il existe dans 𝐷𝑏(𝒜) un morphisme 𝜑 du
complexe 𝐻𝑘(𝐾0)[−𝑘], réduit à 𝐻𝑘(𝐾0) placé en degré 𝑘, dans 𝐾2𝑘, qui rende commutatif le
diagramme

𝐾0

��

𝑓 // 𝐾2𝑘

𝜎≥𝑘(𝐾0) 𝐻𝑘(𝐾0)[−𝑘].

𝜑

OO

Le lemme est trivial pour 𝑘 = 0. Prouvons-le par récurrence sur 𝑘. L’hypothèse
de récurrence appliquée aux complexes 𝜎≥1(𝐾𝑖)[1] fournit l’existence d’un morphisme
𝜑′ ∶ 𝐻𝑘(𝐾0)[−𝑘] → 𝜎≥1𝐾2𝑘−2 qui rende commutatif le diagramme suivant, où
𝑓 ′ = 𝑓2𝑘−3 … 𝑓0 :

𝐾0

��

𝑓 ′
// 𝜎≥1𝐾2𝑘−2

𝜎≥𝑘(𝐾0) 𝐻𝑘(𝐾0)[−𝑘].

𝜑′

OO
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Pour tout complexe 𝐿, le triangle distingué

𝜎≥1(𝐿)
+1

zz
𝜎≤0(𝐿) // 𝐿

bb

fournit, pour tout complexe 𝑀, une suite exacte 562

⋯ → Hom(𝑀, 𝜎≤0(𝐿)) → Hom(𝑀, 𝐿) → Hom(𝑀, 𝜎≥1𝐿)
𝑗
−→ Ext1(𝑀, 𝜎≤0𝐿).

En particulier, on dispose d’un diagramme

(2.14.3) Hom(𝜎≥𝑘𝐾0,𝜎≤0𝐾2𝑘−2) //

��

°
Hom(𝜎≥𝑘𝐾0,𝐾2𝑘−2) //

��

®
Hom(𝜎≥𝑘𝐾0,𝜎≥1𝐾2𝑘−2) //

��

¯

Ext1(𝜎≥𝑘𝐾0,𝜎≤0𝐾2𝑘−2)

��
²

Hom(𝐾0,𝜎≤0𝐾2𝑘−2) // ¬
Hom(𝐾0,𝐾2𝑘−2) // ­±

Hom(𝐾0,𝜎≥1𝐾2𝑘−2) // Ext1(𝐾0,𝜎≤0𝐾2𝑘−2)

qui s’envoie dans les diagrammes analogues relatifs à 𝐾2𝑘−1 et 𝐾2𝑘. Par hypothèse, le mor-
phisme 𝑓 ′ en ¬ a une image en ­ qui se relève en ®. L’obstruction ¯ à ce que l’élément ®
se relève en° a une image nulle dans le diagramme (2.14.3) relatif à 𝐾2𝑘−1. Dans ce nouveau
diagramme, ® se relève donc en °, et la différence entre ¬ et l’image de ° a une image nulle
en ±, donc est l’image d’un élément ². Cet élément ² a une image nulle dans le diagramme
2.12.3 relatif à 𝐾2𝑘 ; dans ce nouveau diagramme, 𝑓 est donc image de °, et ceci résout le
problème posé.

Prouvons que, pour une valeur donnée de 𝑑, l’énoncé 2.14 implique le

Corollaire 2.14.4. — Sous les hypothèses de 2.14, il existe un diagramme (2.14.1) tel que le
morphisme XVII 6.2.4, dans 𝐷𝑏(𝑉 ,Z/𝑛) admette une factorisation

𝑅𝑓 ′
𝑉 !Z/𝑛(𝑑) //

𝑡
%%

𝑅𝑓𝑉 !Z/𝑛(𝑑)

Z/𝑛[−2𝑑],

𝜑

99

où 𝑡 est la flèche

𝑡 ∶ 𝑅𝑓 ′
𝑉 !Z/𝑛(𝑑) → 𝜎≥2𝑑𝑅𝑓 ′

𝑉Z/𝑛(𝑑) = 𝐻2𝑑(𝑅𝑓 ′
𝑉Z/𝑛(𝑑))[−2𝑑] Tr−→ Z/𝑛[−2𝑑].

Posons 𝑓 ′
0 = 𝑓 et construisons, par récurrence, 4𝑑 diagrammes (2.14.1) 563

𝑈 ′
𝑖+1

//

𝑓 ′
𝑖+1

%%

𝑓 ′−1
𝑖 (𝑉 ′

𝑖+1)

��

// 𝑈 ′
𝑖

𝑓 ′
𝑖

��
𝑉 ′

𝑖+1
// 𝑉 ′

𝑖
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vérifiant 2.14. Posons 𝑉 = 𝑉 ′
4𝑑 et 𝑈𝑖 = 𝑈 ′

𝑖 ×𝑉 ′
𝑖

𝑉. On obtient un diagramme

𝑈4𝑑
//

𝑓4𝑑

((

⋯ // 𝑈1
//

𝑓1

��

𝑈0
//

𝑓0

��

𝑋

𝑓

��
𝑉 𝑆,

avec 𝑈0 = 𝑓 −1(𝑉 ), tel que les flèches

𝑅𝑖𝑓𝑘+1!Z/𝑛(𝑑) ⟶ 𝑅𝑖𝑓𝑘!Z/𝑛(𝑑)

soient nulles (pour 𝑖 < 2𝑑) et que la flèche

Tr ∶ 𝑅2𝑑𝑓4𝑑!Z/𝑛(𝑑) ⟶ Z/𝑛

soit un isomorphisme. D’après 2.14.2, le corollaire est vérifié pour 𝑈 = 𝑈4𝑑.
Nous sommes prêts, maintenant, à prouver 2.14 par récurrence sur 𝑑. Le cas 𝑑 = 0 est

trivial et le cas 𝑑 = 1 n’est autre que 1.6.9. Supposons donc 𝑑 ≥ 2.
Le problème étant de nature locale sur 𝑋 et 𝑆, on peut supposer que 𝑓 admet une factori-

sation 𝑓 = 𝑔ℎ, avec 𝑔 et ℎ lisses compactifiables, purement de dimension 𝑑′ et 𝑑″ et que 𝑑′,
𝑑″ < 𝑑 = 𝑑′ + 𝑑″. Appliquons 2.14.4 à 𝑔 et aux morphismes déduits de ℎ par changement
de base, de façon à obtenir un diagramme

𝑈 𝑢 //

ℎ′
0

$$

𝑓 −1𝑊

ℎ0

��

// 𝑋

ℎ

��
𝑉 𝑣 //

𝑔′
0

$$

𝑔−1𝑊 //

𝑔0

��

𝑌

𝑔

��
𝑊 // 𝑆,

tel que les morphismes (XVII 6.2.7.3) admettent des factorisations564

𝑅ℎ′
0!Z/𝑛(𝑑″) Tr−→ Z/𝑛[−2𝑑″]

𝜑
−→ 𝑅ℎ0!Z/𝑛(𝑑″)

𝑅𝑔′
0!Z/𝑛(𝑑′) Tr−→ Z/𝑛[−2𝑑′] 𝛹−→ 𝑅𝑔0!Z/𝑛(𝑑′)

et que Trℎ′
0
et Tr𝑔′

0
soient des isomorphismes.

Soient ℎ1 et ℎ′
1 les morphismes déduits de ℎ0 et ℎ′

0 par le changement de base 𝑉, et soit
𝑓 ′ = 𝑔′

0ℎ′
1, 𝑓𝑊 = 𝑔0ℎ0.
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Le diagramme suivant est commutatif :

𝑅𝑓 ′Z/𝑛(𝑑) // 𝑅𝑓𝑊 !Z/𝑛(𝑑)

𝑅𝑔′
0!𝑅ℎ′

1Z/𝑛(𝑑) // 𝑅𝑔0!𝑅ℎ′
0!Z/𝑛(𝑑) // 𝑅𝑔0!𝑅ℎ0!Z/𝑛(𝑑),

ainsi que le diagramme

𝑅𝑔′
0!𝑅ℎ′

1!Z/𝑛(𝑑)

��

𝑅𝑔′
0!𝑣

∗𝑅ℎ′
0!Z/𝑛(𝑑)

��

𝑅𝑔′
0!𝑣

∗(𝑡)(𝑑′)
// 𝑅𝑔′

0!Z/𝑛(𝑑′)[−2𝑑″]

𝑡[−2𝑑″]
��

Z/𝑛[−2𝑑]

𝛹[−2𝑑″]
��

𝑅𝑔0!𝑅ℎ′
0!Z/𝑛(𝑑)

𝑅𝑔0!(𝑡)(𝑑′)
//

44
𝑅𝑔0!Z/𝑛(𝑑′)[−2𝑑″]

𝑅𝑔0!(𝜑)(𝑑′)
// 𝑅𝑔0!𝑅ℎ0!Z/𝑛(𝑑)

Pour le diagramme 565

𝑈1
//

𝑓 ′

##

𝑓 −1𝑊 //

𝑓𝑊

��

𝑋

𝑓

��
𝑊 𝑆,

la flèche canonique de 𝑅𝑓 ′
! Z/𝑛(𝑑) dans 𝑅𝑓𝑊Z/𝑛(𝑑) se factorise donc par Z/𝑛[−2𝑑] ; les

flèches de 𝑅𝑖𝑓 ′
! Z/𝑛(𝑑) dans 𝑅𝑖𝑓𝑊Z/𝑛(𝑑) sont donc nulles pour 𝑖 < 2𝑑. Enfin, Tr𝑓 ′ est un

isomorphisme en tant que composé des isomorphismes Tr𝑔′
0
et 𝑅2𝑑′𝑔′

0! Trℎ′
1
.

Ceci achève la démonstration de 2.14.

3. Le théorème de dualité globale
566

3.1. Le foncteur 𝑅𝑓 !. — Nous aurons besoin d’une variante des résolutions flasques ca-
noniques.

Lemme 3.1.1. — Soit 𝑋 un schéma cohérent (i.e. quasi-compact quasi-séparé). Le foncteur lim−−→
induit une équivalence entre la catégorie des Ind-objets de la catégorie des faisceaux d’ensembles
(resp. de groupes, resp. de groupes abéliens) constructibles et la catégorie des faisceaux d’en-
sembles (resp. de groupes Ind-finis, resp. abéliens de torsion).

Résulte de IX 2.7.2 et IX 2.7.3.
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3.1.2. — Soit ℱ un faisceau abélien de torsion sur un schéma 𝑋, limite inductive filtrante de
faisceaux constructibles (ℱ𝑖)𝑖∈𝐼, et 𝑋0 un ensemble conservatif de points de 𝑋. On définit
la résolution flasque canonique modifiée de ℱ par la formule

𝐶∗
ℓ (ℱ) = lim−−→

𝑖
𝐶∗(ℱ𝑖),

où les 𝐶∗(ℱ𝑖) sont les résolutions flasques canoniques de XVII 4.2.2. D’après 3.1.1, pour
𝑋 cohérent, cette définition ne dépend pas du choix des ℱ𝑖. Elle commute de plus à la
localisation ; ce fait permet de définir 𝐶∗

ℓ (ℱ) par globalisation pour ℱ faisceau de torsion
sur un schéma 𝑋 quelconque, non nécessairement cohérent.

Le complexe 𝐶∗
ℓ (ℱ) est une résolution de ℱ, fonctorielle en ℱ, dont la formation commute

à la localisation et aux limites inductives filtrantes ; les foncteurs 𝐶𝑛
ℓ sont exacts.

Il en résulte que pour un faisceau d’anneaux 𝒜 sur 𝑋, les foncteurs 𝐶𝑛
ℓ transforment

𝒜-Modules en 𝒜-Modules ; ils transforment de même faisceaux de torsion en faisceaux de
torsion. Il est bien connu que

Lemme 3.1.3. — Soit 𝒜 une 𝒰-catégorie abélienne ayant un petit ensemble générateur et telle567
que les limites inductives indexées par un petit ensemble ordonné filtrant soient représentables
dans 𝒜, et soient exactes. Pour qu’un foncteur 𝐹 de 𝒜∘ dans (Ens) soit représentable, il faut et
il suffit qu’il transforme petites limites inductives (quelconques) en limites projectives.

Cf. p. ex. SGA 4 I 8.12.5, où on ne suppose pas 𝒜 abélienne ni les lim−−→ filtrantes exactes.
On appliquera ce lemme à la catégorie Mod(𝑋, 𝒜) des faisceaux de modules sur un site

annelé (𝑋, 𝒜). Dans ce cas particulier, si le foncteur 𝐹 est représenté par le faisceau ℱ, on a

(3.1.3.1) ℱ (𝑈) = 𝐹 (𝒜𝑈).

Cette description de ℱ permet une vérification directe de 3.1.3 dans le cas considéré.
Rappelons que si 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 est un morphisme compactifiable (XVII 3.2.), alors 𝑆 est

quasi-compact quasi-séparé (sic), et la dimension des fibres de 𝑓 est bornée.

Théorème 3.1.4. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme compactifiable et 𝒜 un faisceau d’an-
neaux de torsion sur 𝑆. Alors, le foncteur

(3.1.4.1) 𝑅𝑓! ∶ 𝐷(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) ⟶ 𝐷(𝑆, 𝒜)

admet un adjoint à droite partiel

(3.1.4.2) 𝑅𝑓 ! ∶ 𝐷+(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐷+(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) ∶

pour 𝐾 ∈ Ob𝐷(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) et 𝐿 ∈ Ob𝐷+(𝑆, 𝒜), on a un isomorphisme fonctoriel

(3.1.4.3) Hom(𝑅𝑓!𝐾, 𝐿) ≃ Hom(𝐾, 𝑅𝑓 !𝐿).

Muni du morphisme de translation rendant commutatif le diagramme

(3.1.4.4)

Hom(𝑅𝑓!(𝐾[1]), 𝐿)
OO

∽

��

oo ∼ // Hom(𝐾[1], 𝑅𝑓 !𝐿) ∼ Hom(𝐾, (𝑅𝑓 !𝐿)[−1])OO

∽

��
Hom((𝑅𝑓!𝐾)[1], 𝐿) ∼ Hom(𝑅𝑓!𝐾, 𝐿[−1] oo ∼

adj.
// Hom(𝐾, 𝑅𝑓 !(𝐿[−1])),
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ce foncteur 𝑅𝑓 ! est un foncteur triangulé. 568

N.B. La notation 𝑅𝑓 ! est abusive en ce que 𝑅𝑓 ! n’est en général pas le dérivé d’un fonc-
teur 𝑓 !.
Démonstration Soit 𝑑 un entier tel que toute fibre de 𝑓 soit de dimension < 𝑑, et choisissons
une compactification

𝑋 �
� 𝑗 //

𝑓

��

𝑋

𝑓
}}

𝑆.
Si 𝐾 est un complexe de 𝑓 ∗𝒜-Modules sur 𝑋, on a

𝑅𝑓!𝐾 ≃ 𝑅𝑓∗(𝑗!𝐾).

Pour tout faisceau 𝐹 sur 𝑋, les composants 𝐹 𝑖 du complexe 𝜏≤2𝑑𝐶∗
ℓ 𝑗!𝐹 vérifient

(3.1.4.5) 𝑅𝑘𝑓∗𝐹 𝑖 = 0 pour 𝑘 > 0.

En effet, pour 𝑖 ≠ 2𝑑, 𝐹 𝑖 est limite inductive de faisceaux flasques, et pour 𝑖 = 2𝑑 et 𝑘 > 0,
on a (XVII 5.2.8.1)

𝑅𝑘𝑓∗𝐹 2𝑑 = 𝑅𝑘+2𝑑𝑓!𝐹 = 0.
Le complexe simple associé au double complexe résolution flasque canonique modifiée

tronquée de 𝐾 est une résolution de 𝐾. En vertu de (3.1.4.5), on a donc (notation de XVII
1.1.15)

(3.1.4.6) 𝑅𝑓∗(𝑗!𝐾) ∼←− 𝑓∗𝜏″
≤2𝑑𝐶∗

ℓ 𝑗!𝐾.

Désignons par 𝑓 •

! le foncteur des faisceaux de modules sur 𝑋 dans les complexes de 569
faisceaux sur 𝑆 défini par

(3.1.4.7) 𝑓 •

! (𝐹 ) = 𝑓∗𝜏≤2𝑑𝐶∗
ℓ 𝑗!𝐹.

Lemme 3.1.4.8. — (i) Les foncteurs 𝑓 𝑖
! sont exacts et commutent aux limites inductives fil-

trantes ; on a 𝑓 𝑖
! = 0 pour 𝑖 ∉ [0, 2𝑑].

(ii) Le foncteur 𝑓 •

! , étant borné à composantes exactes, se dérive (XVII 1.2.10) trivialement
en 𝑅𝑓 •

! ou simplement 𝑓 •

! ∶ 𝐷(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) → 𝐷(𝑆, 𝒜). La flèche (3.1.4.6) est un isomor-
phisme de foncteurs

𝑅𝑓 •

!
∼−→ 𝑅𝑓!.

Les foncteurs 𝐶 𝑖
ℓ sont exacts et commutent aux limites inductives filtrantes (3.1.2). Ils

transforment tout faisceau en un faisceau acyclique. Les foncteurs 𝑓∗ et 𝑗! commutent aux
limites inductives filtrantes. On en déduit que

a) les foncteurs 𝑓∗𝐶 𝑖
ℓ𝑗!, donc aussi les foncteurs 𝑓 𝑖

! , commutent aux limites inductives
filtrantes ;

b) pour 𝑖 < 2𝑑, les foncteurs 𝑓 𝑖
! = 𝑓∗𝐶 𝑖

ℓ𝑗! sont exacts. Pour 𝑖 = 2𝑑, on vérifie que 𝑓 𝑖
! est

exact par (3.1.4.5).
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Les assertions restantes de 3.1.4.8 sont triviales.

Remarque 3.1.4.9. — La définition de 𝑓 •

! est indépendante du faisceau d’anneau 𝒜, et
garde un sens pour tout faisceau abélien. L’assertion 3.1.4.8 (i) reste valable dans les ca-
tégories de faisceaux abéliens de torsion sur 𝑋 et 𝑆.

D’après 3.1.4.8 et 3.1.3, le foncteur

𝑓 𝑖
! ∶ Mod(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) ⟶ Mod(𝑆, 𝒜)

a un adjoint à droite 𝑓 !
𝑖 ; puisque 𝑓 𝑖

! est exact, 𝑓 !
𝑖 transforme injectifs en injectifs.

Avec la convention de signe (XVII 1.1.12), les foncteurs 𝑓 !
𝑖 forment un complexe de fonc-

teurs exacts à gauche, nul en degré cohomologique 𝑛 ∉ [−2𝑑, 0] :
(3.1.4.10) 𝑓 !

• ∶ Mod(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐶𝑏(𝑋, 𝑓 ∗𝒜).

Le foncteur 𝑓 !
• se dérive (XVII 1.2.10) en un foncteur triangulé570

(3.1.4.11) 𝑅𝑓 ! ∶ 𝐷+(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐷+(𝑋, 𝑓 ∗𝒜),
adjoint à droite au foncteur 𝑅𝑓! (= 𝑅𝑓 •

! = 𝐿𝑓 •

! ) (« formule triviale de dualité »). Plus pré-
cisément, si 𝐼 ∈ Ob𝐶+(𝑆, 𝒜) est un complexe de faisceaux injectifs de 𝒜-modules, les
𝒜-modules 𝑓 !

𝑖 𝐼𝑛 sont injectifs, et on dispose d’un isomorphisme de triples complexes (XVII
1.1.12)

(3.1.4.12) Hom •(𝑓 •

! 𝐾, 𝐼) ∼−→ Hom •(𝐾, 𝑓 !
•𝐼).

Passant au 𝐻0 du complexe simple associé (calculé par produits), on obtient l’énoncé d’ad-
jonction. On laisse au lecteur le soin de vérifier la compatibilité (3.1.4.4).

Remarque 3.1.5. — Supposons que le foncteur 𝑅𝑓 ! soit d’amplitude cohomologique finie.
D’après XVII 1.2.10 le foncteur 𝑓 !

• admet alors un dérivé

(3.1.5.1) 𝑅𝑓 ! ∶ 𝐷(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐷(𝑋, 𝒜).
Ce dérivé est encore adjoint à droite au foncteur 𝑅𝑓! (3.1.4.1). En effet, on a

Hom𝐷(𝑆)(𝑅𝑓!𝐾, 𝐿) ≃ lim−−→
𝐿

∼−→𝐿′

Hom𝐾(𝑆)(𝑓
•

! 𝐾, 𝐿′) ≃ lim−−→
𝐾′ ∼−→𝐾
𝐿

∼−→𝐿′

Hom𝐾(𝑆)(𝑓
•

! 𝐾′, 𝐿′)

Hom𝐷(𝑋)(𝐾, 𝑅𝑓 !𝐿) ≃ lim−−→
𝐾′ ∼−→𝐾

Hom𝐾(𝑋)(𝐾′, 𝑅𝑓 !𝐿) ≃ lim−−→
𝐾′ ∼−→𝐾
𝐿

∼−→𝐿′

Hom𝐾(𝑋)(𝐾′, 𝑓 !
•𝐿′)

et, par adjonction,

Hom𝐾(𝑆)(𝑓
•

! 𝐾′, 𝐿′) = 𝐻0 Hom(𝑓 •

! 𝐾′, 𝐿′) ≃ 𝐻0 Hom(𝐾′, 𝑓 !
•𝐿′) = Hom𝐾(𝑋)(𝐾′, 𝐿′).

Définition 3.1.6. — Le foncteur triangulé

𝑅𝑓 ! ∶ 𝐷+(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐷+(𝑋, 𝑓 ∗𝒜)
(ou, sous les hypothèses de 3.1.5,571

𝑅𝑓 ! ∶ 𝐷(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐷(𝑋, 𝑓 ∗𝒜)),
adjoint à droite au foncteur 𝑅𝑓! (3.1.4.1) s’appelle le foncteur image inverse extraordinaire.
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Proposition 3.1.7. — Supposons le morphisme compactifiable 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 de dimension
relative ≤ 𝑑.

(i) Si 𝐿 ∈ Ob𝐷+(𝑆, 𝒜) vérifie 𝐻 𝑖(𝐿) = 0 pour 𝑖 ≤ 𝑘, alors 𝐻 𝑖𝑅𝑓 !𝐿 = 0 pour 𝑖 ≤ 𝑘 − 2𝑑.
(ii) Pour 𝐿 ∈ Ob𝐷𝑏(𝑆, 𝒜), on a

dim inj(𝑅𝑓 !𝐿) ≤ dim inj(𝐿).

Le foncteur 𝑅𝑓 ! est le dérivé droit de 𝑓 !
• ∶ Mod(𝑆, 𝒜) → 𝐶𝑏 Mod(𝑋, 𝑓 ∗𝒜). L’assertion

(i) résulte de ce que (𝑓 !
• )𝑖 = 0 pour 𝑖 < −2𝑑, et l’assertion (ii) résulte de ce que (𝑓 !

• )𝑖 = 0
pour 𝑖 > 0, et que les foncteurs 𝑓 !

𝑖 transforment injectif en injectif.

Proposition 3.1.8. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme compactifiable quasi-fini.

(i) Le foncteur 𝑓! ∶ Mod(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) → Mod(𝑆, 𝒜) admet un adjoint à droite 𝑓 ! ∶
Mod(𝑆, 𝒜) → Mod(𝑋, 𝑓 ∗𝒜), et 𝑅𝑓 ! est le foncteur dérivé du foncteur 𝑓 !.

(ii) Si 𝑓 est une immersion fermée, alors 𝑓 ! est le foncteur « sections à support dans 𝑋 ».
(iii) Si 𝑓 est étale, alors 𝑓 ! s’identifie au foncteur 𝑓 ∗, avec

Tr𝑓 ∶ 𝑓!𝑓 ∗𝐹 ⟶ 𝐹

comme morphisme d’adjonction.

L’assertion (i) résulte aussitôt du cas particulier 𝑑 = 0 de la démonstration de 3.1.4 : on
a 𝑓 •

! = 𝑓! et 𝑓 !
• = 𝑓 !. De façon équivalente, l’existence d’un foncteur adjoint 𝑓 ! résulte

de 3.1.3 et de ce que 𝑓! est exact et commute aux limites inductives filtrantes ; l’adjonction 572
(𝑓!, 𝑅𝑓 !) est une « formule triviale de dualité ».

L’assertion (ii) est claire, et (iii) est XVII 6.2.11.

3.1.9. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme compactifiable, 𝒜 un faisceau d’anneaux de
torsion sur 𝑆, et annelons 𝑋 par l’image réciproque de 𝒜. Soient 𝐾 ∈ Ob𝐷−(𝑋, 𝑓 ∗𝒜),
𝐿 ∈ Ob𝐷+(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) et représentons 𝐿 par un complexe borné inférieurement de faisceaux
injectifs, de sorte que

𝑅Hom(𝐾, 𝐿) ≃ Hom(𝐾, 𝐿).
Le complexe Hom(𝐾, 𝐿) est à composantes flasques, et donc

(3.1.9.1) 𝑅𝑓∗𝑅Hom(𝐾, 𝐿) ≃ 𝑓∗ Hom(𝐾, 𝐿).

Choisissons une compactification de 𝑓 et un entier 𝑑 comme dans la démonstration de 3.1.4,
d’où un foncteur 𝑓 •

! (3.1.4.7).

(3.1.9.2)

𝑋𝑉
𝑘𝑋 //� t

𝑗𝑉 ''

𝑓𝑉

��

𝑋

𝑓

��

� t

𝑗

''𝑋𝑉

𝑓𝑉
||

𝑘𝑋

// 𝑋

𝑓

}}
𝑉 𝑘 // 𝑆.
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Pour tout 𝑉 ∈ Ob𝑆et, on a un isomorphisme(37)

(3.1.9.3) 𝑘∗𝑓 •

!
∼−→ 𝑓 •

𝑉 !𝑘
∗
𝑋,

de sorte que
Hom •(𝑓 •

! 𝐾, 𝑓 •

! 𝐿)(𝑉 ) ≃ Hom •(𝑓 •

𝑉 !(𝑘
∗
𝑋𝐾), 𝑓 •

𝑉 !(𝑘
∗
𝑋𝐿)).

La fonctorialité de 𝑓 •

𝑉 ! nous fournit

Hom •(𝐾, 𝐿)(𝑋𝑉) = Hom •(𝑘∗
𝑋𝐾, 𝑘∗

𝑋𝐿) ⟶ Hom •(𝑓 •

𝑉 !(𝑘
∗
𝑋𝐾), 𝑓 •

𝑉 !(𝑘
∗
𝑋𝐿)),

d’où une flèche, au niveau des complexes,

(3.1.9.4) 𝑓∗ Hom •(𝐾, 𝐿) ⟶ Hom •(𝑓 •

! 𝐾, 𝑓 •

! 𝐿).

D’après (3.1.9.1), cette flèche se dérive en573

(3.1.9.5) 𝑅𝑓∗𝑅Hom(𝐾, 𝐿) ⟶ 𝑅Hom(𝑅𝑓!𝐾, 𝑅𝑓!𝐿).

Soient maintenant 𝐾 ∈ Ob𝐷−(𝑋, 𝒜) et 𝐿 ∈ Ob𝐷+(𝑆, 𝒜). La flèche d’adjonction de
𝑅𝑓!𝑅𝑓 !𝐿 dans 𝐿 et (3.1.9.4) fournissent une flèche composée

𝑅𝑓∗𝑅Hom(𝐾, 𝑅𝑓 !𝐿) ⟶ 𝑅Hom(𝑅𝑓!𝐾, 𝑅𝑓!𝑅𝑓 !𝐿) ⟶ 𝑅Hom(𝑅𝑓!𝐾, 𝐿),

forme locale sur 𝑆 de l’isomorphisme d’adjonction :

(3.1.9.6) 𝑅𝑓∗𝑅Hom(𝐾, 𝑅𝑓 !𝐿) ⟶ 𝑅Hom(𝑅𝑓!𝐾, 𝐿).

Proposition 3.1.10. — La flèche 3.1.9.6 est un isomorphisme.

Soit 𝑉 ∈ Ob𝑆et et reprenons les notations de (3.1.9.2). L’isomorphisme (« de transitivi-
té »)

𝑘!𝑅𝑓𝑉 ! ≃ 𝑅𝑓!𝑘𝑋!,

dont l’existence est la racine de la théorie du foncteur 𝑅𝑓!, se transpose en un isomorphisme
de localisation (3.1.8. (iii))

(3.1.10.1) 𝑘∗
𝑋𝑅𝑓 ! ≃ 𝑅𝑓 !

𝑉𝑘∗,

représenté au niveau des complexes par un morphisme

𝑘∗
𝑋𝑓 !

• ⟶ 𝑓 !
𝑉 •𝑘∗.

37. N.D.E. : Ce morphisme est donné par la construction de XVII 4.2.6, mais il n’y a aucune raison que ce soit
un isomorphisme si on n’a pas préalablement fait des choix cohérents de points sur les topos considérés. Pour que
ce soit le cas, il faut que le carré qui intervient dans XVII 4.2.6 soit en quelque sorte cartésien. Plus précisément, il
convient ici de fixer une famille de points (𝑝)𝑝∈𝑃 du topos 𝑆et et pour tout 𝑉 ∈ Ob𝑆et, on considère la résolution
flasque canonique modifiée utilisant la famille de points associés par la correspondance de IV 6.7 aux couples (𝑝, 𝜉)
où 𝑝 ∈ 𝑃 et 𝜉 ∈ 𝑉𝑝.
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Pour vérifier que (3.1.9.6) est un isomorphisme, il suffit de vérifier que pour tout 𝑉 ∈
Ob𝑆et, (3.1.9.6) induit un isomorphisme

Hom(𝑘∗
𝑋𝐾, 𝑘∗

𝑋𝑅𝑓 !𝐿) ≃ 𝐻0(𝑉 , 𝑅𝑓∗𝑅Hom(𝐾, 𝑅𝑓 !𝐿))(3.1.10.2)

⟶ 𝐻0(𝑉 , 𝑅Hom(𝑅𝑓!𝐾, 𝐿)) ≃ Hom(𝑘∗𝑅𝑓!𝐾, 𝑘∗𝐿)

Pour 𝑉 = 𝑋, ceci n’est autre que (3.1.4.3). Le cas général en résulte via la compatibilité
suivante, que le rédacteur n’a pas vérifiée :

Lemme 3.1.10.3. — Le diagramme 574

Hom(𝑘∗
𝑋𝐾, 𝑘∗

𝑋𝑅𝑓 !𝐿)
(3.1.10.2) //

(3.1.10.1)∽

��

Hom(𝑘∗𝑅𝑓!𝐾, 𝑘∗𝐿)

(localisation)∽
��

Hom(𝑘∗
𝑋, 𝐾, 𝑅𝑓 !

𝑉𝑘∗
𝑋𝐿) oo

(3.1.4.3 sur V)
∼

// Hom(𝑅𝑓!𝑘∗𝐾, 𝑘∗𝐿)

est commutatif.

3.1.11. — Soient un carré cartésien

(3.1.11.1)

𝑋′ 𝑔′
//

𝑓 ′

��

𝑋

𝑓

��
𝑆′ 𝑔 // 𝑆,

avec 𝑓 compactifiable,𝒜 un faisceau d’anneaux de torsion sur𝑆,ℬ un faisceau d’anneaux de
torsion sur𝑆′ et𝑀 un complexe de (𝑓 ∗𝒜, ℬ)-bimodules, borné supérieurement. On dispose
alors, au niveau des complexes, d’un morphisme de foncteurs en 𝐾 (𝐾 ∈ Ob𝐶(𝑋, 𝑓 ∗𝒜))

(3.1.11.2) 𝑀 ⊗𝒜 𝑔∗𝑓 •

! 𝐾 ⟶ 𝑓 ′
!

•(𝑓 ′∗𝑀 ⊗𝒜 𝑔′∗𝐾),

qui se transpose en un morphisme de foncteurs en 𝐿 (𝐿 ∈ Ob𝐶(𝑆′, ℬ))

(3.1.11.3) 𝑔′
∗ Homℬ(𝑓 ′∗𝑀, 𝑓 ′

•
!𝐿) ⟶ 𝑓 !

•𝑔∗ Homℬ(𝑀, 𝐿).

Ce morphisme se dérive en morphisme de foncteurs en 𝐿, de 𝐷+ (𝑆′, ℬ) dans
𝐷+(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) :

(3.1.11.4) 𝑅𝑔′
∗𝑅Homℬ(𝑓 ′∗𝑀, 𝑅𝑓 ′!𝐿) ⟶ 𝑅𝑓 !𝑅𝑔∗𝑅Homℬ(𝑀, 𝐿),
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qui rend commutatif le diagramme suivant, où 𝐾 ∈ Ob𝐷−(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) et 𝐿 ∈ Ob𝐷+(𝑆′, ℬ) :

Hom(𝐾,𝑅𝑔′∗𝑅Homℬ(𝑓′∗𝑀,𝑅𝑓′!𝐿))OO

��

¬ // Hom(𝐾,𝑅𝑓!𝑅𝑔∗𝑅Homℬ(𝑀,𝐿)) oo
adj
// Hom(𝑅𝑓!𝐾,𝑅𝑔∗𝑅Homℬ(𝑀,𝐿))OO

��
Hom(𝑔′∗𝐾,𝑅Homℬ(𝑓′∗𝑀,𝑅𝑓′!𝐿)OO

��

Hom(𝑔∗𝑅𝑓!𝐾,𝑅Homℬ(𝑀,𝐿))OO

��
Hom(𝑓′∗𝑀⊗𝒜𝑔′∗𝐾,𝑅𝑓′!𝐿) oo

adj
// Hom(𝑅𝑓′⋅

! (𝑓′∗𝑀⊗𝐿
𝒜𝑔′∗𝐾),𝐿)

­ // Homℬ(𝑀 ⊗L
𝒜 𝑔∗𝑅𝑓!𝐾,𝐿).

Dans ce diagramme, ­ (déduit de la flèche XVII 5.2.2.1) est un isomorphisme (XVII 5.2.6).575
La flèche ¬ est donc un isomorphisme quel que soit 𝐾, et ceci implique que (3.1.11.4) soit
un isomorphisme.

Le théorème de changement de base pour un morphisme propre se transpose donc en la

Proposition 3.1.12. — La flèche (3.1.11.4) est un isomorphisme.

On appelle cet isomorphisme l’isomorphisme d’induction.
En voici 3 cas particuliers.

Corollaire 3.1.12.1. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme compactifiable, 𝒜 et ℬ deux fais-
ceaux d’anneaux de torsion sur 𝑆, et 𝜑 ∶ 𝒜 → ℬ un homomorphisme. Désignons par 𝜌 la
restriction des scalaires de ℬ à 𝒜. On a alors, pour 𝐾 ∈ Ob𝐷+(𝑆, ℬ)

𝜌𝑅𝑓 !𝐾 ∼−→ 𝑅𝑓 !(𝜌𝐾).

Il suffit dans (3.1.11.3) de prendre 𝑆 = 𝑆′, 𝑋 = 𝑋′, 𝒜 = 𝒜, ℬ = ℬ, 𝑀 = ℬ.
On voit donc que le faisceau d’anneaux joue un rôle bidon dans la construction de 𝑅𝑓 !.

Corollaire 3.1.12.2. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 unmorphisme compactifiable,𝒜 un faisceau d’an-
neaux de torsion sur 𝑆 et 𝐾 ∈ Ob𝐷− (𝑆, 𝒜), 𝐿 ∈ Ob𝐷+(𝑆, 𝒜). On a la formule d’induction

𝑅Hom(𝑓 ∗𝐾, 𝑅𝑓 !𝐿) ∼−→ 𝑅𝑓 !𝑅Hom(𝐾, 𝐿)
(faire 𝑆 = 𝑆′, 𝑋 = 𝑋′).

Corollaire 3.1.12.3. — Pour tout carré 3.1.11, et tout 𝐿 ∈ Ob𝐷+ (𝑆′, 𝒜), on a

𝑅𝑔′
∗𝑅𝑓 ′!𝐿 ∼−→ 𝑅𝑓 !𝑅𝑔∗𝐿

(faire ℬ = 𝑓 ∗𝒜 = 𝑀).

3.1.13. — Pour un composé 𝑔ℎ de morphismes 𝑆-compactifiables576

𝑋 ℎ−→ 𝑌
𝑔
−→ 𝑍

l’isomorphisme de composition

𝑐𝑔,ℎ ∶ 𝑅𝑔!𝑅ℎ!
∼−→ 𝑅(𝑔ℎ)!
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se transpose en un morphisme de composition(38)

(3.1.13.1) 𝑐!
𝑔,ℎ ∶ 𝑅ℎ!𝑅𝑔! ∼−→ 𝑅(𝑔ℎ)!

vérifiant la condition de cocycle habituelle pour un composé triple. En d’autres termes, les
catégories 𝐷+ (𝑋, 𝑓 ∗𝒜) forment les fibres d’une catégorie fibrée et cofibrée sur la catégorie
d’objets les 𝑆-schémas 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆, ayant pour flèches les morphismes 𝑆-compactifiables,
les foncteurs image directe (resp. image réciproque) étant les foncteurs 𝑅𝑓! (resp. 𝑅𝑓 !). Pour
tout carré commutatif de morphismes compactifiables,

𝑋′
𝑔

//

𝑓 ′

��

𝑋

𝑓

��
𝑆′

𝑔′
// 𝑆,

on dispose donc d’un morphisme de cochangement de base (XVII 2.1.3)

(3.1.13.2) 𝑐ℎ! ∶ 𝑅𝑓 ′
! 𝑅𝑔! ⟶ 𝑅𝑔!𝑅𝑓!.

3.1.14. — Soit un carré cartésien

𝑋′ 𝑔′
//

𝑓 ′

��

𝑋

𝑓

��
𝑆′ 𝑔 // 𝑆,

avec 𝑓 compactifiable, et soit 𝒜 un faisceau d’anneaux de torsion sur 𝑆. On annèle 𝑆′,
𝑋 et 𝑋′ par les images réciproques de 𝒜, encore désignées par 𝒜 par abus de notation. 577
L’isomorphisme de changement de base

(3.1.14.1) 𝑔∗𝑅𝑓!
∼−→ 𝑅𝑓 ′

! 𝑔′∗

permet de considérer les catégories 𝐷(𝑆, 𝒜), 𝐷(𝑋, 𝒜), 𝐷(𝑆′, 𝒜) et 𝐷(𝑋′, 𝒜) comme les
fibres d’une catégorie cofibrée sur la catégorie du diagramme commutatif

𝑋

��

𝑋oo

��
𝑋 𝑋oo

38. N.D.E. : Le morphisme transposé va en réalité dans l’autre sens, mais cela ne pose pas de problème puisque
c’est un isomorphisme.
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les foncteurs images directes étant les foncteurs 𝑅𝑓!, 𝑅𝑓 ′
! , 𝑔∗ et 𝑔′∗ (sic). Lorsqu’on se res-

treint aux catégories𝐷+, on obtient même une catégorie fibrée et cofibrée sur ce diagramme,
les foncteurs images directes étant les foncteurs 𝑅𝑓 !, 𝑅𝑓 ′!, 𝑅𝑔∗ et 𝑅𝑔′

∗ (sic). On en déduit
a) un « isomorphisme de transitivité » (sic) pour les foncteurs « images inverses »

𝑅𝑔∗𝑅𝑓 ! ∼−→ 𝑅𝑓 !𝑅𝑔∗

déjà obtenu en 3.1.12.3 (avec la même définition par transposition de (3.1.14.1).
b) un «morphisme de changement de base » (XVII 2.1.3)

(3.1.14.2) 𝑔′∗𝑅𝑓 ! ⟶ 𝑅𝑓 ′!𝑔∗

qui, d’après loc. cit., peut se décrire des deux façons suivantes :
a) par adjonction, se donner un morphisme (3.1.14.2) revient à se donner un morphisme

𝑅𝑓 ′
! 𝑔′∗𝑅𝑓 ! ⟶ 𝑔∗.

Le théorème de changement de base fournit un tel morphisme comme composé

𝑅𝑓 ′
! 𝑔′∗𝑅𝑓 ! ∼←− 𝑔∗𝑅𝑓!𝑅𝑓 ! 𝑔∗∗adj.

−−−−−→ 𝑔∗.

b) par adjonction, se donner un morphisme (3.1.14.2) revient à se donner un morphisme578

𝑅𝑓 ! ⟶ 𝑅𝑔′
∗𝑅𝑓 ′!𝑔∗.

L’isomorphisme (3.1.12.3) fournit un tel morphisme comme composé

𝑅𝑓 ! −−−−−−→
𝑅𝑓 !∗adj.

𝑅𝑓 !𝑅𝑔∗𝑔∗ ∼←− 𝑅𝑔′
∗𝑅𝑓 ′!𝑔∗.

D’après leurs interprétations en terme de catégorie fibrée et cofibrée, il est clair que les
morphismes (3.1.12.3), (3.1.13.2) et (3.1.14.2) vérifient chacun deux compatibilités du type XII
4.4 pour 𝑓 ou 𝑔 composé de deux morphismes(39).

Les résultats de topologie générale qui suivent seront utilisés au nᵒ suivant.

3.1.15. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme de sites. Désignons par 𝛤 (𝑓) le site suivant
a) La catégorie 𝛤 (𝑓) est la catégorie des triples (𝑈, 𝑉 , 𝜑) avec

𝑈 ∈ Ob(𝑋), 𝑉 ∈ Ob𝑆, 𝜑 ∈ Hom(𝑈, 𝑓 ∗𝑉 ).

b) Une famille de morphismes (𝑢𝑖, 𝑣𝑖) ∶ (𝑈𝑖, 𝑉𝑖, 𝜑𝑖) → (𝑈, 𝑉 , 𝜑) est couvrante si, dans
𝑋, les morphismes 𝑢𝑖 ∶ 𝑈𝑖 → 𝑈 couvrent 𝑈.

On a alors

3.1.15.1. — Le foncteur de 𝛤 (𝑓) dans 𝑋 donné par

(𝑈, 𝑉 , 𝜑) ⟼ 𝑈

est une équivalence de sites 𝛾 ∶ 𝑋 → 𝛤 (𝑓).

39. N.D.E. : Ces constructions peuvent aussi être interprétées dans le contexte des structures d’échanges et des
foncteurs croisés, cf. [1].
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3.1.15.2. — Le foncteur 𝑓 ∗
𝛤 de 𝑆 dans 𝛤 (𝑓)

𝑉 ⟼ (𝑓 ∗𝑉 , 𝑉 , Id𝑓 ∗𝑉)

est un morphisme de site, noté 𝑓𝛤 ∶ 𝛤 (𝑓) → 𝑆, ou simplement 𝑓 par abus de notation. Il
vérifie 𝑓𝛤𝛾 ≃ 𝑓. Le foncteur 𝑓 ∗

𝛤 admet un adjoint à gauche 𝑓𝛤 • :

𝑓𝛤 • ∶ (𝑈, 𝑉 , 𝜑) ⟼ 𝑉.

Le foncteur 𝑓𝛤 • est donc un comorphisme de site de 𝛤 (𝑓) dans 𝑆(40), et définit le même 579
morphisme de topos que le morphisme de site 𝑓𝛤.

(3.1.15.3)

𝑋 𝛤 (𝑓)≈
oo

𝑓𝛤.

��
𝑆

𝑓 ∗

\\

𝑓 ∗
𝛤

@@

.

On en déduit la règle suivante pour calculer l’image inverse d’un faisceau(41)

3.1.15.4. — Soient ℱ un faisceau sur 𝑆, 𝑓 •

𝛤ℱ le préfaisceau sur 𝛤 (𝑓) donné par

𝑓 •

𝛤ℱ(𝑈, 𝑉 , 𝜑) = ℱ(𝑉 ),

et 𝑎𝑓 •

𝛤ℱ le faisceau engendré. Alors

𝑓 ∗ℱ(𝑈) ≃ 𝑎𝑓 •

𝛤ℱ(𝑈, 𝑉 , 𝜑).

3.1.16. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme de sites, 𝒜 un faisceau d’anneaux sur 𝑆, ℬ un
faisceau d’anneaux sur 𝑋 et 𝑑 un entier. Soit un objet 𝐾 du type suivant

3.1.16.1. — 𝐾 associe à chaque objet 𝑈 de 𝑋 un complexe 𝐾(𝑈) de (𝒜, 𝑓|𝑈∗(ℬ|𝑈))-modules
sur 𝑆, nul en degré > 𝑑, et 𝐾(𝑈) est un foncteur covariant de 𝑈.

Pour tout faisceau de𝒜-modulesℱ sur𝑆, on désignera par𝐾 !ℱ le complexe de faisceaux
sur 𝑋 engendré par le complexe de préfaisceaux de ℬ-modules :

𝑈 ⟼ Hom𝒜(𝐾(𝑈), ℱ ).

On désignera par 𝑅𝐾 ! le dérivé de 𝐾 !

𝑅𝐾 ! ∶ 𝐷+(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐷+(𝑋, ℬ).

Si 𝑈 ∶ 𝐾1 → 𝐾2 est un morphisme d’objets (3.1.11.1), alors 𝑈 induit des morphismes de 580
foncteurs

𝑡𝑢 ∶ 𝐾 !
2 ⟶ 𝐾 !

1 et 𝑅𝐾 !
2 ⟶ 𝑅𝐾 !

1.
Sous les hypothèses précédentes, on a

40. N.D.E. : Cette terminologie n’étant pas familière, il convient de préciser ici qu’il s’agit des notions intervenant
dans III 2 et IV 4.7 (on prendra garde au fait que dans l’édition originale, à l’endroit de cette deuxième référence,
des coquilles empêchaient de comprendre dans quel sens allaient au juste les flèches).

41. N.D.E. : Il est ici fait usage de III 2.3 ou de IV 4.7.3.



74

Proposition 3.1.17. — (i) Pour tout point 𝑥 de 𝑋 et pour tout 𝐿 ∈ Ob𝐷+(𝑆, 𝒜), on a,
désignant par 𝑉 (𝑥) la catégorie des voisinages de 𝑥

(3.1.17.1) ℋ 𝑛(𝑅𝐾 !𝐿)𝑥 ≃ lim−−→
𝑈∈Ob𝑉 (𝑥)

Ext𝑛(𝐾(𝑈), 𝐿).

(ii) On a donc une suite spectrale

(3.1.17.2) 𝐸𝑝𝑞
2 = lim−−→

𝑈∈Ob𝑉 (𝑥)
Ext𝑝(ℋ −𝑞(𝐾(𝑈)), 𝐿) ⟹ ℋ 𝑛(𝐾 !𝐿)𝑥.

(iii) Si 𝑋0 est un ensemble conservatif de points de 𝑋, et 𝑢 ∶ 𝐾1 → 𝐾2 un morphisme d’objets
(3.1.11.1), alors, pour que

𝑡𝑢 ∶ 𝑅𝐾 !
2 ⟶ 𝑅𝐾 !

1
soit un isomorphisme, il faut et il suffit que pour tout 𝑛 et tout 𝑥 ∈ 𝑋0, le morphisme de
pro-objets deMod(𝑆, 𝒜)

(3.1.17.3) 𝑢𝑥 ∶ ‶ lim←−− ”
𝑈∈Ob𝑉 (𝑥)

ℋ 𝑛𝐾1(𝑈) ⟶ ‶ lim←−− ”
𝑈∈Ob𝑉 (𝑥)

ℋ 𝑛𝐾2(𝑈)

soit un isomorphisme.

Pour prouver (i), on prend pour 𝐿 un complexe d’injectifs, de sorte que (3.1.17.1) est
trivial ; il est clair que (i) ⇒ (ii).

Que la condition (3.1.17.3) de (iii) soit suffisante résulte aussitôt de (3.1.17.2). Nous n’au-
rons pas à faire usage de ce qu’elle est nécessaire. Si 𝑡𝑢 est un isomorphisme, alors, d’après
(3.1.16.1), pour tout faisceau injectif 𝐼 sur (𝑆, 𝒜), on a

Hom(‶ lim←−− ”
𝑉 (𝑥)

ℋ 𝑛𝐾2(𝑈), 𝐼) ∼−→ Hom(‶ lim←−− ”
𝑉 (𝑥)

ℋ 𝑛𝐾1(𝑈), 𝐼),

et on conclut en notant que dans toute catégorie abélienne ayant assez d’injectifs (ici,
Mod(𝑆, 𝒜)), les foncteurs Hom(∗, 𝐼) pour 𝐼 injectif de 𝒜 forment un système conservatif
de foncteurs sur Pro(𝒜).

Exemple 3.1.18. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme compactifiable de schémas, et 𝒜 un581
faisceau d’anneaux de torsion sur 𝑆. On annèle 𝑋 par 𝑓 ∗𝒜. Choisissons un entier 𝑑 qui
majore la dimension des fibres de 𝑓, ainsi qu’une compactification de 𝑓, et posons (3.1.4.7))

(3.1.18.1) 𝐾(𝑈) = 𝑓 •

! ((𝑓 ∗𝒜)𝑈).

D’après la formule (3.1.3.1) pour l’adjoint de 𝑓 •

! , on a un isomorphisme

(3.1.18.2) 𝑓 !
• ≃ 𝐾 ! ∶ Mod(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐶𝑏 Mod(𝑋, 𝑓 ∗𝒜).

et donc

(3.1.18.3) 𝑅𝑓 ! = 𝑅𝐾 ! ∶ 𝐷+(𝑆, 𝒜) ⟶ 𝐷+(𝑋, 𝑓 ∗𝒜).

Exemple 3.1.19. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆, 𝒜, ℬ et 𝑑 comme en 3.1.16. Soit 𝐾 un objet du type
suivant.
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3.1.19.1. — Pour tout 𝑊 = (𝑈, 𝑉 , 𝜑) ∈ Ob𝛤 (𝑓) (3.1.15)(42), 𝐾(𝑊 ) est un complexe
de (𝒜𝑉, 𝜑∗𝐵|𝑈)-Modules sur 𝑉, fonctoriel en 𝑊 : pour tout morphisme (𝑢, 𝑣) ∶ 𝑊1 =
(𝑈1, 𝑉1, 𝜑1) → 𝑊2 = (𝑈2, 𝑉2, 𝜑2) il est donné

𝐾(𝑢, 𝑣) ∶ 𝐾(𝑊1) ⟶ 𝑣∗𝐾(𝑊2), i.e.
𝐾(𝑢, 𝑣) ∶ 𝑣!𝐾(𝑊1) ⟶ 𝐾(𝑊2).

À tout objet 𝐾 (3.1.19.1) est associé un objet 𝐾′ (3.1.16.1) relatif à 𝑓𝛤 ∶ 𝛤 (𝑓) → 𝑆, donné
par

(3.1.19.2) 𝐾′(𝑈, 𝑉 , 𝜑) = 𝑗!𝐾(𝑈, 𝑉 , 𝜑)

pour 𝑗 «morphisme d’inclusion » de 𝑉 dans 𝑆. On pose

𝐾 ! =
defn

𝐾′! et 𝑅𝐾 ! =
defn

𝑅𝐾′!.

Exemple 3.1.20. — Avec les notations de 3.1.19, faisons ℬ = 𝑓 ∗𝒜 et posons

(3.1.20.1) 𝐾(𝑈, 𝑉 , 𝜑) = 𝒜𝑉 (en degré 0)

D’après 3.1.15.4, on a alors des isomorphismes de foncteurs 582

𝐾 ! ≃ 𝑓 ∗(3.1.20.2)

𝑅𝐾 ! ≃ 𝑓 ∗.(3.1.20.3)

3.2. Dualité de Poincaré. —

3.2.1. — Soit 𝑓 un morphisme plat compactifiable purement de dimension relative 𝑑 (ou,
plus généralement, vérifiant la condition (∗)𝑑 de 2.9) :

𝑋 �
� 𝑗 //

𝑓

��

𝑋

𝑓

||
𝑆 .

Soit 𝑛 un entier ≥ 1 inversible sur 𝑆 et supposons 𝑆 annelé par un faisceau d’anneaux 𝒜 tel
que 𝑛𝒜 = 0. D’après 3.1.18, le foncteur 𝑅𝑓 ! ∶ 𝐷+(𝑆, 𝒜) → 𝐷+(𝑋, 𝒜) peut se calculer par
le procédé de 3.1.16, pour 𝐾 donné par (3.1.18.1).

Soit 𝐾′ le foncteur du type (3.1.19.1) qui à (𝑈, 𝑉 , 𝜑) ∈ Ob𝛤 (𝑓) associe le complexe de
faisceaux Z/𝑛(−𝑑)[−2𝑑] sur 𝑉, réduit à Z/𝑛(−𝑑) placé en degré 2𝑑, et soit 𝐾″ l’objet du type
(3.1.16.1) correspondant (3.1.19.2), relatif à 𝑓 ∶ 𝛤 (𝑓) → 𝑆.

42. N.D.E. : Par définition, 𝜑 est un 𝑋-morphisme 𝑈 → 𝑉 ×𝑆 𝑋. Pour bien comprendre cet exemple, il faut
prendre le point de vue équivalent consistant à interpréter 𝜑 comme un 𝑆-morphisme 𝜑∶ 𝑈 → 𝑉.
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On peut regarder 𝐾 et 𝐾″ comme des objets 3.1.16.1 relatif à 𝛤 (𝑓) → 𝑆. De plus, pour
tout (𝑈, 𝑉 , 𝜑) ∈ Ob𝛤 (𝑓), le morphisme trace 2.9 définit un morphisme de faisceaux sur 𝑉

Tr ∶ 𝑅2𝑑𝜑!Z/𝑛 ⟶ Z/𝑛(−𝑑),

d’où, désignant par 𝑗 le morphisme de 𝑉 dans 𝑆, un morphisme de foncteurs

𝐾(𝑈) = 𝑓∗𝜏≤2𝑑𝐶∗
ℓZ/𝑛𝑈 ⟶ ℋ 2𝑑(𝐾(𝑈))[−2𝑑] ≃(3.2.1.1)

𝑅2𝑑𝑓!(Z/𝑛)𝑈 ≃ 𝑗!𝑅2𝑑𝜑!Z/𝑛
Tr𝜑
−−→ 𝑗!Z/𝑁(−𝑑) = 𝐾″(𝑈, 𝑉 , 𝜑)).

Une forme tordue de 3.1.20 montre que583

𝑅𝐾″! = 𝑅𝑓 ∗(𝑑)[2𝑑].

D’après 3.1.16, on dispose donc d’un morphisme composé

(3.2.1.2) 𝑡𝑓 ∶ 𝑅𝑓 ∗(𝑑)[2𝑑] ≃ 𝑅𝐾″! ⟶ 𝑅𝑘! ≃ 𝑅𝑓 !.

Remarque 3.2.2. — Si le foncteur 𝑅𝑓 ! est de dimension cohomologique finie, alors 𝑡𝑓 est
encore défini en tant que morphisme entre foncteurs de 𝐷(𝑆, 𝒜) dans 𝐷(𝑋, 𝑓 ∗𝒜), (défini-
tion en 3.1.5).

On dispose d’une autre méthode pour construire une flèche (3.2.1.2), par adjonction à
partir de (2.13.2)

Tr ∶ 𝑅𝑓!(𝑓 ∗𝐿(𝑑)[2𝑑]) ⟶ 𝐿.
Ces deux flèches coïncident :

Lemme 3.2.3. — Pour 𝐿 ∈ Ob𝐷+(𝑆, 𝒜) (resp. 𝐷(𝑆, 𝒜) si le foncteur 𝑅𝑓 ! est de dimension
cohomologique finie), le diagramme

𝑅𝑓!(𝑓 ∗𝐿(𝑑)[2𝑑])

Tr𝑓

��

𝑅𝑓!(𝑡𝑓)
// 𝑅𝑓!𝑅𝑓 !𝐿

adjonction

��
𝐿 𝐿

est commutatif.

Donnons tout d’abord une variante de la définition de 𝑡𝑓, en termes du foncteur 𝑓 !
•

(3.1.4.10). Soient 𝑈 ∈ Ob𝑋et, 𝑉 ∈ Ob𝑆et et 𝜑 ∈ Hom𝑓(𝑈, 𝑉 ). Par définition,

𝑓 !
• (𝐿)(𝑈) = Hom(𝑓 •

! 𝒜𝑈, 𝐿) ;

le morphisme trace définit un morphisme

Tr𝑓 ∶ 𝑓 •

! 𝒜𝑈 ⟶ 𝒜𝑉(−𝑑)[−2𝑑]

qui se transpose en
𝑡𝜑 ∶ 𝑓 !

• (𝐿)(𝑈) ⟵ 𝐿(𝑑)[2𝑑](𝑉 ).
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Les morphismes 𝑡𝜑 définissent un morphisme 584

𝑡𝑓 ∶ 𝑓 ∗𝐿(𝑑)[2𝑑] ⟶ 𝑓 !
•𝐿

dont on laisse au lecteur le soin de vérifier que, dans la catégorie dérivée, il coïncide avec
(3.2.1.2). Cette description montre que les diagrammes suivants sont commutatifs au niveau
des complexes, pour 𝐿 complexe de Modules :

Hom •(𝒜𝑉, 𝐿) //

Tr𝑓

��

Hom •(𝑓 ∗𝒜𝑉(𝑑)[2𝑑], 𝑓 ∗𝐿(𝑑)[2𝑑])

𝑡𝑓

��
Hom(𝑓 •

! 𝑓 ∗𝒜𝑉(𝑑)[2𝑑], 𝐿) ∼ Hom •(𝑓 ∗𝒜𝑉(𝑑)[2𝑑], 𝑓 !
•𝐿).

Par fonctorialité des flèches de ce diagramme en 𝒜𝑉, on déduit que pour tout faisceau, ou
tout complexe de faisceaux 𝐾, le diagramme suivant est commutatif :

Hom •(𝐾, 𝐿) //

Tr𝑓
��

Hom •(𝑓 ∗𝐾(𝑑)[2𝑑], 𝑓 ∗𝐿(𝑑)[2𝑑])

��
Hom •(𝑓 •

! 𝑓 ∗𝐾(𝑑)[2𝑑], 𝐿) oo ∼ // Hom •(𝑓 ∗𝐾(𝑑)[2𝑑], 𝑓 !
•𝐿).

Prenant 𝐾 = 𝐿 et Id ∶ 𝐿 → 𝐿, on trouve 3.2.3 au niveau des complexes.
Je serais reconnaissant à toute personne ayant compris cette démonstration de me l’ex-

pliquer.

3.2.4. — On déduit aussitôt de ce lemme et de la définition (3.1.13) des isomorphismes de
composition par adjonction que si 𝑓 est le composé de deux morphismes plats de présen-
tation finie compactifiables et purement de dimension relative 𝑑1 et 𝑑2 ∶ 𝑓 = 𝑔ℎ, et si
𝑑 = 𝑑1 + 𝑑2, alors le diagramme

ℎ∗(𝑔∗𝐿(𝑑2)[2𝑑2])(𝑑1)[2𝑑1]) ∼

𝑡ℎ∗𝑡𝑔
��

(𝑔ℎ)∗𝐿(𝑑)[2𝑑]

𝑡𝑔ℎ
��

𝑅ℎ! 𝑅𝑔! 𝐿 ∼ 𝑅(𝑔ℎ)!𝐿

est commutatif. 585

Théorème 3.2.5 (Dualité de Poincaré). — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme lisse compac-
tifiable (𝑆 est donc quasi-compact quasi-séparé (sic)), 𝑑 la fonction localement constante sur
𝑋 « dimension relative de 𝑓 », 𝑛 ≥ 1 un entier inversible sur 𝑆, et 𝒜 un faisceau d’anneaux sur
𝑆 vérifiant 𝑛𝒜 = 0. Alors le foncteur

𝑅𝑓! ∶ 𝐷(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) ⟶ 𝐷(𝑆, 𝒜)

admet pour adjoint à droite le foncteur de 𝐷(𝑆, 𝒜) dans 𝐷(𝑋, 𝑓 ∗𝒜) :

𝐾 ⟼ 𝑓 ∗𝐾(𝑑)[2𝑑]

avec le morphisme (2.13.2)
Tr𝑓 ∶ 𝑅𝑓!𝑓 ∗𝐾(𝑑)[2𝑑] ⟶ 𝐾
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pour flèche d’adjonction :

Hom(𝐾, 𝑓 ∗𝐿(𝑑)[2𝑑]) ∼−→ Hom(𝑅𝑓!𝐾, 𝐿).

Démonstration. On se ramène au cas 𝑑 constant. D’après la description 3.2.1 de la flèche
𝑡𝑓 (3.2.1.2), le théorème 2.14, joint au critère 3.1.17 (iii), implique que la flèche 𝑡𝑓 est un
isomorphisme (pour 𝐿 ∈ 𝐷+(𝑆, 𝒜))

𝑡𝑓 ∶ 𝑓 ∗𝐿(𝑑)[2𝑑] ∼−→ 𝑅𝑓 !𝐿.

En particulier, le foncteur 𝑅𝑓 ! est de dimension cohomologique finie, donc est défini sur
la catégorie dérivée entière. Le morphisme 𝑡𝑓 reste un isomorphisme pour 𝐿 ∈ 𝐷(𝑆, 𝒜)(43).

Par définition, 𝑅𝑓 ! est l’adjoint à droite du foncteur 𝑅𝑓! ; d’après 3.2.3, la flèche d’ad-586
jonction de 𝑅𝑓!𝑅𝑓 !𝐾 dans 𝐾 s’identifie, via 𝑡𝑓, à Tr𝑓, et ceci achève la démonstration de
3.2.5.

On identifiera dorénavant à l’aide de 𝑡𝑓 les foncteurs 𝑓 ∗𝐿(𝑑)[2𝑑] et 𝑅𝑓 !𝐿.

3.2.6. — Soient 𝑆 le spectre d’un corps algébriquement clos, 𝑘, 𝑋 un schéma compactifiable
et lisse sur 𝑘 purement de dimension relative 𝑑, 𝑛 un entier inversible dans 𝑘 et 𝐹 un faisceau
de Z/𝑛-modules localement constant constructible, i.e. un « système de coefficients » tué par
𝑛. Désignant par ∨ un Z/𝑛-dual, on a

𝑅Hom(𝐹 ,Z/𝑛) = 𝐹 ∨ (en degré 0).

Cette formule résulte de ce que Z/𝑛 est un Z/𝑛-module injectif. L’isomorphisme 3.2.5.1, ou,
plutôt l’isomorphisme qui s’en déduit

𝑅𝛤 𝑅Hom(𝐹 ,Z/𝑛(𝑑)[2𝑑]) ∼−→ 𝑅Hom(𝑅𝛤𝑐(𝐹 ),Z/𝑛),

s’écrit donc ici

(3.2.6.1) 𝑅𝛤 (𝐹 ∨(𝑑)[2𝑑]) ∼−→ 𝑅Hom(𝑅𝛤𝑐(𝐹 ),Z/𝑛).

Passant aux groupes de cohomologie, et utilisant à nouveau que Z/𝑛 est un Z/𝑛-module
injectif, ceci donne

(3.2.6.2) 𝐻2𝑑−𝑖(𝑋, 𝐹 ∨(𝑑)) ∼−→ 𝐻 𝑖
𝑐(𝑋, 𝐹 )∨,

qui est la forme habituelle de la dualité de Poincaré.
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