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Introduction

Dans cet exposé est développé le formalisme de la cohomologie a support propre. Les
questions de variance ont été traitées avec assez de soin, alors qu’elles n’étaient que rendues
plausibles dans le séminaire oral. Ceci explique la longueur de 'exposé, dont les paragraphes
1 a 4 sont consacrés aux catégories et a la topologie générale. Il est trés vivement recom-
mandé au lecteur de ne lire que les paragraphes 5 et 6, ou se trouve concentrée la substance
géométrique de I'exposé (§5 : construction et variance de la cohomologie a support propre,
théorémes de changement de base, de finitude, de tor-dimension finie et de comparaison;
§ 6 : théorie du morphisme trace pour un morphisme quasi-fini et plat).

Dans les paragraphes 1 et 2, on « rappelle » quelques résultats sur les catégories dérivées.
Le §1 n° 1 est consacré au formalisme des signes. Dans le §3, on traite du probleme de
recoller deux formalismes de variance. Dans le § 4, on introduit les résolutions plates et on
étudie les propriétés spéciales des résolutions flasques de GODEMENT.

Dans cet exposé, les foncteurs RYf) images directes supérieures a supports propres, et le
foncteur Rf, qui leur donne naissance, ne sont définis que pour f un morphisme compac-
tifiable (3.2.1). Dans 'appendice, rédigé par B. SAINT-DONAT, on montre comment étendre
la définition aux morphismes séparés de type fini de but quasi-compact quasi-séparé.!)

1. Le présent exposé et le suivant, rédigés en 1968 et 1969, reprennent et complétent les exposés oraux de A. GRo-
THENDIECK (de printemps 1964). Le rédacteur, qui n’assistait pas au séminaire oral, s’est partiellement inspiré des
notes de A. GROTHENDIECK.

1. N.D.E. : le théoréme de compactification de Nagata assure que tout morphisme séparé de type fini de but
quasi-compact quasi-séparé est compactifiable. Voir B. Conrad, « Deligne’s notes on Nagata compactifications »,
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Le §5 n° 5 (cohomologie d’un produit symétrique) ne servira plus dans ce séminaire. Il
sera utilisé dans SGA 5 pour raffiner le théoréme de rationalité des fonctions L.?)

Le § 6 n° 3 (théorie de la trace pour coefficients continus) ne sera utilisé dans I'exposé X VIII
que dans le cas relativement facile des groupes lisses ; le lecteur intéressé par le théoréme de
dualité de Poincaré (dualité globale), et prét a admettre un argument transcendant, pourra
méme se dispenser complétement de lire ce § 6 n° 3, ainsi que la plus grande partie du § ??
de XVIIL

0. Préliminaires terminologiques

0.1. — Le signe = placé entre deux groupes de symboles désignant des objets d’une catégo-
rie signifiera parfois (par abus de notations) que ces objets sont canoniquement isomorphes.
La catégorie et I'isomorphisme canonique devront en principe avoir été définis au préalable.
Dans un diagramme, le signe = désignera alors I'isomorphisme lui-méme.

0.2.0. — Soit f : .S — S’ un morphisme de sites (IV 4.9.3). Si U et U’ sont des objets de
Set.S’, un f-morphisme de U dans U’ sera par définition un morphisme de U dans f*U"’.
Pour les sites étales de schémas, on retrouve la notion usuelle.

0.2.1. — Si F et F' sont des faisceaux sur S et S’, un f-morphisme de F dans ' sera
indifféremment

(i) un morphisme de f*F' dans &
(ii) un morphisme de &’ dans f,F
(iii) une fonction qui, & chaque f-morphisme @ d’un objet U de S dans un objet U’ de
S’ associe une fonction de F'(U") dans F(U), et ce de fagon compatible avec la
composition de @ avec une fleche de .S ou .S’ @,

On voit sur (i), (ii) et (iii) que les faisceaux d’ensemble forment une catégorie fibrée et
cofibrée sur la catégorie des sites.

Itou pour les faisceaux de modules a gauche sur des sites annelés. Itou pour les faisceaux
étales sur des schémas ; ce n’est pas immédiatement un cas particulier de ce qui précéde, car
les sites forment en fait une 2-catégorie et «site étale de X » n’est qu'un pseudo-foncteur
en X (VII 1.4).

La définition précédente fait des faisceaux d’ensembles (resp. ...) sur des sites variables
une catégorie fibrée sur celle des sites, ayant pour catégories fibres les catégories opposées
aux catégories usuelles de faisceaux d’ensembles (resp. ...).

J. Ramanujan Math. Soc. 22 (2007), 205-257, cité [C] dans la suite, 4.1, ainsi que « Erratum for “Deligne’s notes on
Nagata compactifications” », J. Ramanujan Math. Soc. 24 (2009), 427-428.

2. N.D.E. : voir SGA 4%, Fonctions L modulo £" et modulo p.

2. Ces terminologies ne sont pas compatibles a I'identification des objets de .S aux faisceaux associés.



0.3. — Soient I un ensemble fini, € une fonction de I a valeurs dans {+1, -1}, (A;),c; une
famille de catégories additives graduées par des foncteurs de translation 7; ([11] 11.1.0) et F
un multifoncteur multiadditif des catégories .4; dans une catégorie additive .4 graduée par
le foncteur de translation T. On suppose F covariant (resp. contravariant) en les i tels que
€; = 1 (resp. ¢; = —1). Modifiant et complétant ([11] II 2.1.1), on dira que F est un foncteur
gradué si on s’est donné une famille (¢;);c; d’isomorphismes de foncteurs entre 7" o F et
Fo Tfi , telle que les diagrammes suivants soient anticommutatifs, pour i # j dans I,

i

i i ¢+ i
Fo(Tf,ij)—>ToF°Tf

go,-*TjEj — T*@;

) T+;
ToFol,)] ————ToTF.

On laisse au lecteur le soin de définir le composé de deux foncteurs gradués et de vérifier

que c’est encore un foncteur gradué.

0.4. — Soient A une catégorie additive et I un ensemble fini. Pour i € I, on désigne par 1;
le i*™ vecteur de base de Z!. Un complexe I'P'® (resp. un complexe I°P'® naif) de A consiste
en
(a) une famille (K¥), .1 d’objets de A ;
(b) pour chaquei € Ietchaque k € Z/, une fleche d¥ : K¥ — K**+1i ces fleches vérifiant
et k+1 k+1

Kligk = 0et,pouri # jd) T dk +dfiak = 0 (resp. d) ak = d¥T k),

0.5. — On appellera pro-objet d’'une catégorie € un foncteur de € dans (Ens) qui soit li-
mite inductive filtrante (selon une petite catégorie filtrante) de foncteurs représentables (cf. I
8.10). Tout pro-objet est limite inductive selon un petit ensemble ordonné filtrant de fonc-
teurs représentables. Si X; est un systeme projectif d’objets de €, indexé par une petite
catégorie filtrante, on désigne par “l(iLn” X, le pro-objet lg)n h¥i.

0.6. — Le lecteur dualisera 0.5 au cas des ind-objets (Cf. I 8.2).

0.7. — Conformément a la nouvelle terminologie, on appelle schéma ce qui s’appelait au-
trefois préschéma, et on appelle schéma séparé ce qui s’appelait autrefois schéma.

0.8. — La catégorie des schémas annelés est la catégorie dont les objets sont les schémas
dont le site étale est muni d’un faisceau d’anneaux, une fleche de (S, .A) dans (T, B) étant
un couple formé d’un morphisme de schémas f de S dans T, et d’'un homomorphisme ¢ de
faisceaux d’anneaux de f*23 dans A. Le morphisme de schémas f est dit induit par (f, ).

0.9. — Si X est un schéma sur Y, on désigne par (X/Y)" le produit fibré n-uple de X sur Y.
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0.10. — Soit .S un schéma. On appellera grand site étale (resp. grand site fppf, resp. grand
site fpqc) de S'le site Sch /.S, muni de la topologie étale (resp. fppf, resp. fpqc) (SGA 31V 6.3).
On fera attention que ce n’est pas un U -site (U étant 'univers fixé, Sch /S consistant en les
schémas € U).

On appelle petit site fpqc (resp. petit site fppf) de S le site des schémas plats sur .S (re-
sp. plats de présentation finie) muni de la topologie fpqc (resp. fppf). Lorsqu’il faudra éviter
une confusion, on appellera petit site étale de S le site S, (VI 1.2).

0.11. — Dans bien des cas, le rédacteur s’est permis de parler de diagrammes commutatifs
de morphismes de sites 1a ou il et fallu parler de diagrammes essentiellement commuta-
tifs, i.e. commutatifs a isomorphisme pres (cf. IV 3.2.2). Le lecteur pourra vérifier que les
arguments que nous donnons s’appliquent aussi a la situation générale.

0.12. — La terminologie « schéma cohérent » pour « schéma quasi-compact quasi-séparé »
a été subrepticement introduite par endroits par A. Grothendieck.

0.13. — Un faisceau de torsion F sur un schéma .S sera dit premier aux caractéristiques rési-
duelles de S s’il est limite inductive de ses sous-faisceaux annulés par des entiers n inversibles
sur S.

1. Les catégories dérivées

1.1. Foncteurs exacts (les régles de signe). —

1.1.1. — Pour les théorémes fondamentaux relatifs aux catégories dérivées, je renvoie a
VERDIER [11] et [12]. Dans ce n°, une attention toute spéciale a été accordée aux problémes
de signes.

Rappelons que si f : X — Yest un morphisme de complexes (dans une catégorie addi-
tive, sous-entendue par la suite), son céne C(f) est défini par

(1.1.1.1) cH" =X ey d"=-df'+ N +dp.

Lorsque X = 0 (resp. Y = 0),ona C(f) = Y (resp. C(f) = X[1]), de sorte que le diagramme
commutatif

0Q—m—=0—— X—=X
PR

définit un « triangle »
xLy oot xm.

Dans la catégorie des complexes a homotopie pres, on appelle distingué un triangle iso-
morphe a un triangle de ce type, et antidistingué un triangle qui devient distingué quand on



change le signe de ses fleches. On vérifie que le triangle défini par une suite exacte de com-
plexes scindée en chaque degré ([11] p. 10, cf. la démonstration de 1.1.5.4) est antidistingué
et que, a isomorphisme pres, tout triangle antidistingué est obtenu ainsi.

*1.1.2.— Les calculs de signes s’effectuent le plus aisément a l’aide des « régles formelles »
suivantes. On écrit un élément de C(f)" sous la forme 1@ x+y (x € X",y € Y"), 1 étant
une « cellule » de dimension 1, et on pose d(1) ® x = f(x). On a donc

dl®@x+y)=dI®@x—-1Qdx+dy=-1Qdx+ f(x)+dy.,

Définition 1.1.3. — (i) Un foncteur gradué (0.3) d’une catégorie triangulée A dans une
catégorie triangulée B est dit exact s’il transforme triangles distingués en triangles dis-
tingués.

(if) Un foncteur gradué contravariant d’une catégorie triangulée A dans une catégorie tri-
angulée B est dit exact si pour tout triangle distingué (X,Y, Z,u,v, w) de A le triangle
(F(Z2),F(Y), F(X), F(v), F(u), T F(w)) est distingué (dans cette définition, on identifie
FX aTFTX grace a la graduation de F).

(iii) Soient (A;);cr une famille finie de catégories triangulées, € une fonction de I dans
{+1,—1} et A une catégorie triangulée. Un foncteur gradué F du produit des A; dans

A, covariant en les i tels que €(i) = 1 et contravariant en les i tels que (i) = —1 est dit
exact si quel que soit i € I, les foncteurs de A; dans A déduits de F en fixant toutes les

eme

variables, sauf la i°™, sont des foncteurs exacts.

Un composé de foncteurs exacts est encore un foncteur exact.

1.14. — Si (K""r,d|,...,d,) est un complexe multiple (0.4), le complexe simple associé
est défini par

(1.1.4.0) k"= ] k™ . d=) 4.
Zn=n

Quand, exceptionnellement, on le définira par une somme plutdt que par un produit, ce
fait sera signalé explicitement.

Soit I un ensemble fini. On se propose, d’aprés CARTAN-EILENBERG et J.P. SERRE, d’expli-
quer comment & tout complexe naif I"P'¢ K est canoniquement associé un complexe I'Ple
(0.4).

Pour tout ordre total < sur I, soit K(<) le complexe I"Ple gujvant :

1.14.1 K(oi= Kt
( : a<ﬁ=(—ngh4.

Si < et <, sont deux ordres totaux sur I I'isomorphisme canonique t entre K(<;) et K(<,)

est par définition celui donné par

(1.1.4.2) ﬁ:ew&&koudqxg=2h@
i<ij
J<ai
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1.1.4.2.1. — On vérifie que ces isomorphismes canoniques établissent un systéme transitif
d’isomorphismes entre les K(<) pour < ordre total sur I; ces K(<) forment donc un com-
plexe I'P!¢ unique & isomorphisme unique prés, qu’on désignera dans ce n° par la notation
K (%) et qu’on appelle le complexe I'P' associé ou complexe naif I"P*® K. On prendra garde
que K(%)k n’est pas canoniquement isomorphe a K% : seul le choix d’un ordre total sur I permet
d’identifier ces deux objets.

Si K est un complexe naif I'P!°, et sii € I, on désigne par K[1;] le complexe naif suivant,
de différentielles notées d;[1,] :

K[]i]kz Kkt
(1.1.4.3) dj[li]&=d§+1,~ sii#j
k+1;
di[1;)€ = —a;.

Si K est un complexe I'P!¢, on pose

{K[li]k = Kk+1;

1.14.4
( ) dj[li]& — _dj[li]&+1i~

Si K est un complexe naif I'Pl® et < un ordre total sur I, de sorte que K () est donné par
(1.1.4.1), on définit un isomorphisme o entre K[1;](x) et K(*)[1;] par la formule

Zk;
(1.1.4.5) ok = (=1)i< " idger; .

1.1.4.6. — On vérifie que cet isomorphisme ne dépend pas du choix de lordre total <; il
définit donc un isomorphisme, dit canonique, entre K[1,;](x) et K(x)[1;].

1.1.4.7. — Quels que soient i, j dans I, si K est un complexe ou un complexe naif 1P on
identifie de facon évidente K[li][lj] et K[lj][li].

Pour i # j dans I, le diagramme suivant d’isomorphismes canoniques du type 1.1.4.6 ou
1.1.4.7 est alors anticommutatif :

K[1;][1;]() == K[1,1[1;1(+) =— K[1;]1()[1;]
(1.1.4.7.1) I [
KI11(9)[1 ] =—= K@[11[1;] = K()[1,1[1,].
1.1.5. — Soit F : A — 3B un foncteur contravariant additif de catégories additives. On
définit comme suit I’extension de F aux complexes : F : C(A) — C(B). Si K est un complexe
de A, on pose
F(K)* = F(K™%
(1.1.5.1) . Kl i
diy =D Fd ).

L’isomorphisme canonique o entre F(K)[1] et F(K[—1]) est défini par
(1.1.5.2) ok = (=1)k+! idpg—+-1y -



SiF : A—- BetG : B — C sont deux foncteurs contravariants additifs, on définit
I'isomorphisme canonique p entre GoF(K) et G(F(K)) par

(1.15.3) P = (=D idgopir) -

Lemme 1.1.5.4. — (i) Pour tout foncteur contravariant additif F : A — B, les formules
(1.1.5.1), (1.1.5.2) définissent un foncteur contravariant exact de K(A) dans K(3B).
(if) Pour tout couple (G, F) de foncteurs contravariants additifs composables, la formule
(1.1.5.3) définit un isomorphisme de foncteurs gradués entre L'extension aux complexes
de G F et le composé des extensions aux complexes de G et F.

Preuve. — Un morphisme de degréi : f : K — L est au choix

(a) un morphisme de K dans L[i]

(b) un morphisme de K[—i] dans L

(c) une famille " : K" — L"* qui commute ou anticommute aux différentielles selon
la parité de i.

Si f : K — L[i] est un morphisme de degré i, alors F(f) : F(L)[-i] - K est encore
un morphisme de degré i ; pour i = 1,0n a
(1.1.5.3) F(f) = (=D)*LF(f—=h.

Si0 > K5 L 5 M — 0 est une suite exacte de complexes scindée degré par degré, le
choix d’un scindage permet d’écrire le différentielle de L sous la forme

dp=dg+dy+/f,
ou f est un morphisme de degré un de M dans K. De méme, la suite exacte duale
0— F(M) — F(L)— F(K)—0

définit un morphisme de degré un f* de F(K)dans F(M).Ona f* = F(f).ll enrésulte que
Pimage par Fd’un triangle (K, L, M, u, v, f) défini par une suite exacte courte de complexes
est encore un triangle du méme type et, d’apres 1.1.1, ceci prouve (i).

Sous les hypotheéses (ii), pour f de degré un, on a G(F(f))" = (=1 (=1) "G+ F(f)" =
—G o F(f)"; en particulier, 'isomorphisme de graduation G(F(K[1])) ~ G(F(K))[1] est
Iisomorphisme ayant pour composantes —1.

Le diagramme

G« F(K)[1] <Y G(F)[1]

| |

G » F(K[1]) <2~ G(F(K[1]))

est donc commutatif, ce qui prouve (ii).
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1.1.6. — Soit s = +, ou s = —; soient I un ensemble fini, ¢ : I — {+,—} une fonc-
tion, (A;);cy et A des catégories additives, et F un multifoncteur multiadditif des catégories
A; dans A, covariant en les arguments d’indice i tel que (i) = + et contravariant en les
autres. On se propose de définir I'extension K*(F) (ou simplement F) de F aux complexes
comme multifoncteur exact des catégories K*¢)(A,) (se(i) = =+, selon la régle des signes)
dans K5(A), @ présentant la méme variance que F. On expliquera ensuite en quel sens
cette construction est compatible a la composition des foncteurs. D’autres conventions de
degrés sont possibles, et seront utilisées; ce point est indépendant des questions de signe
considérées ici.

1.1.6.1. — Si F est contravariant a une variable, on définit K*(F) par les formules (1.1.5).

1.1.6.2. — Si F est covariant, on définit le foncteur K°(F) par passage au quotient a partir
du composé du foncteur évident du produit des catégories C*(A4;) dans la catégorie des

ples ples

complexes I"P** naifs, du foncteur (1.1.4) de la catégorie des complexes I"P®* naifs dans

celle des complexes IVPles (1.1.4.2.1), et du foncteur complexe simple associé (1.1.4.0) :
K*(F) = C3(F)(%), 4

Soient des complexes K; € K°(A;), et i € I;on pose K;[1;] = K; pour j # i, et
K;[1;] = K;[1]. On a alors des isomorphismes évidents :

C*(F)(K;[1;]) = C°(F)(K (1],

et
C(F)(K)(#)[1;]5,, = CT(F)(K;)(); 4[11,

d’ou, via (1.1.4.5), un isomorphisme canonique o entre K*(F)(K;[1;]) et K*(F)(K)[1]. Il
résulte de 1.1.4.7 que ces isomorphismes définissent une graduation de K*(F).

1.1.6.3. — Dans le cas général, F est le produit de foncteur contravariants canoniques A; —
A (pour €(i) = —) et d’un foncteur covariant F* ; on définit le foncteur K*(F) par compo-
sition a partir de 1.1.6.1 et 1.1.6.2.

Proposition 1.1.7. — Sous les hypothéses précédentes, le foncteur K°(F) est un foncteur mul-
tiadditif exact.

Il suffit de vérifier 1.1.7 sous les hypothéses de 1.1.6.1 (ou la proposition est 1.1.5.4 (i))
ou de 1.1.6.2. Pour vérifier que les foncteurs déduits de K*(F) en fixant toutes les variables,
sauf la i*™€, sont exacts, on peut expliciter K*(F) en terme d’un ordre sur I pour lequel i
soit le plus petit élément ; un triangle distingué type (1.1.1.1) est alors transformé en triangle

distingué type.

2. La construction fournit également une extension de F en un multifoncteur des catégories C*?)(A4,) dans
C*(A).



1.1.8. — Soient I et J deux ensembles finis, ¥ : I — J une application surjective, e; : I —
{+,—}ete; : J - {+,—} des fonctions, et des multifoncteurs multiadditifs, covariants en
les arguments pour lesquels € = + et contravariant en les autres :
G:[[4—3 Geh
¥ ()=j
F: H B, —C.
jeJ
Choisissons des ordres totaux sur I et J, de telle sorte que ¥ soit une application crois-

sante. On définit alors I'isomorphisme canonique p entre I’extension aux complexes de F < (G)
et le composé des extensions aux complexes de F et des G; par la formule

(1.1.8.1) Pk = (=D*® : automorphisme de F o (G)(K; ™),
avec
A= Y kit DY keky
HI=E D= == V@=F =]
a<

Cette formule généralise (1.1.5.3), on vérifie que p ne dépend pas des ordres choisis sur 1
et J, et est un isomorphisme de foncteurs gradués (cf. 1.1.5.4 (ii)).
Ces isomorphismes p vérifient la condition évidente de cocycle pour un composé triple.

1.1.9. — Soient I un ensemble fini, i et j deux éléments distincts de I, I'' = I\{i, j}, (A));c; 267
et A des catégories additives et F : (A;);c; = A et G : (A));,e;r = A des multifoncteurs

multiadditifs. On suppose que A; = A; et que F est contravariant en la i*™ variable et
covariantenla j“"¢. Pour X, Y € Ob .A;, on désignera par F yle multifoncteur des (A;);c s

dans A obtenu en fixant les i*™€ et j**™€

etj arguments :
Fxyy(...)=F(...X,...,Y,...).

On appelle morphisme de contraction ¢ : F — G la donnée pour tout X € A d’'un mor-
phisme de foncteurs

CX . FX,X e G,
tel que pour toute fleche f : X — Y de A;, le diagramme
Fy x —Fxx

b

Fy——0C

soit commutatif.
Les conventions 1.1.6 sont motivées par le

Lemme 1.1.9.1. — Soientc : F — G un morphisme de contraction et (K,),c des complexes
dans les Ay, avec K; = K;. Soit < un ordre total sur I pour lequel i soit le prédécesseur de j.
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Soit, avec les notations de 1.1.6, pour k € Z,

k1 KS(F)(Kp)* — KS(G)(K,)*
le morphisme dont la restriction a F(... Kilch]]f" ... ) vaut O sik; # k;, et vaut Cxhi sik; = k;.
Alors, (c¥)7 est un morphisme de complexes.

On laisse au lecteur le soin de vérifier ce lemme, et le fait que le morphisme de contraction
(c*) ne dépend pas de I'ordre choisi sur I.
L’exemple standard de morphisme de contraction est celui de la loi de composition

Hom(Y, Z) ® Hom(X,Y) — Hom(X, Z).

Exemples 1.1.10. — (i) Si on applique les définitions de 1.1.6 au foncteur produit tenso-
riel, on retrouve la notion usuelle de produit tensoriel de deux complexes, la différen-
tielle étant donnée par

dx®y) =dx®y+(-1)¥*x ® dy.

(i) Sion applique les définitions de 1.1.6 au foncteur Hom(X,Y), en considérant Y comme
premiére variable et X comme seconde variable, convention qu’on suivra toujours, cette
convention permet d’identifier, pour deux complexes X, Y, le k-iéme composant du
complexe Hom(X,Y) défini dans 1.1.6 a Hn Hom(X", Y"+k), et on retrouve la diffé-
rentielle habituelle : pour f € Hom(X", Y”+k), ona

df =dof—(=Dffed.

(iii) Les conventions précédentes ont pour vertu que les systemes de fleches suivante sont
des morphismes de complexes, sans qu’on doive les perturber par aucun signe (1.1.9) :

Hom'(L, M) ® Hom' (K,L) — Hom (K, M) : f Qg+~ fog
Hom (LLM)Q@L— M : f Qx> f(x).

*1.1.10.1. — La convention (1.1.4.5)—(1.1.6.2) se justifie comme suit, pour F = ® : un élé-
ment de (K ® L)[1])" s’écrit sous la forme (*1.1.2) (en se rappelant que (K ® L)[1] =
C(KQ®L - 0)(1111) X1 Q® (x» ® y7), un élément de (K[1] ® L)" sous la forme
(1 ® xP) ® y? et un élément de (K ® L[1])" sous la forme Y x? ® (1 ® y9); le signe
apparait quand on interchange x” et 1. Pour F = dual, la convention (1.1.5.2) se justifie ain-
si : un élément de K*[1] s’écrit 1 ® w ; sa valeur sur un élément 1’ ® x de K[—1] (1’ cellule
de dimension —1)est< 1 @, 1’ ® x >= (—l)deg“’ <Ll ><w,x>= (—1)degw <w,x>;
c’est la convention adoptée.,

Remarque 1.1.11. — «Rappelons » qu'une catégorie sous-additive est une catégorie dont
les ensembles de fleches Hom(X, Y) sont munies de lois de groupes abéliens, la composition
des morphismes étant biadditive. Un foncteur additif F entre catégories sous-additives et un
foncteur qui vérifie la formule

F(f+g=F(U)+F(g



11

pour f, g € Hom(X,Y). Les foncteurs additifs d'une catégorie sous-additive .4 dans un
autre B forment une catégorie, notée Hom,44(A, B).

Soit (D) I'unique catégorie sous-additive, d’ensemble d’objets indexés par Z, (X"), 7,
avec
Hom(X", X") = Z, engendré par 'identité
(1.1.11.1) Hom(X", X"ty =7, engendré par une fleche notée d,
Hom(X', X/)=0sij—i#0oul.
Soit D le complexe de (D) défini par D" = X" et d" = d".
Pour toute catégorie sous-additive A4, le foncteur G = G(D) de Hom,44((D), A) dans
C(A) est un isomorphisme.
La construction 1.1.6 s’étend au cas d’un foncteur multiadditif de catégories sous-
additives .4; dans une catégorie additive A.
Soit
F = (F",d"),ez
un complexe de foncteurs multiadditifs de catégories additives .4; dans une catégorie addi-

tive A. On peut considérer F ' comme un foncteur de (D) dans une catégorie de multifonc-
teurs, ou encore comme un foncteur multiadditif

F,: HA,- X (D) — A.
On définit extension de F* aux complexes par la formule
(1.1.11.2) F'(K,...K,) = F|(K; ... K,, D).
1.1.12. — Soient A et B deux catégories additives et
F'=(F"d"),e;

un complexe de foncteurs additifs de A dans 5. Supposons que les foncteurs F; admettent

des adjoints a droite F;; et'd’ : F,,; — F; est le transposé de d', soit F. le complexe de

foncteurs additifs de B dans A, de composantes les F}, et d’opérateur différentiel
(d)t — (_1)i+1 Id—i—l . F—i —_ F—i—l'
Soit ’ le foncteur contravariant de (D) dans (D) donné par
txn— x—n tdn — d—n—l.

Le diagramme suivant est commutatif a isomorphisme canonique prés

F"(A),1d Hom
AX(D)XB%BXBL)'(A‘[))
(1.1.12.1) l(ld,’,ld) H
(Id,(F.)"(B)) Hom 4

AX (D)X B—— AX A—— (Ab).

270
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Ceci exprime la formule d’adjonction
Hom(F"(A), B) «— Hom(A, F,(B)).
Les conventions générales 1.1.3 fournissent donc un isomorphisme

Hom ' (F'(K), L) < Hom (K, F.(L)).

Définition 1.1.13. — Si K est un complexe d’une catégorie abélienne A, on appelle tronqué
a droite (resp. a gauche) de K en dimension n, et on désigne par t.,(K) (resp. 7-,(K)) les
complexes suivants

T, (K) o ... K2 — K" — Ker(d") — 0
75,(K) 1 0 —> coker(d"~1) — K"*! — K2
Proposition 1.1.14. — (i) Hi(rSn(K)) =0 pouri>net Hi(on(K)) =0 pouri < n.

(i) Le morphisme canonique t,(K) — K (resp. K — t,K) induit des isomorphismes sur
les H' pouri < n (resp. i > n).

Le foncteur 7, (resp. 75,) transforme morphismes homotopes en morphismes homo-
topes. Dés lors, il résulte de 1.1.14 que le foncteur 1.1.13 garde un sens dans la catégorie
dérivée.

1.1.15. — Si K est un complexe double, de premiére (resp. deuxiéme) différentielle d’ (re-
sp. d”), on désigne par 7Z,(K) le sous-complexe double de K tel que

kP sig<n
72, (K)! = {Ker(d") sig=n
0 sig>n

on définit de méme 7J,(K), 7£,(K) et 75, (K).

1.1.16. — On aura aussi a considérer les « tronqués bétes » d’'un complexe K, définis par
; K' sii<n ; K' sii>n
o<n(K)' = ) 0xn(K)' = .
0 sii>n 0 sii<n.
1.2. Foncteurs dérivés. — Soient .4 une catégorie triangulée et .S un systéme multiplicatif

saturé ([11] 12.1.2). Si A € Ob A, on désignera par A™ et A~ les ind et pro-objets ((0.5) et
(0.6))

At =“lim® AT AT = “lim® A
m im
A A A A

ou s parcourt la catégorie filtrante des fleches de .S de source ou but A.

Les foncteurs A — A" et A - A~ rendent inversibles les éléments de S et définissent
des foncteurs pleinement fidéle de A(S~!) dans les catégories des Ind et pro-objets de A
respectivement.



13

Définition 1.2.1. — Soit F un multifoncteur covariant exact des catégories triangulées
(A)o<i<n dans la catégorie triangulée A et soient S; et S des systemes multiplicatifs saturés
des catégories A; et A.

(i) Lefoncteur dérivé droit RF de F (relativement aux S; et a S) est le foncteur des catégories
A;(S7) dans la catégorie des ind-objets de A(S™') qui rend commutatif le diagramme

suivant.

(A)=F(A)
(A)——————Ind A

| |

A(STY) RE . Ind A(S).

(i) On dit que RF est défini en (A;) si le ind-objet RF(A;) de A(S™') est « essentiellement
constant », i.e. provient d’un objet de A(S™'); cet objet est appelé la valeur de RF en
(A).

(iii) On dit que F est dérivable a droite si RF est partout défini; on désignera alors encore
par RF le foncteur des A;(S7') dans A(S™") qu’il définit.

(iv) Une famille (A;) d’objets des A; est dite déployée pour RF si le morphisme canonique
de F(A;) dans RF(A;) est un isomorphisme.

On laisse au lecteur le soin de définir par dualité le dérivé gauche LF de F (a valeur dans
Pro A(S™")) et d’étendre les définitions précédentes aux cas ou F est covariant en certains
arguments et contravariant en d’autres.

Lorsque RF est partout défini, la définition qu’on en a donné ici coincide avec celle de
Verdier ([11] p. 39), comme on le vérifie facilement.

Proposition 1.2.2. — Soient (A}, A;,A{) un triangle distingué dans A;, et
A, €0bA, (i # 1).
(i) Si(Af,(A) et (A],(A))) sont déployées pour RF, alors la famille (A, (A;)) Uest aussi.
(ii) Si RF est défini en (A7, (A;)) et en (A7, (A))), il l'est aussi en (A}, (A;)) et le triangle
(RF(A},(A)), RF(A[,(A)), RF(AY,(A)))) est distingué dans AS™H.

Prouvons (ii) = (i). Puisque F est exact, la fleche
(F(AL,(A)), F(A,(A)), F(AT,(A)) = (RF(A],(A)), RF(A;, (A)), RF(A],(4))))

est un morphisme de triangles distingués. Par hypothese, cette fleche est un isomorphisme
en deux sommets ; c’en est donc un au troisiéme, comme on voulait.

Lemme 1.2.2.1. — Si A = (X,Y, Z) est un triangle distingué d’une catégorie triangulée A
et S un systéme multiplicatif saturé de A, alors le triangle At = (X, Y ", Z") deInd A est
limite de triangles distingués de A.

Désignons par £ la catégorie des morphismes de triangle distingués de source 4 dont les
fleches appartiennent a S.

274

275
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(@)

(1)

@)

276

®)

(b)

(©)
(d)

Sid=(X,Y,Z)etd = (X',Y',Z') sont deux triangles distingués de A et si f :
A — A’ est un A(S™")-morphisme de triangles, il existe dans .4 des morphismes de
triangles s : A" > A” et f; : A > A” tels que les composantes de s soient dans S et

I\

A s A"

que le diagramme

soit commutatif dans A(S™1).
Il existe un diagramme commutatif

fl \ (sy €S, f] €FLA)

XX Xy

et un morphisme A’ 5 4; dans S, admettant sy pour composante. Raisonnons de
méme en les autres sommets : on obtient un diagramme du type (1), dans lequel tou-
tefois f; n’est pas encore un morphisme de triangle dans A, les diagrammes

Zi> zl

[

x XY

par exemple pouvant ne pas étre commutatifs dans A, seulement dans A(S™!). 1l
existe ty : X — X{ dans Stel que tyw” f| =ty fiwett : A — A} admettant 7y
pour composante. Remplacons Aj par Af, s par ts et f| partf| ; dans le diagramme de
type (1) obtenu, (3) est cette fois commutatif ; procédant de méme aux autres sommets,
on obtient (1). On laisse au lecteur le soin de vérifier de méme :

Sif,g : A 3 A" sont deux morphismes de triangles distingués dans A, égaux dans
/l(S_l), alors il existe un morphisme de triangles distingués a fleches dans S, s :
A" - A" tel que sf = sg.

La catégorie £ est filtrante a droite.

On achéve la démonstration du lemme en notant que

AT = “lim” (but de s).
—
sel

277 Prouvons 1.2.2 (ii). Soient X’ et X” des objets de A(S~!) représentant RF(A],(A))
et RF(A7,(A;)), et complétons le morphisme de degré 1 de X” dans X’ en un triangle
distingué (X', X, X"). Remplacant les A;, A{, A| et A{ par le but d’une fleche de .S; ou .S
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de source A;, Ai, Aj ou A, on se ramene au cas ou il existe un diagramme commutatif

n
F(A7,(A) <— X"

|

F(AL (4) <2— X,
ou a” et a’ sont des sections de fleches de F(AY,(4;)) dans X” et de F(A{, (4;)) dans X'.
En vertu de 'axiome T'R 3 de [11] on peut compléter ce diagramme en un morphisme de
triangles
(X' XX") — (F(A],(A)), F(Ay, (A), F(A],(A))
— (RF(A},(A), RF(A},(A), RF(A], (A))).
La fleche composée est un morphisme de triangles, de source un triangle distingué et

de but une limite (dans Ind A(S™")) de triangles distingués (1.2.2.1). Quel que soit ¥ dans
A(S™), le diagramme suivant sera commutatif et ses lignes exactes

Hom(Y, X" [-1]) — > Hom(Y, X’) — > Hom(Y, X) —> Hom(Y, X”) —— Hom(Y, X'[1])
Hom(Y, RF(A], Aj)[—1]) > Hom(Y, RF(A], A;)) ® Hom(Y,RF(A;.4;)) > Hom(Y,RF(A],A;)) > Hom(Y, RF(A{, A)[1])

Par hypothése, les fleches autres que la fleche centrale sont des isomorphismes. Le lemme
des 5 montre que la fleche centrale aussi est un isomorphisme, quel que soit ¥, donc que
le triangle distingué (X', X, X”) est isomorphe au triangle (RF(A{, (4;)), RF(A,,(4),)),
RF (A7, (A)))). Ceci achéve la démonstration.

Si A et B sont deux catégories abéliennes et F un foncteur covariant additif de A dans
B, F définit des foncteurs exacts de K(A) dans K(B), de K (A) dans K+ (B) et de K~ (A)
dans K~ (3B) (1.1.7).

Définition 1.2.3. — (i) On appelle foncteurs dérivés droits de F les foncteurs de DV (A)
dans Ind D (B) et de D(A) dans Ind D(B) dérivés droits des extensions de F aux com-
plexes KY(A) » Kt (B) et K(A) - K(B).

(if) Un objet A de A est dit acyclique a droite pour F, ou, par abus de langage, acyclique
pour RF, si le complexe réduit a A en degré 0 est déployé pour RF.

On s’intéressera surtout au cas ou RF est partout défini; on peut alors le considérer
comme un foncteur de D*(A) dans D*(B), ou de D(A) dans D(B), selon le cas.

Proposition 1.2.4. — Le diagramme suivant est commutatif.

D*(A) D(A)

Ind D*(B) ——Ind D(B).

278
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Si K est un complexe nul en degré < netsis : K — L est un quasi-isomorphisme,
le morphisme composé K 5L 05,(L) (1.1.6) est encore un quasi-isomorphisme. Les
quasi-isomorphismes de K dans un complexe borné inférieurement forment donc une sous-
catégorie (pleine) cofinale de la catégorie de tous les quasi-isomorphismes de source K. Le
proposition en résulte formellement.

En particulier, si le foncteur RF est partout défini sur D(A), il est partout défini sur
DT (A), et le foncteur dérivé RF : DY(A) — D*(B) est restriction du foncteur dérivé
RF : D(A) — D(B).

1.2.5. — On laisse au lecteur le soin de :

(i) Généraliser la définition 1.2.3 au cas d’'un complexe de multifoncteurs, covariant en
certaines variables et contravariant en d’autres;
(if) Dualiser la définition 1.2.5 (i) pour définir les dérivés gauches;
(iii) Etendre la proposition 1.2.4 au cas d’un complexe borné de multifoncteurs ;
(iv) Dualiser la proposition 1.2.5 (iii) en considérant des foncteurs dérivés gauches et I'in-
clusion de D~ (38) dans D(B).

Proposition 1.2.6. — Soient A et B deux catégories abéliennes, 5 une partie de Ob(A) et F
un foncteur additif de A dans B. On suppose que

(a) tout objet de A est quotient d’un élément de P
(b) pour toute suite exacte courte

00— P—Q0—R—0,

ou Q et R sont dans P P appartient aussi @ Pet la 0-suite0 - FP - FQ - FR -0
est exacte. Alors, tout objet de Pest acyclique pour LF.

Si A € Ob A, les résolutions gauches de A par des objets de 9 formeront un systéme
cofinal dans la catégorie filtrante des résolutions gauches de A. Il suffit donc de prouver que
si un complexe

v— Ay — A — Ag— A—0
est acyclique et a objets dans % son image est acyclique. Le coupant en suites exactes courtes
(1.2.6.0) 0 — Im(d,_;) — A; — Im(d;) — O i=0)

on voit par récurrence sur i que Im(d;) € P et que I'image de (1.2.6.i) par F est une suite
exacte courte. L’image du complexe est donc acyclique.

Proposition 1.2.7. — Soit F un foncteur additif d’une catégorie abélienne dans une catégorie
abélienne B. Si tout objet de A est quotient (resp. sous-objet) d’un objet acyclique pour LF (re-
sp. RF) (1.2.3), le foncteur dérivé LF : D™(A) - D™ (B) (resp. RF : DT(A) - D*(B)) est
partout défini et tout complexe borné supérieurement (resp. inférieurement) d’objets acycliques
pour LF (resp. RF) est déployé.
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Il suffit de considérer le dérivé gauche LF. Si K est un complexe borné supérieurement,
les quasi-isomorphismes s : L — K avec L borné supérieurement et a objets acycliques
forment un systéme cofinal dans la catégorie des quasi-isomorphismes de but K. Il suffit de
montrer que pour K a objets acycliques, F(s) : F(L) — F(K) est un quasi-isomorphisme ;
on aura alors dans le cas général F(L) = LF(K). Soit M le cone de s. Le complexe est &
objets acycliques et H*(M) = 0; il faut prouver que H*(F(M)) = 0.

Soit i un entier. Les complexes déployés forment une sous-catégorie triangulée, de
sorte que tout complexe borné d’objets acycliques, notamment z,;(M), est déployé.
Puisque Hj(TZi(M)) = O pour j > i,on a, pour j > i, H/(F(M)) = Hj(F(TZZ-(M))) =
H/LF(z5;(M)) =0.

Proposition 1.2.8. — Soif F' un complexe borné inférieurement de foncteurs de A dans B. Si
pour tout K € K*(A) existe un quasi-isomorphisme L S KoulLe K*(A) est déployé pour
tous les RF', alors le foncteur dérivé RF* : DT (A) — D*(B) existe et tout complexe borné
inférieurement déployé pour tous les RF" est déployé pour RF".

La preuve en est laissée au lecteur, ainsi que celle de I’énoncé dual, ou des variantes
obtenues en prenant F contravariant, ou en prenant un complexe borné de foncteurs et en

travaillant dans D(A) et D(B).

Définition 1.2.9. — Soit F un foncteur de D*(A) dans D(B) et d un intervalle de Z. On dit
que F est d’amplitude cohomologique C d si pour tout A € Ob.A, H' F(A) = 0 pouri & d.

Tres souvent, d sera un intervalle de la forme [0, x] ou [—x, 0] et on dira alors que Fest
de dimension cohomologique resp. homologique < x. On dira que F est de dimension finie
s’il existe un intervalle fini d de Z tel que F soit d’amplitude C d.

Proposition 1.2.10. — Supposons remplies les hypothéses de 1.2.7, et que le foncteur RF :
DY(A) - DY (B) (resp. LF : D (A) —» D (B)) est de dimension finie. Alors tout com-
plexe d’objets acycliques pour RF (resp. LF) est déployé, et le foncteur RF : D(A) — D(B)
(resp. LF : D(A) — D(B)) est partout défini.

Pour la démonstration, on renvoie a Verdier [11]. Il existe un énoncé analogue pour les
complexes bornés de foncteurs. On peut encore remplacer 'exposant + (resp. —) par b.

2. Catégories fibrées en catégories dérivées

2.1. Introduction. — Le rédacteur insiste pour que le lecteur s’abstienne de lire ce §. On
y donne le formalisme du théoréme trivial de dualité et on y résout la perplexité soulevée
par Artin dans XII 4.

Pour les notions de catégories sur une autre, de catégorie fibrée, de catégorie cofibrée et
de clivage, on renvoie 8 SGA 1 VI. On établit entre autres dans cet exposé une équivalence
entre les notions de catégories fibrées clivées normalisées sur une catégorie C, et de pseudo-
foncteur de ¢° dans (Cat).

281
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Définition 2.1.1. — Si X est un site annelé, on désigne par D(X) la catégorie dérivée de la
catégorie abélienne des faisceaux de modules a gauche sur X.

Quand il y a lieu d’éviter une confusion, on écrit plutét D(X, A), A désignant le faisceau
d’anneaux.
Si f : X — Yest un morphisme de sites annelés, f définit des foncteurs dérivés
(1) Rf, : DY (X) > D*(Y)et
(2) Lf* : D™(Y) = D™ (X),
et, par passage aux catégories opposées, des foncteurs
(1) Rf, : D*(X) - D*(YYy
() Lf*: DY) — D7 (X)’,
« fonctoriels » en f. Plus précisément, (1°) et (2°) définissent deux pseudo-foncteurs de la
catégorie des sites dans celle des catégories triangulées, I'un covariant et ’autre contrava-
riant. On trouve ainsi deux catégories sur celle des sites, 'une cofibrée, de fibres les D*(X)",
et de foncteurs image directe les Rf,, l'autre fibrée, de fibres les D™(X)°, et de foncteurs
image réciproque les L f*. Sile foncteur f* est de dimension homologique finie (i.e. de « tor-
dimension finie ») on peut dans (2) remplacer ’exposant par un exposant +. On obtient donc
deux catégories sur la catégorie 5,4 des sites annelés et des morphismes de site annelés de
tor-dimension finie, catégories dont les fibres sont les catégories D*(X)°. Le « théoréme
trivial de dualité » de VERDIER ([11] p. 48) exprime que ces deux catégories sont canonique-
ment isomorphes ; elles sont donc fibrées et cofibrées ; les foncteurs « image directe » sont
les foncteurs Rf, (sic), et les foncteurs « image réciproque » sont les foncteurs L f* (sic).

2.1.2. — Le langage des catégories fibrées permet de résoudre aisément la perplexité sou-
levée par ARTIN en XII 4 : il suffit d’appliquer la proposition suivante a la catégorie fibrée
et cofibrée sur celle des sites de fibres les opposées des catégories de faisceaux sur les sites
correspondants (cf. 0.2).

Soit £ une catégorie sur B, f : y — x une fleche de B, et F € Ob(£,,). Rappelons qu'un
couple (G, @) (G € Ob €y, @ € Hom (G, F)) est une image réciproque au sens strict de F
par fsi, quels que soientg : z > yet H € Ob&,,ona

®
Homg(H, G) - Homfg(H, F).

De méme pour les images directes. Si & est fibrée ou cofibrée sur B, cette notion se réduit a
celle d’image réciproque.

Proposition 2.1.3. — Soient € une catégorie sur B,y € Ob B, F € Ob <&, et un diagramme
commutatif dans B :

2.13.1) f,l
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On suppose que les images directes et réciproques f, F, g* f,. F, g'* F et f|g'" F existent au sens
strict. Il existe alors une et une seule fleche ¢ € F1E&,,, dite fleche de changement de base,
rendant commutatif le diagramme

g/*Fé F

]

(2.13.2) fig'"F foF

x /
g f.F
Si de plus les images directes gl.g'*F et gl flg'" F existent au sens strict, alors la fleche @ 285
coincide avec celle définie en X114. Si f'* flg'* Fet f'* f| F existent au sens strict, elle coincide

encore avec la 2" fléche définie en XII 4.
En particulier les deux fleches de changement de base XII 4 coincident.

Par hypothese, les fleches du diagramme (2.1.3.2) induisent des bijections
Hom,/(f)g'"F,g*f.F) = Homf/(g’*F, g f.F)= Homgf;(g’*F, I F).
Puisque fg' =gf’, Homfg/(g’*F, [+ F) est identique a Homgf/(g’*F, f.F) et les fleches
du diagramme (2.1.3.2) induisent des applications
Hom (F, F) — Hom/,/(g'*F, f,F) = Hom,/ (f!g'*F,g* [, F),

et 'image de 1 est la seule fleche de £,/ rendant (2.1.3.2) commutatif.
Par définition, dans XII 4, la fleche de changement de base y était celle rendant commu-
tatif le diagramme suivant

(2.1.3.3) lll/ l"4 l'@ L"z L“l

Les fleches horizontales et u; sont les fleches canoniques ; u, est donc la fleche d’adjonction,
uy = g'*(uy), uy se déduit de I'isomorphisme entre f'*g* et g’* f*, et la fleche y se déduit
de u, par adjonction.
L’application composée de source g’* F et de but f, F est celle qui apparait dans (2.1.3.2) 286
et il en est donc de méme dans le diagramme commutatif suivant, dont le carré de gauche
est extrait de (2.1.3.3)

g F— s frigtf F— = f,F

L,

* W *
fig*F——g"f, F —— f.F.

Cela signifie que y vérifie la propriété caractéristique de .
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La définition de @ est autoduale, ce qui dispense de démontrer la seconde partie de 2.1.3.

2.2. Catégories fibrées en catégories triangulées. —

Définition 2.2.1. — On appelle « catégorie additive sur une catégorie B » une catégorie A
sur B dont les ensembles de fléches Hom (X, Y) (pour f € FI(B), X (resp. Y) au-dessus de la
source (resp. du but) de f) ont été munis de lois de groupes abéliens, de sorte que :

S g
(i) Quels que soient x — y — z dans B et X, Y, Z dans A au-dessus de x, y et z respecti-
vement, la loi de composition :

Hom,(Y, Z) x Hom (X, Y) = Hom, (X, Z)

est biadditive.
(ii) Les catégories fibres sont additives.

On n’aura pas a utiliser ici que ces lois de groupe abélien, quand elles veulent bien exis-
ter, sont uniquement déterminées par A, B et p.*) Un B-foncteur F : A, — A, entre
catégories additives sur B est dit additif s’il induit des homomorphismes

F : Hom 4 AX, Y)— Hom ,, (X, Y).

Définition 2.2.2. — On appelle « catégorie abélienne sur une catégorie B » une catégorie A
additive sur B, dont les fibres sont abéliennes, et telle que pour toute fleche f : x — y de B le
bifoncteur

Hom (X, Y) : A X A, —> (Ab)

soit exact a gauche en X et Y.

On n’aura pas a utiliser ici que si A est une catégorie fibrée et cofibrée sur 5 (SGA 1 VI
6) elle est abélienne sur B dés que ses fibres sont des catégories abéliennes.

Définition 2.2.3. — On appelle « catégorie triangulée sur une catégorie B » une catégorie A
additive sur B, munie d’un foncteur T : A — A et dont les fibres A, pour x € Ob B sont
munies d’ensembles A, de triangles, ce de sorte que;

(i) T est un B-automorphisme additif de A

(ii) chaque catégorie fibre A, munie du foncteur T, induit par T et de I’ensemble A, est une
catégorie triangulée ([11] 11.1.1).

3. N.D.E. : ici p désigne le foncteur structurel 4 — B.
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(iil) si les triangles (X,Y, Z,u,v,w) et (X', Y',Z' u’',v',w’) appartiennent a A, et A,/

respectivement, tout diagramme
z z'
N / X
w
w Y Y’
g
/ ,//7

X X'
f

ouu' f = gu peut se prolonger en un morphisme de triangles (f,g,h) : (X,Y,Z) —
X"Y', 7.

T sera appelé le foncteur de translation, on écrira souvent A[1] plutét que T'(A), A[n] 288
désignant alors T"(A) (n € Z).
Les triangles appartenant aux ensembles A, seront dits distingués ou exacts.

Proposition 2.2.4. — Soient A une catégorie triangulée sur B, x un objet de B,(X,Y, Z,u, v, w)
un triangle distingué de A .. Quels que soient f @ y — x et l'objet A € Ob A, la suite infinie
suivante est exacte

- —_ Homf(A, X)— Homf(A, Y) — Homf(A, Z)
— Homf(A,X[l]) — Homf(A,Y[l]) — ...

Enoncé analogue pour f @ x - yet A € Ob A,
On laisse au lecteur le soin de démontrer cette proposition en paraphrasant VERDIER [11]
p- 4. On lui laisse aussi le soin de donner un sens a la proposition suivante et de la vérifier :

Proposition 2.2.5. — Soit A une catégorie additive (resp. abélienne, resp. triangulée) sur B.
Pour tout foncteur B' — B de but B, la catégorie A’ = A Xy B’ est additive (resp. abélienne,
resp. triangulée) sur B.

Exemple 2.2.6. — La catégorie des faisceaux de modules sur des sites annelés variables est
abélienne sur la catégorie des sites annelés.

Exemple 2.2.7. — Soit A une catégorie additive sur B. La catégorie C(A/B) des complexes

de A sur B a pour objets les complexes des catégories fibres. Une fleche f de (X", d) dans
(Y",d) est un systéme de fleches f" : X" — Y"telqued /" = f"*'d.Onpose p(f) = p(f") 289
(cette fleche ne dépend pas de n car les p(d) sont des identités). C(A/B) est une catégorie
additive sur B. On définit un foncteur « de translation » en posant

(K[1])" = K™, d[1])" = —d"*.

Exemple 2.2.8. — Soit A une catégorie additive sur B. La catégorie K(A/B) des complexes
de A sur B a homotopie preés a les mémes objets que C(A/B). On 'obtient en décrétant
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nulles, dans C(A/B), les fleches homotopes a zéro; en d’autres termes, pour f : x - y
dans B, X" € ObC(A/B), et Y € Ob C(A/B),, on pose

Hom (X", Y ") = H'Hom (X", Y ")

Le foncteur de translation passe au quotient.

Si F : B’ —» B est un foncteur de but B, et si A" = A Xz B’, on laisse au lecteur
le soin d’identifier C(A'/B") a C(AIB) X5 B’ et K(A'/B') a K(AI/B) X5 B'. En particu-
lier, les fibres de la catégorie K(A/B) sont les catégories K(A,) et, en tant que telles, sont
triangulées.

Proposition 2.2.9. — (i) Pour les structures additionnelles définies en 2.2.8, la catégorie
K(AIB) est triangulée sur B.
(ii) La formation de la catégorie additive (resp. triangulée) C(A/B) (resp. K(AlB)) est com-
patible a tout changement de catégorie base B’ — B.

Les conditions (i) et (ii) de la définition 2.2.3 se vérifient fibre par fibre. (iii) se vérifie en
paraphrasant VERDIER [11] p. 4.

Remarque 2.2.10. — Ce qui précéde s’applique aussi aux catégories K*(A/B), K~ (A/B)
et K?(A/B) obtenues en se limitant respectivement aux complexes bornés inférieurement,
supérieurement, ou bornés.

Remarque 2.2.11. — Prenant pour 35 la catégorie finale, on retrouve les catégories usuelles
de complexes.

2.2.12. — Soit Fun pseudo-foncteur d’une catégorie B° dans (Cat). On sait (SGA 1 VI) que F
définit une catégorie fibrée sur B, de fibres les catégories F(x). Quels que soient f : x — y
dans B et X € Ob F(x),Y € Ob F(y), on a par définition

(2.2.12.1) Hom /(X,Y) = Homp (X, F(f)(Y)).

On sait (ibidem) que la construction précédente définit une équivalence entre la 2-catégorie
des pseudo-foncteurs de B° dans (Cat) et la 2-catégorie des catégories fibrées sur 5.

Partons d’un pseudo-foncteur de B° dans la 2-catégorie ayant pour objets les catégo-
ries additives (resp. abéliennes, resp. triangulées) et pour 1-fleches les foncteurs additifs
(resp. exacts a gauche, resp. triangulés). On vérifie aussitét que la catégorie définie par
(2.2.12.1) est additive (resp. abélienne, resp. triangulée). Réciproquement :

Proposition 2.2.13. — La construction précédente établit une équivalence entre

(a) La?2-catégorie des pseudo-foncteurs de B° dans la 2-catégorie ayant pour objets les caté-
gories additives (resp. abéliennes, resp. triangulées), et pour 1-fléches les foncteurs addi-
tifs (resp. exacts a gauche, resp. triangulés).

(b) La?2-catégorie des catégories additives (resp. abéliennes, resp. triangulées) sur B, qui sont

fibrées sur B.

La théorie développée en SGA 1 VI permet de ne vérifier que le point suivant :
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2.2.13.1. — Soient A une catégorie additive (resp. abélienne, resp. triangulée) sur B, f :
x — y une fleche de B et supposons qu’'un foncteur image réciproque f* : A, — A,
existe; f* est alors additif (resp. exact a gauche, resp. triangulé).

Le foncteur f* donne lieu & des isomorphismes

Hom (X, Y) ~ Hom, (X, f*(Y)).

1l faut prouver dans le cas triangulé, que f* est triangulé pour 'isomorphisme T f* = f*T
(T foncteur de translation) qui rend commutatif les diagrammes suivants

Hom /(X ,Y) =————=Hom, (X, f*Y)

H T~

(2.2.13.2) Hom (T X,TY) Hom (T X,Tf*Y)

\/

Hom (T X, f*TY)

Cas additif : Soit un diagramme 292

X

(2.2.13.3) rrw| | £ ul v

f*X/ p, X/ .
Onap'f*u+v)=@u+vp=up+uvp=pf"w+pf ) =p "W+ /) et
donc f*(u+v) = f*w) + ().

Cas abélien: par définition (2.2), le foncteur Hom(X, f*Y) = Hom ;(X, Y) est exact a gauche en Y,
quel que soit X, dont f* est exact a gauche.

Cas triangulé: soit (Y',Y,Y") un triangle distingué dans A, et soit (f*Y’, f*Y, X") un triangle
distingué dans A,. En vertu de 2.2.3, le morphisme canonique entre les bases de ces
triangles peut se prolonger en un morphisme de triangles, donnant lieu au diagramme
suivant

X ”

\ f*Yll YII\
v /

[ Y
L

f*Y/ f*Y/ Y!
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Prouvons que s est un isomorphisme, ce qui achévera la démonstration. Quel que
soit X dans Ob A,, on dispose du diagramme commutatif :

Hom, (X, f*Y') = Hom,(X, f*Y) = Hom,(X, X") = Hom,(X, f*Y’[1]) = Hom, (X, f*Y[1])

o

Hom, (X, f*Y") = Hom, (X, f*Y) = Hom (X, f*Y") = Hom (X, f*Y'[1]) = Hom (X, f*Y[1])

Hom (X, Y) —> Hom/(X,Y) —> Hom/(X,Y") —> Hom (X, Y’[1]) —> Hom, (X, Y[1]).

Les premieres et derniéres lignes sont exactes en vertu de 2.2.4. En vertu du lemme
des cing, 'application induite par s de Hom(X, X”) dans Hom(X, f*Y") est toujours
bijective et s est donc un isomorphisme.

On a évidemment des résultats duaux pour les catégories cofibrées.

2.3. Formule triviale de dualité. — Soit .4 une catégorie sur une catégorie base 5, et
soit .S un ensemble de fleches de A, chacune se projetant sur une identité de 5. La catégo-
rie A(S™") déduite de A par calcul de fractions est une catégorie sur B (vue la propriété
universelle).

Soit B’ — B un foncteur ; on désigne par A’ le produit fibré A Xz B’ et par S’ 'image
réciproque de .S dans .4’. Le foncteur composé A’ — A — A(S™!) rend inversible les
fleches de S, donc se factorise par A’ (S’ _1). On trouve ainsi un B’-foncteur canonique

(2.3.1) A'(S™Y — B x5 AS'TH.

Lemme 2.3.2. — Si B’ est une sous-catégorie de B, et si chaque fois qu’une fléche composée
h = f o g de B appartient a B', f et g appartiennent a B’, alors le foncteur (2.3.1) est un
isomorphisme.

Notons que (2.3.1) induit toujours une bijection sur les objets, et que, dans le cas présent,
B' Xg A(S™1) est une sous-catégorie de AWS™h.

Rappelons la construction « explicite » de A4(S~") [2, Chap. I]. Etant donné deux ob-
jets X et Y de A, on considere les « composés formels » f ... f,, ot chaque f; est soit une
fleche de A, soit 'inverse d’une fleche de S. L’ensemble Hom 4(¢-1,(X,Y) sera le quotient
de I'ensemble de ces « composés formels » par la relation d’équivalence engendrée par les
relations

fr-uv... f,=f1...(uev)... f, pouru,v dans FI(A)

fl...ss_l...f,,Efl...fn pour s € S
floosVs fu=f1 fo pour s € S.

Si on applique ces constructions a .4 et 4 la sous-catégorie A’, on vérifie que A’ (S~!) est
identique & la sous-catégorie de .4(S~") image réciproque de B’, du fait que si un « composé
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formel » f; ... f,, a pour composé dans B une fleche de B’, 'image de chaque f; sera aussi
une fléche de B’.

Supposons maintenant que A soit une catégorie triangulée sur B, et que les ensembles
S, = S NFI(A,) pour x € Ob(B) soient des systémes multiplicatifs saturés ([11] Chap. I
§ 2n°1).

Définition 2.3.3. — Sous les hypothéses précédentes la catégorie A/B sera dite presque dé-
rivable (resp. dérivable, resp. codérivable) relativement a S si, quel que soit le foncteur F :
B — B, le foncteur (2.3.1) est un isomorphisme (resp. et si A(S™') est fibrée, resp. cofibrée
sur B).

On désignera par I la catégorie du diagramme suivant

(2.3.4) I:x5x
0 1

D’apreés 2.2.13, il revient au méme de se donner une catégorie triangulée A sur I, fibrée
(resp. cofibrée) sur I, ou de se donner ses fibres A, et A et le foncteur triangulé image
réciproque F* : A — A, (resp. et le foncteur triangulé image directe F, : A, — A;). Si
Ay €ObAyjet Ay € Ob. A, ona(2.2.12.1)

HOmF(Ao, Al) = HOm(Ao, F*Al)

(resp. Homp(Ay, A;) = Hom(F, Ay, A})).

Proposition 2.3.5. — Soient A une catégorie triangulée sur I et S comme en (2.3.3).

(i) A est presque dérivable relativement a S, et A(S™') est triangulée sur I.

(ii) Si A est fibrée (resp. cofibrée), le foncteur F* (resp. F,) est dérivable a droite (re-
sp. a gauche) relativement a S et S| (1.2.1) si et seulement si A est dérivable (re-
sp. codérivable) sur I.

En vertu de 2.3.2, les catégories fibres de A(S~1 sontles catégories /IO(SO_I) et A (Sl_l),
ouS; = SNFA;) (i =0,1). Avec les notations du §1 n° 2, les foncteurs Ay, — Ay et
A| — A7 identifient /lO(SO_I) et A (Sl_l) a des catégories de pro et ind-objets de A et A;.
Cela permet de définir une catégorie sur I, de fibres /ZO(SO_I) et A;(S™!), en posant, pour
Ay € Ayet A; € Ay :

Homp(Ay, A;) = Homg(A4y, A1+) = h_r)n 11_1’1’)1 Hom(A4)), A}),
AgDAg Ay A

ou s et t parcourent les éléments de S, et S| de but (de source) A, (A;). La catégorie A
s’envoie dans cette catégorie, et on vérifie aussitot qu’elle vérifie la propriété universelle de
A(S™), sur I et aprés tout changement de base.

Pour vérifier (i), il suffit de prouver que cette catégorie, soit /l(S_l), est triangulée, et il
suffit de vérifier la condition 2.2.3 (iii). Soient donc (X, Yy, Z,) et (X, Y], Z,) des triangles
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distingués de A et A, donnant lieu aux triangles distingués (X, Yy, Zy) et (X7, Y'Y, Z)
de Ay(Sy!) et A (STH).

XO_—u>XT

(2.3.5.1) l L

Yy LN Y1+ .

En vertu du lemme 1.2.2.1, les triangles (X, Yy, Z;y) et (X7, Y1+, Zl+) sont limites de
triangles distingués; il existe donc des morphismes de triangles distingués

(XO_7Y0_’ ZO_) I (X/7Y0,7Z(/))

2.3.5.2
( ) (X/9Y1,921,)_)(X+’Y1+szr)’

et un diagramme

!
X(’)L>Xf

L,

Y] —— Y],
compatibles avec (2.3.5.1). La catégorie A étant triangulée sur I, ce diagramme peut se pro-
longer en un morphisme de triangles

(Xl,Y(),7Z(,)) I (X/7Y],7Z{)'

Composant ce dernier avec les morphismes (2.3.5.2), on voit que le diagramme (2.3.5.1) peut
se prolonger en un morphisme de triangles, ce qui établit 2.2.3 (iii).

Vérifions (ii), supposant par exemple A fibrée sur I. Si A; € Ob(A(ST!)), une image
réciproque de A; dans A(S™") est un objet B de AO(SO_I) tel que, dans /ZO(SO_I), on ait

Hom ,; Sal)(AO, B) = Homg(Ay, AT) = Hom(Ay, F*(A}))
= HomAO(S()_l)(AO, F*(A})).

11 existe un tel objet B si et seulement si le ind-objet F*(A) de Ay(S™) est essentiellement
constant (i.e. représentable), et B représente alors cet ind-objet, qui n’est autre que RF(A;)
(1.2.1), d’ou I’assertion.

Corollaire 2.3.6. — Avec les notations de 2.3.3, si A est presque dérivable sur B, alors AS™H
est une catégorie triangulée sur B.

Tout d’abord, la catégorie fibre A(S™"), peut étre identifiée a A, (S;!) : on applique
Ihypothése au changement de base {x} — 3. Cette catégorie est triangulée, munie d’un
ensemble 4, de triangles, ce qui donne un sens a I’énoncé précédent. Pour vérifier la condi-
tion 2.2.3 (iii), il suffit de le faire aprés tout changement de base I — 3, et I’assertion résulte
de 2.3.5 (i).

Il résulte aussitot de la démonstration de 2.3.5 (ii) que :
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Théoréme 2.3.7. — (formule triviale de dualité).

Soit A une catégorie triangulée fibrée et cofibrée sur I, et désignons par F, et F* les foncteurs
image directe et image réciproque. Soit S = Sy U S| un systéme multiplicatif comme en 2.3.3.
On suppose que LF, est définion A, € Ob /I(So_l) et que Rf* est définien A; € Ob A, (Sl_l).
On a alors

Homﬂo(sal)(AO, RF*A;) = Hom 4.5-1,(Ap, A}) = Hom/ll(sl_l)(LF*AO, A)).

La position des symboles R, L, * et , dans 2.3.7 n’est aberrante qu’en apparence ; en effet,
dans la catégorie fibrée et cofibrée 0.2 des faisceaux sur des sites variables, les catégories
fibres sont les catégories opposées des catégories usuelles de faisceaux.

2.4. Catégories fibrées en catégories dérivées. —

2.4.0. — On désigne dans ce n° par A une catégorie triangulée cofibrée sur B et par S
un systeme multiplicatif de morphismes de A, tous au-dessus d’une identité, et tels que
S, = SNFL(A,) soit un systéme multiplicatif saturé de A, [11,11.2.1] pour tout x € Ob(B).

On recherche un critére pour que A soit codérivable relativement a .S (2.3.3), ce qui im-
plique que A(S™') soit triangulée sur B lorsqu’on la munit de I’ensemble des triangles
isomorphes a I'image d’un triangle distingué de .4 (2.3.5).

Proposition 2.4.1. — Soient A, B et S comme ci-dessus. Pour que A soit codérivable relati-
vement a S, il suffit que la condition suivante soit vérifiée :

A
(x) Vx € ObB,YVA € Ob(A,),Is : A’ > AdansS,Vg, f : x >y s, z, fA' est déployé
a gauche pour le foncteur g,.

Désignons par A la sous-catégorie pleine de .4 formée des objets dont toutes les images
directes sont déployés relativement a tous les foncteurs image directes. Alors 1.2.2 montre
que A' est une sous-catégorie triangulée de A, évidemment cofibrée. On pose S' = § N

Fl(AY).

Lemme 2.4.1.1. — Supposons que S soit stable par images directes. Alors, AlB est codérivable
et A(S™Y) peut se calculer par un calcul de fractions a droite.

Vérifions la condition c) de [2,12.2], si possible moins triviale que les autres. On se donne
fets (s €S)eton doit trouver

A —— =B

A
(2.4.1.2) ST ! :

A—— B,

un diagramme commutatif (2.4.1.2) avec t € S. Soit F'l'image de f dans 5. Par hypothése
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F,(s) est encore dans S, de sorte que, d’aprés VERDIER, il existe un diagramme commutatif

F.(A")—— B’

Fﬁ.(“)] ]t

F.(A) —— B

donc aussi un diagramme (2.4.1.2).

Du fait que A(S~!) se calcule par calcul de fractions a droite, il est trivial que sa formation
commute au changement de base ¢ : B’ - B.

Ce lemme s’applique en particulier 3 A' et S'; le lemme suivant implique donc 2.4.1 :

Lemme 2.4.1.3. — Sur B et aprés tout changement de basec : B' — B, le foncteur canonique
@ ANSH™Y > AWSTY) est une équivalence de catégorie.

Construisons un foncteur quasi-inverse au foncteur @. Quel que soit A € Ob A4, choi-
sissons s, € S de but A et de source A' € Ob.A! avec s, = Id, pour A € Ob.4!. Soit
f une fleche de A, de but A, de source B et d'image F dans B. Puisque sz € S et que
F,A' € Ob.4!, on peut trouver B’, s € S' et u rendant commutatif le diagramme suivant

A—L o B B!

(2.4.1.4) TSA ] [

Al —> F A' <<— B

La fleche f! = us~'a de A'((S")™") ne dépend alors que de f.
Soient f et g deux fleches composables, d’images F et G dans B. Pour prouver que (g °
) = gle 1, contemplons le diagramme suivant, ot figurent des diagrammes (2.4.1.4) pour

fetg:

B c
ST
Al ¢ _FpaA a (GF), A' c!

s B!
B’ A G,B'

Puisque t € S, il existe C", r € S et w qui le rendent commutatif. Par définition,
glofl =vt busaet (go ) = vw(G,(s)r)~'a a, et on conclut par la commutativité du
diagramme.
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On a donc défini un foncteur de A dans AL((S1)™1); il se factorise en ¥ : A(S™!) -
AN(SH™), 1a propriété universelle de A(S™!). Le composé @¥ est isomorphe a I'identité
car son composé avec le foncteur J : A — A(S™!) est isomorphe a J. On vérifie de méme
que P @ est isomorphe a I'identité.

Corollaire 2.4.2. — Avec les notations de 2.4.1, A est codérivable relativement a S dés que,
pour tout ensemble fini B de fléches de B, la condition () est vérifiée lorsqu’on se limite d ne
considérer que les images directes par les fléches de B.

Quelle que soit la catégorie B’ d’ensemble de fleches fini, la prop. 2.4.1 sera applicable
aprés tout changement de catégorie de base B’ — 3B. On prendra pour B’ les catégories des
diagrammes suivants :

* * — % *— ok — % *— ok — k — %
0) (1) (2) 3)

Considérons les catégories AX(S;I) (x € ObB). Etant donné f € FI(B) et A, A, dans
ces catégories au-dessus de la source et du but de f, on définit Hom (A, A;) comme étant
Pensemble analogue défini aprés le changement de catégorie base de type (1) défini par f.
On définit la composition des morphismes a I’aide de changements de catégorie base de
type (3). On construit ainsi une catégorie .4(S~!)* sur B, dont la formation est compatible
a tout changement de base ; on vérifie qu’elle est solution du probléme universel qui définit
A(S™1) en utilisant les changements de base de type (0), (1) et (2).
Le résultat suivant est le dual de 2.4.2.

Proposition 2.4.3. — Soit A une catégorie triangulée fibrée sur B et S comme en 2.4.1. Pour
que A soit dérivable relativement a S, il suffit que pour tout ensemble fini B de fléches de B,
on ait

f
(x') Vx € Ob(B),VA € Ob(A,),3s : A > A’ dans S,Vg, f : Z &, Y > Xdans B, f*A’
est déployé a droite pour le foncteur g*.

3. Recollement de catégories fibrées ou cofibrées

3.1. Introduction. — Soit f : Y — X un morphisme séparé de type fini d'un schéma
Y dans un schéma X, ou une application continue d’un espace localement compact dans
un espace localement compact. On sait alors définir un foncteur « image directe a support
propre », noté f,, de la catégorie des faisceaux abéliens sur Y dans la catégorie des faisceaux
abéliens sur X (cf. 6.1 dans le cas des schémas, et VERDIER [13] pour le cas des espaces
localement compacts séparés). Lorsque Y et X sont des schémas de type fini sur C, ces deux
définitions sont compatibles en un sens évident. Malheureusement dans le cas des schémas,
contrairement a ce qui se passe dans le cas des espaces localement compacts, les foncteurs
dérivés du foncteur f, sont pathologique; on peut toutefois définir un foncteur «image
directe a support propre » raisonnable, directement de la catégorie D*(Y) dans D (X). Pour

302

303



304

305

30

le définir, on factorise le morphisme f en une immersion ouverte et un morphisme propre :
f = fj. Le foncteur Rf, cherché se définit alors comme composé du « prolongement par
0» jy et du foncteur R?*, dérivé du foncteur image directe par f.

Ces foncteurs R f), « image directe a support propre » ne sont utilisables que si on vérifie
pour eux un « formalisme de variance » incluant, pour un composé f = gh, une formule

Rf) = Rg Rh,

qui s’exprime le mieux en terme de catégories cofibrées. On dispose d’un tel formalisme sé-
parément pour les « prolongements par zéro » et pour les images directes par un morphisme
propre, et le probleme est de recoller ces formalismes. Pour éviter d’étre embouteillés plus
tard par des calculs idiots, on se propose dans ce § de dresser la liste des vérifications élémen-
taires requises pour mener a bien un tel recollement. On le fera dans un cadre légerement
plus abstrait qu’il n’est indispensable, espérant que le résultat pourra resservir.

La construction esquissée plus haut du foncteur Rf, exige que le morphisme f puisse se
factoriser en une immersion ouverte et un morphisme propre. Sur le modele de HARTSHORNE
[6, III 8 p. 189], on introduit au n° 2 la notion adéquate de morphisme compactifiable.

3.2. Morphismes compactifiables. —

Définition 3.2.1. — Un morphisme f d’un S-schéma X dans un S-schéma Y quasi-compact,
quasi-séparé, est dit S-compactifiable s’il existe un S-schéma P propre sur S et une factorisa-
tion de f en un morphisme quasi-fini séparé j de X dans P XY suivi de la projection de PXgY
dansY

P x

A

Lorsque .S =Y, on parlera simplement de morphisme compactifiable.

Proposition 3.2.2. — (i) Un morphisme S-compactifiable est séparé de type fini.
(if) Si Y est quasi-compact, quasi-séparé, un morphisme quasi-fini séparé de but Y est
S-compactifiable.
(iii) Le composé de deux morphismes S-compactifiables est encore S-compactifiable.
(iv) Soit un diagramme de S-schémas quasi-compacts quasi-séparés

XXy — =X
f’l lf
Y — Y

Si f est S-compactifiable, alors f' est S-compactifiable.
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(v) Soit g un morphisme S-compactifiable Y pour qu'un morphisme composé g o f soit
S-compactifiable, il faut que f le soit.

Les assertions (i) (ii) et (iv) sont triviales. Pour prouver (iii) et (v), considérons un composé
f = gh, g étant S-compactifiable.
Supposons gh S-compactifiable, d’ou un diagramme

PxgY—>PxgZ

SO

X Y Z.

Le composé vu est quasi-fini ; u est donc quasi-fini et (v) est prouvé.
Si h est compactifiable, on dispose d’un diagramme

OXgPXsgZ
— |
OXxsY PxgZ
— |
X / Y= £ z
\\Q P
l
S )
et f = fh se factorise par un morphisme quasi-fini séparé dans (Q Xg P) Xg Z. 306

Nagata affirme dans [9] que tout morphisme de type fini entre schémas noethériens in-
tégres séparés est compactifiable.®) Le rédacteur avoue ne pas avoir compris la démonstra-
tion.

Fixons maintenant un schéma S et désignons par (.5) la sous-catégorie de la catégorie
des S-schémas dont les objets sont les S-schémas quasi-compacts, quasi-séparés et dont les
fleches sont les S-morphismes S-compactifiables.®

Proposition 3.2.3. — Dans la catégorie (S) :

4. N.D.E. : il suffit de supposer que g est un morphisme quasi-compact quasi-séparé de S-schémas.

5.N.D.E. : plus généralement, tout morphisme de schémas séparé de type fini de but quasi-compact quasi-séparé
est compactifiable. Voir la N.D.E. (1) page 1.

6. N.D.E. : Grace au théoréme de compactification, on peut également travailler dans la sous-catégorie de la caté-
gorie des schémas (absolus) dont les objets sont les schémas quasi-compacts quasi-séparés et dont les fleches sont
les morphismes séparés de type fini (i.e. compactifiables). Notons que la stabilité des morphismes compactifiables
par composition est équivalente a la forme générale du théoréme de compactification.
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(i) Les immersions ouvertes (resp. les morphismes propres) définissent une sous-catégorie
(S, i) (resp. (S, p)) de (S) ayant mémes objets que (S).
(if) Les produits fibrés existent dans (S, p) et sont des produits fibrés dans (.S).
(iii) Tout morphisme f est le composé f = pj d’un morphisme propre p et d’'une immersion
ouverte.

En vertu de 3.2.2 (iii) (iv) et (v), les produits fibrés existent dans (.5) et sont des produits
fibrés dans la catégorie de tous les schémas. Puisque le produit fibré X = X; Xy X, de
deux schémas propres sur Y est encore propre sur Y, et qu'un schéma est propre sur X si et
seulement si il est propre sur X et X5, la condition (ii) est vérifiée.

Si f est un morphisme de (), il admet par hypothése, dans (S), une factorisation f = pj’,
ou p est propre et j’ quasi-fini séparé. En vertu de EGA IV 18.12.13, j' admet une factorisa-
tion j' = gj, ou g est fini et j une immersion ouverte ; de plus, en vertu de 3.2.2 (ii), g et j
sont dans (.5). On a alors f = (pq)j, ce qui prouve (iii). L’assertion (i) résulte de 3.2.2 (iii).

3.2.4. — Dans la suite de ce §, on suppose donnée une catégorie (.5), munie de deux sous-
catégories (S, i) et (S, p), telles que
(i) Ob(S) = Ob(S,i) = Ob(S, p);
(ii) les produits fibrés existent dans (.S, p) et sont des produits fibrés dans (5 ;
(iii) Vf € FI(S), 3p € FI(S, p), 3j € FI(S, i), f = pj.

Les fleches de (S, i) (resp. de (.S, p)) s’appelleront les immersions ouvertes (resp. les mor-
phismes propres).

Définition 3.2.5. — (i) Une compactification d’un morphisme f de (S) (resp. d’un couple
(f,g), resp. d’un triple (f, g, h) de morphismes composables) est un diagramme commu-
tatif (3.2.5.1) (resp. (3.2.5.2), resp. (3.2.5.3)) dont les fleches horizontales sont des immer-
sions ouvertes et dont les fléches obliques sont propres.

(if) Un morphisme de compactifications est un morphisme de diagrammes (3.2.5.1) (resp. ...)
qui soit Uidentité sur la 1" ligne verticale et propre en tous les sommets

17

X

(3.2.5.1) (3.2.5.2) (3.2.5.3)
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Proposition 3.2.6. — (i) Tout morphisme (resp. tout couple (f,g), resp. tout triple
(f, g, h), de morphismes composables) admet une compactification.
(ii) La catégorie des compactifications de f est filtrante d gauche.”
(iii) Si des diagrammes (3.2.5.2); (i = 1,2) sont des compactifications de (f, g), il existe une
compactification (3.2.5.2)3 de(f, g) et des morphismes de compactifications de (3.2.5.2)3
dans les compactifications (3.2.5.2);.

(i) Le cas d’'un morphisme n’est autre que 3.2.4 (iii). Traitons le cas d’un triple ; avec les
notations de (3.2.5.3), il suffit de construire successivement des compactifications de
f, g et h,de ig et jh, et enfin de j'h.

(ii) Soient (3.2.5.1); et (3.2.5.1), deux compactifications de f. La projection pde Y; XgY, 309
dans X est propre et Y s’y envoie par (i}, i), qui (3.2.4 (iii)) peut se compactifier en
(i1, i) = qj. La compactification f = (p ° q)j domine (3.2.5.1); et (3.2.5.1),.

Sir et s sont deux morphismes de (3.2.5.1); dans (3.2.5.1),, le noyau K de la double
fleche Y, :rl Y, s’envoie par un morphisme propre dans Y; et i; se factorise par K :
soit i) = ki.Sii= piz est une compactification de i, 'existence de la compactification
f= (?1 kp)i; montre que 'axiome L, est satisfait.

(iii) Appliquons I'axiome L; des catégories filtrantes aux compactifications de f et g dé-
duites des (3.2.5.2); (i = 1,2). On trouve ainsi Y5 et Z; donnant lieu a des diagrammes
commutatifs (3.2.5.1); (i = 1,2)

Z,—

:<\ - NH

Y=—— Y3

el
J/

et il reste a trouver une compactification de i3 g, par ?3, telle que ?3 puisse s’envoyer

par un morphisme propre dans ?i, de facon a donner lieu & un cube commutatif (i =

1,2). Si le but d’'un morphisme entre compactifications de i3g, a cette propriété, la
source I’a encore et en vertu de (ii), il suffira de s’occuper séparément des cas i = 1 et

i = 2. Soit T'le produit fibré de Y3 et Z; sur Y; : alors T figure dans un cube commutatif 310
analogue a celui qu’on cherche, sauf que la fléche k de Z; dans T pourrait ne pas étre

une immersion ouverte. Posant k = pj (p propre, j immersion ouverte) et remplacant

T par la source §3 de p, on trouve le cube cherché.

7.N.D.E. : «filtrante & gauche » signifie « cofiltrante » (I 2.7). Pour les axiomes L; et L, dans la démonstration
de 3.2.6, cf. V8.1.1.1.
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Remarque 3.2.7. — La proposition 3.2.3 aurait encore été valable si, dans la définition 3.2.1
des morphismes compactifiables, on avait omis d’exiger que Y soit quasi-compact quasi-séparé

et demandé en compensation que j soit une immersion ouverte quasi-compacte et non seulement
un morphisme quasi-fini.

3.3. Recollement. — Rappelons que les hypothéses 3.2.4 sont satisfaites.

3.3.1. — Supposons donnés :

@) pour chaque X € Ob(S), une catégorie F(X),

p) une (S, i)-catégorie cofibrée F; et une (.S, p) catégorie cofibrée F,,

y) pour chaque X € Ob(S), des isomorphismes entre F(X), (F;)x et (F,)x,
6) un scindage normalisé de F; et un scindage normalisé de F),.

En vertu de (SGA 1 VI), il « revient au méme » de se donner plutét a) et :

(i) Pour tout morphisme propre p : X — Y, un foncteur p, : F(X) - F(Y),
(if) pour tout couple composable (p, g) de morphismes propres, un isomorphisme de fonc-

teur ¢, , 1 p.q, < (P9,
(i’) et (ii’), données analogues pour (S, i),

ces données vérifiant les conditions suivantes :
(a) sip est une identité, alors p,, ¢, ; et ¢, , sont des identités,
(b) pour tout triple composable de morphismes propres, on a
Cpgr ® Py * Cqp) = Cpqr o (Cpg % 7),
(@’) et (b’), conditions analogues pour (S, p).
Supposons donné de plus,
(iii) pour tout diagramme commutatif D

j/
—_—
/

e
~

p p o J.j" €FIS, i) p,p’ €FIS, p).

-~
~

N
~

_
J
un isomorphisme de foncteur d(D) : p,.ji < j.Dh

Proposition 3.3.2. — Si des données (i) (ii) (i’) (ii’) (iii) vérifient les conditions (a) (b) (a’)
(b") ainsi que (c) et (¢") énoncées ci-dessous, alors, il existe une et « essentiellement » une seule
catégorie F cofibrée sur S, munie d’isomorphismes F X (S, i) = F; et F X5 (S, p) = F,, com-
patibles a la donnée 3.3.1y) et tels que les isomorphismes d(D) de (iii) soient les isomorphismes
composés j.pi = (jp')y = (0j")s = Dl
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(c) pour tout diagramme commutatif du type suivant

XlC—i>- ng X,

FEL T

Y, J Y, J Y;,

dont les fleches horizontales sont des immersions ouvertes et dont les fleches verticales
sont propres, le triangle suivant d’isomorphismes d de (iii) est commutatif :

p3*i>,ki>k .]!kj*pl*

N 7

J ;P 2% i* .
(¢’) Pour tout diagramme commutatif du type suivant

P »
Xl é‘X2ﬁX3

l L L
q q
Yl E ——— Y2 _ YS’

dont les fleches horizontales sont propres et dont les fleches verticales sont des im-
mersions ouvertes, le triangle suivant d’isomorphismes d de (iii) est commutatif :

. ’ )
13D+ P 4951 1%

~

‘h:i2*p* .
3.3.2.1. Définition de f,. — Soit f un morphisme de Y dans X. Chaque compactification

de f, de diagramme (3.2.5.1), définit un foncteur composé ?*i* de F(Y) dans F(X). Un
morphisme de compactifications définit un diagramme commutatif

i
|
v,

i

Yo

H i

(3.3.2.2) Y2

|/

X

La donnée (iii) nous fournit donc un isomorphisme

?z*iZ* = ?2* o (ig, 0 ly) = ?2* o (g oiyy) = 71* e

312
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L’axiome (c’) garantit de plus que I'isomorphisme associé a un composé de morphismes de
compactification est le composé des isomorphismes associés a chacun d’eux. La catégorie
des morphismes de compactification étant filtrante (3.2.6 (ii)), on obtient ainsi un systéme
transitif d’isomorphismes entre les foncteurs associés aux diverses compactification de f.
Choisissant I'une d’elles, on définit le foncteur f,.

3.3.2.3. Homomorphismes de transitivité. — Toute compactification d’un couple (f, g) de
morphismes composables (diagramme (3.2.5.2)) définit une compactification de f, une de
g une de f o g = (f2)(j'j), et un isomorphisme cre  (f8)s = f.g.. composé des
isomorphismes

(ou 'isomorphisme médian provient de (iii)).

Prouvons que cet isomorphisme ne dépend pas de la compactification choisie de (f, g).
En vertu de 3.2.6 (iii), il suffira de comparer les isomorphismes ¢ , obtenus a partir de deux
compactifications (3.2.5.2); (i = 1,2) telles qu’existe un morphisme de compactification de
la premiére dans la seconde. Les fleches de ces morphismes seront désignées par p.

Considérons le diagramme suivant d’isomorphismes de foncteurs. Pour faciliter sa lec-
ture, on a omis d’écrire les *.

?2?2.]5.].2 ?2§2pj1,j1 ?1?1.].],.].1
\ M / \ @ /
?2§2jépjl ?2p§] ]{Jl
3 @ %)

Frir8ydn Fi28,Di1 fopirg i fii1g
foi21v8 1

a) L’isomorphisme composé de la 1 ligne est I'isomorphisme 3.3.2.1 entre deux défi-
nitions de (fg),.

b) L’isomorphisme composé de la derniére ligne est 'isomorphisme 3.3.2.1 entre deux
définitions de f,g,.

c) Lesisomorphismes verticaux extrémes sont les isomorphismes c , entre (fg), et f, g,
déduits de I'une ou 'autre compactification.

Le probléme est donc de prouver que le bord extérieur du diagramme est commutatif. Un dia-
gramme commutatif de foncteurs reste commutatif quand on compose chacun d’eux avec un
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méme foncteur. Ceci rappelé, la commutativité de (1) résulte de (c) appliqué au diagramme

. g
ze Lz L7

ze oz 27

-

La commutativité de (3) et (5) est triviale, celle de (2), qui concerne essentiellement des
morphismes propres, I'est aussi. Reste a considérer ’hexagone (4).
Considérons le cube commutatif suivant

Z,C Z,
/ ) ! o /
Z,C : Z, %
N AN
AN N N
= AN
B A & R
&1 Y( ; Y2
2 /
Y< Y,

Il y a six fagons de parcourir les arétes de ce cube Z; 4 Y,, chacune « adjacente » a deux 316
autres; on dispose d’un isomorphisme entre les foncteurs composés associés a deux che-
mins adjacents (i.e. séparés par une seule face) et la commutativité de (4) résultera de la
commutativité de ’hexagone ainsi obtenu.

La morale de ce genre de diagramme est qu’une aréte représente un foncteur, une face un
isomorphisme entre foncteurs composés et un volume une condition de compatibilité (entre
les faces qui en sont le bord). On décomposera le cube en deux prismes a base triangulaire
(par le «plan » Z, Z,YY,) pour se ramener aux hypothéses (c’).
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De facon précise, on compléte I’hexagone en le diagramme d’isomorphismes suivant
(pour faciliter sa lecture, les % ont été omis) :

2,J5p
i2§2p Ezp‘/{
ir(g2p) (&,0)i1
i2 1 Ygl \ / pgl‘]{
pilgl

Les triangles sont trivialement commutatifs et les pentagones le sont en vertu de (¢’).

3.3.2.4. Condition de cocycles. — Vérifions que les isomorphismes ¢ , construits en 3.3.2.3
vérifient une condition de cocycle pour un triple (f, g, &) de morphismes composables. In-
troduisons une compactification de (f, g, #), de diagramme (3.2.5.3) et considérons le dia-
gramme d’isomorphismes de foncteurs suivant :

c

_ sh,, .
figihk — =" 7gj’ jhk

f* *Cg.h

Crgh

Fighk'k ———— Fgj'hk'k

Cf.gh \
fghk"k'k.

La commutativité du carré est triviale, celle des triangles résulte de (c) et (¢’). La commu-
tativité du bord extérieur étant ce qu’il fallait démontrer, ceci acheve la démonstration de
3.3.2.

3.3.3. — Supposons données sur (S, i) et (S, p) respectivement des catégories fibrées munies
d’un scindage normalisé F; et F), et supposons que F; et F}, ont méme fibre F(X) en tout
X € ObS.

D’aprés SGA 1 VI il « revient au méme » de se donner plutot :
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(ibis) pour tout morphisme propre p : X — Y, un foncteur p* : F(Y) - F(X),
(ii bis) pour tout couple composable (p, ¢) de morphismes propres, un isomorphisme de fonc-
teurc,, : ¢*p* < (pq)*,
(i’ bis) et (ii’ bis) données analogues pour (S, i), ces données vérifiant les conditions (a bis)
(b bis) (a’ bis) (b” bis) duales de 3.3.1 (a) (b) (a’) (b").
Supposons donné de plus,
(iii bis) pour tout diagramme commutatif D
xL .y
l,,, L,, joi' €FI(S.i); p.p’ €FI(S.p)
z—1sT
un isomorphisme de foncteurs d(D) : j'*p* < p'™ j*.
On laisse au lecteur d’énoncer les conditions (c bis) et (¢’ bis) duales de 3.3.2 (c) et (¢’).
Des raisonnements paralléles a ceux qui précédent prouvent alors la proposition suivante.

Proposition 3.3.4. — Si des données (i bis) (ii bis) (i’ bis) (ii’ bis) (iii bis) vérifient les condi-
tions (a bis) (b bis) (a’ bis) (b’ bis) (c bis) (¢’ bis), il existe une et essentiellement une catégorie F
cofibrée sur S et munie d’isomorphismes F X (S, i) = F;, FXs(S, p) = F,, ces isomorphismes
étant compatibles avec les identifications F;y = F,x (X € Ob S) et tels que les isomorphismes
d(D) de (iii bis) deviennent les isomorphismes composés p'* j* = (jp')* = (pj')* = j'*p*.

On notera cependant que 3.3.4 n’est pas dual de 3.3.2, car les hypotheéses faites sur (S, i)
et (S, p) ne sont pas autoduales.

4. Résolutions. Application a la fleche de changement de base

4.1. Résolutions plates. — Rappelons que si f : (X, A) = (Y, B) est un morphisme de
sites (ou de topos) annelés, 'image réciproque par f d’un faisceau de B-modules a gauche

M est le faisceau de .A-modules a gauche A ® p+5 f* M.

Proposition 4.1.1. — Soient f : (X, A) — (Y,3B) un morphisme de sites annelés, K un
faisceau de A-modules a droite, et 0 - L — M — N — 0 une suite exacte de faisceaux de
B-modules a gauche. Si M et N sont plats, alors

(i) L est plat,

(ii) la suite suivante est exacte :

Factorisons f en les fleches (X, A) 5 X, 13 5 (Y, B). Le foncteur v* est exact, et
transforme Modules plats en Modules plats (V 1) de sorte qu’il suffit de prouver 4.1.1 pour
u. L’isomorphisme

4.1.1.1) K®, (ﬂ@f_lg P)=K Q15 P
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nous raméne alors au cas ou f est I'identité.
Soit une suite exacte 0 - R - P — K — 0 avec P plat. Les lignes et colonnes du
diagramme suivant sont exactes :

Appliquons le diagramme du serpent au deux premieres colonnes : on trouve

0LKQL—>K®M,

ce qui prouve (ii). Sans plus supposer P plat, on sait que dans le diagramme précédent les
trois colonnes et deux lignes sont des suites exactes courtes; la premiére ligne est donc
exacte, i.e. L est plat.

4.1.2. — Soit 8 une sous-catégorie de la catégorie des sites annelés.®) Les faisceaux de mo-
dules sur les sites annelés de & forment une catégorie M, abélienne sur § (2.2.2), fibrée et
cofibrée, dont les fibres sont les opposées des catégories usuelles de faisceaux de modules
sur un site. On désignera par K(S) la catégorie K(M) (2.2.8) et par K*(8) (resp. K~(S5))
la sous-catégorie pleine de K (&), dont les catégories fibres sont les opposées des catégories
K*(S) (resp. K~ (.8)) pour S € Ob 8. Les catégories K(S), K*(8) et K~ (S) sont triangulées
sur 8, fibrées et cofibrées.

Soit f : § — S’ une fléche de S. Tout injectif est acyclique (1.2.3) pour le foncteur Rf,,
et tout faisceau de modules plats est acyclique pour le foncteur L f* (4.1.1 et 1.2.6), d’ou des
foncteurs dérivés (1.2.7)

(4.1.2.1) Rf, : DT(S) — D*(S")
(4.1.2.2) Lf*: D™ (S") — D7(S).

8. N.D.E. : la théorie vaut plus généralement pour des catégories S formées de sites annelés.
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Si Rf, (resp. Lf*)est de dimension finie, on peut dans (4.1.2.1) (resp. (4.1.2.2)) remplacer
I'exposant + (resp. —) par b, par — (resp. +) ou le supprimer (1.2.10).”

On désigne par D(S) (resp. DT (S), resp. D7(8)) la catégorie déduite de K(S) (re-
sp. K*(8), resp. K~(8)) en inversant les quasi-isomorphismes.

Scholie 4.1.3. — (« Théoréme trivial de dualité »).

(a) On suppose que tous les foncteurs Rf, (resp. Lf™) sont de dimension finie. Alors :

()

(i)

(iii)

La formation de D(S) commute a tout changement de catégorie base ' — §. La
catégorie D(S) est triangulée sur § (2.2.3), et ses fibres s’identifient aux opposées
des catégories D(S) pour S € Ob S.

La catégorie D(S) est cofibrée (resp. fibrée) sur 8. Soit f : S — S’ ;si Lf* (re-
sp. Rf, ) est de dimension finie, alors tout objet de D(S") (resp. D(S)) a une image
réciproque (resp. directe) par f au sens de la catégorie D(S) sur S. Les foncteurs
image réciproque et image directe s’identifient a L f* et Rf,.

Tout objet de D(S’) (resp. D*(S)) a une image réciproque (resp. directe) au
sens de D(S) et le foncteur image réciproque (resp. directe) s’identifie a Lf™* (re-
sp. Rf,).00

La formation de D™(8) (resp. D™(S)) commute d tout changement de catégorie
base 8’ — 8. La catégorie D~ (8S) (resp. DY(S) est triangulée sur S, et ses fibres
s’identifient aux opposées des catégories D~ (.S) (resp. DT (S)).

La catégorie D™(S) (resp. DT(8)) est fibrée (resp. cofibrée) sur S ; les foncteurs
«image réciproque » (resp. « image directe ») s’identifient aux foncteurs dérivés
Lf* (resp. Rf,).

Sif : S —> S esttel que Rf, (resp. Lf*) soit de dimension finie, tout objet
de D=(S) (resp. D*(S")) a une image directe au sens de D~ (S) (resp. une image
réciproque au sens de D (8)), et le foncteur « image directe » (resp. « image réci-
proque ») s’identifie a Rf, (resp. Lf™).

Il suffira de vérifier que dans chaque cas les hypotheses de 2.4.1 ou 2.4.3 sont remplies,
les autres assertions se déduisant aprés un changement de base {S} — S,oul — &,
de 2.3.5 et 1.2.10. Dans le cas (b), les complexes de faisceaux plats (resp. flasques) satisfont
aux hypothéses de 2.4.3 (resp. 2.4.1). Dans le cas (a), on utilisera 2.4.1 (resp. 2.4.3) de fa-
con a n’avoir a considérer que des f tels que la dimension de Rf, (resp. L f*) soit majorée

par N fixe. Prouvons qu’il existe « assez » de complexes K dont les composantes ont leurs

images directes (resp. réciproques) toutes acycliques pour les foncteurs image directe (réci-
proque) considérés. Soit K un complexe et K* (resp. K,,) une résolution de Cartan-Eilenberg

9. N.D.E. : en utilisant les résolutions de Spaltenstein, on peut supprimer les exposants inconditionnellement.

Dans le cas commutatif, voir M. Kashiwara et P. Schapira, Categories and Sheaves, Springer, 2010, cité [KS] dans la
suite, 18.6.
10. N.D.E. : les hypotheéses de finitude de dimension dans (a) sont superflues. Cf. la N.D.E. précédente.
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de K par des complexes a composantes flasques (resp. plates).'V) Si n > N, on voit que
[otl (K*) = 22, [ .(K*) (resp. f*zl_,(K,) =7L_,f*(K,)) out” désigne un tronqué rela-
tivement a la seconde différentielle. Pour n > 2N, on en déduit que z,(K*) (resp. 72_,(K,))
vérifie I’hypothése de 2.4.1 (resp. 2.4.3), et tout complexe K est la source (resp. le but) d’un
quasi-isomorphisme de but (resp. de source) un tel complexe.

4.1.4. — Considérons un carré commutatif de sites annelés (4.1.4.1) (cf. 0.11)

g/
X —X

4.14.1) f,j lf

s ——=s.
On peut considérer la sous-catégorie de la catégorie des sites réduite a ce diagramme ;1%
on utilise alors 2.1.3 pour définir un « morphisme de changement de base » de Lg* Rf,, dans
Rf!Lg'" lorsque 4.1.3 est applicable :

Proposition 4.1.5. — La fléche 2.1.3 de changement de base, de Lg* Rf, dans Rf]Lg'", est
définie dans chacun des cas suivants :

(i) On travaille dans les catégories D*, et Lg*, Lg'" sont de dimension finie.
(ii) On travaille dans les catégories D™, et Rf,, Rf/ sont de dimension finie.
(iii) On travaille dans les catégories dérivées entiéres, et Rf,, Rf., Lg*, Lg'" sont de dimen-
sion finie, ainsi que Lf* et Lf'™ (ou : ainsi que Rg, et Rg.).!®

On notera que la derniére hypothése de (iii) semble canularesque. Le rédacteur ne sait
pas s’en débarrasser sauf lorsque les sites considérés ont assez de points (4.2.12). Les pro-
priétés fonctorielles de cette fleche de changement de base s’obtiennent aussitot a partir de
la description 2.1.3.

4.1.6. — Soit (S, A) un site annelé, et considérons le foncteur « produit tensoriel »
® : Mod(S, A°) X Mod(S, A) — Mod(S, C)

ou C est le centre de A.
La recette de 1.1.6, pour P'application de laquelle on définira le complexe simple associé
a un double complexe par une somme, permet d’étendre ce foncteur en un foncteur encore
noté @ :
® : K(S, A )X K(S,A) — K(S,0O).

Proposition 4.1.7. — Avec les notations précédentes :

11.N.D.E. : on exige seulement que I'augmentation K? — (K*)?* (resp. (K,)?" — KP”) soit une résolution flasque
(resp. plate) pour tout p.

12. N.D.E. : il faut plutot considérer la catégorie formée de sites annelés définie par ce diagramme, qui n’est pas
une sous-catégorie stricto sensu de la catégorie des sites annelés en général. Cf. la N.D.E. (8) page 40.

13. N.D.E. : les hypothéses de finitude de dimension dans (iii) sont superflues. Cf. la N.D.E. (9) page 41.
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(i) Le foncteur produit tensoriel est dérivable a gauche (1.2.1) en un foncteur « produit ten-
soriel total »

é 1 D(S,A°)x D7 (S, A) — D (S,C);

L
(if) un couple (K, L) de complexes bornés supérieurement est déployé pour @ dés que K ou
L est a composantes plates.

La démonstration est standard.

L
Notation 4.1.8. — Si K € D™(S, A°) et L € D™ (S, A), on désigne par K ® L le produit

L L
tensoriel total de K et L. Le faisceau H,(K® L) = HXKQ®L) se désigne par Tor, (K, L) et
s’appelle le k'™ hypertor local de K et L.

Soient K € D™(S,A°) et L € D(S,.A). Si H(K) = 0 pour i > k et H'(L) = 0 pour
L L
i > {, on vérifie que H'(K® L) = 0 pour i > k+{ et que H***(K® L) = H*(K)® H'(L).
L
Fixons K et regardons K ® L comme un foncteur en L. Si on applique la définition 1.2.9
de 'amplitude cohomologique comme intervalle de Z, la borne supérieure de cet intervalle

est de nature triviale. C’est le plus grand entier i tel que H'(K) # 0. La borne inférieure est
plus intéressante :

Définition 4.1.9. — On dit qu’un complexe K € Ob D’(S, A°) est de tor-dimension < n si
les conditions équivalentes suivantes sont vérifiées :
(i) Pour tout A-module L, Tor, (K, L) = 0 pour k > n.
. L
(if) Pour tout complexe de A-modules L tel que H'(L) = 0 pouri < £, H'(K® L) = 0 pour
i</l-n.
(iii) Il existe un quasi-isomorphisme de but K et de source un complexe borné K', a compo-
santes plates et nulles pouri < —n.

4.1.10. — Voici quelques variations possibles :
(i) SiK € Ob D?(S, A°) est de tor-dimension finie et si L € Ob D(SS, A), alors le foncteur
L

® est défini (1.2.1) en (K, L).

(i) Si K € Ob Kb(S, A°) a des composantes de tor-dimension finie, le foncteur L
K ® L (L € K(S, .A)) est dérivable a gauche.

(iii) Si tout Module est de tor-dimension finie,'*) le foncteur @ se dérive en un foncteur

® : D(S..A) x D(S. A) — DS, C).

4.2. Résolutions flasques de Godement. —

14. N.D.E. : cette condition est superflue. Dans le cas ot .A est commutatif, voir [KS], 18.6, cité dans la N.D.E. (9)
page 41.
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4.2.1. — Soient .S un topos et X un ensemble. Il revient au méme de se donner une famille
de points de § indexée par X ou de se donner un morphisme k£ : Top(X) — S du topos
défini par I'espace topologique discret X dans S. Pour que la dite famille soit conservative
(IV 6.4.1), il faut et il suffit que pour tout faisceau F de S, la fleche d’adjonction de F dans
k. k* F soit un monomorphisme (cf. IV 6.4.0).

Définition 4.2.2. — Soitk : Top(X) — S une famille conservative de points d’un topos .S. On
appelle résolution de Godement ou résolution flasque canonique (relative @ X) d’un faisceau
abélien F de S, et on désigne par C(F) (ou simplement C*(F)), la résolution a droite suivante
de F :

1) C%F) = k.k*Fete : F > CO(F) est la fleche d’adjonction.

2) Posonsd~' = e; on définit par récurrence, pourn > 0

C"Y(F) = @O(coker d" 1), et d” comme fléche composée
d" : C"(F) — coker(d"") — €%(coker(d"")).

Proposition 4.2.3. — Sous les hypothéses de 4.2.2,
(i) C™(F) est un faisceau flasque V 4.1,
(if) C"(F) est un foncteur exact en F,

(iil) la fibre en un point x € X du complexe C*(F) est une résolution canoniquement scindée
de F..

Les faisceaux C"(F) sont flasques en tant qu'image directe de faisceaux (automatique-
ment flasques) sur 'espace topologique discret X.

Les foncteurs k* et k,, sont exacts. Le foncteur C° est donc exact. Prouvons par récurrence
sur n > 0 que le foncteur Z"(F) = coker(d""1) est exact, donc aussi €"*! = @92". Posons

Z7Y(F) = F. Une suite exacte de faisceaux
0—F —F—F'—0
définit pour n > 0 un diagramme

0 0 0

0—>-Zn_1(F/)—>-Z”_I(F)—>Zn_1(F”)—>O

0——C"(F') ——C"(F) ——C"(F") ——0

0——2"(F') —— 2"(F) ——— 2"(F") ——0
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dont les colonnes sont exactes, ainsi, d’aprés ’hypothése de récurrence, que les 2 premiéres
lignes. La 3'“™¢ ligne est donc exacte, et (ii) est prouvé.
Les suites exactes courtes

0 — 2"™!(F) — €"(F) — 2"(F) — 0
sont des cas particuliers de la suite exacte courte
(4.2.3.1) 0— FS C%F) > 29F) = 0

(faire la substitution F ~ 2"~!(F)). Pour prouver (iii), il reste & prouver que la suite image
réciproque de (4.2.3.1) par k est canoniquement scindée. La fléeche composée

k*
K F 2 j@OF = k*(k k) F = (K*k K F — K*F

est en effet 'identité.

Remarque 4.2.4. — Si (x;);cx est une famille conservative de points d’un site, a cette fa-
mille correspond une famille conservative de points du topos engendré, qui permet encore
de définir les résolutions flasques canoniques.

Remarque 4.2.5. — Si S est un topos annelé, les foncteurs €" transforment Modules en
Modules.

Remarque 4.2.6. — Soit § une catégorie formée de sites. Supposons donné, pour chaque
S € Ob 8, un ensemble S et une famille conservative kg : Top(S9) — S de points de .S
indexés par .S9. Supposons que S soit fonctoriel en .S et que les diagrammes

d
Top(5%) — = Top(T)
P
s

soient commutatifs. Les résolutions flasques canoniques correspondantes sont alors « fonc-
torielles en .S ».

Si 8 est la catégorie des espaces topologiques, on peut prendre S¢ = ensemble sous-
jacent.

Si S est la catégorie des sites étales de schémas S localement de type fini sur un schéma
Sy et si pour chaque s € S, k(s) est une cloture algébrique de k(s), on peut prendre pour
S9 I'ensemble des points de .S a valeurs dans I'un des k(s).

On peut remplacer la condition «de type fini » par une condition de cardinal si les
clotures algébriques k(s) sont remplacées par des extensions algébriquement closes assez
grandes.
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4.2.7. — Un des intéréts des résolutions flasques canoniques est qu’elles permettent de
construire des complexes déployés a la fois pour des foncteurs du type « produit tensoriel »
et pour des foncteurs du type «image directe ». Elles permettent par la une construction
peut-étre plus compréhensible des morphismes de changement de base (4.1.5).

Lemme 4.2.8. — Soient f : (S, A) — (S’,B) un morphisme de sites annelés, K €
Ob K(S, A°) et L € Ob K(S’, B) des complexes et k : Top(X) — S un ensemble conservatif
de points de S. On suppose remplie 'une des conditions suivantes :

(a) Les cohomologies de K et L sont bornés supérieurement ;
(b) A est de tor-dimension finie sur f_IB et K € Ob DY(S, A°) est de tor-dimension finie;
(c) L € ObD’(S’, B) est de tor-dimension finie.

L
Alors le foncteur (K, L) » K ® f*L est dérivable d gauche (1.2.1) en (K, L) ; soit @ Lf*
son dérivé.

L L
(i) Six est un point de .S, alors(KQLf*L), ~ K, ®Bf(x) L.

L
(if) Le couple (K, L) est déployé a gauche pour @ f* (1.2.1) si et seulement si, pour tout
x € X, le couple (K., L f(y) est déployé a gauche pour le foncteur ®3m).

L
(iii) Sous les hypotheéses (a) ou (b), le foncteur K® f* L en L est d’ amplitude cohomologique
C d (1.2.9) si et seulement si, Vx € V, le complexe K, de B s, -modules est de tor-
amplitude C d.'>

Ce lemme, dont la démonstration est standard, exprime la « nature ponctuelle » du fonc-
teur considéré.

4.2.9. — Soit L un complexe. On appelle résolution de Godement (relative a X) de L le com-
plexe simple (défini en terme de sommes) associé au complexe double €* L (1.1.4). On appelle
résolution de Godement tronquée a 'ordre n 72,C* L le complexe simple associé au complexe
double déduit de C* L par troncature (1.1.15) dans le sens de la différentielle de Godement.
En vertu de 4.2.3 (iii), L est point de X par point de X homotope aux complexes 7Z,C* L et
C* L ; ces complexes sont donc « aussi bons que L » vis-a-vis des foncteurs du type « produit
tensoriel » (4.2.8).

Proposition 4.2.10. — Soient (S, A) un site annelé, X un ensemble conservatif de points de
Set N, M € NU {0} avec N ou M < oo. Soit A la sous-catégorie de K(S) formée des
complexes L tels que
(@) Si N = oo, alors H'(L) = 0 pour i assez grand; si M = oo, alors H'(L) = 0 pour i
assez petit.
(b) Quels que soient x € X et le A,-module Q de tor-dimension < N, le complexe L est
déployé a gauche pour le foncteur Q ® 4_*.

15. N.D.E. : les hypothése (a) (b) et (c) sont toutes superflues. Cf. la N.D.E. (9) page 41.
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(c) Quel que soit le morphisme de topos f : S — E, de dimension cohomologique < M, le
complexe L est déployé a droite pour le foncteur f,.

Alors, Uinclusion de A dans K(.S) induit une équivalence entre la catégorie déduite de A en
inversant les quasi-isomorphismes et la catégorie D*(S), * = + si N < M = o0, % = — si
M < N = et* =blancsi N, M < .

Soit K un complexe vérifiant (a). Si N = oo, alors la fleche canoniquea : K; = 7,K - K
est quasi-isomorphisme pour i assez grand. Si N < oo, on pose K; = K. Soit K| une
résolution plate de Cartan-Eilenberg et posons K, = 7J_y K (troncature dans le sens de la
nouvelle différentielle). La fleche composée de K, dans K est un quasi-isomorphisme, et K,
vérifie (b).

Soit K un complexe vérifiant (a) et (b). Si M = oo, alors N < oo ; pour i assez grand,
b : K - 7,,K| = Kj est un quasi-isomorphisme et K5 vérifie encore (a) et (b). Si M < oo,
on pose K = Kj3. Soit Ky = 72,0 Kj3. Alors K, vérifie (a) (b) et (c) par 4.2.3 (iii).

La proposition résulte donc de deux applications successives de [11,12.4.2].

Variantes 4.2.11. — Si N < oo (resp. si M < oo, resp. si N, M < o0) alors on aurait
pu travailler de méme avec des complexes bornés inférieurement (resp. supérieurement,
resp. bornés).

4.2.12. — Voici comment utiliser ces constructions pour définir le morphisme de change-
ment de base 4.1.4 sous des hypotheses plus générales que celles de loc. cit., lorsque les sites
considérés ont assez de points.

Soient un diagramme commutatif (cf. (0.11)) de sites

x' & o x

(4.2.12.1) Lf, Lf

s .5

A un faisceau d’anneaux sur S, A’ un faisceau d’anneaux sur S’ et L un complexe de
(A’, g* A)-bimodules sur S’. On suppose que :

(i) les sites X et X' admettent des familles conservatives de points, k : QO — X et
k' : Q' - X', S’insérant dans un diagramme commutatif

Q/ g_6> [0)
(4.2.12.2) lk, l .

x 2. x

(if) L’une des hypotheéses suivantes est remplie :
(a) Lesfoncteurs Rf, et Rf sont de dimension cohomologique finie, et L est borné
supérieurement. On pose s = —.
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(b) L est borné inférieurement, a composantes de tor-dimension uniformément
bornée (comme g*.A-modules). On pose s = +.
(c) L estborné, et les hypothéses de (a) et (b) sont remplies. On pose s = blanc.

L
On désigne par L ® Lg* : D*(S, A) - D*(S’, A’") le foncteur dérivé gauche (1.2.1) du
foncteur K = L ®,« 4 g*K de K*(S, A) dans K*(S’, A").
On se propose de définir une fleche de changement de base
L L .
(4.2.12.3) ¢ LQLg*Rf. K — Rf)(f'"L®Lg “K)

pour K dans D*(X, A).16)
En vertu de 4.2.10, il suffit de la définir, fonctoriellement en K, pour les complexes appar-
tenant a la catégorie A de 4.2.10, pour

N > sup (tor-dim de L' sur g*)
i
M > dimension cohomologique de Rf,.
L
Un tel complexe est déployé tant pour le foncteur Rf, que pour le foncteur f'*L® ,, Lg'"
(4.2.8). Les fleches canoniques
a: f,K— Rf,K
* L * * *
p: fLRL 'K — f"L®g K
sont donc des quasi-isomorphismes. Pour calculer le membre de gauche I de (4.2.12.3), il
suffit donc de prendre une résolution gauche (i.e. un quasi-isomorphisme)
v Kl - f*K’
L
avec K déployé pour L ® Lg*;on a

De méme, pour calculer la membre de droite 11 de (4.2.12.3), il suffit de prendre une
résolution droite
5 f"LRg K — K,,
avec K, déployé pour Rf/;ona
II ~ f/K,.

On définit alors la fleche de changement de base comme le composé
s
[2L@g'K > LBE LK fIf " L®s K) > fiKy = I,

ou la fleche c est la fleche de changement de base usuelle, au niveau des vrais complexes.
Cette fleche de changement de base a la propriété caractéristique suivante, qui rend en
principe aisée la vérification de ses propriétés de compatibilité.

16. N.D.E. : des adjonctions dans les catégories dérivées non bornées permettent de définir une telle fleche sans
les hypothéses (i) et (ii). Cf. la N.D.E. (9) page 41.
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Proposition 4.2.13. — Sous les hypothéses précédentes, soient K € ObC*(X, A), K; €
Ob C*(S, A) et K, € Ob C*(X', A). Soient de plus u un f-morphisme de K dans K, i.e. u €
Hom(K,, f,K) ~ Hom(f*K,,K), et v un morphisme de f'*L ® g'*K dans K,. On dé-
duit de u, v et de la fleche de changement de base usuelle un morphisme de complexes c,,, :
L®g*K, - f.K,. Soientu’, V" etc), les fleches composées

W K, S f.K > Rf.K
L
V' LQLg'K > L®g "K> K,

L . Cup
¢io  LOLZ'K; - Lg"K, — fIK, > Rf/K,.

Le diagramme suivant est commutatif 335

L L
L®Lg*Rf,K—2> Rf/(f"*L ®Lg"*K)

(4.2.13.1) T LSLew) RFIW)

!’

L
L®Lg"'K, —= Rf!K,.

Supposons tout d’abord que K| = f,K et que K, = f'*L ® g'* K, et soit un diagramme
commutatif de complexes

K¢ —K

|

K¢ ——= K?

L
tel que K soit déployé pour f'*L ®Lg’", que K? soit déployé pour Rf, et que K¢ soit dé-
ployé pour ces deux foncteurs : pour construire ce diagramme, on commence par construire
K?, puis on applique une résolution flasque canonique (éventuellement tronquée) a K¢ et
K.
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Appliquons le foncteur f, (resp. L®g’™)a ce diagramme, et résolvons les complexes du
diagramme (K, K{, K{’, K¥) (resp. (K,, K%, Ké’, K5)) de facon a obtenir un cube commuta-
tif, ou = désigne un quasi-isomorphisme :

K| K
p / \ ] y /
1 \ 1
b ~ b
\ / B \ / "
Kf' - Ki
’ a b’ ¢ 34 4 L *
336 avec K{, K{", K{ , K{ déployés pour le foncteur L ® Lg* (resp.
/ K2 ] / K;
K - K \
= b ~ b’
\ / K2 \ / K2
KS = K§ ,

avec K7, KZ”,, Ké’,, Kfl déployés pour le foncteur Rf)). Utilisant les morphismes usuels de
changement de base, on obtient un prisme commutatif de complexes sur .S.
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Lg* K| L®g"K, fiK, JiK)

/\@ @/\@/ @é

! !
L®g*KY L®g* K¢ \ K3 fiKs
! !
1 LRg* K} L®g*K} flKS FlIKS
- -1
@/’ / / R\@ /
&
/ ; ’
L®g*K{ 0 L®g*Ks 0 JiK3 0 TiKS,

et on conclut en notant que les fleches du diagramme (4.2.13.1) s’identifient aux fleches 337
composées suivantes :
pour ¢ : la composée des fleches @ ;
L

pour L ® Lg*(u') : la composée des fleches @, dont une fleche inverse d’'un quasi-
isomorphisme;

pour Rf/(v'): la composée des fleches @, dont une fléche inverse d’'un quasi-
isomorphisme ;

pour ¢, : la composé des fleches @.

Dans le cas général, posons K| = f,K et K} = f'*L ® g*K. On dispose alors d’'un
diagramme

L L
L®Lg"*Rf,K—% RfL(f*L ® Lg’*K)

— | |

L L
L®Lg"K, LQ®Lg"K] Rf,K;, ——  Rf.K,,

dont les triangles sont commutatifs, ainsi que le rectangle intérieur d’aprés ce qui précede.
Le contour est donc commutatif, et ceci prouve 4.2.13.

338
4.3. Le théoréeme de changement de base. — On se propose de reformuler en termes de

catégories dérivées le théoréme de changement de base pour les morphismes propres XII
5.1 (iii).

Théoréeme 4.3.1. — Soit un diagramme cartésien de schémas

!’
x—=f . x

ok

s — % .9
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avec f propre. Soient A et A’ des faisceaux d’anneaux de torsion sur S et S’ et L un complexe
borné supérieurement de (A’, g* A)-bimodules. On suppose que la dimension des fibres de f est
bornée. L’hypothése 4.2.12 (a) est alors remplie, et la fleche de changement de base (4.2.12.3),
entre foncteurs de D™ (X, f*A) dans D~(S’, A") :

L L
ok - LOLg*Rf, K — Rf.(f'"L ® Lg'*K),

est un isomorphisme.

Les foncteurs considérés sont triangulés et « way-out » [6,17], de sorte que, pour vérifier
que @ est un isomorphisme, il suffit de vérifier que les @i ) sont des isomorphismes. On
peut donc supposer que K est réduit a un faisceau de f*.4-modules (de torsion) placé en
degré 0.

Pour vérifier que @ est un isomorphisme, il suffit de le vérifier apres application du
foncteur d’oubli de la catégorie des A'-Modules dans celle des Z/nZ-Modules, ou nA =
nA =0.

Ceci permet de se ramener au cas ou A’ = Z/nZ, avec n.A = 0. On peut alors remplacer
L par un complexe isomorphe dans la catégorie dérivée, a composantes plates sur g*A, et
borné supérieurement. Les foncteurs considérés étant triangulés et « way out » en L, il suffit
de vérifier que @ est un isomorphisme apreés avoir remplacé L par une de ses composantes.
On peut donc supposer que L est réduit a un faisceau de g*.A-modules plats placé en degré
0. 11 faut prouver que les fleches

9! : L®g*RIf, K — RIf/(f'""L ® g"K)

sont des isomorphismes. Soit s un point géométrique de S’, X la fibre de X' en s et K| les
images réciproques de K sur X . En vertu de XII 5.1 (iii), la fibre en s de ¢? est la fleche

p! L, HI(X,,K) — HIY(X,,L; ® K).

En vertu du théoréme de D. Lazard 7], le A -module plat L est limite inductive filtrante
de A -modules libres L ; le foncteur H9(X, *) commute aux limites inductives filtrantes

(VII 3.3). La fleche @7 est donc limite inductive des fleches
@l Ly, ® HI(X,,K) — HYX,L,; ® K).

Ces derniéres sont évidemment des isomorphismes, donc aussi @{, et @4 est un isomor-

phisme.

Variantes 4.3.2. — (i) Lorsque L est un complexe borné de composantes de tor-
dimension finie sur g*.A, les hypothéses (c) de 4.2.12 sont remplies, et on peut
travailler dans la catégorie dérivée entiere.!”)

17.N.D.E. : on peut travailler dans la catégorie dérivée entiére sans ces hypothéses. Cf. la N.D.E. (9) page 41.
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(ii) Si L borné inférieurement, a composantes de tor-dimension uniformément bornée sur
g% A, les hypothéses (b) de 4.2.12 sont remplies, méme si A et A’ ne sont pas de tor-
sion; la fleche de changement de base @ (K € D (X, f*A)) sera un isomorphisme
si les faisceaux %7(K) sont de torsion.

5. Les foncteurs image directe a support propre

5.1. La construction fondamentale. — On se propose de suivre le programme indiqué
en 3.1 et de définir le foncteur R f, pour f un morphisme compactifiable (3.2). On montrera
en appendice comment traiter le cas d’un morphisme séparé de type fini quelconque.('®)

5.1.1. — Soient X un topos, U on ouvert de X (IV 8.3) et j le morphisme d’inclusion de U
dans X. On a défini en IV 5.2 un foncteur « prolongement par le vide » de la catégorie des
faisceaux d’ensembles sur U dans celle des faisceaux d’ensembles sur X. Ce foncteur j, est
adjoint a gauche au foncteur de restriction j*.

On désigne encore par j, le foncteur de la catégorie des faisceaux d’ensembles pointés
sur U (resp. des faisceaux en groupes, resp. des faisceaux de j*.A-modules pour A faisceau
d’anneaux sur X) dans la catégorie analogue sur X, adjoint a gauche au foncteur de res-
triction j* (IV 11.3.1). Ces trois foncteurs j, sont compatibles aux foncteurs d’oubli, de la
catégorie des Modules dans celle des Groupes, et de la catégorie des Groupes dans celle des
Ensembles pointés 8. Sii : F — X est I'inclusion du fermé complémentaire de U, alors
J*J) est (canoniquement isomorphe a) I'identité et i*j, est le foncteur constant de valeur
Pobjet initial (ou final, cela revient ici au méme). Ceci caractérise d’ailleurs j,. On en déduit
que les trois foncteurs j, envisagés sont exacts et s’injectent dans les foncteurs j, corres-
pondants. On les appelle foncteurs de prolongement par zéro. La formule (j j,)* = j5ji se
transpose en un isomorphisme de transitivité

(U2 = Jndar-

Les foncteurs j, sont compatibles aux changements de base :

Lemme 5.1.2. — Soient f : X — Y un morphisme de topos, V un ouvert de Y et U son image
réciproque dans X :

18.N.D.E. : Cf. la N.D.E. (1) page 1.
18. Mais pas dans celle des Ensembles !
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II existe alors un et un seul isomorphisme de changement de base f* j, = j,’f’* rendant
commutatif le diagramme

[ ——Ji "
(5.1.2.1)
[ ——= LS,
ou a est la fleche de changement de base.
Preuve. — La fleche de changement de base ¢ : j* f, — flj'" est trivialement un isomor-
phisme. Elle se transpose en un isomorphisme de changement de base ¢’ : j/ f'" = S

Pour vérifier que le diagramme (5.1.2.1) est commutatif, il suffit de voir que sa restriction &
U lest, ce qui est trivial.

5.1.3. — Sous les hypotheses de 5.1.1, avec X annelé par un faisceau d’anneaux A, le fonc-
teur j, sur les Modules est exact, donc passe trivialement aux catégories dérivées et définit un
foncteur, encore noté j,, de D(U, j*.A) dans D(X, A). On dispose encore d’isomorphismes
de transitivité

(5.1.3.1) U1)! = jijar-
On a encore, au niveau des catégories dérivées, une formule d’adjonction
(5.1.3.2) Hom x(ji K, L) — Homp (K, j*L).

5.1.4. — Soit f : X — Yun morphisme propre, A un faisceau d’anneaux de torsion sur Y, et
annelons X par le faisceau d’anneaux image réciproque de A. Supposons que la dimension
des fibres de f soit majorée par un entier n (ce qui est le cas si Y est quasi-compact). On
sait alors que pour chaque faisceau de f*.4-modules Fsur X, les faisceaux R f, F sont nuls
pour g > 2n (XII 5.3 bis). Le foncteur f, admet donc un foncteur dérivé (1.2.10)

Rf, : DX, f*A) — D(Y, A).

Si f est le composé gh de deux morphismes propres, on dispose d’une formule de tran-
sitivité Rf, = Rg,Rh,, qu’on peut comme d’habitude exprimer en terme de catégories
cofibrées (Scholie 4.1.3).

5.1.5. — Soit un diagramme commutatif de schémas

1
(5.1.5.1) Lg lf

V%‘Y,
2

dans lequel j; et j, sont des immersions ouvertes et f, g des morphismes propres dont la
dimension des fibres est majorée par un entier n. Soit .4 un faisceau d’anneaux de torsion sur
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Y, et annelons U, Vet X par les images réciproques de .A. En vertu de (5.1.3.2), si K € D(U),
définir une fleche

revient a définir une fléche

Le produit fibré X’ = V' X yX s’insére dans un diagramme commutatif

U(—k>X'(—_/>X
J2

(5.1.5.3) Lg jf’ jf
2

et, trivialement, on a j5Rf, j . K ~ Rf[(j;*j K) = Rf.k K.

La fléche k est une immersion ouverte propre ; on a donc k, = k,,, d’ott un isomorphisme
Rf.k\K ~ Rf!k,K ~ Rg,K, qui nous fournit I'isomorphisme d’ cherché et le morphisme
d. On voit de plus que la restriction de d a V est un isomorphisme.

Lemme 5.1.6. — Le morphisme (5.1.5.2) est un isomorphisme.

Il reste a vérifier que la restriction de d a Y — V' = F est un isomorphisme. Soit X" =
X Xy F et appliquons le théoréme de changement de base pour un morphisme propre (4.3.1)
au carré cartésien

X”ﬁX

-

F——17

pour A" = i*A et L = A’[0]. On trouve : i*Rf,j;, K ~ Rf]i""j;, K ~ Rf!0 ~ 0, de sorte
que les deux membres de (5.1.5.2) sont nuls en dehors de U et que d est un isomorphisme.

5.1.7. — Soit § un schéma annelé par un faisceau d’anneaux de torsion 4. Pour tout
S-schéma ¢ : X — S, on pose Ay = @*A. Plagons-nous dans le catégorie (S) des
S-schémas quasi-compacts quasi-séparés et des morphismes S-compactifiables (3.2). En
vertu de 3.2.3, cette catégorie, la sous-catégorie (S,i) des immersions ouvertes, et la
sous-catégorie (.S, p) des morphismes propres vérifient les hypothéses 3.2.4.
On se propose d’appliquer la théorie 3.3.2 aux données suivantes (notations de 3.3.1)
a) F(X)=D(X,Ayx)pourp : X — Sdans .S:
(i) Pour p : X — Y propre, on prend pour foncteur p, le foncteur Rp,.
(if) On utilise les isomorphismes de transitivité usuels R(pq), = Rp,Rq,.
(i’) Pour une immersion ouverte i : X — Y, on prend pour foncteur i, le foncteur
i
(ii") On utilise les isomorphismes de transitivité (5.1.3.1).
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(iii) Pour tout diagramme commutatif (5.1.5.1) on prend pour isomorphisme d I'iso-
morphisme (5.1.5.2).

On vérifie les conditions (a) (b) (c) (a") (b") (¢") de 3.3.2, ce qui prouve le point (a) du :

Théoreme 5.1.8. — (a) Dans la catégorie (S) définie dans 5.1.7, on peut d’une, et essentiel-
lement d’une seule facon, définir pour toute fleche f : X — Y un foncteur

h o 8
et pour tout morphisme composé f = gh : X — Y — Z des isomorphismes de transiti-
vité c, j entre Rf, et Rg, Rh, de sorte que
(i) Lescy , vérifient la « condition de cocycles »

(crg* Rh)ecsyp=(Rfy *cgp)ocyop.
(if) Lorsqu’on se restreint aux morphismes propres (resp. aux immersions ouvertes) on
retrouve la théorie de variance 5.1.4 (resp. 5.1.3).
(iii) Pour tout diagramme (5.1.5.1), Uisomorphisme d (5.1.5.2) est I'isomorphisme com-
posécy j o cj_z}g,
(b) Les foncteurs R f\ sont « way out » [6,17] et triangulés.
Tout foncteur Rf est composé d’un foncteur Rg,, pour g propre de but quasi-compact,
donc a fibres de dimension bornée, et d’un foncteur j, pour j immersion ouverte. Ces fonc-
teurs sont way out et triangulés, donc aussi Rf.

5.1.8.1. — Les isomorphismes de transitivité 5.1.8 (a) sont souvent utilisés via la suite spec-
trale « des foncteurs composés » qui s’en déduit, valable pour K € Ob D(X, Ay) :

(5.1.8.2) E}? = RPg RIh(K) = RP*f(K).

Pour I'obtenir, on note que d’aprés 5.1.8 b) et VERDIER [12], pour tout L € Ob D(Y, Ay),
on dispose d’une suite spectrale

(5.1.8.3) ES? = RPg(# (L)) = RP*g (L),
et (5.1.8.2) est le cas particulier de (5.1.8.3) pour L = Rh,K.

Définition 5.1.9. — (i) On appelle «foncteurs image directe a support propre totaux »
les foncteurs construits en 5.1.8. On omettra Uadjectif « total » lorsqu’il n’y aura pas de
risque de confusion.

(ii) On appelle g™ foncteur image directe & support propre, et on désigne par Rif,, le
foncteur composé 9 o Rf.

(iii) Si X est un schéma sur un corps k séparablement clos, immergeable dans un schéma
propre sur k, on identifie faisceaux de modules sur Spec(k) et modules usuels, et on dé-
signe le foncteur RIf, par I'une des notations H}(X, ), H!q(X, ), ou simplement
H{( ) s’iln’y a pas danger de confusion. On 'appelle alors « g™ groupe d’hyperco-

homologie & support propre » , ou « g™

on lapplique a un complexe réduit au degré 0.

groupe de cohomologie & support propre » si
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5.1.9.1. — La notation Rf, est abusive en ce que le foncteur R f| n’est pas le dérivé droit du
foncteur f, qui sera défini en 6.1.2. Certains préférent la notation R, f.

5.1.10. — Les ingrédients dans la démonstration de 5.1.8 sont le théoréme de changement
de base propre et I'identité entre j, et j, lorsque j est une immersion ouverte propre. Cela
permet d’énoncer diverses variantes a 5.1.8 ; on laisse au lecteur le soin de leur donner un
sens précis et de les vérifier.

Variante 5.1.11. — Dans la catégorie (.S), on peut d’une, et essentiellement d’une seule facon,
définir pour toute fleche f : X — Y un foncteur f\ de la catégorie des faisceaux d’ensembles
pointés sur X dans la catégorie des faisceaux d’ensembles pointés surY et pour tout morphisme
composé f = gh des isomorphismes de transitivité vérifiant des conditions (i) (ii) (iii) analogues
a celles de 5.1.8.

Voir 6.1.2 pour une description directe de ce foncteur.

Variante 5.1.12. — On peut, pour tout morphisme compactifiable f : X — Y, définir un
foncteur R' f, de la catégorie des faisceaux de groupes ind-finis sur X dans la catégorie des
faisceaux d’ensembles pointés surY, avec pour toute compactification f = fj de f, un isomor-
phisme R f| ~ Rl?* ° f.

On ne postule ici aucune formule de transitivité ; le seul probléme est de montrer que le
foncteur R! f ) ne dépend pas de la compactification choisie de f. Soit p : (?1, i) — (72, i)
un morphisme de compactification, i.e. un diagramme

il J—
X——X,

iy
p

(5.1.12.1) s e

ou ?1 = ?2 o p, p étant propre. Si G est un faisceau de groupes sur X, on dispose d’une suite
exacte d’ensembles pointés (avec « injectif)

0— R'f,,(p,i,G) = R'f, (i;,G) = f,,R'p,(i,G),

et d’une fléche de iy G dans p,i;,G, d’ou par composition une fleche g de Rl?z*iz!G dans
lel*i 11G. Raisonnant comme en 3.3.2.1, on voit que le probléme est de prouver que cette
fleche est toujours un isomorphisme lorsque G est ind-fini.

Si on applique le théoréme de changement de base propre a p et au faisceau d’ensembles
i1,G, on vérifie que p,i; |G = iy G, d’ou la suite exacte

_ p _ _
0— R'f, (i5G) > R'f, (i,G) - f, R'p,i,G.
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La fleche f est injective (car a l'est). Si on applique le théoréme de changement de base
propre a p et au faisceau en groupes G, supposé ind-fini, on trouve que Rlp*i”G = 0.Donc
p est un épimorphisme, ce qui achéve de démontrer 5.1.12.

Définition 5.1.13. — Pour tout site X, on désigne par D, (X) la sous-catégorie pleine de la
catégorie dérivée de la catégorie des faisceaux abéliens sur X, formée des complexes dont les
faisceaux de cohomologie sont de torsion.

Variante 5.1.14. — Dans la catégorie (S), on peut d’une, et essentiellement d’une seule facon,
définir pour toute fleche f : X — Y un foncteur triangulé et « way out » [6,17]

Rf! : D’:(—)rs(X)_) D, (Y)

tors
et pour tout morphisme composé f = gh des isomorphismes de transitivité vérifiant des condi-

tions (i) (ii) (iii) analogues a celles de 5.1.4.

Variante 5.1.15. — Placons-nous dans la catégorie des S-schémas annelés par des faisceaux
de torsion, les fléches étant les morphismes de schémas annelés induisant (0.8) un morphisme
S-compactifiable de schémas. Pour toute fléche

[ X, A) — (Y,B),

soit Rf, le composé du foncteur d’oubli de la catégorie des A-modules dans celle des
=1 B-modules, et de R f,. Ces foncteurs jouissent des propriétés de variance des foncteurs Rf,
usuels.

On notera toutefois que la notation R, n’est raisonnable ici que si A est fini sur f~! B,
ainsi qu’on s’en rend compte en prenant X =Y = Spec(k), k algébriquement clos.

5.1.16. — Soient f : X — S un morphisme compactifiable, j : U — X un ouvert de X,
i : F — X le fermé complémentaire, A g un faisceau d’anneaux de torsion sur .S, Ay son
image réciproque sur X et K € Ob D(X, Ay).

La suite exacte de complexes

0— jjj*K — K— iji*K — 0

donne naissance a un triangle distingué dans D(X, .Ay) VERDIER [11, I 1.1.5]. Son image
par Rf, est un triangle distingué (5.1.8 (b))

(5.1.16.1) R(fjj*K — RfiK — R(fi)i*K — R(fj)j*KI[1]...
qui définit une suite exacte longue de cohomologie
(5.1.16.2) ... — RI(fj)j*K - RIf\K - Rq(fi)!i*Ki) RI(fj) K = ...

Dans le cas particulier ou S est spectre d’un corps séparablement clos et ou K est réduit
a un faisceau & placé en degré 0, la suite (5.1.16.2) s’écrit

(5.1.16.3) L HYU,%) - HYX,%) —» H(F,€)> HI" U, %) ...
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5.1.17. — Soit un diagramme de schémas S-compactifiables

X—=  >Y

NA

avec u propre. On annéle X et Y par 'image réciproque d’un faisceau d’anneaux de torsion
Ag sur S.Pour K € D(Y, Ay), la fléche évidente (d’adjonction) K — Ru,u*K définit par
application du foncteur Rg, une fleche

(5.1.17.1) u* . Rg§iK — RgRu, u*K = Rg Ruyju*K ~ Rfu*K

(contravariance de la cohomologie a support propre vis-a-vis des morphismes propres).
Pour S spectre d’un corps algébriquement clos et K réduit a un faisceau & placé en degré
0, cette fleche s’écrit

(5.1.17.2) ut T HI(Y, %) — H{(X, %)

5.2. Le théoréme de changement de base. —

5.2.1. — Soient f : X — Y un morphisme de topos, V un ouvert de Y, U = f~!(V) son
image réciproque dans X, A un faisceau d’anneaux sur Y, A’ un faisceau d’anneaux sur X
et L un complexe borné supérieurement de (A’, f*.A)-bimodules :

U 4
(5.2.1.1) y \r
X Y.

On dispose alors d’'un isomorphisme de changement de base (5.1.2.1) entre foncteurs
de D(V, A) dans D(X, f*A) : f*j, = Jji f'*. De plus, on dispose d’un isomorphisme

L L
évident entre foncteurs de D~(U, f'*.A) dans D~(X, A’) : L ® iy K~ jl("L ® g
K). Pour le construire, il suffit de noter que si un complexe K est déployé pour le foncteur
L

%

—)

j’*LQLZ)f*A, alors le complexe j{ K est déployé pour le foncteur L®+ 4 etqu'ondispose d'un
isomorphisme du type précédent au niveau des complexes. Composant ces deux isomor-
phismes, on obtient un isomorphisme de changement de base entre foncteurs de D~ (V, A)
dans D~ (X, A"):

L ~ s L %
(5.2.1.2) L®py [T K—Jji(G" L@y [ K.

Si L est borné 4 composante de tor-dimension finie sur f*.4,19 cet isomorphisme est
encore défini pour K € Ob D(V, A).

19. N.D.E. : cette condition est superflue. Cf. la N.D.E. (9) page 41.
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5.2.2. — Soient f : X > Setg : S’ — S des morphismes de schémas, et supposons que f
soit le composé d’'une immersion ouverte j et d’'un morphisme propre p, dont la dimension
des fibres soit bornée par un entier n (automatique pour S quasi-compact). Ces morphismes
s’insérent dans un diagramme a carrés cartésiens

X' , X
, g
\ \
’ Y’ !
/ g
/ /
S’ z S .

Soient A un faisceau d’anneaux de torsion sur S, A’ un faisceau d’anneaux de torsion

sur S’ et L un complexe borné supérieurement de (A’, g*.A)-bimodules. On annéle X et

X (resp. X’ et X') par les images réciproques Ay et Ax (resp. Al et "4/7’) de A (re-

sp. A') sur X et X (resp. X’ et X'). On dispose alors d’isomorphismes de changement de
L L .

base (5.2.1.2) entre les foncteurs p'*L ® g%/ K et j/(f'*L ® g'*K) de D™(X, . Ay) dans

_ L
D_(X/, A/Y’)’ et d’isomorphismes de changement de base (4.3.1) entre les foncteurs L ®

L —
g*Rp.Ket Rp,.(p" LQZ*K)de D~ (X, Ax) dans D™(S’, A’). Par composition, on en déduit
un isomorphisme de changement de base entre foncteurs de D™(X, A y) dans D7(S’, A")

L - L
(522.1 L® g Rp.jiK — RpLji(f"" L ® ¢ K).

Lorsque L est borné a composantes de tor-dimension finie, les arguments précé-
dents et 4.3.2 (i) permettent de définir I'isomorphisme de changement de base pour
K € Ob D(X, Ay).?”

Pour pouvoir référer a 5.1.8, supposons que .S soit quasi-compact quasi-séparé. Les fonc-
teurs Rp, j, = Rf) et Rp,j| = Rf/ ne dépendent alors que de fet f’, ce qui donne un sens
au

Lemme 5.2.3. — L’isomorphisme de changement de base (5.2.2.1) ne dépend pas de la com-

pactification choisie f = pj de X.

20. N.D.E. : en combinant la N.D.E. précédente et la N.D.E. (16) page 48, on peut définir cet isomorphisme sans
condition sur L ni ’hypothése que la dimension des fibres de p soit bornée.
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Soit un morphisme de compactification g : X; — X,

P
/

L’isomorphisme de changement de base c¢; relatif & X, s’obtient en « composant » ceux

relatifs a j; et p;, ou encore en composant ceux relatifs a j;, g et p,. L’isomorphisme ¢,
relatif 2 X, s’obtient en composant ceux relatifs & j, et p,. Pour vérifier que ¢; = ¢,, il suffit
de vérifier que I'isomorphisme ¢ relatif a j, s’obtient comme le composé c; de ceux relatifs
a j; et g. Désignons par un ’ les fleches déduites par le changement de base g des fleches
(5.2.3.1); c{ et ¢} sont des isomorphismes

cl,¢h L®g2*leK—>12.(J *L®g *K).

D’apres (5.1.3.2), pour vérifier que ¢] = ¢, il suffit de le vérifier aprés s’étre restreint a )7;,
ce qui est trivial.

Les isomorphismes de changement de base relatifs a deux compactifications entre les-
quelles il existe un morphisme sont donc égaux, et on conclut par 3.2.6 (ii).

Lemme 5.2.4. — Soit f =uv : X = Y — S un composé de morphismes S-compactifiables.
Les isomorphismes de changement de base (5.2.2.1) relatifs a u, v et f donnent lieu a un dia-
gramme commutatif (notations de (5.2.4.1) ci-dessous) :

L L
L ® g*R(uv), K ~ R@'v")(W'v")*L ® g"*K)

L L L
L®g*RuyRvK _~ _ RujW'*"L®g""Rv,K)_~ _ RujRvj(v"*u"*L ® g"*K).

Choisissons une compactifications de (u, v) (3.2.5) :

X/ _ XC 1 Xc J2 ):(

, £ P1

v v A p3
(5.2.4.1) Y’ Y5y
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Le lemme 5.2.4 exprime que 'isomorphisme de changement de base ¢, relatif a f est le
composé ¢, de ceux relatifs a u et v. L’isomorphisme ¢; s’obtient en composant les isomor-
phismes de changement de base relatifs a j;, j,, p3 et p,. Pour ¢,, on compose ceux relatifs
a ji, p1» J3» Po- 1l suffit donc de comparer les isomorphismes c¢{, composé de ceux relatifs a
ps et jp, et c;, composé de ceux relatifs a j; et p;.

Soit le diagramme cartésien

|

>
>l

ol

» i

P} P3
Y’ Y

J3

~ Y
g
u
P \ %
S s

L' =p)"L, K' = j,Ket

L 3 ~ —
cf,¢5 1 L' @ 2" R(jsp) K’ — R(3p)((5p) L @ 2" K).
En vertu de (5.1.3.2), pour vérifier que ¢] = c;, il suffit de vérifier que jé*(ci) = jé*(cé), ce

qui est trivial.

Lemme 5.2.5. — Soient des morphismes de schémas annelés par des faisceaux d’anneaux de
torsion

(8", A") 2 (81, A D (S, A),
et f : X — S un morphisme compactifiable, d’ou un diagramme :
X —X'——X

g g
rad f! f

SN —s9" — = S
8 81

On annéle X, X', X" par f*A, f'* A" et f"*A". Alors, le diagramme
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L(g18)" RS Rf"L(g 8"

LgiLgiRf = LgiRf/ Lgi* = Rf/'Lg})*Lg*

est commutatif.

Ce lemme se déduit aussitot des résultats analogues pour les foncteurs j, et Rp, pour p
propre. On laisse au lecteur le soin de le moduler.
On résume les énoncés qui précédent en le

Théoréme 5.2.6. — Le foncteur R f) commute aux changements de base.

Variantes 5.2.7. — (i) Les foncteurs f) (pour les faisceaux d’ensembles pointés : 5.1.11)
et les foncteurs R! f, (pour les faisceaux en groupes : 5.1.12) commutent aux change-
ment de base.

(if) Les foncteurs Rf, (5.1.14) commutent aux changements de base.
(iii) Sous les hypothéses (5.2.2), si L est borné et  composantes de tor-dimension finie,*!)
les foncteurs Rf, : D(X) — D(S), commutent aux changements de base.

Le théoréme 5.2.6 est essentiellement équivalent a la conjonction des deux corollaires
5.2.8 et 5.2.9 suivants.

Proposition 5.2.8. — Soient f : X — S un morphisme compactifiable, et & un faisceau de
torsion sur X. Pour tout point géométrique s de S, soient X la fibre géométrique de X en s et
J, le faisceau induit. On a canoniquement

(RIf((F))s = HIX, T ).

Corollaire 5.2.8.1. — Si les fibres de f sont de dimension < d, le foncteur R f, est de dimension
cohomologique < 2d (1.2.9) : pour tout faisceau de torsion &, on a R' f,F = 0 pouri > 2d. Le
foncteur R* f, est donc exact a droite sur la catégorie des faisceaux de torsion.

On se raméne par changement de base (5.2.8) au cas ou S est le spectre d’'un corps al-
gébriquement clos. Si alors X est un schéma propre sur § contenant X comme ouvert de
Zariski dense, j : X = X, on a dim(X) = dim(X) < d. Pour % faisceau de torsion sur X et
i > 2d, on a donc, par X 4.3, ??

H{(X,F)=H'X,j%F)=0.

Proposition 5.2.9. — Soient f : X — .S un morphisme compactifiable, A un faisceau d’an-
neaux de torsion sur S, K un complexe borné supérieurement de f*.A-modules a gauche et L
un complexe borné supérieurement de A-modules a droite. On a canoniquement

L® RA(K) = RA(/'L ® K).
A f*A

21. N.D.E. : comme on a remarqué en 5.2.2, ces hypothéses sont superflues.
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Cette proposition implique formellement le résultat suivant :

Théoréme 5.2.10. — Soient f : X — .S un morphisme compactifiable, A un faisceau d’an-
neaux de torsion sur S, K € D™ (X, f*A) etd € Z. Si K est de tor-dimension finie < d (4.1.9),
alors Rf\K est de tor-dimension finie < d.

11 suffit de vérifier que pour tout faisceau de .A-modules a droite L sur S, on a

. L
H(LQRfIK)=0 pour i>d.

D’aprés 5.2.9, on sait que

. L . L
HHL®RSK)=R"[(f"LQK),
de plus, par hypotheése,
A L
HUfLR®K)=0 pour i>d,
et on conclut en remarquant que si un complexe M de faisceaux de modules sur X satisfait
AKX (M)=0 pour i > d, alors on a encore ﬂ-[_i(Rf,M) =0 pouri>d.
Dans le cas particulier des faisceaux d’anneaux constants et noethériens, on a le résultat
plus général :
Théoréme 5.2.11. — Soient f : X — S un morphisme de sites, A un anneau, C son centre et
d € Z. On suppose que
(i) le foncteur Rf, : DY(X,C) —» D*(S, C) est de dimension cohomologique finie.
(ii) A est noethérien d droite.
(iii) S a assez de points.

Pour tout complexe K € Ob D™ (X, A) de faisceaux de A-modules a gauche, si K est de tor-
dimension finie < d, alors le complexe Rf,K € Ob D™(S, A) est de tor-dimension < d.
Preuve. — En vertu de (i), le foncteur f, est dérivable en des foncteurs

Rf, : D(X,A) — D(S, A)
et

Rf, : D(X,C) —> D(S,C).

D’aprés 4.2.8, il suffit de vérifier que pour tout point s de S, le complexe (Rf,K), de
A-modules est de tor-dimension < d; il suffit pour cela que pour tout A-module a droite L
de type fini on ait

R L
H(L®Rf,K)=0 pour i>d.

Raisonnant comme en 5.2.10, on voit qu’il suffit pour cela que la « fleche de changement
de base »

(5.2.11.1) LéRf*K—>Rf*(Lé>K)

soit un isomorphisme.
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Soit L* une résolution de L par des A-modules libres de type fini. Les foncteurs consi-
dérés étant way-out a droite, il suffit de prouver que (5.2.11.1) est un isomorphisme apreés
avoir remplacé L par une quelconque composante de L*, et on est ramené au cas trivial ou
L est libre de type fini.

Remarques 5.2.12. — (i) L’hypotheése (iii) de 5.2.11 est sans doute inutile.
(ii) Si on omet ’hypothése noethérienne sur A, 5.2.11 reste valable lorsque les foncteurs
R! f, commutent aux limites inductives filtrantes.

(iii) L’hypothese que .S soit annelé par un faisceau d’anneaux constant est essentielle. On
obtiendrait un contre-exemple en prenant pour S le spectre d’un anneau de valuation
discréte strictement local, pour f'inclusion du point générique #, pour faisceau d’an-
neaux A le faisceau valant Z/nZ au point générique et Z/n>Z au point fermé s (n > 1
premier aux caractéristiques résiduelles) et pour faisceau le module f*.A.

5.3. Théoréme de comparaison et théoréme de finitude. —
5.3.1. — A un schéma X de type fini sur C sont associés son site étale X, son site trans-
cendant X et un morphisme de sites (XI 4)
€: Xy — X
Sij : U — X est une immersion ouverte, le diagramme commutatif

Ug—— Uy

|

Xcl - Xet

identifie U] a I'ouvert de X image réciproque de 'ouvert U de Xg.

Sip : Y — X est un morphisme propre, 'application continue p** : Y2 — X" est
propre et séparée. Pour le voir, on se ramene par le lemme de Chow au cas p projectif.

Soit f : X — S un morphisme compactifiable de schémas de type fini sur C et soit
f = pj une compactification de f.

Xy _ X
jcl \
(53.1.1) fa X, - X
7
Dl /
Sy S

€

Le foncteur p,,j.1 n'est autre que le foncteur image directe & support propre f, (voir
VERDIER [13]). Si S, donc X est séparé, le foncteur j;, transforme faisceaux mous sur Xy
en faisceau mous sur Yd [4,113.5.5]. La question étant locale sur .S, il transforme en tout cas
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faisceaux flasques sur X, en faisceaux sur X acycliques pour le foncteur p,. On a donc
(cf. VERDIER [13])

Rfq = Rpasian-
5.3.2. — D’apreés 5.1.2, on dispose d’un isomorphisme de changement de base, entre fonc-
teurs de D(X) dans D(X)
e jy — jare*.
D’aprés 4.2.12 ou 4.1.5, on dispose d’'un morphisme de changement de base entre fonc-
teurs de D (X) dans D*(S,)) :

€*Rp, — Rp,.€*.

Par composition, on en déduit un morphisme de changement de base, entre foncteurs de
D, (X) dans Df;,(Sy) (5.1.13)

tors

(5.3.2.1) ¢*Rf, — Rfy €.

On vérifie comme en 5.2.3 qu’il ne dépend pas de la compactification choisie de f; il
vérifie une formule de transitivité du type 5.2.4.

Théoréme 5.3.3. — (Théoréme de comparaison). Le morphisme (5.3.2.1) est un isomorphisme.

Par construction, il suffit de traiter le cas ou f est propre. Les foncteurs considérés sont
triangulés et « way-out » [6, I 7]. Il suffit donc de traiter le cas ou K est réduit a un faisceau
de torsion placé en degré 0, et on conclut par XVI 4.1 (i).

Variantes 5.3.4. — (i) Si A est un faisceau d’anneaux de torsion sur S,;, on obtient de
méme un isomorphisme (5.3.2.1) entre foncteurs de D(X, f*.A) dans D(S, e* A).
(if) En bas degré, on trouve les variantes habituelles pour les faisceaux d’ensembles poin-
tés et les faisceaux en groupes ind-finis.

Corollaire 5.3.5. — Soient X un schéma séparé de type fini sur C, qui puisse se compactifier
en un schéma propre sur C, et F un faisceau de torsion sur X. On a alors

H{(X,F) — H{(X,,€*F).

cl»

Théoreme 5.3.6. — Soient f : X — S un morphisme compactifiable de présentation finie et
A un anneau de torsion noethérien a gauche. Le foncteur Rf, : D(X,A) — D(S, A) trans-
forme complexes a cohomologie constructible en complexes a cohomologie constructible.

L’assertion est locale sur .S, qu’on peut supposer affine. Par passage a la limite, on se
ramene au cas S noethérien. Les complexes a cohomologie constructible forment une sous-
catégorie triangulée de D(S, A). La foncteur R f) étant « way-out », on se ramene a vérifier
que si J est un faisceau constructible de A-modules, les faisceaux RYf,J sont construc-
tibles. Soit f = pj, avec p propre et j une immersion ouverte. Ona R?f\5 = Rip,(j,F ). Le
faisceau j,J est constructible et on conclut par XIV 1.1.
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5.3.7. — En bas degrés, on dispose d’énoncés analogues pour les images directes support
propre d’un faisceau constructible d’ensembles ou de groupes ind-finis.

Corollaire 5.3.8. — Soient X un schéma séparé de type fini sur un corps séparablement clos
k et F un faisceau constructible de torsion sur X. On suppose que X puisse se compactifier en
un schéma propre sur k.*» Alors, les groupes HI(X, F) sont finis.

5.4. Formule de Kiinneth. —

5.4.1. — Soit un diagramme commutatif (0.11) de sites
Zl
X' h Y’
(5.4.1.1)

fX/Z\Yg
S

On suppose S annelé par un faisceau d’anneaux .4, de centre € ; on désignera encore par A
et C les images réciproques de ces faisceaux sur les sites de (5.4.1.1).

Si K est un faisceau de A-modules a droite sur X et L un faisceau de A-modules a gauche
sur Y, on pose

KXL=p"'K®q*L
A A

(produit tensoriel externe). De méme pour K (resp. L) sur X' (resp. Y'). Soit alors K un
faisceau de A-modules a droite sur X’ et L un faisceau de A-modules a gauche sur Y. Les
fleches de changement de base (2.1.3, XII 4.1) définissent

(5.4.12) {p*f*K — ha"K
7°g.L — h.q""L,
d’ou, par produit tensoriel, une fleche
(5.4.1.3) FKR 8L — hp " K®, hg* L — h (KK, L).
Supposons que les foncteurs
Rf, : DY(X', A") — D* (X, A")
Rg, : DT(Y',A) — D*(Y,A)
Rh, : D¥(Z',€) — D*(Z,0)

22. N.D.E. : cette hypothése est automatiquement vérifiée. Voir la N.D.E. (1) page 1.
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soient de dimension cohomologique finie, et se prolongent donc aux catégories dérivées
entiéres. Il s’impose alors, pour K € Ob D™ (X', A°) et L € Ob D™ (Y', A), de définir une
fléche de Kiinneth

L L
(5.4.1.4) Rf,KX , Rg,L — Rh, (KX, L).

On ne la définira que si les sites considérés ont assez de points, de fagon a pouvoir utiliser
4.2.10 et 4.2.8. En vertu de 4.2.10, il suffit de la définir pour un couple (K, L) déployé a gauche
pour le foncteur (K, L) — K [X 4 L, K et L étant déployés a droite pour les foncteurs f, et
g, et bornés supérieurement.

L
Soient K une résolution plate de f, K, L une résolution plate de g, L etu : KX , L —

L
M une résolution de KX , L, déployée pour le foncteur Rh,.. On dispose de morphismes

L
Rf.KN , Rg, L ~K X,y L — f, KX ,48.L—

L
— h (KX L) — h,M ~ Rh, (KX, L)

et on définit (5.4.1.4) comme leur composé.
Cette fleche a la propriété caractéristique suivante, de démonstration toute analogue a
celle de 4.2.13 :

5.4.1.5. — Soient K € ObC~ (X', A°)et L€ ObC~(Y', A). Posons K| = f.K, L, = g.K,
et M, = K X 4 L. Le diagramme suivant est alors commutatif

L L
Rf. KX , Rg.L Rh, (K, L)

L
K X, L K, K, L, h,M, Rh,M,.

On a une commutativité analogue (cf. 4.2.13) en partant plutét de morphismes K; —
f.K L - g KetKX,;L—-> M,.

La commutativité 5.4.1.5 rend en principe aisée la vérification des propriétés de compa-
tibilité du morphisme de Kiinneth.

5.4.2. — Soient un diagramme commutatif (5.4.1.1) de schémas et .4 un faisceau de torsion
sur .S. Supposons que f et g sont compactifiables (3.2.1), que Z = X Xg Yet que Z' =
X' XY’ Factorisons f et g en un morphisme propre et une immersion ouverte ; on obtient
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un diagramme

X’ i VA 4
J1 J3 J2
¢ i VA g Y g
7 7 z
X P z 4 Y

dans lequel on a posé Z =X'x S?. On dispose d’un isomorphisme de nature triviale, pour
K et L complexes sur X' et Y’

(5.4.2.1) jn(K Xy L) — jj K Ky jo L.

En « composant » I'inverse de cet isomorphisme et la fleche de Kiinneth (5.4.1.4) relative
a(f,g h, j;,K, jy L), on obtient, pour K € Ob D™(X', A) et L € Ob D~(Y’, A), une fléche
de Kiinneth

L L
(54.2.2) Rf\KK,, Rg;L — Rh(KK , L),

dont on vérifie qu’elle ne dépend pas des compactifications choisies.

Théoreme 5.4.3. — Sous les hypothéses de 5.4.2, la fleche de Kiinneth en cohomologie a sup-
ports propres (5.4.2.2) est un isomorphisme.

Preuve. — (a) Par construction, il suffit de vérifier ce résultat lorsque f et g (donc aussi
h) sont propres.
(b) Soit un diagramme commutatif

X1 p1 Sl q1 Yl

(5.4.3.1)

X S Y.

etsoient Z; = X; X5 Y}, X{ = X' Xx X, Y/ =Y ' xyY et Z] = X| X5 Y/ =
Z' Xz, Z, de sorte que I'on dispose d’'un morphisme de diagrammes (5.4.1.1),

(SlaXl’Y]7ZI’X{sY1lsz{)_) (S’X5Y7ZsX/7Y/7ZI)

dont les fleches seront uniformément désignées par C.
On admettra que :
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Lemme 5.4.3.2. — Le diagramme suivant est commutatif :

L L N L
C*(Rf\KK , Rg)L) —— C*Rf,K[X, C*Rg; L — = Rf,C*K K, Rg;\C*L

| |

L L L
C*(Rh(K X , L)) —=— Rh;,(C*(KIX| , L)) === Rh,(C*K[X] ;, C*L).

Dans ce diagramme, les fleches horizontales sont des fleches de changement de
base et les fleches verticales les fleches de Kiinneth pour les deux diagrammes (5.4.1.1)
considérés.

Pour prouver 5.4.3, il suffit de prouver que la fleche de Kiinneth est un isomor-
phisme en tout point géométrique de Z. D’apres 5.4.3.2, il suffit de le vérifier aprés un
quelconque changement de base (5.4.3.1) tel que .S soit le spectre d’un corps algébri-
quement clos et py, g; des isomorphismes.

Apreés un tel changement de base, le diagramme (5.4.1.1) se réduit a un diagramme

X XgY

(5.4.3.3) X xg Y

S
et la fleche de Kiinneth a une fleche (5.4.4.1)

L L
(54.3.4) k:RfIK® , RgL— R(fXxg)(KKX,L).
370 (c) Soit un diagramme (5.4.3.3) dans lequel f et g sont propres. On admettra que :

Lemme 5.4.3.5. — Le diagramme suivant est commutatif

RfK® R, L R(f x g(K® L)
A A

l |

L L
Rf(K® 4 f*Rg L) —— Rf\Rp(p"K® 4 q"L).

Dans ce diagramme, les fleches horizontales sont la fleche de Kiinneth et la fleche
de changement de base. Les fleches verticales sont une fleche de changement de base

par f et un isomorphisme de transitivité. Le théoréme 5.4.3 est conséquence de ce
lemme et de 4.3.1.
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Le lecteur courageux pourra vérifier que ce lemme reste valable si f et g ne sont
pas nécessairement propres.
5.4.4. — Soient S un schéma, f; : X/ — X; (i € I) une famille finie de morphismes
compactifiables de S-schémas, X le produit sur .S des X;, X' le produit sur .S des X] et
f ¢ X' = Xleproduit des f;. Si S est annelé par A, comme en 5.4.1, et si on annéle les X;
et X/ par I'image réciproque de A, on a plus généralement un isomorphisme

L ~ L
(5.4.4.1) & Rf,‘!(Ki) — Rf!(lg Ki)7
iel iel

pour K; € Ob D™ (X/, A). La définition de cet isomorphisme, ainsi que celle des deux
membres de (5.4.4.1) ne nécessite pas le choix d’un ordre total sur 1.

5.5. Cohomologie des puissances symétriques. — Le résultat principal de ce n° est le
théoréme 5.5.21, donnant en particulier la cohomologie a supports propres d’une puissance
symétrique d’un schéma X sur un corps k algébriquement clos, pour des coefficients conve-
nables (par exemple Z/nZ) en terme de la cohomologie a supports propres de X. L’analogue
de ce théoréme en topologie semi-simpliciale est bien connu, tout au moins pour la cohomo-
logie a coeflicients dans un anneau commutatif A ; il se vérifie au niveau des cochaines semi-
simpliciales. En effet, si X, est un ensemble semi-simplicial, il existe une bijection continue
canonique de la réalisation géométrique de la puissance symétrique n-ieme (X,)"/S, de X,
dans la puissance symétrique n'™¢ de la réalisation géométrique de X, et cette bijection
induit un isomorphisme sur la cohomologie.

5.5.1. — Rappelons quelques propriétés (dues a D. LazarD) des modules plats, quelques
propriétés (dues a RoBy) des foncteurs T'S” et T", et quelques propriétés (dues a DoLD et
PurpE) des foncteurs dérivés de foncteurs non additifs.

5.5.1.1. — Tout module plat sur un anneau A est limite inductive filtrante de modules libres de
type fini (LAzARD [7,1 1.2]). Ce résultat implique les suivants :

5.5.1.2. — Le foncteur h_II)l est une équivalence de la catégorie des ind-objets (I 8.1) de la
catégorie des A-modules libres de type fini (resp. projectifs de type fini) avec la catégorie
des A-modules plats.

5.5.1.3. — Si A et B sont deux anneaux, tout foncteur 7 : Mod(A) — Mod(B) qui trans-
forme module libre de type fini en module plat et commute aux limites inductives filtrantes,
transforme module plat en module plat (LazArD [7, I 1.5]).

5.5.1.4. — Toute suite exacte de A-modules, avec L” plat,
0—L —L—L"—0

est limite inductive de suites exactes scindées (LAZARD [7,1 2.3]).

5.5.2. — Soient A un anneau commutatif et M un A-module.
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5.5.2.1. — Pour tout entier n, on désigne par T.S" (M) (ou T'S”; (M)) le module des tenseurs
symétriques de degré n de M. Désignant par S, le groupe symétrique de degré n, on a par
définition

T.S"(M) = (¥ M)®.

n
Si B est une A-algébre, alors T S"(B) est une sous-algébre de @ B. Si de plus B est
commutatif, alors Spec(T'S"(B)) est par définition la puissance symétrique 7™ de Spec(B)
sur Spec(A) :

Spec(T'S%}(B)) = Sym (Spec(B) ; (Spec(B)/ Spec(A))"/S,,.

Spec(A) fn
5.5.2.2. — Rappelons (RoBy [10, I 2 p. 219]) qu’une loi polynéme f d'un A-module M dans
un A-module N est la donnée, pour toute A-algébre commutative A’, d’une application
foo t M®4A > N®, A', ces applications étant telles que pour tout homomorphisme
de A-algébresu : A’ - A”, le diagramme

far
M@, A —>N®,A

| |
fan

M®A AH éN@A A//

soit commutatif.
Une loi polyndme f est dite homogéne de degré n (RoByY [10, I 8 p. 226]) si, pour tout
a’ € A’, on aidentiquement
far@x)=a"fu(x).
Une telle loi polynome s’appellera aussi application n'9"¢ (quadratique, cubique, ...) ; on no-
tera leur ensemble
Hom n'%%¢(M, N).

Plus généralement, si (M), est une famille finie de A-modules et n = (n;);c; une famille
d’entiers, une loi polynéme multihomogéne de multidegré n des modules M; dans N est une
loi polynéme de @ M; dans N vérifiant identiquement, pour a; € A’,

fart@xpien = [1a" - farien:
il
On notera Hom nl"¢((M ;). N) Iensemble de ces lois polynémes.

5.5.2.3. — Pour tout module M, le foncteur covariant des A-modules dans les ensembles

N — Homn'®¢(M, N)
est représentable par un A-module I'"(M) (ou I'}(M)), muni d’une application n'4“¢ univer-
selley” : M — I'"(M) (RoBy [10, IV 1 p. 265]). Etant donné (M), et n comme en 5.5.2.2,

le foncteur covariant
N +— Hom n'®¢((M;), N)
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est représenté par le module @) I (M;), muni de la loi polynéme multihomogéne (de multi-

iel
degré n) universelle (m;) — &) y"i(m;).
ier
5.5.24. — Les foncteurs T'S” et I'" commutent aux limites inductives filtrantes (pour le
second, RoBy [10, IV 7 p. 277]). IIs transforment modules libres en modules libres, donc
modules plats en modules plats (5.5.1.2).

. n
5.5.2.5. — L’application n'®"¢ de M dans T'S"(M) donnée par m +— () m définit une appli-
cation ¢, dite canonique, de I'"(M) dans T'S" (M), vérifiant

n
o(r"(m) = @) m.
Cette application est un isomorphisme pour M libre de type fini (RoBY [10, IV 5 p. 272])

donc aussi pour M plat (5.5.2.4 et 5.5.1.1).
Soit M un A-module et P une suite exacte

d
PZP1—>P0i>M—>().

Soit P| = P, X Py, et soient j, et j; les morphismes de P| dans P, de coordonnées (d,1d) et
(0,1Id). La suite

I"Go)

Ip))y——=I1"(Pp) ————I"M) —— 0

r"(jy)
est alors exacte (RoBy [10, IV 10 p. 284]). Pour P une présentation plate de M, on en déduit 375
une description du foncteur I'” via le foncteur 7'.S"

(5.525.1) TS"(P{) 3 TS"(Py) = I'(M) = 0.
5526. —SiM =M'@ M", application plque

m— " M@y M)y
définit un isomorphisme, dit canonique (RoBy [10, III 9 p. 262])
(5.5.2.6.1) = @ rrmer’ .

n'+n"=n

Si X est une suite exacte
> 0—-M —M-—>M' —0,
le module I'"*(M) est muni d’une filtration canonique (décroissante) et de morphismes
(5.5.2.6.2) I'M") @ I'"\(M'y — Gr'(I'"'(M)).

Ces données sont caractérisées par les propriétés d’étre fonctorielles en X et de vérifier
une compatibilité évidente avec (5.5.2.6.1) pour X scindable. Les fleches (5.5.2.6.2) sont des
isomorphismes pour X scindable, donc aussi pour M” plat (5.5.1.4).

5.5.2.7. — Le foncteur I'" commute a extension des scalaires (RoBy [10, IIT 8 p. 262]) (la
propriété analogue pour T'S" est en général fausse).



376

377

74

5528 — Siu : M| X M, — N est une application bilinéaire, alors y" o u est une loi po-
lynéme bihomogene de bidegré (n, n) et définit donc (5.5.2.3) " : I'"'(M;) ® I'"(M,) —
I'"(N) vérifiant u"(y"x ® y"y) = y"u(x, y). En particulier, si B est une A-algéebre, le pro-
duit : B X B — B induit un produit sur I"*(B). Ce produit fait de I'"(B) une A-algébre, et
Papplication canonique de I""(B) dans T'S"(B) est un homomorphisme d’algébres.

5.5.3. — Soit .4 une catégorie abélienne. On désignera par ssimpl™ (4) la catégorie des objets
co-semi-simpliciaux®® de A, par C2°(A) la catégorie des complexes différentiels K avec
K' =0pouri < 0, et par K29(A) Pimage de C2%(A) dans K(A).Si K € Ob ssimp1+(/l), le
complexe normalisé associé N(K) € ObC 20(.4) est défini par

N(K)" = intersection des noyaux des opérateurs de dégénérescence
(553.1) de K" dans K"™!
d=Y (1o,

Si on désigne encore par K le complexe de composantes K”, et de différentielle d =
> (—=1)"0;, alors N(K) est un sous-complexe facteur direct dans K, et K/N(K) est homotope
a zéro.

D’aprés DoLp-PuppE [1], le foncteur N est une équivalence de catégories

N : ssimpl®(A) — CZ0(A).
Cette équivalence et son inverse transforment morphismes homotopes en morphismes ho-
motopes. De plus, pour tout K € Ob ssimpl*(A4), K" est somme de copies de N(K)' (i < n);
si P est une propriété d’objets de A, stable par sommes finies et facteurs directs, on en déduit
que les K’ ont la propriété P pour i < n si et seulement si les N(K)’ ont cette propriété pour
i <n.
L’équivalence N est utilisée par DoLD et PUPPE pour étendre tout foncteur (non nécessai-

rement additif) T : .4 — B de A dans une catégorie quelconque B en un foncteur C=(T)
(ou simplement T) de C20(A4) dans CZ°(B)

(5.53.2) c2(Ty= NTNL
Le foncteur C=%(T') passe au quotient pour définir
(5.5.3.3) T ou K>T): K*(A) — K>(B).

5.5.34. — SiTest de degré < n,ie.sile (n+ 1)1’5’“e «cross effect » est nul (DoLp-PuprE [1,
4.18 p. 232]), alors, pour tout K € Ob C=%(A4) tel que K’ = 0 pour i > m,ona [T(K)]' =0
pour i > nm (DoLD-PUPPE [1, 4.23 p. 233]).

5.5.3.5. — En particulier, si T est un foncteur de degré fini de la catégorie des A-modules
dans celle des B-modules, qui transforme objet plat en objet plat, alors un complexe plat
borné a pour image un complexe plat borné.

Lemme 5.5.4. — Soit A une catégorie abélienne.

23.N.D.E. : on les appelle objets cosimpliciaux dans la terminologie moderne.



75

(i) Les quasi-isomorphismes dans K=°(A) permettent un calcul des fractions a gauche et a
droite.

(i) Le foncteur évident est une équivalence entre la catégorie déduite de K=°(A) en inversant
les quasi-isomorphismes et la catégorie D=0 (A).

Le foncteur 7, : C(A) — C20(A) (1.1.13) passe au quotient pour définir un foncteur
759 - K(A) - K29(A), adjoint a gauche a l'inclusion de K29(A) dans K(A). Le fonc-
teur 7 transforme quasi-isomorphismes en quasi-isomorphismes, et la fleche d’adjonction
X — 750(X) est un quasi-isomorphisme si et seulement si H'(X) = 0 pour i < 0. Le
lemme 5.5.4 résulte donc de VERDIER [11] et des points (i) et (ii) du lemme suivant, dont la
démonstration est laissée au lecteur :

Lemme 5.5.4.1. — Soient K une catégorie, K' une sous-catégorie pleine, S un ensemble de
morphismes de K égal a I'image inverse de l'ensemble des isomorphismes de K(S™') (cf. [2,
Chap. 1]) et S’ sa trace dans K'. On suppose que Uinclusion i de K’ dans K admet un adjoint
a gauche 7, et que T(S) C S’.
(i) Le foncteur évident de K'(S'™") dans K(S™") est pleinement fidéle, et admet T pour
adjoint a gauche.
(i) SiK(S~") peut se calculer par calcul de fractions d gauche (resp. a droite), alors K' (S )
a la méme propriété.
Si Uinclusion i n’a pas nécessairement d’adjoint a gauche, et si T désigne le foncteur
non partout défini adjoint a gauche d i, on a :

(iii) Si K(S~") peut se calculer par calcul de fractions a gauche (resp. @ droite) et si pour tout
u € S, de but (resp. de source) dans K', v(u) est défini et dans S’ , alors K’(S’_l) admet
un calcul de fractions a gauche (resp. a droite) et le foncteur K'(S"™" > K(S™') est
pleinement fidéle.

555 — Soit T : A — 3B un foncteur entre catégories abéliennes. Comme en 1.2.1, on
définit les dérivés de T'

LT : D29(A) — Pro(DZ%(B))
RT : D2°(A) — Ind(D>°(B))
par les formules

T p
LT(K) = “lim* T(K")
s:K'->K
_ p
RT(K) = "lim” T(K"),
s:K—K'
ou s parcourt la catégorie filtrante des quasi-isomorphismes de but (resp. de source) K.
On dit que T est dérivable a gauche (resp. a droite) en K si LT(K) (RT (K)) est représen-
table. On dit que K est déployé a gauche (resp. a droite) pour T (ou, par abus de langage,
déployé pour LT (resp. RT)) sila fleche canonique suivante est un isomorphisme :

LT(K) — TK (resp. TK — RT(K)).
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Proposition 5.5.6. — Soit F un foncteur de la catégorie des modules sur un anneau A dans
une catégorie abélienne B. Supposons que les limites inductives filtrantes dans B soient re-
présentables et soient exactes, et que F commute aux limites inductives filtrantes. Alors tout
complexe borné M " € Ob K=°(A) de modules plats est déployé pour LF.

La proposition résulte immédiatement des définitions, du lemme suivant, qui sera prouvé
en 5.5.6.4, et du fait que les quasi-isomorphismes u : N* — M, avec N" € C?29(4) a
composantes plates, forment un ensemble cofinal dans la catégorie des quasi-isomorphismes
de but M".

Lemme 5.5.6.1. — Soitu : N° — M un quasi-isomorphisme entre complexes plats, objets
de CP20(A). Alors, F(u) est un quasi-isomorphisme.

Lemme 5.5.6.2. — Soient A une catégorie additive et d un intervalle borné supérieurement
de Z. On désigne par C? (resp. C%, resp. K%, resp. K%?) la catégorie des complexes nuls en
degrés i & d (resp. et bornés, resp. a homotopie prés). On a une équivalence

¢ : Ind(C¥b(A)) = C4(Ind A);
Pinverse de cette équivalence induit un foncteur

¢ K%Ind A) — Ind(K9P(A)).

A) Prouvons que /£ est pleinement fidéle. Soit donc K un complexe borné d’objets de A
et L = h_n)l L, un ind-complexe. On a

dfn .. . . . .
Hom(K,L) = lim Hom(K, L,) =lim Z%Hom'(K, L,)) ~ Z° lim Hom (K, L,,)
a

— Z%Hom'(K, /L) = Hom(K, /L),

P’avant-dernier isomorphisme provenant du fait que K est fini, de sorte que la h_r)n
commute au passage du double au simple complexe. Ceci prouve I’assertion.

B) On laisse au lecteur le soin (assez fastidieux) de vérifier que ¢ est essentiellement sur-
jectif en construisant, de gauche a droite, a partir d’'un degré arbitrairement choisi,
« suffisamment » de complexes bornés s’envoyant dans un complexe borné supérieu-
rement de ind-objets K ; et de développer de méme le point suivant :

C) Sitf Eli_n)lKa - ﬁli_n)lLﬁ est homotope a zéro : f = d H + Hd, alors, pour tout
a, H se releve en H! : K! — Lfﬁ'(;) qui, pour f assez grand, définit une homotopie a
zérode f, 1 Ky = Ly

5.5.6.3. — Soient A un anneau, d un intervalle borné supérieurement de Z, P(A) la catégorie
des A-modules projectifs de type fini, PI(A) la catégorie des A-modules plats. Désignons par
D™ 4(A) 'image de C?(PI(A)) dans D(A) et par DP*C¢(A) I'image de C?*(P(A)) dans
D(A). D’apreés 5.5.1.2, on a PI(A) ~ Ind P(A). On a par ailleurs K9?(P(A)) ~ DPCd(A).
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On déduit des lors de 5.5.6.2, et du fait que H I commute aux limites inductives filtrantes,
qu’il existe un diagramme commutatif de foncteurs

lim

CUPIA) ~—— = Tnd Cob(P(A))

| |

K%(P1(A)) Y Ind K%b(P(A))

| l=

DToer(A) ¢" > Ind Dparfcd(A)'

5.5.6.4. — Prouvons 5.5.6.1. Avec les notations de 5.5.6.3, si d est un intervalle [0, k], on
dispose (car F commute aux h_r)n) de diagrammes commutatifs

K4(Pl(A)) ™ K4(P(A))
KZO(F)L Ind(KZO(F))l
K*(B) Ind K*(B)
H L ' Ind(H' )l
B = Ind B.

Si u est comme en 5.5.6.1, alors, d’aprés 5.5.6.3, £’ (u) est un isomorphisme, et HiKZO(F)(u)
est donc un isomorphisme, ce qu’il fallait prouver.

5.5.7. — Soient X un schéma sur un schéma .S et k un entier. On suppose que la puissance
symétrique Symlfg(X ) est définie. Le lecteur qui voudrait ne pas faire cette hypothése pourra
se placer dans la catégorie des espaces algébriques (ARTIN*Y). On annéle S par un faisceau
d’anneaux commutatifs A. A partir de 5.5.19, A sera supposé de torsion. On désignera encore
par A, par abus de notations, 'image réciproque de .4 sur un quelconque .S-schéma.

k

Soit & un faisceau de modules sur X ; le faisceau [X] %, produit tensoriel externe de n
copies de F, est un faisceau sur X*/S, équivariant par 'action du groupe symétrique &,
sur X¥/S. Par passage aux invariants, il définit un faisceau T'.SX () sur Sym];(X ), appelé
puissance tensorielle symétrique externe de F.

Pour raisonner « point par point », il est utile de travailler avec les points de Sym];(X )
décrits comme suit.

5.5.7.1. — Soit s un point géométrique de .S. Un point x de Sym ((X) a valeurs dans k(s)
définit un point géométrique de Sym ((X). On désignera par (x; ... x;) un point de (X/8)k

24.N.D.E. : dans le texte original, on cite ici un ouvrage non précisé, qui est probablement I'un des deux ouvrages
d’Artin cités dans les notes en pages 107 et 122.
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a valeurs dans k(s) d’image x, par y; ... y, les éléments distincts de la suite x| ... x; et par
n; (1 <i < ¢) la multiplicité de y; dans cette suite () n; = k).
Avec les notations de 5.5.7.1, et désignant par G un groupe symétrique, on a

J4 i
¢
(5.5.7.2) TSk (F), = Q@) F, )T ©ni,
1
les produits tensoriels étant pris sur A g. En particulier, pour F plat, on a, grace a 5.5.2.5 :
4
(55.7.3) TSk (F), «<— Q) I F, .
1

en utilisant un argument par récurrence sur ¢, utilisant la platitude des I'"" F,, (5.5.2.4) et le
fait suivant : si G (resp. H) est un groupe fini opérant sur un A-module M (resp. N), et si
Met NH sont plats, alors MG ®4 NH S (m R4 N)OXH

5.5.8. — Soit Fun Module sur X, et Pune présentation plate de F
P:P — P — F—0.

On définit P/, jj, et j; comme en 5.5.2.5, et on définit T’k (F) (foncteur I externe) comme le

conoyau de la double fleche (T'SX,(jo), TSX,(j))). Avec les notations de 5.5.7.1, on déduit
de (5.5.7.3) et 5.5.2.5 des isomorphismes

0
(5.58.1) Ik (F), = @) I"i(F,).
1

De cette formule, on déduit que I'X,(F), qui a priori dépend fonctoriellement de P, ne
dépend, a isomorphisme unique prés, que de F.

5.5.9. — On dispose d’'un morphisme fonctoriel

a: Trk(F)— TSE,(F).

X
Le couple (I', @) est caractérisé par les deux propriétés :

(i) Pour Fplat, a est un isomorphisme
(if) Avec les notations de 5.5.2.5, pour toute présentation

de F, la suite
Tk (P)) = Tk (Py) - Tk (F) =0

est exacte.
On a de plus :
(iii) Les foncteurs T.S¥ et I'* commutent aux limites inductives filtrantes (d’aprés (5.5.7.2),
(5.5.8.1), 5.5.2.4).
(iv) Le foncteur I'* commute a toute extension A — A’ de I'anneau de base.
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(v) Le foncteur I'* commute a tout changement de base S’ — S : pour tout carré cartésien

X' X

r' f

S’ S,

ona
Syt ()" Ty = Ty
((5.5.8.1) et 5.5.2.7).

(vi) Le foncteur I'* commute aux images inverses par tout morphisme radiciel i : X' — X
(par exemple une immersion fermée) : on a

Symig(i)* e = Thyi*
(5.5.8.1).
(vii) Pour j : X' — X une immersion, on a
Symig(f) I = Ty
(5.5.8.1).
5.5.10. — Soient ky, ky et k = kq + k, trois entiers > 0. On dispose alors d’'un morphisme
fini ():®
Vik, | Symy (X) X Symg (X) — Sym¥(X).
Si F; (i = 1,2) est un Module sur SymS ki(X), on désigne par F| V F, le faisceau sur Sym’;(X)
FiV Fy = Vi i (FL X F).
5.5.11. — Soit une suite exacte de Modules sur X
Y:0—F —F—F"—0.

Avec les notations 5.5.7.1, on dispose, grace a (5.5.8.1) et 5.5.2.6, d’une filtration sur Fe’;t(F)x,
et de morphismes :

¢ 4
Y, QrieF;) ® Q) (Fy) — Gr'(T(F)).
R 1

Le premier membre n’est autre que (I'' (F') V T, e’;f(F ")), On vérifie facilement que ces
données, construites point par point, proviennent d’une (unique) filtration en k + 1 crans

de T'X,(F), et de morphismes (uniques)

(5.5.11.1) L (F")v TYI(F") — Gr'(Tk,(F)).

ext

25.N.D.E. : je n’ai pas trouvé de références pour la finitude de vy ;, en général.
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Si la suite exacte X est scindée, on a plus précisément (vérification point par point a partir
de (5.5.2.6.1)).

ext
ky+k,=k

(5.5.11.2) rl(F @ F) =~ @ Ia(F)v Ik (F").

Si la suite exacte X est scindable point par point, ou si F” est plat, les morphismes
(5.5.11.1) sont des isomorphismes (cf. 5.5.1.4).

5.5.12. — Soitu : X — Y un morphisme de S-schémas. On suppose que les puissances
symétriques Symg(X ) et Sym’;(Y) existent. Soient F un Module sur X, G un Module sur Y

n
et v € Hom(u*G, F) ~ Hom(G, u, F) un u-homomorphisme de F dans G (0.2). Si [J u est la

.y n n
puissance cartésienne n™ de u, ’homomorphisme v induit un J] u-homomorphisme X v
n n
de [X] F dans [X G. Par passage aux invariants, celui-ci définit

TS"(v) : TSL(F) —— TSE(G).

Sym”S(u)

On déduit de la définition 5.5.8 qu’il existe un et un seul Sym"(u)-homomorphisme
I’ (v), fonctoriel en (F, G, v),

(5.5.12.0) I ) 1 IE(F) —— I54(G)
ymS u
rendant commutatif le diagramme suivant (cf. (0.2) pour le sens (inhabituel) des fleches) :
n I :xt(v) n
Fext(F) Fext(G)

sur Symi;(u)

a [ surId a | surld

TS, :xt(u)

TSI (F)

TSL(G).

sur Symg(u)

On utilisera cette fleche surtout comme « fleche de Kiinneth symétrique » : pour G = u, F,
et v la fleche canonique, la fleche I'”%,(v) s’identifie a un homomorphisme de Modules
(5.5.12.1) k" ki, F) — Sym" (), % (F).

5.5.13. — Soit la condition :

55.13.1. — K € Ob K»20(X, A4) et, pour tout point géométrique x de X, le complexe K,
est homotope 4 un complexe de modules plats L, € Ob C?Z%(A.).

Lemme 5.5.13.2. — La sous-catégorie DPr<0(x | A) de D*(X, A) formée des complexes de
tor-dimension < 0 4.1.9 est équivalente d la catégorie qui se déduit de la catégorie des com-
plexes K € Ob K»20(X, A) vérifiant (5.5.13.1) en inversant les quasi-isomorphismes. Cette
construction peut se faire indifféremment par calcul de fractions a gauche ou d droite.
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Soit Pla sous-catégorie de K~ (X, .A) formée des complexes point par point homotopes a
un complexe de modules plats. On sait (VERDIER [11,12.4.2]) que D™ (X, A) se déduit de Pen
inversant les quasi-isomorphismes, par calcul de fractions a droite ou a gauche. On applique
alors 5.5.4.1 a 'inclusion de Kb’ZO(X, A)N Pdans P. En effet, si K est de tor-dimension < 0,
et point par point homotope a des complexes de modules plats L., alors 7.,((K) est point
par point homotope aux 7.,((L,), et ceux-ci sont encore des complexes de modules plats, de
sorte que 7 (K) vérifie 5.5.13.1.

5.5.14. — D’aprés 5.5.6.1, (5.5.7.2) ou (5.5.8.1) et 5.5.2.4, tout quasi-isomorphisme v : K' —
K entre complexes vérifiant (5.5.13.1) induit des quasi-isomorphismes
TS ) : TSE(K') 5 TSE(K)
) Th(K") = T5(K).
Il en résulte que les foncteurs I'* et T.S* sont dérivables (5.5.5) sur la sous-catégorie

DPr=0(X, A) de D’(X, .A), et que les complexes vérifiant 5.5.13.1 sont déployés a gauche
pour ces foncteurs. D’aprés 5.5.2.4, I'* et T.S¥ induisent des foncteurs

(5.5.14.1) LTSk : DMor<O(x, A) — DPr<O(Sym¥ (X), A)
(5.5.14.2) LI* : DMor<0(X, A) — DMor<0(sym(X), A).

De plus, le morphisme canonique « (5.5.9) induit d’apreés 5.5.9 (i) un isomorphisme entre les
foncteurs (5.5.14.1) et (5.5.14.2)

(5.5.14.3) a: LT* — LTSk
5.5.14.4. — Les isomorphismes de 5.5.9 (iv) (v) (vi) (vii) passent a la catégorie dérivée et
définissent des isomorphismes :

(iv') Pour A’ une A-algébre, on a

LTk

ext 4

L
(K)® A" ~ LTk

extA/

L
(K® A").
A
(v') Pour tout changement de base g : S’ — S,ona

Sym’g‘(g')*er K ~ LTk (g'*K).

ext e
(vi’) Pour tout morphisme radiciel i : X' — X, ona
Sym¥ (i) LT K ~ LI i*K.
(vii’) Pour j : X’ — X une immersion,on a :
Symly(j) LISy = LT -
5.5.15. — Soit une suite exacte de complexes plats de c20(x, A),
0—K —K—K"—0,

et appliquons le foncteur I, (5.5.3). On trouve (comme en 5.5.11) que le Module semi-
simplicial I'X, (N~ K) sur Symg(X ) admet une filtration dont les quotients successifs sont
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les Modules semi-simpliciaux I'X\(N~'K')v I'X{ (N71K") (k' + k" = k).

Passant a la catégorie dérivée on trouve que LI'X (K) est représenté par un complexe
filtré dont les quotients successifs représentent les objets LI/ (K") \]; LFJ;;"(K") de la
catégorie dérivée (appliquer 5.5.2.4 et le théoreme de EILENBERG-ZILBER-CARTIER (isomor-
phisme dans X" d’un objet semi-simplicial double et de sa diagonale : DoLp-PuPPE [1, 2.9
p. 213]).

Dans la catégorie dérivée, cette construction peut déja se faire a partir d’une suite exacte
de complexes vérifiant 5.5.13.1.

* En termes plus intrinséques, soit 4 un « vrai triangle » d’objets de Db’torSO(X ,A),
ie. un objet de la «catégorie dérivée filtrée» avec Gr'(4) = O pour i # 0, 1 et
Gr'(4) € Ob D>°<0(X, 4) (DELIGNE, in Appendice 3 VERDIER [12], ou ??, ??).

La construction précédente fournit alors un objet LI, (4) de la catégorie dérivée filtrée
de Sym’fg(X ), des isomorphismes

Gr'(LTX (4)) ~ LT (Gr'(4)) v LT*1(Gr0(4))

ext

et, désignant par | | le complexe sous-jacent a un complexe filtré, un isomorphisme
|LIE(M)] = LIE(A])..

Lemme 5.5.16. — Soit N un entier. La catégorie D'"<0(X, A) se déduit de la catégorie des
complexes K € Ob K?29(X, A) vérifiant les conditions (i) et (ii) ci-dessous en inversant les
quasi-isomorphismes :

(1) condition (5.5.13.1).
(if) Le complexe K est déployé pour tout foncteur image directe de dimension cohomologique
< N, relatif a un isomorphisme de topos f : Xq — T.

Qu’il y ait un calcul des fractions a droite résulte de 5.5.13 et du fait que, via les résolu-
tions flasques canoniques tronquées (4.2.9), tout complexe K vérifiant (i) s’envoie dans un
complexe vérifiant (i) et (ii).

5.5.17. — Soit un morphisme de S-schémas u : X — Y. On suppose que Sym’;(X) et
Sym"S(Y) existent, qu’il existe un entier N tel que le foncteur u, soit de dimension < N
sur la catégorie des A-Modules, et que le foncteur Ru, transforme complexes bornés de
tor-dimension < 0 en complexes de tor-dimension < 0. Ces deux derniéres conditions sont
automatiques si u est propre, A de torsion et Y cohérent (i.e. quasi-compact, quasi-séparé)
(5.2.8.1, 5.2.10).20)

Soit K € Ob K>29(X, .A) un complexe vérifiant les conditions (i) et (ii) de 5.5.16, avec N
comme ci-dessus. D’aprés 5.5.14, la fleche

B LI(K) — I2(K)

26. N.D.E. : la cohérence de Y peut étre remplacée par la condition plus faible que la dimension des fibres de u
est bornée.
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est un quasi-isomorphisme. De méme, la fleche
y tu, K - Ru K

est un quasi-isomorphisme.
On définit la fléche de Kiinneth symétrique de LI/ Ru,(K) dans RSym"(u), LT%,(K) 392

ext
comme le composé

(5.5.17.1) k" : LI Ru,K < LI"u K — I"u,K Py Sym' (), I (K)
v 5.12.

— RSym'y(u), 74 (K) % RSym'y(u), LT,

ext

(K).

Il résulte de 5.5.16 que les morphismes (5.5.17.1) définissent un morphisme entre fonc-
teurs de D" <0(X, .A) dans D*(Sym'(Y), A)

(5.5.17.2) k" LT

ext

Ru, — RSym'gu, LI

ext»

appelé encore morphisme de Kiinneth symétrique.
Ce morphisme est caractérisé par la propriété 5.5.18 ci-dessous.

5.5.17.3. — Soient S, X, Y et u comme plus haut, K € Ob Cb’ZO(X,./l) un complexe
de tor-dimension < 0, K; € ObC?»20(Y, A) et K, € Ob cb(sym';(X), A). Soit v un
u-homomorphisme (0.2) de K dans K|, et soit # un homomorphisme (au sens ordinaire,

comme tous ceux qui suivent) de I'Z,

(K) dans K,. On dispose de morphismes
8) Ty(0) 1 Thy(Ky) = Sym'w), I1y(K)  (55.12.0)
b) Sym'((u). (1) : Sym'((w), [54(K) — Sym'¢(u), Ky,
de composé
¢ 1 Tly(Ky) — Sym’s(u), Ko,
définissant, par composition
@ : LT .(K;) — RSym"(u),K,.
De plus, v et t induisent : 393
v . K; — Ru,K
{t’ LI K — K.

On a alors :
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Proposition 5.5.18. — Sous les hypothéses 5.5.17.3, le diagramme suivant est commutatif
dans D+(SymS(Y), A) :

k"
Lrelet Ru K (Kiinneth symétrique) R Symns(u)* LFeXtK
LTl RSym'g(w), (1)
4
LT K, RSym' (), K,.

La démonstration est toute pareille a celle de 5.4.1.5 et laissée au lecteur.

5.5.19. On suppose dorénavant A de torsion. — Soit u : X — Y un morphisme compacti-
fiable de S-schémas :

PN
~.

394 On suppose que Sym'c(X), Sym'¢(X) et Sym'c(Y) existent. Pour tout Module F sur X, on a
alors
(5.5.19.1) Iz F) :SymnS(j)!ngt(F),

et cet isomorphisme passe trivialement aux catégories dérivées (5.5.14.4 (vii’)). On
définit le morphisme de Kiinneth symétrique entre foncteurs de D>°*<C(X,.A) dans
Db,torSO(SymnS(Y)’/l)(ﬂ)

(5.5.19.2) k! ou k" : LI Ru — RSym (w), LT},

comme étant le composé

dfn (5.5.17.2)
LI’ Ru, ~ LT’ Ru,j —— RSym @), LT, ext],
— RS S LT
(5.5.14.4 (vii")) Y s @ Yiils s L e

- RSym (), LT,

ext

27.N.D.E. : Comment montrer que Sym ¢(u) est de type fini en général ? Cette condition est nécessaire pour que
R SymS(u), soit défini.
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5.5.20. — On laisse au lecteur le soin de faire les vérifications suivantes, faciles en principe
en utilisant 5.5.18.

5.5.20.1. — (Caractere intrinséque). Le morphisme (5.5.19.2) est indépendant du choix de la
compactification u de u.

5.5.20.2. — (Transitivité). Soit un diagramme de S-schémas

X5v5 7,
avec u et v quasi-projectifs; on suppose que Sym’é(Z) existe (donc aussi Sym"S(Y) et 395
Symg(X ) (SGA 1V 1.7, EGATI 4.5.4)). Le diagramme de foncteurs suivant est alors com-
mutatif

n
kvu

LI’ R(vu), RSym’(vu), LTy

ext

n

kﬁ u
LTIy RoRuy ———— R Sym'((v), LI Ruy ————— RSym'¢(v), RSym' (u), LT

ext

5.5.20.3. — Le morphisme de Kiinneth symétrique est compatible aux changements de base
ou d’espace du type 5.5.9 (iv) (v) (vi). De fagon plus précise, on a les compatibilités suivantes
avec les morphismes 5.5.14.4 (iv’) (v') (vi’).

(iv") Pour toute A-algébre A’, et tout S-morphisme quasi-projectif u : X — Y le dia-
gramme

L ~ L ~ L
LI Ruy(K)® 4 A" —————— LT (Ruy(K)® 4 A') —————> LT Ru(K® 4A")

u

~

L ~ L L
RSym'(u), LI (K)® 4 A" —— RSym\(u)(LI%(K)® 4 A") RSym'(u), LI (K® 4.A")

est commutatif.
(v") Pour tout changement de base g : S’ — .S, donnant lieu 4 un diagramme a carrés 396
cartésiens

X
‘ \u\

Y’ g l Y
S

g >
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le diagramme de foncteurs, tout analogue a (iv”), est commutatif :

~

Ruy ——————————— 1" g"* Ruy —————————> LT Rug'*

Sym;(g”)*LF"

ext

u

Sym'(g")* RSym'y(u), LTl ——> RSym's(u), Sym’(g')* LTt ——— RSymis(u’), LT 28",

(vi”) Pour tout changement de base radiciel g : Y' — Y, donnant lieu & un diagramme
cartésien de S-schémas

X' l X
u' u
Y’ & Y,

le diagramme de foncteurs suivant est commutatif :

Sym'g(g)* LT % Ruy ———— LI}g" Ruy ————— LI Rujg"*

ext X ext

Sym'g(g)* R Sym'g(u), LI — RSym'c(u’)g"" LTl —— RSym',(u'), LI }g"*

397 Théoréme 5.5.21. — (Formule de Kiinneth symétrique). Soient .S un schéma cohérent (=
quasi-compact quasi-séparé) annelé par un faisceau d’anneaux commutatifs de torsion A, a
fibres des anneaux noethériens. On annéle chaque S-schéma par I'image réciproque de A. Soit
u : X — Y un morphisme de S-schémas quasi-projectifs. Quels que soient I’entier n > 0 et
K € Ob D*=0( x| 4), la fléche de Kiinneth symétrique (5.5.17.2)

k" . LT"

ext

Ru K — RSymg(u)!LF” K

ext
est un isomorphisme dans Db’torSO(Sym"S(Y), A).
La démonstration de ce théoréme occupera toute la suite de 5.5.
Remarque 5.5.21.1. — L’hypothése de quasi-projectivité sert seulement a assurer que u
admet une compactification u
x:xLy
telle que les schémas Sym"S(X ), Symg(y) et Symf’g(Y) existent pour tout n. Le langage des

espaces algébriques devrait permettre de remplacer cette hypothése par la seule hypothese
que u est compactifiable.
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La premiére partie de la démonstration consiste & ramener par dévissage 5.5.21 a un cas
«irréductible » :

Lemme 5.5.22. — Le théoréme 5.5.21 est impliqué par le cas particulier suivant :

(*) Pour tout corps algébriquement clos k, toute courbe projective et lisse X sur k et tout
nombre premier {, les fleches de Kiinneth symétriques (obtenues pour Y = S = Spec(k),
A =710, K = Z/¢ ; voir explications ci-dessous)

(5.5.22.1) LI"(RI(X,Z/0)) — RI(Sym'(X),Z/0)

sont des isomorphismes (n > 0).

Dans (5.5.22.1), le symbole I" a un malencontreux double usage : dans ’expression RI,
il désigne le foncteur « sections globales » ; dans 'expression LI, il désigne le foncteur
5.5.2.3. On utilise dans cette formule I'isomorphisme ' (Z/{) ~ Z/X.

Soient donnés S, X, Y, u et A comme en 5.5.21.

Lemme 5.5.22.2. — Soit une suite exacte de complexes dans Cb20(X | A), de tor-dimension
<0:

00— K — K—K"—0.

Si les fléches de Kiinneth k" (n > 0) relatives a deux des complexes K', K et K" sont toutes des
isomorphismes, alors les fleches de Kiinneth relatives au troisiéme sont aussi des isomorphismes.

On se raméne au cas ou u est projectif, et ot les complexes K, K, K” vérifient les condi-
tions (i) et (ii) de 5.5.16, pour N au moins égal au double de la dimension des fléches de u.
Les fleches de Kiinneth symétriques sont alors données par (5.5.17.1).

Montrons par récurrence sur n que si pour i < n et deux des complexes K', K, K", les
fleches k' sont des isomorphismes, alors les fleches k' (i < n) sont des isomorphismes pour
le troisiéme.

Pour le voir, on note que grice a 5.5.15, le morphisme
(a) K" LT?

ext

Ru K — RSym"(w),LI2 K

ext

peut se représenter par un morphisme de complexes filtrés
k,n . KO — Kl

de filtration finie, ce morphisme induisant sur les quotients successifs des fleches isomorphes
aux fleches composées

. L . . L .
(b,) LTI Ru,K'V LT Ru, K" — RSym"(u),(LTi K’V LT K")

399
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suivantes :
L K VA= L
LFéxtRM*K' \Y LFenx?RLI*K” — 5S> R Sy'm’ (u)*LFéXtK’ v Rsym"_'(u)*LF:X;i(K")
i ) L B B
= Vipo i RSym' (@), LI K’ B R Sym"™ (), LI (K")
543

~ . . . L .
—— Vi (RSym' () X RSym" ™" () (LT K" I LI K")

dfn

. L . . L .
= RSym"(u), Vv (Ll"e’xtK’ X LFe"X;’K”) = RSym”(u)*(Ll“éxtK’ \% LFg’X?K”).

i,n—ix

D’aprés I'hypothése de récurrence (et la formule de Kiinneth), ces fleches sont des quasi-
isomorphismes pour i # 0, n. Deux quelconques des assertions suivantes impliquent donc
la troisiéme : (a) est un quasi-isomorphisme; (by) est un quasi-isomorphisme; (b,) est un
quasi-isomorphisme. Il s’agit la des trois fleches qui étaient en question, C.QFD.

5.5.22.3. — Supposons vraie I’assertion (x) envisagée dans 5.5.22, et prouvons 5.5.21. Soient
donc S, X, Y, A, K et u comme en 5.5.21. Le probléme est local sur .S, qu’on peut supposer
affine. Tout complexe K est extension successive de complexes de la forme i,i*K pour i
inclusion dans X d’une partie affine localement fermée. Par dévissage (5.5.22.2), on peut
donc supposer K de la forme i, K, pour une immersion i : X; — X de source affine. La
compatibilité 5.5.20.2 permet de remplacer X par X, K par K, et de supposer donc u affine.
Factorisons u comme un composé u = uy ... u; de morphismes a fibres de dimension < 1.
La compatibilité 5.5.20.2 montre qu’il suffit de prouver que les fleches k" relatives aux u; et
a un quelconque complexe K sont des isomorphismes. On est ainsi ramené au cas .S affine,
u de dimension relative < 1.

5.5.22.4. — Pour que k" soit un isomorphisme, il suffit que ses restrictions aux fléches géo-
métriques de Sym"S(Y) le soient ; la compatibilité 5.5.20.3 (v"") nous raméne donc a supposer
S spectre d’un corps algébriquement clos k.

5.5.22.5. — Pour tout point rationnel y de SymZ(Y), il existe une partie réduite finie Y’ de Y
telle que y soit dans I'image de Sym] (Y"). La compatibilité 5.5.20.3 (vi”) nous permet donc
de supposer que Y est somme d’un nombre fini de copies de Spec(k).

5.5.226. — SiY = 1Y}, alors tout complexe K sur X est somme de complexes concentrés
sur 'un des schémas X; = u~!(Y;). Par dévissage (5.5.22.2) et d’aprés la compatibilité 5.5.20.3
(vi”), il suffit de prouver 5.5.21 pour chacun des morphismes u; : X; — Y;.Par 5.5.22.5, ceci
nous ramene au cas ou

Y =.§ = Spec(k), k algébriquement clos, dim X < 1.
Le faisceau .4 se réduit maintenant a un anneau noethérien A. La proposition suivante

permettra de se ramener au cas ol A est un corps.

Proposition 5.5.23. — Soient A un anneau noethérien (commutatif), K € Ob D™ (A) un com-
plexe borné supérieurement de A-modules et n un entier. Les conditions suivantes sont équiva-
lentes
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(i) K est de tor-dimension < n

L
(if) Pour tout x € Spec(A) et touti < —n, H'(K % k(x)) =0.

On a (i) = (ii) trivialement. Supposons (ii). Pour prouver (i), nous prouverons par récur-
rence noethérienne sur le fermé F de Spec(A) que si un module N vérifie N, = 0 pour

x & F, alors Hi(KéA N)=0pouri < —n.

Soit I I'unique idéal qui définisse F tel que A/l soit réduit, et soit N, le sous-module
de N annulé par I¥. Ona N = 11_1’1)1 N,,. Puisque les foncteurs Tor commutent aux limites
inductives filtrantes, on se raméne au cas ou il existe k tel que N = N, de sorte que N est
extension successive de modules tués par I, et la suite exacte longue de cohomologie nous
ramene au cas ou N est déja un A/I-module.

Soit # un point maximal de F, et définissons des A/I-modules M| et M, par la suite
exacte

(5.5.23.1) 0— M, — N5 N ® k() — M, — 0.

Ona (M), =0(j = 1,2). Sipour chaque fermé G C Favecn & G on désigne par M,
le sous-module de M; formé des sections de M a support dans G, on a

Mj = lil;le,G
n¢G

D’apreés ’hypothese de récurrence et un passage a la limite, on a donc
. L
H'(K®, M;)=0 pour i<-n.

Le module N ® k(n) est un vectoriel sur k(#), donc une somme de copies de k(7). Par
hypothése, on a

. L
H'(KQ® (N Qk(#)) =0 pour i<-—n.
Si I est 'image de la fleche i de (5.5.23.1), on dispose de suites exactes

A L L L
H™(K® M) — H'(K®I) — H'(K® (N ® k()
: L . L . L
HK®M,)— H(KQ N)— H'(KQI),
L
dont on tire que H' (K ® N) =0 pouri < —n, C.QFD.

Corollaire 5.5.24. — Pour qu’une flecheu : K — L dans D™(A) soit un isomorphisme, il
suffit que pour tout x € Spec(A), la fléche

u, . KéA k(x)—»LéA k(x)

soit un isomorphisme dans D~ (k(x)).

L
Soit M le céne (mapping cylinder) de u. Par hypothése, on a M ® , k(x) = 0 pour tout
x € Spec(A). D’apres 5.5.23, on a donc M = 0, et u est un isomorphisme.
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5.5.25.1. — Poursuivons la démonstration de 5.5.22, interrompue en 5.5.23. D’apres la
compatibilité 5.5.20.3 (iv”) et 5.5.24, le morphisme k" relatif 3 K € Ob D?%*r20(x A)

L
est un isomorphisme si et seulement si les morphismes k" relatifs aux K ® , k(x) €
Ob D>t°r20(X | k(x)) sont des isomorphismes, pour x € Spec(A). Ceci nous raméne au cas
ou A est un corps de caractéristique £ > 0.

5.5.25.2. — La suite exacte (ou C désigne un cone)
0 — K[-1] — CK[-1] — K — 0

montre que les fleches k" sont des isomorphismes pour K si et seulement si elles le sont
pour K[—1] (5.5.22.2).

5.5.25.3. — Les suites exactes
0—o0,,K—K—>0,K—0

montrent que pour les fleches de Kiinneth soient un isomorphisme, pour K complexe plat,
il suffit qu’elles le soient pour les composantes de K, placées en degré 0 (5.5.22.2 et 5.5.25.2).

5.5.25.4. — Soit donc K un faisceau de A-vectoriels. Ce faisceau est limite inductive de fais-
ceaux constructibles (IX 2.7.2), automatiquement plats puisque A est un corps, et par passage
a la limite, on se raméne au cas K constructible, réduit au degré zéro.

5.5.25.5. — Siun complexe K est facteur direct d’'un complexe L, le morphisme k" relatif a
K est facteur direct du morphisme k" relatif a L, donc un isomorphisme si ce dernier en est
un. La méthode de la trace (IX 5.8) s’applique donc et il suffit de traiter le cas ou Fest de la
forme jiAys, pour j : X' — X quasi-fini. La compatibilité 5.5.20.2 permet de remplacer X
par X', d’ou la réduction

X estde dimension <1 et K = Ay.

5.5.25.6. — On peut supposer X réduit. Si j : U — X est Pouvert de lissité de X, de
complément i : F — X, la suite exacte

0— jij*Ay — Ay — iji*Ay — 0

nous ramene par dévissage aux cas ou X est soit une courbe lisse, soit un ensemble fini. De
plus, la formule

L
Ax =A@y, (2
rameéne par 5.5.20.3 (iv"”) au cas ou Ay = Z//.
Si X est une courbe, on plonge X dans la courbe projective et lisse correspondante, et un
nouveau dévissage rameéne a 'un des deux cas suivants
(i) X est une courbe projective et lisse, Y = S = Spec(k) avec k algébriquement clos,
A=ZIt, K =Z/.
(if) X est une somme d’un nombre fini de copies de Spec(k), Y = .S = Spec(k) (k algébri-
quement clos), A = Z/{, K = Z/¢.
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Un ultime dévissage de (Z/¢)y en les faisceaux (Z/{)y,, pour X' composante connexe
de X, raméne dans (i) et (ii) a supposer X connexe. Le cas (ii) est alors trivial. Ceci prouve
5.5.22.

Lemme 5.5.26. — Le théoréme 5.5.21 est conséquence des deux cas particuliers suivants de
Iassertion (%) de 5.5.22 :

Cas 1. On suppose que k = C.
Cas 2. On suppose que k est de caractéristique p > 0 et que ¢ = p.

Avec les notations de 5.5.22, désignons par p la caractéristique de k. Si p = 0, le principe
de Lefschetz (s’appuyant ici sur la compatibilité 5.5.20.3 (v"), et sur XII 5.4) permet de se
ramener au cas ou k = C.

Reste a traiter le cas ou p > 0 et ou £ # p. La courbe X se remonte en une courbe X'’ sur
Panneau W (k) des vecteurs de Witt sur k (SGA 1 III 7.4). Posons .S = Spec(W (k)), soit le
diagramme

X! X' X
fu f! f
n S Spec(k),

et soient f,, f, et f,, les projections respectives de SymZ(X), Sym’é(X’) et SymZ(X,;) sur
Spec(k), S et 5. On sait que f, estun morphisme projectif et lisse (la projectivité est évidente ;
pour la lissité, le plus simple est de se ramener au casou X' = Pfg, auquel cas Sym”S(X Y~ P
comme il résulte du théoréme des fonctions symétriques élémentaires). D’apres le théoréme
de spécialisation XVI 2.2, les faisceaux R’ f,, (Z/¢) sont localement constants sur S. Il en est
de méme des faisceaux L' I'"(Rf]Z/(). Pour vérifier que la fleche de (5.5.22.1) relative a X
sur k est un isomorphisme, il suffit donc d’aprés 5.5.20.3 (v") de prouver I’énoncé analogue
pour la fibre générique géométrique Xz de X sur S. Le corps k(7) est de caractéristique O,
et, vu la premiére réduction, ceci prouve 5.5.26.

Pour prouver 5.5.21 dans les deux cas particuliers 5.5.26, on comparera le morphisme de
Kiinneth symétrique d’une part a son analogue transcendant (5.5.27 et 5.5.28) d’autre part &
son analogue cohérent (5.5.29 a 5.5.37).

5527. — Sip : X — S est une application continue entre espaces topologiques, avec
S annelé par un faisceau d’anneaux commutatifs A, les constructions 5.5.7, 5.5.8 s’ap-
pliquent telles quelles pour définir un foncteur '/}, des modules sur X dans les modules
sur Symg(X) = X"/G,,. Les sorites 5.5.7 a 5.5.18 se transposent. De méme, si S, X et Y sont
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des espaces topologiques localement compacts séparés

u

X

et si les fibres de u sont de dimension cohomologique bornée, le sorite 5.5.19, 5.5.20 du
morphisme de Kiinneth symétrique en cohomologie a support propre se transpose.

Sip : X — S est un morphisme de schémas de type fini sur C, les foncteurs I'" et
LTI commutent aux foncteurs « passage au transcendant ». Enfin, si X, Y, S, A, K sont
comme en 5.5.21, avec .S séparé de type fini sur C, et si on désigne génériquement par € les
morphismes de sites de type € : X4 = X, le diagramme suivant est commutatif :

e*LI"

ext

RuyK——X - &R Sym'g(u), LI 5 K

(5.5.27.1)

Jan

LT Rui"e"K ——— RSym’é(uan)!LFéqxte*K.

ext

5.5.28. — D’apres la compatibilité (5.5.27.1), et un cas élémentaire du théoréme de compa-
raison (XI 4.4 ou XVI 4.1), pour traiter le cas 1 de 5.5.26, il suffit de vérifier que si X est une
courbe projective non singuliére complexe, alors I’analogue topologique de (5.5.22.1) est un
isomorphisme.

L’espace topologique X" est triangulable (ce fait est ici trivial, car X est un revétement
ramifié de la sphére de Riemann). L’analogue topologique du lemme de dévissage 5.5.22.2
nous rameéne alors a prouver

(%) Si D est un simplexe fermé (de dimension 0, 1 ou 2), la fleche de Kiinneth symétrique

topologique
(5.5.28.1) k" : LI'"RI(D,Z/¢) — RI'(Sym"(D),Z/?¢)
est un isomorphisme.
Ona
RI'(D,Z/¢) = Z/¢ placé en degré 0,
et donc

LI"RI'(D,Z/¢) = Z/¢ placé en degré 0.
D’autre part, Sym" (D) est contractible, et on a encore
RI'(Sym"(D),Z/¢) = Z/¢ placé en degré 0.

Les H' des deux membres de (5.5.28.1) sont donc nuls, et la fleche induite sur le H°
s’identifie a I'identité de Z/¢.
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5.5.29. — Pour I'application que nous avons en vue, il y a intérét a regarder un faisceau
quasi-cohérent sur un schéma X comme étant un faisceau quasi-cohérent de ¥-modules sur
le site étale de X.

Soit p : X — S un morphisme quasi-projectif de schémas (cf 5.5.21.1 ?7)). Si F est un

faisceau de O y-modules sur X, alors
n

a) On désigne par @ ZF le faisceau de modules sur (X/S)Z produit tensoriel des
O(x/sy-modules images réciproques de & sur (X/S)g; ;
n

b) le faisceau Q) F est un faisceau G,-équivariant. Par passage aux invariants, il définit

un faisceau T'S% (F) sur Sym'g(X ) : si o est la projection de (X/S)" sur Symg(X ), on

a

(5.5.29.1) TSi(F) = (0, Q) 7).

Supposons que p soit plat; comme en 5.5.8, on définit alors le foncteur I'%;, comme étant

le 0%me dérivé gauche du foncteur T'S”,,. Avec les notations de 5.5.2.5 et 5.5.8, si

P— Pp—F —0

est une présentation plate de &, alors la suite

Jo

Tngt(Pll) _— Tngt(PO) - Fenxt(g)

J1

est exacte. Si x est un point géométrique de Sym’.(X) comme en 5.5.7.1, on a (cf. (5.5.8.1))

l
(5.5.29.2) I8 (F), = 0, ®c (Q) T (F,),
1

4
avec C= ®Symgs((9yi).
1

11 suffit en effet de vérifier cette formule dans le cas trivial ou les fibres de % sont libres. On
notera que O, est plat sur C, étant 'hensélisé strict de C au point fermé image de x.

5.5.30. — Supposons X et S affines, p plat et F quasi-cohérent. Soient .S = Spec(A), X =
Spec(B) et soit F = HO(X, %), de sorte que F est le faisceau F~ défini par le B-module F.
On lit alors sur (5.5.29.1) que

TSe(F) =TSH(F)~,
et, par dérivation, on a donc

(5.5.30.1) I (F) = T(F)".

Le foncteur I’

o+ apparait donc comme un foncteur I'" « relatif a A », ce que (5.5.29.2) expri-

mait déja sous forme locale.

27. Tout ce qui suit, y inclus 5.5.34, est valable en supposant seulement que X et Y admettent des faisceaux
inversibles amples relativement a .S (sans supposer X et Y de type fini sur S).
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5.5.31. — On désignera par D>'s<0(X, () la sous-catégorie de D’(X,Oy) formé des
complexes de () y-modules qui, en tant que complexes de p~!(0g)-modules sont de tor-
dimension < 0.

Soit la condition

55.31.1. — K € ObC?»20(X, 0) et, en chaque point géométrique x de X, K, est homotope
a un complexe de Oy -modules, a degrés positifs, plat sur Og ).

Le morphisme p étant plat, de sorte qu’il y a «assez » de O y-modules plats sur S, on
vérifie comme en 5.5.13.2 que D>*°'s<0(X, 0 ) se déduit de la catégorie des complexes K €
Ob K»20(X, 0 ) vérifiant (5.5.31.1) en inversant les quasi-isomorphismes.

On lit sur (5.5.29.2) et 5.5.6.1 que si u : K — L est un quasi-isomorphisme entre
complexes vérifiant (5.5.31.1), alors I'2;(u) (au sens de DoLD-PUPPE) est encore un quasi-

isomorphisme. Le foncteur I, se dérive dés lors en

(5.5.31.2) LT?

ext

. vatorsSO(X’ Oyx) — Db’torsso(Sym"S(X), Osymg(x))

5.5.32. — On désignera par Dgfg;SSO(X ,Oy) la sous-catégorie de D>*°'s<0(X, 9 ) formée

des complexes a cohomologie quasi-cohérente.

Des arguments standards permettent, comme en 5.5.17, de définir une fléeche de Kiinneth
symétrique du type suivant :

Soit u : X — Y un morphisme de S-schémas quasi-projectifs et plats sur S'; pour K €

Ob DZSSﬁSSO(X ,Ox), la fleche de Kinneth symétrique k" dans Dg:g;SSO(Sym”S(Y), ) est
une fleche
(5.5.32.1) K" : LT Ru,K — RSym'.u, LT K.

On laisse au lecteur le soin de vérifier les propriétés formelles de (5.5.32.1) qui seront
utilisées, notamment la suivante :

Lemme 5.5.33. — Si S est de caractéristique p > 0, et siu : X — S est propre et plat,
le diagramme de fléches de Kiinneth symétriques (5.5.17.2) et (5.5.32.1) est commutatif (Y =
S,K=Z/pouly):

LI}, Ru,(Zlp) — RSym'y(w),(ZIp)

l |

LT} Ru,(0) —— RSym",(uw),0

Proposition 5.5.34. — Sous les hypothéses de 5.5.32, la fleche de Kiinneth symétrique
(5.5.32.1) est un isomorphisme.

a) La question est locale sur S, qu’on peut supposer affine.
b) Pour tout point x de Sym’;(Y), il existe un ouvert affine Y; de Y tel que x soit dans
Sym"S(Yl). Par localisation, on peut donc supposer Y affine.
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Tout complexe K du type considéré peut se représenter par un complexe K, de mo-
dules quasi-cohérents sur .S, nul en degrés < 0. Si & est un recouvrement affine de X,
alors K admet une résolution finie par des sommes de complexes de la forme j,j*K
pour j inclusion d’un ouvert affine (complexe de Cech alterné). Utilisant ’analogue
quasi-cohérent du lemme de dévissage 5.5.22.2, ceci nous rameéne au cas ou il existe
un ouvert affine j : X; & X de XetK| € Dg’ctgflsso(Xl,O) tel que K = Rj, K.
Vu I’analogue quasi-cohérent de la transitivité 5.5.20.2, il suffit de prouver 5.5.34 pour
uj et j. La réduction b), appliquée a j, nous raméne enfin au cas ou X, Y et S sont
affines. On peut alors représenter K par un complexe K, € C*29%(X,0y) a com-
posantes S-plates et quasi-cohérentes (4.1.9). Les foncteurs Ru, et LI'" se calculent
alors sans plus devoir résoudre Kj, et il reste a noter que, d’apres (5.5.30.1), pour &F
quasi-cohérent sur X, on a

Tt F — Symig(u), [ %,
les deux membres s’identifiant a

I'i{(F)y~ pour % =F"~,

C.QFD.

5.5.35. — Traitons le cas 2 de 5.5.26. Avec les notations de 5.5.22, le diagramme suivant est
commutatif (5.5.33) :

LI™(RI (X, ZIp)) ————— RI'(Sym!(X), Z/p)

(5.5.35.1) l

LI"(RI(X,0)) —"@> RI(Sym’(X),0),

et d’apres 5.5.34, la fleche @ est un isomorphisme. L’endomorphisme de Frobenius F :
x — xP de O agit p-linéairement sur RI'(X, ) et sur RI" (SymZ(X ), O). 11 agit donc aussi
p-linéairement sur LI"(RI'(X, 0)). On vérifie que k" et F commutent.

La théorie d’Artin-Schreier nous fournit des suites exactes

0 — HI(X,ZIp) — H(X,0) 25 Hi(X,0) — 0,

et de méme pour Sym"S(X ). Pour déduire que @ est un isomorphisme du fait que @ en soit
un, il nous reste a vérifier le

Lemme 5.5.36. — Soient k un corps parfait de caractéristique p > 0, K € C=°(Z/p) un
complexe de Z/p-vectoriels de dimension finie, L € CZ%(k) un complexe de k-vectoriels de
dimension finie, F un endomorphisme p-linéaire de L etu : K — L un morphisme. On
suppose que H*(Fu) = H™(u), et que les suites

0 — H(K) — H(L) ~=5 HI(L) — 0

sont exactes. Alors, les suites
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0 — H'(I"K)— H(I'"L) i HI"L)— 0
sont exactes.
Puisque H*(Fu) = H*(u) et que Z/p est un corps, il existe une homotopie
Fu—u=dH + Hd.
Le corps k étant parfait, on peut écrire
FHy— Hy=H.

Remplacant u par u — (d Hy + Hyd), on peut supposer que Fu = u.

Le foncteur S qui a chaque k-vectoriel ' muni d’un endomorphisme p-linéaire F associe
le Z/p-vectoriel VS des v € V'tels que Fv = v est un foncteur exact. L’hypothése signifie
donc que morphisme

K—L"

est un quasi-isomorphisme. Reste a prouver que le foncteur .S commute au foncteur I'”. Ce
point résulte aisément du lemme bien connu suivant, dont la démonstration est laissée au
lecteur :

Lemme 5.5.37. — Un vectoriel de dimension finie V sur un corps parfait k, muni d’un endo-
morphisme p-linéaire F, admet une et une seule décomposition

V = VO + I/n
avec VS @ k — V,, F(V,) C V, et F|V, nilpotent.

Ceci acheve la démonstration de 5.5.21.

6. Le foncteur f

On se propose de donner une construction directe du foncteur f, de 5.1.11. On utilisera
ensuite cette construction pour définir le « morphisme trace » (6.2.3) pour les morphismes
plats quasi-finis de présentation finie.

6.1. Nouvelle construction du foncteur f,. — Soit f : X — .S un morphisme locale-
ment de type fini. Une partie Pde X est dite propre sur .S si elle est 'image d’un sous-schéma
de X propre sur S.

Proposition 6.1.1. — Soit f : X — S un morphisme localement de type fini et quasi-séparé.

(i) Une partie de X propre sur S est localement fermée, et est fermée si f est séparé.
(i) Si f est séparé, la réunion de deux parties de X propres sur S est propre sur S.
(iii) Pour tout S-schéma U, désignons par @y (U) I’ensemble des parties de U X g X propres
sur U. Le foncteur @y est un faisceau pour la topologie fpqc. Si f est séparé, @y est un
faisceau d’ensembles ordonnés filtrants pour la relation d’inclusion.



416

97

Les assertions (i) et (ii) sont triviales, et la seconde assertion de (iii) résulte de (ii). Le
foncteur U — P(U X X) est un faisceau pour toute topologie pour laquelle les recouvre-
ments soient surjectifs. Il résulte de EGAIV 2.3.14 et EGAIV 2.7.1 (vii) que @y en est un
sous-faisceau.

Si F est un faisceau étale d’ensembles pointés sur un schéma X, rappelons (IV 8.5.2) que
le support d’une section s de JF est le complémentaire du plus grand ouvert ou s = 0, 0
désignant la section marquée.

Définition 6.1.2. — Soient f : X — S un morphisme localement de type fini et séparé, et F
un faisceau d’ensembles pointés sur X. On désigne par f|F le sous-faisceau de f,5F dont les
sections sur U (étale sur S) sont les sections de F sur U X g X a support propre sur U.

Il résulte de 6.1.1 que f\F est effectivement un faisceau.
On vérifie aisément que :

Lemme 6.1.3. — Si f est le composé gh de deux morphismes séparés localement de type fini,
il existe un et un seul isomorphisme de foncteur f\ ~ g h, rendant commutatif le diagramme

fi —— gh

Si f est une immersion ouverte (resp. un morphisme propre) le foncteur f est le foncteur
de prolongement par zéro (resp. le foncteur f,). D’aprés 6.1.3, les définitions 6.1.2 et 5.1.11
coincident donc dans leur domaine commun de validité.

Les propriétés du foncteur f, vérifiées dans le § 5 restent valable dans le cas plus général
6.1.2.

Proposition 6.1.4. — Soit f : X — S un morphisme séparé localement de type fini.

(i) Lefoncteur f, est exact a gauche (i.e. commute aux limites projectives finies) et commute
aux limites inductives filtrantes.
(i) Si f est quasi-fini, le foncteur f, est un foncteur exact de la catégorie des faisceaux abéliens
sur X dans celle des faisceaux abéliens sur S.
(iii) Pour tout diagramme cartésien

g/
X ———X

I’ f

s —% .9

417
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il existe un isomorphisme de changement de base rendant commutatif le diagramme

g*f! -~ f!lg/*

g f —fig”

[l

dans lequel la seconde fléche horizontale est la fléche de changement de base XII 4.1.

Preuve. — Quel que soit U € Ob S, on a

[TW)= lim T,
Ped(U)

et pour U quasi-compact quasi-séparé, le foncteur & — f,5(U) commute aux limites pro-
jectives finies et aux limites inductives filtrantes, comme limite inductive filtrante (6.1.1 (iii))
de foncteurs ayant ces propriétés.

Ceci prouve (i). L’assertion (ii) résulte aussitot de (iii) (prendre comme changements de
bases les points géométriques de .S).

L’assertion (iii) est de nature locale sur S, qu’on peut supposer affine. Soit / I'ensemble

J
ordonné filtrant des ouverts de X de type fini sur S. Si U & X est un ouvert de X,
(fINTNU) = £f1()(F|U)) s’envoie dans f,(F). De plus

Si(F) = L (f (T |U).
vel
Ceci permet de supposer X de type fini sur .S et d’appliquer le lemme de Chow (EGAII
21€me ¢d4 )8 pour trouver un morphisme projectif et surjectif : p° : X° — X tel que fp°
soit compactifiable. Soit X! = X0 x, X© et p! la fleche naturelle de X' dans X. La suite

0— F - pdp»F 3 plp*F

est exacte (VIII 9.2).

Compte tenu de la fonctorialité de la fleche de changement de base, et de (i), il suffit de
vérifier (iii) pour les faisceaux p? PV F et ol pV F . Parle changement de notations (p! ~ p%)
on se raméne donc & supposer J de la forme p?G. L’assertion (iii) pour le couple (£, p2G)
équivaut a 'assertion (iii) pour les couples (p?, G) et (fp%, ). On conclut par 5.2.7 (i), ap-
plicable car p® et fp° sont compactifiables.

Contre-exemple 6.1.6. — Le foncteur R f) ne coincide en général pas avec le foncteur dé-
rivé du foncteur f). Si X est affine sur un corps algébriquement clos k, on a en effet
hr= @ =Y
xeX (k)

28. N.D.E. : voir [C, 2.6], cité dans la N.D.E. (1) page 1.
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et le i*™ foncteur dérivé de f, vaut donc en F
P Hi.
xeX (k)
Par contre, si X est lisse et irréductible, et de dimension 1,

H2(X, pyn) =~ ZI0"

pour ¢ premier a la caractéristique de k.

6.2. Le morphisme trace en dimension relative 0. — Le résultat principal de ce n° est
le théoréme 6.2.3. 1l est recommandé au lecteur de ne pas lire les préliminaires techniques
6.2.1, 6.2.2. Ceux-ci permettent, dans la démonstration de 6.2.3, de ne considérer que des
morphismes f finis, réduction qui, via EGA IV 18.12, est de toute facon assez évidente.

6.2.1. — Soit f : X — S un morphisme quasi-fini séparé. Quel que soit U € Ob .S, dési- 420
gnons par ¥ ((U) la catégorie des couples formés d'un ensemble pointé fini /, de point mar-
qué noté 0, et d’'une décomposition de f*U en parties ouvertes et fermées f*U = Hie Vi
avec V; fini sur U pour i # 0. Un morphisme de ¢ = (V});c; dans ¢’ = (V;),c;r est un

morphisme ¢ de I’ de dans I tel que pouri € I, onait V, = |J V. On dit que ¢’

j€o~1()
raffine @ s’il existe un morphisme de ¢ dans ¢’.
Soient & un faisceau de groupes abéliens sur S, U € Ob S, ¢ = (V));c; € Ob¥ ,(U),

I'* = I\{0}, et f; la projection de V; sur U. On a

AT = fof5(TI0) @ @ £ [T 1U),
i#0
d’ou une fleche composée
6.2.1.1) 7, FUNU — @fi*fi*(.’fw) — fif*F|U.
i#0

Sic : I — J estun morphisme d’ensembles pointés, on désigne par ‘o : F/° — FI"
la fléche de coordonnées tO'[j =1Idsi (i) = j, et tO'[j =0sio(i)# j.Sic : I' - Iestun
morphisme de ¢ dans ¢’, le diagramme

F\U id Fu
(6.2.1.2)

NHTIU

est commutatif. De plus, (cp) = 'p'c. Les ¥ ((U) forment une catégorie fibrés ¥y sur S, ; les 421
constructions précédentes commutent a la localisation et définissent donc un S-foncteur

@ = Vdier € ¥,U) — FU|U de ¥ dans la S,,-catégorie des faisceaux sur des ouverts
étales de S, et un morphisme de foncteurs 7, : Fru - HF|U.

Proposition 6.2.2. — (i) La catégorie ¥ est localement filtrante a droite (V 8.1.1) sur Sg;.
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(ii) Les fléches (6.2.1.1) définissent un isomorphisme

T lim FNU S £ F|U.
o=(VD)ies€¥,(U)

Si S est strictement local de point fermé s, le S-schéma X admet une décomposition
@ € Y4(S) en parties ouvertes et fermées X = Hie ; X indexée par un ensemble pointé
1 telle que la fibre de X, en s soit vide, que les X; (i # 0) soient finis sur .S et que la fibre
de X; (i # 0) en s soit réduite a un point (EGA IV 18.12.1). Une telle décomposition est un
élément final de ¥ ;(.S). De plus, en vertu de 6.1.4 (iii) (ou parce que c’est évident) la fibre en
s de la fleche 7, (6.2.1.1) est un isomorphisme.
Dans le cas général, soit x un point géométrique de S et ¥, la fibre de ¥/ en x,
qlx = h_n)l g’f(U),
Ux)
pour U voisinage étale de x. Soit S, le localisé strict de Sen x, X, = X Xg S, et f, :
X, — S,. Les sorites de passage a la limite montrent que la catégorie ¥, est équivalents a
la catégorie @ 7.(S5%)s donc filtrante a droite. I en résulte que ¥ est localement filtrante a
droite. De plus, la fibre en x de 7 s’identifie a la fleche
7 1 lim T — (fif )y
¥

X

et, d’apres ce qui précéde, cette fleche est un isomorphisme.

Théoréme 6.2.3. — On peut d’une et d’une seule fagon définir, pour tout morphisme f : X —
S, séparé, plat de présentation finie et quasi-fini, et tout faisceau abélien & sur S, un morphisme
trace

de sorte que les conditions suivantes soient vérifiées :

(Var 1) Tr / est fonctoriel en 7.
(Var 2) Tr ; est compatible a tout changement de base, i.e. pour tout diagramme cartésien

!
x—=f . x

Ll

s — % .9

le diagramme de foncteurs suivant est commutatif :

f!/f/*g* - f!’g'*f* - g*fgf*

LTrf/ xg™ Lg**Trf

£ *

g g
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423 (Var 3) Tr; est compatible avec la composition, i.e. si [ est le composé [ = gh de deux mor-

phismes séparés, plats, de présentation finie et quasi-finis, le diagramme suivant est com-
mutatif :

fl!f‘;{< — g'h,h*g*
jg!*Trh*g*
88"

lTrg

Id.

(Var4) - (Normalisation). Si f est fini de rang constant n, ’lhomomorphisme composé

Tr
T = [ T = [ fF T

est la multiplication par n.
Notons tout d’abord que les conditions (Var 2) a (Var 4) impliquent que

Lemme 6.2.3.1. — Si X = X' U X", alors, posant f' = f|X' et f” = f|X", le morphisme
Trf:

T =HI"T @S ""T — F
est somme de Tr sy et Tt pn.

X/
\\
f

X——S§

”n

X ”n

Sion applique (Var 2) a j’, pour le changement de base par j', et (Var 4) pour I'application 424
identique, on voit que

Tr; j,’j’*f*.”f — f*F
est I'application canonique définie par la décomposition de f*F en somme directe
[T =i T e T
Si on applique (Var 3) a f/ = f o j’, on voit que le diagramme suivant est commutatif

f!/fl*g' f’f*?

Tr/-/ Trf

F

ce qui, joint 4 ’énoncé analogue pour f”, n’est autre que 6.2.3.1.

s
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Soit f : X — S un morphisme quasi-fini séparé plat de présentation finie. Quel que soit
U € Ob S, soit lP;(U) la sous-catégorie pleine de ¥ ;(U) (6.2.1) formée des décompositions
(V));eg telle que, pour i # 0, V; soit localement libre de rang constant sur U. Les catégories
T}(U) forment une sous-catégorie fibrée de ¥, cofinale dans ¥.

Soient F et G des faisceaux abéliens sur S. D’apres 6.2.2 (ii), il revient au méme de
se donner un morphisme g : f,f*F — G ou de se donner, pour chaque décomposition
@ =V)er € 'PJQ(U), un morphisme g, : U - g|u, compatible aux morphismes '
de (6.2.1.2). Si f; est la projection de V; sur U, g, est la fleche de coordonnées les fleches
composées :

g TIU = [ fiTIWU - [L*FIU S GIU.

On en déduit qu’il existe une et une seule fleche Tr £ compatible a la localisation étale et
vérifiant (Var 4) et 6.2.3.1. Il est clair que cette fleche vérifie (Var 1) et (Var 2).

Pour vérifier (Var 3), on se ramene par changement de base au cas facile ou S est le spectre
d’un corps algébriquement clos.

6.2.4. — Une pondération d’un morphisme quasi-fini séparé f : X — S est la donnée, pour
chaque point géométrique x de X d’un entier n(x), ne dépendant que du point de X image
de x, cette donnée vérifiant :

(*) Quels que soient U € Ob S,, et la partie ouverte et fermée X, de f~'(U), finie sur U,
la fonction qui a chaque point géométrique s de U associe le nombre erxl(s) n(x) est
localement constante.

Si f = gh estle composé de deux morphismes pondérés, on pondére f en posant n 4(x) =
nj(x) - ng(A(x)).

Si le morphisme f’ se déduit par un changement de base g d’'un morphisme pondéré f,
on pondeére f en posant ny/(x) = n(g'(x)).

Les arguments qui préceédent prouvent en fait :

Proposition 6.2.5. — On peut d’une et d’une seule facon définir, pour tout morphisme quasi-
fini séparé pondéré f : X — S et tout faisceau abélien F sur S, un morphisme trace Tr :
HFTF — F, quisoit fonctoriel en F, compatible aux changements de base et d la composition,
et vérifie :
(Vard') ;i f est fini et s’il existe un entier n tel que, pour tout point géométrique s de S, on ait
er)((s) n(x) = n, alors la fléche composée

Tr
A
F—= (ST =0T —=F
est la multiplication par n.
Exemple 6.2.6. — Soient S un schéma réduit et noethérien géométriquement unibranche
(par exemple normal), et f : X — S un morphisme quasi-fini séparé. Pour tout point

géométrique x de X d’image s dans S, soit O, (resp. O;) I'anneau strictement local de X en
x (resp. de S en s). Le schéma Spec(0) est réduit et a un unique point maximal #. De plus,
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O, est fini sur ;. On pose n(x) = rgn(Ox). On vérifie que n(x) est une pondération de f,
d’ot un morphisme trace Tr .

6.2.7. — Soit u : X — Y un morphisme séparé quasi-fini plat de présentation finie. Le 427
morphisme trace (6.2.3) étant fonctoriel, il définit, pour tout complexe de faisceaux abéliens
K sur Y, un morphisme de complexes

(6.2.7.1) Tr, : uu*K — K.

u
On appellera encore, au choix, morphisme trace, morphisme de Gysin ou morphisme u,, tout
morphisme déduit de (6.2.7.1) ou 6.2.3 par application d’un foncteur. Par exemple les sui-
vants.
Soit un diagramme commutatif

X “ Y
Ky

avec g séparé localement de type fini. Pour tout faisceau abélien & sur Y, le morphisme trace

définit un morphisme

g!(Tru)
(6.2.7.2) Tr, ou u,: fuw'dF ~guu*d —— g 7.

u
Si g est compactifiable, et si K est un complexe borné inférieurement a cohomologie de
torsion, ou un complexe de g*.4-modules pour A faisceau d’anneaux de torsion sur S, le
morphisme trace (6.2.7.1) induit de méme

Rg!(Tru)
(6.2.7.3) Tr, ou u, : Rfw'K =~ Rguu*K —— Rg K,
Rig(Tr,)
(6.2.7.4) Tr, ou u,: RIfw'K ~ Riguu*K ——— Rig K.
Pour S spectre d’un corps algébriquement clos, (6.2.7.4) est un morphisme 428
(6.2.7.5) u, : H(X,u*K) — H{(Y,K).

On voit donc que la cohomologie a supports propres présente un caractére covariant vis-a-
vis des morphismes quasi-finis.

6.2.8. — Soientu : X — Ycomme en 6.2.7, 4, = [0, n] 'ensemble type a (n+ 1)-éléments et
X, le produit fibré itéré (n+ 1) !¢ de X au-dessus de Y. Les X, forment un schéma simplicial
augmenté vers Y (cf. VBIS). On désignera par u,, : X, — Y le morphisme d’augmentation.
Si & est un faisceau abélien sur Y, les faisceaux &, = u,u;F forment, en vertu (6.2.7.2)
(appliqué apres le changement de langage S = Y, X —» X,,Y — You X,,), un faisceau
simplicial augmenté vers J . Le faisceau différentiel des « chaines non dégénérées » de ce

ieme composante le quotient de F,,, conoyau de

faisceau simplicial a par définition pour n
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la somme directe des opérateurs de dégénérescence de but 7, et des morphismes ¢ — (o)
pour o opérateur de symétrie.

Proposition 6.2.9. — Sous les hypothéses précédentes, pour u étale séparé de type fini surjectif
et pour tout faisceau abélien F surY, on a

(i) Les faisceaux F , forment une résolution (gauche) de 7 .

(if) Le complexe différentiel des chaines non dégénérées du faisceau simplicial (F ) est une
résolution (gauche) de 7. Si les fibres géométriques de u ont toutes au plus d points, cette
résolution est de longueur < d.

Par changement de base, il suffit de vérifier cet énoncé pour Y le spectre d’un corps al-
gébriquement clos, auquel cas 6.2.8 se raméne au calcul de 'homologie simplicial d’un sim-
plexe.

Soient (U;);c; un recouvrement ouvert fini du schéma Y, 5 un faisceau abélien sur Y et,
pour chaque partie Pde I, soit jp 'inclusion de Up = N;cpU; dans Y. Supposons choisi un
ordre total sur 1. Si X = Hie] U, et siu est la projection de X sur Y, la résolution 6.2.9 (ii)
de & est donnée par

(6.2.9.1) T naeg= P Jrip7.
|P|=n+1
Cette résolution garde un sens pour / infini.

6.2.10. — Sous les hypotheses de 6.2.9, soient A un faisceau d’anneaux de torsion sur Y et
K € Ob™ (Y, .A). On annéle X par u*.A. La résolution 6.2.9 (i) (resp. 6.2.9 (ii)), étant fonc-
torielles en J, définit une résolution de K par un double complexe K. Cette résolution
s’appelle la résolution de Cech extraordinaire (resp. extraordinaire alternée) de K.

Soit un diagramme commutatif

X - Y

S )
avec g compactifiable. Avec les notations de 6.2.8, si f,, est la projection de X, sur S, on a
Rf, = Rgu,.Le complexe K|, filtré par le degré semi-simplicial, définit donc une suite

spectrale
(6.2.10.1) E" = RIf,(usK) => R"*g K.
Les différentielles d; proviennent des fleches simpliciales, de sorte que

(6.2.10.2) E;? = FP(RIf,u;K)) => R"*g K.
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Sous les hypotheéses de (6.2.9.1), on trouve de méme une suite spectrale
(6.2.10.3) Ef" = @ Rif,(j;K)=> RP*igK.
|P|=p+1
Les suites spectrales (6.2.10.1) et (6.2.10.3) s’appellent les suites spectrales de localisation
en haut.

Proposition 6.2.11. — Si f est un morphisme étale, séparé de type fini, le foncteur f, est un
adjoint a gauche du foncteur f*, et admet le morphisme trace pour fleche d’adjonction.

On sait que si X est un objet d’un site S, le foncteur f* de restriction des faisceaux
abéliens & X admet un adjoint a gauche f). Si F est un faisceau abélien sur X, f,F est le
faisceau engendré par la préfaisceau

v— @ Fe.
éeHom(V,X)

Dans le cas étale, notons provisoirement ce foncteur f !0. De sa propriété d’adjonction résulte
aussitot que sa formation commute a tout changement de base. Le morphisme trace définit
un morphisme ¢ de f,F dans f, !03” , compatible a tout changement de base. Il suffit de voir
que ¢ est un isomorphisme fibre par fibre, i.e. pour S spectre d’un corps séparablement clos,
ou cela est trivial.

6.2.11.1. — On prendra garde que cette interprétation de f !0 est spécifique au cas du site
étale et ne s’étend pas au site fpqf d’un préschéma, par exemple.

6.3. Variante de la trace pour des coefficients continus. — On démontre dans ce n°
les assertions de GROTHENDIECK [5, n° 6], et on applique ces résultats a la définition d’un
« morphisme trace » pour des faisceaux fppf convenables.

6.3.1. — Soit A un anneau commutatif. Si L et M sont deux A-modules projectifs de type
m

m m
fini, 'application u — A u, de Hom(L, M) dans Hom(A L, A\ M), est compatible a tout
changement de base et m'9"¢ (5.5.2.2). D’apres 5.5.2.3, elle définit un morphisme

6.3.1.1) /m\ : I Hom(L, M) — Hom( /m\ L, /m\ M)

m m
tel que, aprés tout changement de base, pour u € Hom(L, M), on ait A(y" () = Au
Puisque Hom(L, M) est plat, ce morphisme s’identifie (5.5.2.5) a un morphisme

m m m
6.3.1.2) N\ : TS"Hom(L, M) — Hom(/\ L, /\ M).
N.B. On peut aussi déﬁnir un tel homomorphisme dés que 2 est inversible dans A un élé-
ment symétrique de ®H0m(L M) définit un homomorphisme symetrlque de ® L dans

® M, et celui-ci passe au quotient pour définir un homomorphisme de /\ L dans /\ M.
Etant donnés trois A-modules projectifs de type fini, le diagramme

431
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I'Hom(L, M) ® I' Hom(M, N) ——— I'" Hom(L, N)

(6.3.1.3) l}"\®}"\ l,’(
m m m m m m
Hom(A L, A M) ® Hom(/\ M, )\ N) —— Hom(/\ L, /\ N),
dans lequel les fleches horizontales sont déduites des fleches de composition (et, pour la
m m m

premiére, de (5.5.2.8)), est commutatif. Ceci traduit la formule A(vu) = A ve Au
Si L est un A-module libre de rang n, (6.3.1.2) définit un morphisme canonique

(6.3.1.4) det : I'"End, (L) =TS"End,(L) — A,
qui est un homomorphisme d’algébres d’aprés (6.3.1.3). Par définition, on a
(6.3.1.5) det(u®") = det(u; L).

Si L est de plus un module sur une A-algébre B, (6.3.1.4) définit par composition un
homomorphisme d’algebres

(6.3.1.6) det; : TS(B) — A.
Lemme 6.3.2. — Supposons que L s’insére dans une suite exacte
E:0—L —-L—L"—0

avec L' (resp. L") localement libre de rang n, (resp. n,). Soient n = n| + ny, a le morphisme
«gradué associé » du groupe End(E) des endomorphismes de I'extension E dans End(L') &
End(L") et, pour X et Y deux A-modules plats, soit f le morphisme de TS"(X @ Y) dans
TS"(X)® TS"™(Y) déduit de 'isomorphisme (5.5.2.6)

TS"X@Y)~ @ TS"X)®TS"(Y).
n’+n" =n

Le diagramme suivant est commutatif :

TS"End(E)) ——— P T.S1(End(L') & Ens(L" ) ——> T'S" (End(L")) ® TS™ (End(L"))

det ® det

TS"(End(L)) det A

D’aprés la propriété universelle 5.5.2 de T'S", il suffit de vérifier que pour u € End(E)
les deux images de u®” coincident. Si au = (u’,u”), ces images sont respectivement det(u)
et det(u'). det(u”), d’ou la conclusion.

Lemme 6.3.3. — Soient A un anneau commutatif, B une A-algébre commutative, C une
B-algébre non nécessairement commutative, E un B-module libre de rang n sur A, et F un
C-module libre de rang m sur B. On suppose C plat sur A. D’aprés la propriété universelle
5.5.2.2 de I'"™ et 5.5.2.3, il existe une unique fleche c . TS}"(C) — TS,TSE(C) telle
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qu’aprés tout changement d’anneaux A — A’, on ait c(c®"™) = (c®™)®". Le diagramme
suivant est alors commutatif :

. TS" (detp) o
T5"(B) TSITSI(C)
detg c

det
A os” T.8(C).

Preuve. — D’aprés 5.5.2.2 et 5.5.2.3, il suffit de montrer que les deux images d’un élé-
ment u®" de TS " (C) coincident. Ces images sont detp(detp(u)) et detE®B () ; elles
s’expriment en termes de A, B, E, Fet u € Endg(F) et, pour vérifier qu’elles coincident,
on peut au préalable remplacer B par son image (commutative) B; dans End(E), et F par
F ®p B,. La formule a prouver est alors la formule de calcul par bloc des déterminants
(BourBakl, Alg. Chap. 8 § 12 lemme 2 p. 140).

Lorsque C n’est plus nécessairement plat sur A, la méme démonstration fournit plus
généralement un diagramme commutatif d’algebres

I (detp)
r(B) A riric)
(63.3.1) . ,
A detE®BF ]‘:m(C)

6.3.4. — Si Bestune A-algébre commutative, Spec(T'S"(B)) n’est autre que la puissance sy-
métrique ™ de Spec(B) sur Spec(A), i.e. le quotient de (Spec(B)/ Spec(A))” par la groupe
symétrique (SGA 1V 1).

Si X est un S-schéma séparé sur S, on dira qu'un ¢ y-module quasi-cohérent  sur X
est fini localement libre (resp. et de rang n) sur .S si son support est fini sur .S et si son image
directe est localement libre de rang fini (resp. de rang n) sur S. Par support de &, on entendra
encore le sous-schéma de X défini par annulation de & (qui est un Idéal quasi-cohérent, &
étant quasi-cohérent de type fini).

Si F est fini localement libre sur S, de rang n et de support E, le schéma E est affine sur
S'; par globalisation sur S, & définit, via (6.3.1.6), une section o () de Sym’;(E), d’ou, par
fonctorialité, une section o(F) de I'espace algébrique *® Symg(X ),

(6.3.4.1) o(F)e F(Sym’;(X)/S).

28. M. ARTIN, Algebraization of formal moduli I, dans Global Analysis : Papers in Honor of K. Kodaira, Princeton
University Press, 1969, 21-71. On n’aura a utiliser la construction précédente que lorsque Symg(X ) existe en tant
que schéma, ce qui est le cas pour X quasi-projectif sur S.
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En particulier, si f : .S’ — S est fini localement libre de rang n, on obtient, pour F =
O, une section canonique

(6.3.4.2) te F(Symg(S’)/S).

Proposition 6.3.5. — Soient X un schéma séparé sur S et F |, &, deux O y-modules finis
localement libres de rang ny et ny sur S. On pose n = ny + ny. Soit d la fléche canonique
d: Sym (X) x Sym 2(X) - Sym (X). Si F est une extension de | par F,, on a

o(F)=d(6(F),0(F>)).

On peut remplacer X par le support (fini sur .S) de 7| @ F , et supposer S affine. Traduite
en terme d’anneaux, la proposition résulte alors de 6.3.2.

Lemme 6.3.6. — Si X est un schéma séparé sur S, F un O yx-module fini localement libre de
rang n sur S et si £ est un faisceau inversible sur X, on a

oc(F)=0c(F ® L).

Remplacons X par le support (6.3.4) de & . Localement sur S, £ est alors isomorphe a
Oy, et Passertion devient triviale.
Le lecteur vérifiera :

Proposition 6.3.7. — Pour tout diagramme de S-schémas séparés sur S

X—  >Y

NA

ettout O y-module F finilocalement libre de rang n sur S, le Oy-moduleu, F est finilocalement
libre de rang n sur S, et

(Sym’fsw w)(o(F)) = o(u,5F).

6.3.7.1. — Notons enfin que la construction des morphismes o (6.3.4.1) et t (6.3.4.2) est com-
patible a tout changement de base, ce qui a un sens d’apres 5.5.2.7.

Application 1. Le cas des courbes lisses. —

6.3.8. — Soit f : X — S une courbe lisse et quasi-projective sur .S, i.e. un morphisme
lisse quasi-projectif purement de dimension relative 1. La théorie des schémas de Hilbert
GROTHENDIECK [5]) montre que le faisceau fpqc Div’, ¢ qui, a chaque S-schéma .S”, associe
I'ensemble des diviseurs relatifs sur X’ = X Xg S’ qui sont finis sur .S et de degré n, est un
faisceau représentable.

Pour chaque diviseur relatif E sur X, fini de degré n sur S, on dispose d’un élément
canonique (6.3.4.2) t(E) € Symg(E), d’image o(E) dans Symg,(X ). Cette construction, étant
compatible a tout changement de base, définit

(6.3.8.1) o : Divly,g — Sym’é(X) 1 E— 6(0Op).
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Chaque section s de f définit un diviseur relatif fini sur .S de degré 1, le diviseur s(.5). Le
morphisme

(XIS)" — Divlyss  (5)0<izn — 2, 5i(S)

est symétrique, et induit donc un morphisme

Proposition 6.3.9. — Les morphismes o et a de 6.3.8 sont des isomorphismes inverses ['un de
Pautre.
Preuve. — a) oa = Id. Il suffit de prouver que la fleche composée

(X/SY" 5 Sym!y(X) = Div'y,s = Sym’,(X)
est 7. Pour n = 1, 'assertion est claire ; le cas général s’en déduit via le

Lemme 6.3.9.1. — Avec les notations de 6.3.5 et (6.3.8.1), on a
o(E + F)=d(c(E),o(F)).
Ce lemme résulte de 6.3.5, 6.3.6 et de la suite exacte
0—O0-F)®0p — O p— Op— 0.

b) On sait que Div, est lisse sur S (il n’y a pas d’obstruction a relever infinitésimale-
ment des diviseurs sur une courbe (cf. SGA 3 XI 1)). Le morphisme az : (X/S)" —
Div’y,g est un morphisme quasi-fini surjectif entre schémas lisses sur S de source
a fibres équidimensionnelles. Il est donc plat (EGA 0y, 17.3.5), donc ax est un épi-
morphisme de faisceaux fppf, donc « l'est aussi. Compte tenu de a), ceci achéve la
démonstration de 6.3.9.

Lemme 6.3.10. — Soient k un anneau commutatif, M un k-module libre et u un endomor-
phisme de M. Désignons par N yoy,—1)=0 la norme de k[T]/ det(u —T) a k. Pour P € k[T], on
a alors

Naertury=0(P(T) = det(P(u), M).

Il s’agit de vérifier une identité algébrique entre les coefficients de la matrice de u et
les coefficients de P. Pour prouver 6.3.10, il suffit donc (grice a des arguments familiers)
de traiter le cas ou k est un corps algébriquement clos et ol u est semi-simple, de valeurs
propres a;.

On a alors

detu —T)=1I(a; - T)
Ngewu—ty=0(P(T)) = T P(a;) et
det(P(u), M) = II P(a;).
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6.3.11.0. — Soient f : X — .S un morphisme quasi-projectif, de présentation finie, plat a
fibres purement de dimension 1 et Cohen-Macaulay ; ces conditions sont donc vérifiées si X
est une courbe lisse quasi-projective sur .S. Soit & un ¢ y-module, fini localement libre sur
S. Le module J étant nul sur un ouvert dense fibre par fibre de X, on dispose d’une fleche
canonique ¥ : Oy — det™(F) (SGA 6 XI ou MUMFORD [8, Chap. 5 § 3]). On désignera par
6(F) le diviseur défini par 'idéal annulateur de coker(y) (Ibidem); ce diviseur est fini sur
S.

Proposition 6.3.11.1. — Sous les hypothéses 6.3.11.0 et avec les notations de 6.3.8 et (6.3.4.1),
si J est de rang n, alors 5(F) est de degré n et

o(F) =o(6(F)).

Démonstration. —  a) Cas f lisse. On se raméne de facon standard au cas S'local artinien
a corps résiduel algébriquement clos. L’additivité (6.3.5) de o permet de supposer le
support de J concentré en un point rationnel x de X. On vérifie aussitot que si T est
une uniformisante en x, définissant p : X — Ag, alors p,(Os( 7)) = (95(1,*5;) (car les
constructions effectuées commutent au passage au complété). On se raméne par la et
6.3.7aucasou X = AIS.

Si X = A}Sw et si § est affine, S = Spec(k), alors F s’identifie & un k-module
localement libre M, muni d’'un endomorphisme u (I'action de 7). Le module M, en
tant que k[T]-module, admet la résolution

0— kT ®, M S kIT|®, M-S M — 0,

oue(P®@m)=Pu(m)etoup(l1@m)=1Qum—T @ m. De la formule p =u—T,
on déduit que le diviseur 6(F) admet pour équation det(u — T, M) = 0.

Pour vérifier 6.3.11.1, il suffit de montrer que, aprés tout changement de base et
pour toute @ section de Oy, on a

dety (@, M) = dety (¢, O5(57))(= N7y5(0)).

Pour ¢ = P(T), c’est ce qu’affirme 6.3.10.
b) Cas général. Explicitions d’abord I’énoncé a prouver sous la forme plus concréte sui-

vante :

Corollaire 6.3.11.2. — Sous les hypothéses 6.3.11.0 sur f : X — S, soient M un mo-
dule localement libre de type fini sur X, et u un endomorphisme de M tel que detu soit
une section de Oy réguliére sur chaque fibre X (d’ou résulte que Cokeru = M/u(M)
et Cokerdetu = O/ detu sont tous deux plats de présentation finie sur S et a supports
quasi-finies). Supposons que le support commun®® de ces faisceaux soit fini sur S, de
sorte qu’ils définissent des faisceaux localement libres de type fini sur S. Alors pour toute

29.N.D.E. : le support de M/uM au sens de 6.3.4 est un sous-schéma du support de O/ det u défini par un Nilidéal.
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section @ de Oy, les déterminants par rapports a Og de @ opérant sur Cokeru et sur
Coker det u sont égaux :

(6.3.11.3) detg(@, M/u(M)) = detg(p, O x/ detu).

On notera que cet énoncé implique I’égalité des rangs des deux Modules localement 441
libres envisagés sur .S, par raison d’homogénéité (lorsqu’on y remplace @ par T, T
une section « indéterminée » de O ). D’ailleurs, remplacant ¢ par 1+7T ¢, ou T est une
telle indéterminée (de fagon précise, on fait un changement de base S’ = S[T] — S),
on déduit de (6.3.11.3) la formule en apparence plus générale

(6.3.11.4) Polg(¢, MIuM)(T) = Polg(g, O/ detu)(T)

sur les polynémes caractéristiques.

Pour prouver (6.3.11.3), nous allons nous ramener au cas lisse déja prouvé. Par
localisation étale sur .S, on se rameéne au cas ou .S est strictement local de point fermé
s, puis par additivité on se rameéne au cas ou le support de M/u(M) a un seul point sur
X, soit x. Quitte a faire une extension plate de la base, on peut supposer I'extension
résiduelle k(x)/k(s) triviale, et quitte & remplacer X par un voisinage assez petit de x, et
a ajouter a @ une fonction qui induise 'opération nulle sur M/u(M) et sur O/ detu
(ce qui ne modifie pas la formule a prouver), on voit aisément qu’on peut supposer
que ¢ induit une section de Oy réguliére en x, donc (quitte a rapetisser X) définit un
morphisme quasi-fini et plat

p: X — X' =S[T].
Par localisation étale sur X et sur X', on peut donc supposer qu’on a un morphisme

fini et plat p comme dessus, avec X' lisse sur S, et ¢ = p*(¢’), ol @’ est une section
de O /. Posons alors

M =p.M) , u =p.u),
P =Cokeru , Q = Cokerdetu,
P’ =Cokeru’ , Q' =Cokerdetu’.
On sait qu'on a 442

detu’ = Ny/xr detu, donc Q' = Coker Ny, (detu).
On a trivialement
detg(@, P) = detg(¢’, P'),
et d’apres la formule (6.3.11.3) prouvée dans le cas lisse,
detg(¢’, P') = dets(e’, Q"),
de sorte qu’il reste a prouver la formule

detg(@’, Q") = detg(@, Q),
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qui équivaut a la formule (6.3.11.3) a établir. On voit donc que la validité de celle-ci
dépend que de la section detu de Oy, ou encore qu’elle équivaut a la méme formule
dans le cas ou M est remplacé par Oy, et @ par detu. Mais dans le cas M = Oy la
formule (6.3.11.3) est tautologique ! Cela acheve la démonstration.

Remarque 6.3.11.5. — Dans le cas ol .S est artinien, 'égalité des rangs sur .S de Coker u et
Coker det u (notations de 6.3.11.2) est un cas particulier de EGA IV 21.10.17.3, dont (6.3.11.3)
peut étre considéré comme une version « relative ».

Proposition 6.3.12. — Soient X et Y deux courbes quasi-projectives de présentation finie,
plates a fibres CohenMacaulay sur S, etu : X — Y un morphisme quasi-fini et plat.
Le diagramme suivant

u
-n * .n
Divly,g ————— Divy,g

Xl Uyl
Sym" (u)

Symg(X) _— Sym’;(Y)
est alors commutatif ®*.

Puisque u, (D) = 6(u,Op), 6.3.12 résulte de 6.3.7 et 6.3.11.1.

Application 2. Le morphisme trace. —

6.3.13. — Soit G un faisceau abélien sur le grand site fppf d’un schéma S (0.10). Supposons
que G vérifie la condition suivante.

6.3.13.1. — Pour tout morphisme affine plat de présentation finie f : X — Y de S-schémas,
et pour tout entier n > 1, le morphisme

Hom,(Sym’,(X), G) — Homg((X/Y )", G)

est injectif et a pour image l’ensemble des morphismes symétriques de (X/Y)" dans G.

Cette condition est stable par changement de base.

Soit f : T'— S un morphisme fini localement libre de rang n. Soit pr, la i*™ projection
de (T'/S)" dans T, et ¢ la section (6.3.4.2) de Symg’,(T). Siu € G(T), alors Zpr:‘(u) est un

élément symétrique de G((T/S)") et définit donc
u, € G(Symg(T)).

On pose
Tr p(u) = 1*(uy,).

29. Le morphisme u, est défini parce qu’on se limite aux diviseurs finis sur .S. On prend par exemple pour
définition u, (D) = 6(u,,@p), formule qui coincide avec EGA IV 21.5.5 pour u fini.
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Lorsque f est fini localement libre, on définit Tr f(u), localement sur .S, par la formule
précédente. Cette construction est compatible a tout changement de base et définit donc un
morphisme trace

(6.3.13.2) Tt; @ f,f*G — G.

6.3.14. — La condition (6.3.13.1) est vérifiée dans les cas suivants

a) Si G est représentable, par définition des puissances symétriques.
b) Pour G I'image réciproque sur S, d’un faisceau sur le petit site étale de .5 (0.10).
¢) Pour G défini par un U g-module quasi-cohérent G,

L’énoncé c) se raméne a (5.5.2.7).

Proposition 6.3.15. — Pour G vérifiant (6.3.13.1), on a : 445

(i) Le morphisme Tr; est fonctoriel en G, donc additif.

(ii) Sa formation est compatible a tout changement de base S’ — S.
(iii) SiT = [, T}, de sorte que .G =~ ¥ f;,,G, onaTr; = 3 Tr.
(iv) SiT est de rang constant n sur S, le morphisme composé

Try
G— f.J7G—GC

est la multiplication par n.
(v) Le morphisme trace est compatible a la composition (cf. 6.2.3 Var 3).

Les assertions (i) et (ii) sont claires, et (iii) et conséquence facile de 6.3.5. Avec les notations
de 6.3.13, siu € G(S), alors u, est n fois I'image réciproque de u, de sorte que Tr ((f*u) =
t*(u,) = nu.

Pour prouver (v), on se raméne, par localisation étale sur .S et utilisant (iii), & prouver que
pour

h g
f=¢gh:S8" -5 >S5,
avec g et A finis localement libres de rangs constants n et m, le diagramme

Trh

G(SH)

G(S")
(6.3.15.1)
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est commutatif. Pour u € G(S”), considérons le diagramme

Sym”" (1)

Sym'é(S’) Symg Sym'S", (S

Tr,w),

(um )’l

(6.3.15.2) ‘

nm

~

S

Sym™(S").

La fleche verticale de droite est définie car S” est plat sur S'; chaque triangle est commutatif
et (v) sera donc conséquence de la commutativité du bord extérieur.

Traduisant en terme d’anneaux, c’est une conséquence du cas particulier B= EetC = F
de 6.3.3.

6.3.16. — Soit maintenant f : T — .S un morphisme quasi-fini plat de présentation finie. Si
F est un faisceau fppf sur 7, on définit son image directe a support propre f,% sur .S comme
le préfaisceau qui a S’/S associe 'ensemble des sections de % sur T’ dont le support est
propre sur .S’. Ce préfaisceau est un faisceau d’aprés 6.1.1. Avec la notation de 6.1.1, on peut
aussi Pexprimer comme limite inductive locale (V 8.2).

HFU)= lm f(F|V),
VeaU)

formule qui rend compte du fait assez évident que les propriétés de f, se ramene a celles de
f1 pour f' fini. On trouve ainsi :

Proposition 6.3.17. — On peut d’une et d’une seule facon définir, pour tout morphisme [ :
T — S séparé quasi-fini plat de présentation finie et pour tout faisceau fppf G sur S vérifiant
(6.3.13.1), un morphisme trace

vérifiant :

(i) Pour f fini on retrouve le morphisme (6.3.13.2).
(ii) Les conditions (Var 1) a (Var 4) de 6.2.3 sont remplies, mutadis mutandis.
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Le morphisme quasi-fini f induit un diagramme commutatif (cf. (0.11)) de sites (dans
lequel a,, est le foncteur « restriction »)

a
Tfppf - Tet

l f L f et
S fppf —_— S et*

On a, pour G sur Tfppf,
f!a* = (l*f!.

On dispose aussi d’un morphisme « de changement de base »
. * *
¢ faa, — o f*

On laisse au lecteur le soin de vérifier la compatibilité suivante entre les morphisme traces
6.2.3 et 6.3.17. Pour G sur Sg,.¢ vérifiant (6.3.13.1), le diagramme suivant est commutatif :

* fie % ~ *
fet!feta*G_>fet!a*f G'Ha*f!f G
(6.3.17.1) Trfl((,_zj) a, TrfL(6.3.17)

a, G a,G.

En termes plus concrets, ceci signifie que si G est un faisceau fppf sur S, qui par restriction
au site étale définit un faisceau étale a, G, et si u est une section a support propre de I'image
réciproque fg(a,G), d’'image u; dans f*G, les éléments Tr 4(u) (au sens 6.2.3) et Tr (u) (au
sens 6.2.17) coincident dans G(.S).

Exemple 6.3.18. — Soit f : S’ — S un morphisme fini localement libre de rang »n et
ue I'\S’',0g)=Homg(S’, E}g).(w) Le morphisme u définit un morphisme

Sym(u) : Sym"S(S’) — Sym”S(Efg) = Spec(SToy ... 0,1,

ot les o; sont des fonctions symétriques élémentaires (cf. BOUrRBAKI, Alg. 5, App. I n° 2GD).
On a alors (par un calcul facile laissé au lecteur) :

(6.3.18.1) [Sym(u) « 1]*(0;) = o;(u),

outerl’ (Sym"S(S’)/S) est ’élément canonique (6.3.4.2), et ol on désigne par o;(u) le ™
coefficient du polynéme caractéristique de la multiplication par u dans f,0g/. On en déduit
que les applications « trace »

G, (8") — G,(S)
G, (S") — G, (S)

30. N.D.E. : ici Els désigne la droite affine sur S.
31. N.D.E. : référence a vérifier. Probablement IV § 6 n° 1 dans la nouvelle version.
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sont respectivement la trace et la norme usuelles ; en effet, le morphisme Symg(E}g) - Eg
déduit de la loi additive (resp. multiplicative) sur Efg est donné par la fonction oy (resp. o,)
sur Sym"S(Eg) ~ Spec(S[oy, ..., 0,)).

On déduit alors de (6.3.17.1) que pour » inversible sur S le diagramme de faisceaux étales

0 f*/’ln f*Gm f*Gm —0
(6.3.18.2) TrfJ(6.2.3) le le
0 Ha G, G, 0

est commutatif.

Proposition 6.3.19. — Soit un diagramme commutatif

X— =Y

N

dans lequel X et Y sont des courbes lisses quasi-projectives sur S et u un morphisme quasi-fini.
(i) Si D est un diviseur sur X fini sur S (voir note p. 112) et g une section de Gy surY, on a
Trp/s(u*g) = Tr, pys(8)-
(if) Si E est un diviseur surY fini sur S, g une section de Gy sur X et siu est fini, on a
Trgs(Trx (&) = Tr(yx gy 5(8)-
Preuve. — (i) Soit g, la section de G sur Sym';(Y) déduite de g (6.3.13). D’apreés 6.3.12,

on a
Trps(u*g) £ o(D)*(u*g), = (D) (Symi(u)*g,) = (Sym'sw) » 6(D))*(g,)
= 0(u,D)*(8,) = Tr, p(g,)-
(ii) La formule (ii) résulte de 6.3.15 (ii) et (v) :

Trg/s(Trxy(8)) = Trgs(Trys gre(8)) = Trp gr5(8)

Application 3. Trace d’un torseur. —

6.3.20. — Soit G un faisceau sur le grand site fppf de .S qui vérifie (6.3.13.1). Soitu : X —» Y
un morphisme fini localement libre de S-schémas et K un G y-torseur sur X. Supposons que,
localement fppf sur Y, le torseur K sur X soit trivial. Tel est le cas si K est trivial localement
pour la topologie étale.

Proposition 6.3.21. — Sous les hypothéses 6.3.20, il existe a isomorphisme unique prés un et
un seul torseur Tr,(K) sous Gy sur Y, muni d’un morphisme Tr, ou TrX : u K — Tr (K),
qui, pour g section locale (au sens fppf) de G surY et k section locale de u, K, vérifie

TrX(gk) = Tr,(g) - TX (k).
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Le probleme est local sur Y; on peut donc supposer K trivial : K = Gy. Une solution
du probléme est de prendre K = Gy et pour morphisme trace le morphisme (6.3.13.2). On
vérifie aussitot que c’est la seule.

Le foncteur trace 6.3.21 est défini en particulier lorsque G vérifie la condition suivante

6.3.21.1. Pour tout S-schéma X, tout torseur sous Gy sur X est localement trivial pour la topo-
logie étale. — Cette condition est vérifiée pour G un groupe lisse, pour G image réciproque
d’un faisceau sur le petit site étale de .S, ou pour G défini par un faisceau quasi-cohérent sur
S.

On a par construction

6.3.21.2) Tr,(K) = u,(K) X, g. Gy-

u, Gy
6.3.22. — Pour définir un foncteur trace sous des hypothéses plus générales, le point clef
est,pour f : X — Tun morphisme quasi-projectif plat de présentation finie de S-schémas,
de définir un foncteur raisonnable K — K, des G y-torseurs sur X dans les G ,-torseurs sur
Z = Sym';,(X ). On a tout d’abord, f, désignant la projection de Sym;_(X ) sur T, le lemme
suivant, qui se démontre comme 6.3.21 :

Lemme 6.3.22.1. — Avec les notations précédentes et si, localement sur T, le torseur K est
trivial, alors il existe, a isomorphisme unique preés, un et un seul torseur K, surSym;(X), muni
d’un morphisme a : f,K — f,.(K,), qui pour g section locale (fppf) de f,.Gy et k section
locale de f,. K vérifie a(gk) = g, - a(k) (notation de 6.3.13 pour g, ; la définition de g, ici utilise
Phypothése de platitude etc.).

Le cas général se traitera par une descente un peu canulée. Tout d’abord :

Proposition 6.3.23. — Soit un diagramme commutatif

xX— % .y
(6.3.23.1) /
T

de T-schémas plats de présentation finie et quasi-projectifs, avec u étale surjectif. Alors, le sys-
téme semi-simplicial des schémas Sym”T((X/Y)k+1) est un hyperrecouvrement pour la topologie
étale du schéma Sym;(Y).

Preuve. —  a) On aura a utiliser le résultat auxiliaire.

6.3.23.2. — Soient (X,Y,T) comme plus haut, t € T, Z un T-schéma somme d’un
nombre fini de T-schémas Spec(k;), pour k; extension finie de k,,%% et un diagramme

32.N.D.E. : ici k, désigne le corps résiduel de T'en 1.
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commutatif de T-schémas

(6.3.23.3) / \

b)

X—>Y

tel que x et y soient des immersions fermées. Soit z € Sym;(Z), et soient x(z) et y(z) ses
images dans Sym’}(X ) et Sym'}(Y). Alors, Sym"T(u) est étale en x(z).

La formation du schéma Sym;,(X ) est compatible a tout changement de base T’ —
T (5.5.2.7). Par réduction au cas noethérien, on en déduit que Sym;,(X ) est de présen-
tation finie sur T'; il est par ailleurs plat sur T (5.5.2.4). Grace au critére de platitude
fibre par fibre, on se raméne pour prouver (6.3.23.2) au cas T spectre d’un corps. Le
complété de Sym;(X ) en z a alors pour algebre affine la limite projective des algebres
affines localisées en x(z) des schémas Sym;(Z ), pour Z, voisinage infinitésimal de
Z dans X. Par hypothése, u induit des isomorphismes entre les voisinages infinité-
simaux de Z dans X et dans Y. Le complété de Sym”T(u) en x(z) et y(z) est donc un
isomorphisme, et ceci prouve (6.3.23.2).

On déduit de 6.3.23.2 que le schéma somme, pour z € Sym'}(Z), des hensélisés en

¥(z) de Sym” (Y) ne dépend que de Z et du T-schéma X g somme des hensélisés de X
en les divers points de Z. On désignera ce schéma par la notation Symh”(X ); il est
fonctoriel en X%.
Par passage a la limite, pour prouver 6.3.23, il suffit de montrer que pour y € Sym”T(Y),
fermé dans sa fibre, 'image réciproque sur ’hensélisé de Sym'}(Y) en y du schéma
simplicial Sym'}((X /Y)¥*+1) est un hyperrecouvrement pour la topologie étale. Ce pro-
bléme est local sur T pour la topologie étale; on se raméne par la au cas ou il existe
un diagramme (6.3.23.3) avec y = x(z) (en tuant les extensions résiduelles par une
extension séparable de k). Le systéme semi-simplicial considéré se déduit alors du
systeme

Symh n(xh /Yé’)k“), augmenté vers Sym?”(Yé’)

u=N(Z)
par changement de base, de sorte qu’il suffit de considérer ce dernier. Le systéme
/Yé’)k"'1 est semi-simplicialement homotope au systeme

hyh+1
u(2) w2

est donc de méme homotope a Sym?"(Yél), et en particulier en est un hyperrecouvre-

semi-simplicial des (X S Z)

constant Yg, car X" /Y admet une section. Le systéme Symh”((X

ment. Ceci prouver 6.3.23.

6.3.24. — Soient f : Y — T un morphisme quasi-projectif plat de présentation finie de

S-schémas, et K un Gy-torseur sur Y. Considérons le probléme suivant :

6.3.24.0. — Définir, pour tout morphisme u : X — Y, avec X quasi-projectif plat de pré-

sentation finie sur T, un torseur (u*K), sur Sym'}(X ), et pour tout v : X’ — X un isomor-

phisme ¢, : (V*'u*K), =~ Sym"T(v)*(uK)n, de sorte que



119

(i) les isomorphismes c, sont compatibles a la composition ;
(if) pour u*K localement trivial sur T, on retrouve le torseur de 6.3.22.1, et sa variance.

D’aprés 6.3.23, la question d’existence et d’unicité d’une solution a 6.3.24.0, pour tout
torseur déduit de K par une image réciproque du type envisagé en 6.3.24.0, est une question
locale pour la topologie étale sur Y. En particulier, si G vérifie (6.3.21.1), le probléme 6.3.24.0
admet une et une seule solution.

Supposons maintenant que G vérifie :

(6.3.24.1). — Pour tout entier n et pour tout diagramme de S-schémas affines

X— v

N

avec f et g plats de présentation finie et u fini localement libre surjectif, le schéma semi-
simplicial tronqué (Sym’}((X/Y)k+1 No<k<2, augmenté vers Sym;(Y), est de descente (GIRAUD
[3]) pour la catégorie des G-torseurs.

6.3.24.1 bis. — On déduit de fagon standard de 6.3.23 que la condition (6.3.24.0) implique
la condition analogue, ol on suppose seulement f et g plats de présentation finie quasi-
projectifs et u plat surjectif. Localement pour la topologie étale, u admet en effet des quasi-
sections finies localement libres et on conclut par 6.3.23 et GIRAUD [3] appliqué a un dia-
gramme formant carré de données de descente.

Etant donné un Gy-torseur K sur un 7-schéma Y quasi-projectif plat de présentation finie,
il existe par définition un morphisme fidélement plat de présentation finieu : X — Ytel que
u*K soit trivial ®? Si u; désigne la projection de (X/Y)*1 sur Y (i > 0), les torseurs w;K),
(6.3.22.1) sur les schémas Sym"T((X/Y)[+1) forment une donnée de descente (i = 0, 1,2) sur
ce schéma semi-simplicial augmenté vers Sym’;,(Y). Supposons que G vérifie la condition :

(6.3.24.2). — Les données de descentes construites plus haut sont toutes effectives (cf. 6.3.24.0).
Alors, on désignera par K,, le torseur sur Sym"T(Y) (déterminé a isomorphisme unique
pres) défini par cette donnée de descente.

6.3.25. — Supposons que G vérifie (6.3.21.1) ou les conditions (6.3.24.0) (456). On laisse au
lecteur le soin de donner un sens au formulaire suivant et de le vérifier :

6.3.25.1. — Changement de base. Soit un carré commutatif

!
x' — % . x

A

T'N—>T.

33. N.D.E. : on peut supposer T affine. Alors il existe u comme énoncé qu’on peut méme supposer affine pour
pouvoir ensuite appliquer I'alinéa précédent.
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Désignons par g, la fleche de Sym; ,(X’) dans Sym;(X ). Pour X torseur sous G sur X, on a
g K, = (g'"K),.
Soit maintenant f : X — T et K un Gy-torseur sur X.

6.3.25.2. — Changement de groupe. Soit r : G| = G, un morphisme entre groupes vérifiant
tous deux (6.3.21.1) ou (6.3.24.0), (456). On a

r(K,) =~ r(K),.
6.3.25.3. — Additivité en K. On a
(K'+K"),~K,+K,.
6.3.25.4. — Additivité en n. Soient n; et n, deux entiers, n = n; + n, et
a : Sym, "1(X) X Sym,."2(X) — Sym’}(X)
la fleche canonique ; on a alors
K, ~pri K, +pr; K, .
6.3.25.5. — Multiplicativité en n. Soient n et m deux entiers et « la fleche canonique de
n m nm
Sym7(Sym7.(X)) dans Sym " (X) (cf. 6.3.3). On a
a*(K,,) =~ (K,),-
6.3.26. — Supposons que G vérifie (6.3.21.1) ou (6.3.24.0), (456). Si f : X — T est un
morphisme fini localement libre de rang n entre S-schémas, si ¢ est la section (6.3.4.3) de

Sym;(X), et si K est un Gy-torseur sur X, on définit un G-torseur Tr «(K) sur T par la
formule

(6.3.26.1) Tr (K) = 1*(K,,).

Si f est localement libre, on définit Tr f(K ), localement sur T, par la méme formule. Cette
définition, via un isomorphisme canonique et fonctoriel, est équivalente a la définition 6.3.21
dans leur domaine commun de validité (la définition 6.3.21 fournissant une solution au pro-
bléme de descente posé). On déduit aussitot de (6.3.25.1), (6.3.25.2) et (6.3.25.3) que le foncteur
Tr s est compatible aux changements de base T' — T, compatible aux changements de groupe
r . Gy = G,, compatible a I’addition des torseurs.

La commutativité du bord extérieur du diagramme (6.3.15.2), et (6.3.25.1) (6.3.25.4) four-
nissent une compatibilité a la composition des morphismes :

Trfg(K) ~ Trf(Trg(K)).
6.3.27. — Dans le cas particulier des courbes relatives, on a de plus :

Construction 6.3.27.1. — Si f : X — S est une courbe lisse et quasi-projective sur S, D,
et D, deux diviseurs relatifs finis sur S et K un G-torseur sur X, on a, posant Trp,¢(K) =
Trp,s(K|D), un isomorphisme canonique

TrDl+DZ(K) ~Trp, (K) +TrD2(K).
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Cet isomorphisme se déduit aussitét de I'isomorphisme (6.3.25.4) et de 6.3.9.1. Enfin les
arguments de 6.3.19 fournissent encore :

Construction 6.3.27.2. — Soit un diagramme commutatif

X— >Y

N

dans lequel X et Y sont des courbes lisses quasi-projectives sur S et u un morphisme quasi-fini.

(i) Si D est un diviseur sur X fini sur S et K un torseur sous G surY, on a (cf. note p. 112) :
Trpy s K) = Tr(, pys(K).
(if) Si E est un diviseur surY fini sur S, K un torseur sous G sur X et siu est fini, on a
Tr g s(Tr x j(K)) = Tr e g15(K).

Proposition 6.3.28. — Soient A et B deux R-algébres (commutatives) etu : A — B un

homomorphisme qui fasse de B un A-module localement libre de type fini et fidéle. Alors le
k+1
complexe co-semi-simplicial d’algébres (T Sk(Q) B));> est, en tant que T S{(A)-module dif-

A
férentiel co-semi-simplicial, une résolution scindée de T S} (A).

k+1
Preuve. — Le complexe de modules associé au module co-semi-simplicial T'.S% (® B) ne
dépend que du A-module B, muni d’'un homomorphisme de modulesu : A — B.En tant que
A-module, B peut s’écrire B = A@ L, et ceci permet d’expliciter un opérateur d’homotopie.

Rappelons que :

Proposition 6.3.29. — Soient A un anneau, B* une A-algébre co-semi-simpliciale, et ¢
A — B* le morphisme structural. Pour que le foncteur image réciproque de modules (= ex-
tension des scalaires) €* soit fidéle (resp. pleinement fidéle) il suffit que la suite de A-modules

0— A— B°

J
(resp. 0 > A - B —— -

A-module.

Bl) soit exacte, et le reste apreés tensorisation par un quelconque

La démonstration est triviale et laissée au lecteur.
On déduit de fagon standard de (6.3.28) (6.3.29) le

Corollaire 6.3.30. — La condition (6.3.24.0) est vérifiée par tout groupe affine G.

(Utiliser qu’un torseur sous G est représentable par un schéma affine sur T')
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Il ne devrait pas étre difficile d’étendre 6.3.30 a tout groupe G représentable par un espace
algébrique 3% Je conjecture que la condition (456) est vérifiée par tout groupe représentable
par un espace algébrique, et plat. On a I’énoncé canularesque :

Proposition 6.3.31. — Soit une suite exacte sur .S
0-G>G = H—0.

Supposons que G' et H, donc G vérifient (6.3.13.1), que G’ vérifie (6.3.21.1) et que G vérifie
(6.3.24.0). Alors, G vérifie (456).

Ceci s’applique par exemple a un groupe affine noyau d’un épimorphisme de groupes
représentables et lisses.

Preuve de 6.3.31. — Soit K un G-torseur sur X. Par 6.3.23, la question est locale sur X
pour la topologie étale ; il suffit donc de traiter le cas ou #(K) est trivial. Les G-torseurs K
tels que r(K) soit trivial s’identifient aux G’ -torseurs triviaux K’ munis d’un isomorphisme
k : H — u(K’). Posons Z = Sym’;(X ). Le morphisme de torseurs triviaux k induit
k, : H, — u(K}), et le G-torseur correspondant sur Sym;(X ) représente la donnée de
descente considérée.

7. Appendice

7.0. Préliminaires. — Nous utiliserons dans cet appendice les résultats de VBIS, dont nous
conservons les notations.

7.0.1. — Soit Sch, la catégorie dont les objets sont les schémas quasi-compacts et quasi-
séparés, les morphismes étant les morphismes de schémas séparés de type fini : on désigne
par & la catégorie bifibrée au-dessus de Schy, a catégories fibres des catégories opposées a
des topos, définie par les faisceaux étales sur les schémas (Vbis 4.3.0). On se fixe une fois
pour toutes un objet R de Sch, et on désigne par &, la catégorie bifibrée au-dessus de Sch, g
déduit de £. Soit enfin .4 un anneau du topos I(€%) qui vérifie les conditions suivantes :

(i) A est une section cocartésienne de % au-dessus de Schp.
(ii) Pour tout schéma X de Sch,g, Ay est un faisceau de torsion.

Ceci posé, nous travaillerons avec la catégorie Mod(I(E%), A) (2?).

On se propose de définir, pour tout morphisme f : X — Y de Sch,g, un foncteur Rf) :
D(X,Ayx) —» D(Y,Ay), coincidant avec le foncteur précédemment défini lorsque f est
compactifiable, et faisant des catégories D(X, A y) pour X variable une catégorie cofibrée

au-dessus de Sch, g%

33. Algebraic Spaces par M. ARTIN. Yale University, Whittemore Lectures, May 1969.

34.N.D.E. : Tout morphisme de Sch, est compactifiable d’apres le théoréme de compactification de Nagata (voir la
N.D.E. (1) page 1). Cet appendice montre comment éviter I'usage du théoréme de compactification dans la définition
de Rf) en s’appuyant sur le lemme de Chow (7.0.6).
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7.0.2. — Bien que tout les résultats de cet appendice soient énoncés dans le cadre explicité
en 7.0.1, on pourrait les transcrire avec des modifications évidentes dans le cadre suivant :

on prend pour section de I{E%) la section constante de valeur le faisceau constant Z et on

*
tors

se limite pour tout schéma X a la catégorie dérivée Dj, (X) définie par les complexes de

faisceaux de groupes abéliens dont les faisceaux de cohomologie sont de torsion (??).

Lemme 7.0.3. — Soit un diagramme commutatif de schémas 463
jl
X — X
(7.0.3.1) f’L lf

Y —————=Y.

ou f, f sont propres et j, j’ sont des immersions. Alors pour tout complexe K de Dt (X"),
la fleche canonique®

Jre RTfUK") — R f, 2 j)(K")

est un isomorphisme.

En vertu du « lemma on way-out functors » ([6] I 7.1), il suffit de montrer que pour tout
entier i et pour tout faisceau F de torsion, la fleche

(7.0.3.2) Jio RUfL(F) — R'f, o j\(F)

est un isomorphisme.

En prenant les images fermées de j et j on est ramené au cas ou j et j’ sont des im-
mersions ouvertes dont les images sont partout denses : la propreté de f et de f’ entraine
alors que le diagramme (7.0.3.1) est cartésien. Dans ces conditions, le théoréme du change-
ment de base pour un morphisme propre, sous la forme XII 5.2, montre que, pour tout point
géométrique ¢ de Y, la fleche (j, o R’Af;(F))5 — (R f, o Ji1(F))g est un isomorphisme.

Construction 7.0.4. — Soient D une catégorie, X et Y deux D-objets de Sch,y tels que
pour toute fleche @ — f de D, les morphismes Xy — X, et Y; — Y, soient propres. Soit
J X — Yun morphisme tel que pour tout objetade D, j, : X, — Y, soit une immersion :
Pisomorphisme (7.0.3.2) pour i = 0 vérifie les conditions de compatibilités usuelles et permet
de construire un foncteur exact :

Ji * Mod(I(X), A) — Mod(I\¥), A)
(cf. ?? pour les notations) qui induit un foncteur triangulé, encore noté j, : 464

Ji + DUX), A) — DY, A)

35. N.D.E. : la définition de cette fléche est semblable a celle de (5.1.5.2) modulo un dévissage facile.
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Alors, pour tout objet « de D, on a un diagramme commutatif, ou j,, désigne le foncteur
« prolongement par 0 » usuel :

J

D(I(X), A) DY), A)
Re;j jRe;
D(X,, Ax,) - D(¥,, Ay).
Construction 7.0.5. — Soit un diagramme commutatif dans Sch, g

’ i’
X — X

(7.0.5.1) f,t lf

Yy — L .y

ou i, i’ sont des immersion, f un morphisme propre et f' un morphisme propre surjectif. Il
définit un diagramme commutatif d’objets simpliciaux de Sch, g

XY/ ] —L=[X]Y]
(7.0.5.2) usr l L“f
Cy ——Cy

ouj, : [X'|Y'], - [X|Y], est une immersion pour tout n. Avec ces notations, on a un
isomorphisme canonique
iy — RYGg, o jyo LYW},
En prenant les images fermées de i et i’ on peut supposer que i et i’ sont des immersions
ouvertes dont les images sont partout denses. Le diagramme (7.0.5.1) est alors cartésien et
[ est surjectif. De plus, pour tout entier #, j, est une immersion ouverte et le diagramme

[X'[Y'], —2 [X]|Y],

|

Y ————=Y
1

est cartésien.
Des lors L+ﬁ’}oi i est isomorphe a j oL+ﬁ; »  utilisant le fait que u ; est une augmentation
de descente cohomologique (??), on trouve une suite d’isomorphismes
i! ;) R+ﬁf* ° L+(ﬁ;) ° l| ;) R+ﬁf* °j! ° L+ﬁjr/

d’oti isomorphisme voulu.3®

36. N.D.E. : plus directement, sans supposer f’ surjectif, on a encore une suite de fleches canoniques

iy — i\ RYup, LYW — R¥ug,jiL*u},,
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Enfin, nous utiliserons la variante suivante du lemme de Chow, dont la démonstration se
trouvera dans EGA II 2™ édition,®”) et qui est une amélioration de (XII 7.1) :

Lemme 7.0.6. — Soient S un schéma quasi-compact et quasi-séparé et f : X — S un mor-
phisme séparé de type fini. Alors il existe un diagramme commutatif

X —7r . x

ol

S
vérifiant les conditions suivantes :

(i) p est propre et surjectif
(ii) il existe un ouvert dense U de X tel que p induise un isomorphisme de p~"(U) sur U
(i) f' est quasi-projectif.
466
7.1. Définition de R* f|. —

Définition 7.1.1. — Soit f : X — S un morphisme de schémas. Une pseudo-compactification
de f consiste en la donnée d’un diagramme commutatif

J1

X, —T
an
7.1.1.0
( ) X /
d
S

ou p; est propre et surjectif, j| est une immersion et f| est propre.

7.1.2. — Soit f : X — Sun morphisme de Sch,p : d’aprés le lemme de Chow (7.0.6), f pos-
séde une pseudo-compactification (p;, j;, f1). Le diagramme (7.1.1.0) définit un morphisme

i

[X;1X] — [T]S]
encore noté j, tel que j;,, soit une immersion pour tout 7. On pose alors R*(V f, = R+ﬁf1* °
Ju e L*u, de sorte que I'on obtient un foncteur triangulé de D*(X, A y) dans D*(S, A).

Construction 7.1.3. — Pourtout couple((py, ji, f1), (P2, j2» [2)) de pseudo-compactifications
de f, on a un isomorphisme a;, : RTVf, — RY? f, tel que pour toute autre pseudo-
compactification (ps3, j3, f3), on ait ayz o a1y = ay3.

dont la deuxiéme est un isomorphisme (7.0.3). Lorsque f est surjectif la premiére en est aussi d’aprés la descente
cohomologique et le composé coincide avec 'isomorphisme construit dans le texte.
37.N.D.E. : Voir [C, 2.6], cité dans la N.D.E. (1) page 1.
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a)

b)

©)

On définit un systeme simplicial double [[ X, X,|X]] en posant
(X1 Xo | X N = [X1 X1, X [X5| X],
De méme on pose
[[X1|X]][n]><[m] = [X1|S]y,,
les morphismes [[X|X1xim — [[X11X1pxpm) induits par les morphismes
[m'] — [m] étant tous égaux a lidentité. On définit de la méme maniére les sys-

témes simpliciaux doubles [[T;, T,|S]] et [[T;|S]], de sorte que 'on a un diagramme
commutatif

[T17T2|S]] ([Ty]S1]
112 /
[[X1’X2|X]] [[X1|X]]
Mfle ur
Up1py \CAXA
CAXA

ou j, est une immersion degré par degré. Le procédé de calcul exposé dans Vbis 2.3
permet de construire un morphisme

L3 _ . .
RYfy — RYap o jigy o LY, " = YD f,

qui s’obtient a partir d’'un morphisme de triple complexes de faisceaux sur S.
@, est un isomorphisme :

Pour démontrer ceci, on peut fixer le premier indice n provenant de [[T1 , Tz]] -
dans le morphisme de triple complexes précédent et regarder le morphisme de double
complexes ainsi obtenu. On vérifie que ce morphisme n’est autre que I'isomorphisme

défini dans le lemme 7.0.5 pour le diagramme

[X11X], X Xy —=[T1]S], X T,

| |

(XX, ——[T1]S5],
On construit de la méme maniére un isomorphisme

R+(2)f' _) R+uf fa, °Jize LY uPll’z

B —_ -1
et 'on pose @, = ;" ° aj.
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Pour vérifier la relation a,3 o a5 = a3, on utilise un objet simplicial triple : on laisse au
lecteur le soin de vérifier que ’'on obtient un diagramme commutatif : 468

R+(2’3)f1 - R+(2)f| - R+(1’2)f;

~

R+(1,2,3) £\
RO/, R,
R+(1’3)f1

g f
Construction 7.1.4. — Soient Z — Y et Y — X deux morphismes de Sch,p. Pour tout
triple ((p1, 1> /1): (P2, J282): (P3. J3. (f 8)3)), 0t (1. jy, f1) est une pseudo-compactification de
[+ (P2, ja, &) une pseudo-compactification de g et (ps, jz, (f g)3) une pseudo-compactification
de fg, on a un isomorphisme Rt f, o R*® g, — R*)(fg), compatible avec les isomor-
phismes a;; définis précédemment.
Nous procéderons en plusieurs étapes :

7.1.4.1. — Soit (py, j1, f1) (xresp. (p, ja, f)) une pseudo-compactification de f : ¥ — X
(resp.deg : Z - Y):

Z<p_2 Zz¢> T,

g
j 82

(7.1.4.1.1) T, <oy, My

\lf

X

Le morphisme Z' = Z Xy Y| — Y; déduit de g par changement de base est muni d’'une
pseudo-compactification :

j/
T} =T, Xy Y| =27, Xy Y| = Z}

&
Lg,

Y,
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469 On choisit maintenant une pseudo-compactification de j; o géog)

) <j1—>T2//
l”
(7.1.4.1.3) g Ty %y Y, =T,

T, (jl—)yl

qui définit une pseudo-compactification du composé fg : on notera R*(12(fg), le foncteur
correspondant.

7.1.4.2. — Les données précédentes permettent de définir un isomorphisme R*0?(fg), «—
R+(l)f; o R+(2)g. .

On dispose d’'un diagramme commutatif, ou Z) = T,/ Xy Z; et toutes les fleches se
déduisent naturellement de (7.1.4.1.1), (7.1.4.1.2) et (7.1.4.1.3).

N

J r
[T}, X] [Ty Y] <——[Z}|Z] —C}

" ’ ! 8
& . &P
J

i

(7.1.4.2.1) [T, 1X] ! Y, Y] - C}A;
1
|
Cy
470 On va définir une fléche naturelle :

ﬂ : R+(1)f! ° R+(2)g! N R+(12)(fg)!

dont on va montrer que c’est un isomorphisme.
Pour cela nous utiliserons deux lemmes :

38. N.D.E. : dans le texte original, on a pris une compactification, qui est possible griace au théoréme de com-
pactification. Le but de I'appendice étant d’éviter ce théoréme (cf. la N.D.E. (34) page 122), I’éditeur s’est permis
de la remplacer par une pseudo-compactification et de légérement modifier 7.1.4.2. Une autre solution serait de se
borner aux pseudo-compactifications (py, j;, f1) dont f; est projectif.
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Lemme 7.1.4.2.2. — Soit un diagramme commutatif :

X1L>Tl

p.)l(—)y,
17

ou h, h’ sont propres, p, est propre et surjectif et j, j, sont les immersions. Alors la fléche
canonique
R*h, o jy— RTVf,

est un isomorphisme.
En effet, d’aprés (7.0.5) la fleche

j! - R+ﬁh/* °j1! ° L+ﬂ;l
est un isomorphisme. D’ot le résultat en appliquant R* A,.
Lemme 7.1.4.2.3. — Avec les notations du diagramme (7.1.4.2.1), les fléches canoniques

R+(l)f! ° R+ﬁpl* N R+Ef1* ojll
R*Pg o RTF, — R'U, , o R*(g5p), * j3)

sont des isomorphismes.

Nous n’établirons que le premier isomorphisme, laissant au lecteur le soin d’en déduire 471

le deuxiéme.
Avec des notations évidentes et les notations de 7.1.3 a), on a un diagramme commuatif

J1

(Y,1Y] [T]X]
(Y}, Y,[Y]] i ([T}, 711 XT1] by
-
q Y /
i,
J1 “n
[Y11Y] [T;|X]

ou g et k sont les deux projections de [[Y}, Y |Y]] a [Y;|Y]. Gréce a la descente cohomolo-
gique, R*i, , o jy, s'identifie a R¥iiy , o jj ° R*q, L*q*, qui, d’apreés 7.0.3 appliqué aux faces
antérieure et supérieure du cube ci-dessus, s’identifie & Rtz feoie Rtk, o LTq* Envertu



130

du théoréme de changement de base, ce dernier foncteur s’identifie & R*z fecdne L+ﬁp1 4 ©
R*4, ,, qui est par définition Rt o R+Epl*.(39)
Le lemme (7.1.4.2.3) étant établi, on dispose d’une suite d’isomorphismes
R+(12)(fg)! - R+ﬁf1* °R+g£’ °j1,! °j£,! o LTF7*
— R¥ay,, o ji o RT(gp), o jby o LYF
< R+(1)f! o R+ap|* o R+(gép)* °j2’! o L7
(; R+(1)f! ° R+(2)g! ° 1{+?>}< o L¥7*
S RHD £, o RHQ)g,
472 dont le composé donne f.

7.1.4.3. — Si (ps, j3,(fg)3) est une pseudo-compactification de fg, on définit un isomor-
phisme

R*D £, o R, B R+0) e

en composant ()3 avec f5.

7.1.4.4. — Soient maintenant (p;/, ji/, f17) et (pyr, jor, &»1) deux autres pseudo-compactifications
de fetde getundiagramme (7.1.4.1.3) ; on vérifie que le diagramme suivant est commutatif :

R*02(fg), o R g, o RH)g,

“(12><1/2’>l l"n’*“zz/

R+(1/2’)(fg), </31_R+(1,)f! °R+(2/)g1

en considérant un diagramme du type (7.1.4.2.1) ou les objets simpliciaux sont remplacés
par des objets simpliciaux doubles.
On en conclut que le diagramme suivant est commutatif :

R*O(fg), r123 R f, o RTDg,

33/ j jall’ *agp!

Y1132

R+(3/)(fg)! 172" R+(1')f! o R+(2,)g,

pour toute pseudo-compactification (ps/, j3r, (fg)3r) de fg, ce qui acheve la démonstration
de 7.1.4.

7.1.5. — En choisissant pour tout morphisme f de Sch,p une pseudo-compactification, de
telle maniére qu’a un morphisme identique soit associée la pseudo-compactification triviale,
on définit pour tout morphisme f : X — Yun foncteur triangulé

RYf) 1 DY (X, Ay) — DY(Y, Ay)

39. N.D.E. : la démonstration dans le texte original est légérement différente et utilise 7.1.4.2.2.



131

et tout couple (f, g) de morphisme, un isomorphisme 473
CLg
R"fg — RYfi - R"g
De plus si f est une identité, R* f) est le foncteur identique et ¢/, est I'identité.

Proposition 7.1.6. — La correspondance f — RY f, définit un pseudo-foncteur normalisé de
Schg dans la 2-catégorie des catégories. En d’autres termes, les catégories DY (X, Ay) pour
X objet de Sch g peuvent étre organisées en catégorie cofibrée sur Sch,p en posant, pour tout
morphisme f : X — Y deSchg :

Hom ((K, L) = Hom(R" f,K, L)
avec K € DY (X, Ay) et L € DT (Y, Ay).

rg
1l s’agit de voir que l'identification R* fg, - Rt f1 o RTg, est compatible avec les
composés triples. Soitdonc h : T — Z,g : Z - Yet f : Y — X trois morphismes de
Schyg : en vertu de ce qui précede, il suffit, pour vérifier cette compatibilité, de la vérifier
apres un choix arbitraire de pseudo-compactifications pour A, g et f.
On dispose d’un diagramme :

p3

o7 T

\ \ Nk

57 z

(7.1.6.1) \ \l .
T, Y, sy

s

X

ou toutes les fleches obliques sont propres et ou p;, p, et p; sont propres et surjectifs.
Un diagramme du type (7.1.4.4) construit sur (7.1.6.1) permet alors de conclure.

Proposition 7.1.7. — Si f : X — S est un morphisme compactifiable, le foncteur R f\ coin- 474
cide avec celui défini dans l'exposé XVIL

En effet, il existe un diagramme commutatif :

X1L>Tl

pll l,,,

X——T

| A

S
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auquel on applique (7.1.4.2.2).

Définition 7.1.8. — Si f : X — Y est un morphisme de Schy, le foncteur R* f, que I'on vient
de définir s’appellera le foncteur image directe a supports propres (au sens des catégories
dérivées). Le foncteur H9 o R* f,, noté Rif,, s’appellera le g™ foncteur image directe a
supports propres.

Avec ces notations, on laisse au lecteur le soin de vérifier la

Construction 7.1.9. — Soit (n1, j1, f1) une pseudo-compactification de f : X — Y et dé-
signons par ny le morphisme canonique [X,|X], — X. Alors, pour tout complexe K" de
DY (X, Ay), il existe deux suites spectrales biréguliéres :

(7.1.9.1) EP" = Rif\(KP) => RPYIf(K")
(7.1.9.2) EY = RI(f o ) (x]"(K")) = RPYf(K")

(Prendre par exemple la résolution flasque canonique de j;; o L+ﬁ;",] (K") (cf. XVII (4.2)),
puis son image directe par u ).

7.2. Quelques propriétés de R* f,. —

Proposition 7.2.1. — Soit f : X — Y un morphisme de Sch,p de dimension relative < d.
Alors le foncteur R f, est de dimension cohomologique < 2d.

1l s’agit de montrer que pour tout faisceau F de A y-modules sur X, on a R f,(F) = 0
pour i > 2d. (On en déduit alors, par un argument standard, que pour tout complexe K * de
DY (X, Ay)tel que H(K") =0pouri > k,ona R f,(K") =0 pouri > k +2d).

Soit U = (U;);e; un recouvrement fini de X par des ouverts affines. On définit (6.2.9) une
résolution gauche K,, — Fde Fen posant :

K= € JpipF)
|Pl=—n+1
ou pour chaque partie Pde I, jp est I'inclusion de U, pU; dans X.
On déduit de (7.1.9.1) une suite spectrale

Ef'= @ R(fiphjpF) = RS (F)

|P|=—p+1
PcCI non vide

et le fait que fjp soit compactifiable, cas justiciable de 'exposé XVII, montre que Ef? = 0
pour p > O et g > 2d; on en déduit alors que R" f\(F) = 0 pour n > 2d, ce qu’il fallait
démontrer.

Proposition 7.2.2. — Soient f : X — Y un morphisme de Sch,p et K' un objet de
D’(X, Ay) de tor-dimension finie. Alors R* f,(K ") est de tor-dimension finie.
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Comme précédemment, soit I/ = (U;);c; un recouvrement fini de X par des ouverts af-
fines. La fonctorialité de K;; permet de fabriquer une résolution gauche bornée de K" par
des complexes de tor-dimension finie, car cette derniére propriété se vérifie point par point
(4.1.9) : nous noterons K;; le double complexe ainsi obtenu, le deuxiéme indice correspon-
dant a celui de K. Avec les conventions de (Vbis 2.3.2), on dispose pour tout entier » d’une
suite exacte, ol I'opération o, est prise dans C*(C*(Mod(X, Ay)) :

00— (_1)n+1K£1l+1,~ N (Gsn_'.](Ki[.))S . (Usn(KZ-[.))S —50

d’ou un triangle distingué dans D (X, Ay) : 476

K{l[+l, .
(0<n (K )y = (0441 (Kp))s

Utilisant le fait que R* f !(K{l;rl") est de tor-dimension finie pour tout ~ (5.2.10), on en
déduit que R* f,((6o(K;));) = R* f1(K") est de tor-dimension finie.

Remarque 7.2.3. — L’argument précédent ne permet pas d’affirmer que R* f\(K ") est de
tor-dimension < k dés que K est de tor-dimension < k (cf. 7.3.7).

Proposition 7.2.4. — Soit un diagramme cartésien dans Sch,p :

!

x' % . x

A

S ——S
g

Alors pour tout complexe K™ de D*(X, Ay), le morphisme canonique

ch,
g e RV fi(K') —— RYf] o g'"(K")

est un isomorphisme.
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Soit (7, j;, f1) une pseudo-compactification de f : on en déduit par changement de base
une pseudo-compactification (7], ji, f{) de f’ et un diagramme commutatif :

T T,
i1
J1
Xi X,
7[1’ fl, a1
S
X' o X
f! f
S’ z S

qui permet de définir la fleche chy.
On dispose alors, d’aprés (7.1.9.2), d’un morphisme de suites spectrales biréguliéres :

g o RU(f o) (n]" (K") ——g* o RP*fy(K")

luﬂ"’ lChK

RI(f" o ") (m)"(g"*(K")) —— R* f{ o g"*(K")
et chy - est un isomorphisme puisqu’il en est de méme pour les u}? d’aprés (5.2.6).

7.3. Définition de Rf,. — Nous nous proposons maintenant d’étendre « de fagon raison-
nable » le foncteur RT f, en un foncteur Rf, : D(X, Ay) — D(Y,Ay), pour tout mor-
phisme f de Sch,p.

7.3.1. — Soit (py, ji, f1) une pseudo-compactification de f et Fun A y-module : prenant la
résolution flasque canonique de j;, o Lﬁ;l (F) (cf. 4.2), puis son image directe par f|, puis
le complexe simple associé au complexe double ainsi construit, on obtient un complexe de

Ay-modules :

SUF) S"(F)
(7.3.1.1) 0— X9F) — XYF) ... T"(F) —S X™4(F) ...

fonctoriel en F et isomorphe dans D (Y, Ay) a RY f,(F).
D’apres 7.2.1 H/(X'*(F)) = 0 pour i > 2d, ou d est un entier tel que la dimension relative
de fsoit < d, de sorte que le complexe

(73.12) 0— X°%F) — X'(F) — ... — X271(F) — Ker S>(F) — 0
est canoniquement isomorphe dans D* (Y, .Ay) au complexe (7.3.1.1). De plus :

Lemme 7.3.2. — Les foncteurs X0 1l . 2?4-1 Ker S sont exacts en F.
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L’exactitude des foncteurs X" résulte de 'exactitude de la résolution flasque canonique et
du fait que 'image directe par un morphisme d’une suite exacte courte de faisceaux flasques
est encore une suite exacte courte.

Pour voir 'exactitude de Ker $%, on considére, pour une suite exacte courte 0 - F’' —
F - F” — 0 de faisceaux sur X, le diagramme

KerSZd(F’) ﬁx2d+l(F/) S de+2(F/)

l | |

ker S24(F) — X2d+1(F) — s Y2+2(F) .
ker S2d(F//) IZ‘H’I(F”) x2d+2(F//)
et la suite exacte d’homologie associée a la suite exacte
0— 0'22d+1(.7€'(F’)) — 0'22d+1(1"(F)) N 0'22d+1(.1”'(F”)) —0

permet de conclure.
On dispose maintenant du lemme général suivant :

Lemme 7.3.3. — Soient A et B deux catégories abéliennes et Je' un objet de Cb(Fex(A, B))
ou F ex(A, B) désigne la catégorie des foncteurs exacts de A dans B. Alors, en associant a tout
complexe K* de C(A) le complexe simple associé au double complexe Je'(K") on obtient un
foncteur triangulé K(A) — K(B) qui préserve les quasi-isomorphismes.

On écrit le foncteur en question comme un composé

C(A) — Cb(c(B)) & C(B)

ou le foncteur (), est le foncteur complexe simple associé et on utilise (Vbis 2.3.2.2. Re-
marque) : les détails sont laissés au lecteur.

Exercice 7.3.4. — Montrer que pour tout complexe K " de D (X, A y), la fleche canonique
Tszdx.(K.) —_—> I.(K-)
induit un quasi-isomorphisme sur les complexes simples associés.

On remarquera pour cela que la fleche canonique
lim (2 (K ")y — (X7(K"),
k>2d

est un isomorphisme, puis que les faisceaux de cohomologie d’un complexe commutent aux
limites inductives filtrantes.

479
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7.3.5. — Soit RV f, : D(X,Ay) — D(Y, Ay) le foncteur défini par (7.3.1.2) grace a 7.3.3.
En vertu de 7.3.4 on peut le calculer directement a partir de (7.3.1.1) et on peut vérifier qu’il
«ne dépend pas » de la pseudo-compactification choisie. Il faudrait alors vérifier les énoncés
7.1.3,7.1.4 et 7.1.6 en supprimant les exposants +, ce que le rédacteur n’a pas eu le courage
de faire.

Définition 7.3.6. — Le foncteur Rf, : D(X, Ax) — DY, Ay) construit en 7.3.5 s’appelle
encore foncteur image directe a supports propres.

7.3.7. — On peut alors montrer que le foncteur R f, commute aux changements de base et
que les énoncés (5.2.9) et (5.2.10) restent vrais pour tout morphisme de Sch, g, ce qui justifie
les constructions que I’on vient de faire.
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