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Cet exposé contient deux théorémes importants qui se démontrent en utilisant le théo-
reme de changement de base pour un morphisme propre.

1. Théoreme de finitude pour un morphisme propre

Théoréeme 1.1. — Soit f : X — S un morphisme propre et de présentation finie. Soit A un
anneau noethérien d gauche qui est une Z/n-algébre pour n € N convenable. Soit F un faisceau
d’ensembles (resp. de groupes, resp. de A-modules) constructible sur X. Alors le faisceau f, F
(resp. R' f, F, resp. R1f, F pour chaque q > 0) est également constructible.

En particulier, on a :

Corollaire 1.2. — Soit X un schéma propre sur le spectre d’un corps séparablement clos k, et
soit F un faisceau abélien de torsion constructible sur X. Alors les groupes H1(X, F) sont finis
pour chaque g > 0.

Remarque 1.3. — Le théoréme est faux pour les faisceaux abéliens sil’on omet la condition
que f soit propre, comme on voit en prenant F = Z/p, p = cark, X = E}( Pespace affine,
et f linclusion de X dans P,I{, ou le morphisme structural X — Spec k. Cependant, on
conjecture!!) qu’il est vrai si F est premier aux caractéristiques résiduelles de .S et S est
« excellent » EGAIV 7.8. On peut le démontrer, lorsqu’on dispose du théoréme de résolution
des singularités (par exemple en caractéristique nulle) pour un schéma excellent .S d’égales
caractéristiques (XIX 5.1).

1. N.D.E. : Ofer Gabber a présenté la généralisation suivante de ?? lors des conférences en I’honneur de Luc
Illusie et de Pierre Deligne en 2005. Soit f/ : X — Y un morphisme de type fini de schémas noethériens quasi-
excellents (EGA IV 7.8), et soit F un faisceau constructible de Z/n-modules sur Xy, avec n inversible sur Y. Alors,
les faisceaux R f, F sur Y,, sont constructibles et nuls sauf pour un nombre fini de i. I y a des assertions analogues
pour faisceaux constructibles d’ensembles resp. de groupes d’ordre inversible sur Y.

Avant le résultat de Gabber, le théoréme ?? était connu dans le cas suivant. Soit S un schéma régulier de dimension
< letsoit f : X — Yun morphisme de S-schémas de type fini et F un faisceau de A-modules a gauche sur X,.
Alors, les faisceaux R f, F sont constructibles (SGA 4 1/2 Finitude 1.1).
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Démonstration de 1.1. L’assertion est locale sur .S et on peut donc prendre S affine. Alors
S est limite des spectres d’anneaux de type fini sur Z, et les données du théoréme sont
telles qu'on peut les obtenir, par changement de base S — .S, d'un morphisme propre
fo @ Xy = Sy avec S de type fini sur Z et un faisceau constructible F sur X, cf. EGAIV
8 et IX 2.7.4. Or, puisque I'image inverse d’un faisceau constructible est encore constructible
(IX 2.4 (iii)), on est ramené, en appliquant XII 5.1 au morphisme de changement de base
Sy < S, a démontrer la constructibilité de f , Fy (resp. de R f , F;), d’oti le

Lemme 1.4. — Il suffit de vérifier 1.1 avec S de type fini sur Spec Z.

Lemme 1.5. — L’assertion ensembliste de 1.1 est vraie, c’est-d-dire f,F est un faisceau
constructible d’ensembles si F Uest.

Démonstration. On peut supposer S noethérien (1.4). Soit F — G = Hi 7; .(C;) une injec-
tion avec z; : X; — X fini et C; constant et constructible sur X; (IX 2.14). Ona f.F C f,.G
et par suite (IX 2.9 (ii)) il suffit de traiter le cas F = G. Or f,G = Hi(fﬂ'[)*G[, et un produit
fini de faisceaux constructibles sur S est constructible (IX 2.6 (ibis)). En remplacant X par
X, on est ramené au cas ou F = Dy est un faisceau constant constructible, a valeur D. Or
en vertu de XII 5.1 (i), la fibre f,(F); est isomorphe a D¢®), ot C(s) = 7y(X5), donc elle
est finie. D’aprés IX 2.13 (iii) il suffit de démontrer que la fonction « nombre d’éléments de
la fibre de f, F» est constructible sur S. Or cette fonction est card(DC), ou C est la fonc-
tion « nombre de composantes connexes dans la fibre géométrique », et C est constructible
(EGA1V 9.7.9), d’ou le résultat.

Lemme 1.6. — Soit S un schéma noethérien, f : X — S propre, F un faisceau de groupes
(resp. de A-modules) constructible sur X, q un entier égal a0 ou 1 (resp. un entier > 0). Soient
S; (1 £ i < n) des sous-schémas de S tels que S = U;S; et soient F;, f; : X; = S les

«restrictions » des données aux S;. Alors si pour tout i, R1f; . F; est constructible, il en est de
méme de RIf F.

Démonstration. La restriction de R7f, Fa S; est isomorphe a R f; , F; d’apres XII 5.1, et le
lemme suit de IX 2.8.
On procéde maintenant par des raisonnements analogues a ceux de XII 8 :

Lemme 1.7. — Soient S noethérien,

X ” X

S

un diagramme commutatif de morphismes propres, et j : U — X un ouvert tel que I'ouvert
U = U Xy X s’envoie isomorphiquement sur U. Soit Y = X — U le schéma fermé réduit et
soient fo : Y — Seti : Y — X les morphismes canoniques. Supposons le théoréme 1.1 vrai®
pour f, fy et n. Alors il est également vrai pour f.

2. N.D.E. : L’hypothése sur R7x, ne figure que pour ¢ = 0 dans la démonstration. Dans ce cas, on sait déja la
constructibilité par (1.5).



Démonstration. Traitons d’abord le cas d’un faisceau de A-modules F sur X. On a la suite
exacte

0— jj*F — F — i,i*F — 0,
et compte tenu de la suite exacte de cohomologie correspondante pour les R7f,, et de IX
2.6, on voit qu’il suffit de vérifier la constructibilité des R?f, pour les membres extrémes
(notons que i,i* F est constructible d’aprés IX 2.4 (iii) et IX 2.14 (i), donc j,j* Fl'est aussi (IX
2.6). Puisque i est une immersion fermée,

(RUf )i, (*F) = (R £ )" F),

(VI 5.6), d’ot1 la constructibilité dans ce cas d’aprés ’hypothese sur f. De plus, désignant
par j : U — X le morphisme d’inclusion et F = z*F, on a

(*) JJ*F =n,jJ'F,

comme on vérifie en définissant d’abord une fleche —, et prouvant qu’elle est inversible fibre
par fibre en utilisant XII 5.1. En chaque point géométrique y de Y, la restriction de j!j*f a
la fibre yy de X sur X est nulle, et par suite XII 5.1 la fibre de (R%x,) (],]*F) eny est nulle
pour chaque g > 0. Puisque d’autre part z induit un isomorphisme au-dessus de X — Y, on
a(Rir,) (],j*F) = 0si ¢ > 0. De la suite spectrale de Leray

EX = (R f)(Rim,)(J F) = R"f,(i,j F)

et () on déduit des isomorphismes
(RIf)GJ F) = (RUf,)(jyj* F)

pour g > 0. Puisque j,j*fest constructible (méme raisonnement que pour j,j* F) le membre
de gauche l’est aussi, d’ot la constructibilité de (RIf ) j*F) et donc de Rf F.
Supposons maintenant que F'soit un faisceau de groupes constructible sur X. Remplacons
7 :X—> Xparzlli: (XUY)— X.IIsuffit ainsi de démontrer que si 7 : X — X est
surjectif et si 1.1 est vrai pour 7z et pour f, il 'est également pour f. Soit d’abord F un
faisceau de groupes constructible sur X. Alors 7, F est constructible sur X (1.5) et on a une
injection (R! f, )7, F < (le*)l?. Le membre de droite est constructible par hypothése, et
par suite le membre de gauche I'est aussi (IX 2.9 (ii)). Or, puisque 7 est surjectif, on a une
injection F — 7,7*F = G. Le faisceau F = 7*F est constructible, donc G et R! f,G sont
aussi constructibles, comme on a vu ci-dessus. On est ainsi ramené au lemme suivant :

u
Lemme 1.8. — Soient S noethérien, f : X — S un morphisme propre, et F < G une injection
de faisceaux de groupes constructibles sur X. Si R' f, G est constructible, R' f, F Uest aussi.

Démonstration. Soit C = G/F qui est un faisceau constructible d’espaces homogénes sous G
(appliquer IX 2.6). Considérons la suite exacte

ul
() £,C3 R FS RISLG.

Pour démontrer que R! f, F est constructible, il suffit par récurrence noethérienne et 1.6 de
démontrer que si .S # @, il existe un ouvert non-vide de .S sur lequel R! £, (F) soit construc-
tible. On peut donc supposer R! f, G localement constant, donc puisque la constructibilité
est une notion locale pour la topologie étale, on peut supposer que S est irréductible et
R]f*G est constant (et constructible), a valeur E = {e;,...,e,}. Soit D; (i = 1,...,n) le
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sous-faisceau de R! f, F image inverse de la section ¢; par u'. On a, puisque dans un topos
«les sommes sont universelles », R! f, F = 11, D;, et il suffit donc de démontrer que chaque
D; est constructible sur un S’ convenable étale sur .S et non-vide.

Rappelons que R'f,F est le faisceau associé au préfaisceau R'F, ou R'F(S’)
H'(X xg S', F). Par suite on peut supposer (en remplacant S par un S’ non-vide étale sur
S) que D; est le faisceau « vide » (donc constructible), ou qu’il existe un élément a € H'
(X, F) qui induit une section @ de D;. Dans ce dernier cas, soit

P
f.C* = R'f,F* — R'[,G"
la suite exacte déduite de (*) « en tordant a I’aide de ¢ ». On a
R'fF*~R'f,F , R'f.G*~R'f,G,

et la section de R' f, F* correspondant & @ est la section unité. Donc le sous-faisceau D¥ de
R! f, F* correspondant 4 D; est 'image inverse de la section unité de R! f,G%, i.e., D¥ est
I'image de f,G* par 6. Puisque f, G est constructible (1.5) il en est de méme de D, donc de
D; (appliquer IX 2.6), d’ou le lemme.

Lemme 1.9. — Soit S noethérien et

X d X
S

un diagramme commutatif de morphismes propres. Si le théoréme 1.1 est vrai pour f et x, il
Pest également pour f.

Démonstration. Dans le cas d’un faisceau F de A-modules constructible, on utilise la suite
spectrale de Leray
E}* = (R f,)(Riz,)F=> (R"f )F.

Par hypothése, on trouve que E4 est constructible pour chaque p, g, et par suite 'aboutis-
sement l’est aussi, comme il résulte alors de IX 2.6.
Soit Fun faisceau de groupes constructible. On la suite exacte (XII 3.2)

() 0 — (R'f)n,F— (R'f)F — f.(R'z,)F,

ou les membres extrémes sont constructibles d’aprés ’hypothése et 1.5. On procéde comme
dans la démonstration de 1.8 : Il suffit par récurrence noethérienne et 1.6 de supposer S # @&,
et de démontrer la constructibilité sur un ouvert non-vide convenable. On peut donc suppo-
ser f,(R'z,)F localement constant, et (par localisation étale) méme constant et construc-
tible (IX 2.4 (i)) a valeur E = {ey, ..., e,}. Soit D; le sous-faisceau de (RI?*)Fimage inverse
de ¢;, de sorte que (R'f ) F = ]_[i D;. 1l suffit de démontrer que chacun des faisceaux D,
induit un faisceau constructible sur un S’/S étale connexe et non-vide convenable. Si D,
n’est pas le « faisceau vide », on se raméne au cas ot il existe un élément « € H' (X, F) qui
induit une section @ de D;. Soit

0— (R' fon, F' — (R'f)F' — f.(R'z,)F*



la suite exacte déduite de () en tordant F a I’aide de a. La section de (Rl?*) F correspon-
dant a @ est la section unité, et par suite le sous-faisceau Df de (Rl?*)fa correspondant a
D; est I'image inverse de la section unité de f.(R'z,) F, don DY ~ (le*)ﬁ*?a, qui est
bien un faisceau constructible, C.QFD.

Lemme 1.10. — Il suffit de vérifier 1.1 dans le cas ot S est de type fini sur SpecZ, et f est
projectif et de dimension relative < 1.

Démonstration. Supposons d’abord que f soit projectif et procédons par récurrence sur la
dimension relative de f, qu’on peut supposer finie, quitte a remplacer .S par un ouvert affine.
Si f est de dimension relative < n, avec n > 2, on peut trouver, localement sur .S, un mor-
phisme fini 7 : X — P, et on se raméne par 1.9 et IX 2.14 (i) au cas ou f est le morphisme
structural de P'5. Considérons le diagramme commutatif de morphismes

X
V4 a
- 1
P 7 P}
f b
s

déja envisagé dans la démonstration de XII 8.3, ou X est déduit de P’ en faisant éclater le
sous-schéma fermé Y ~ Pg‘z. La dimension relative de best < 1, celle de aest < n —1, et
par suite le théoréme est vrai pour a et b par hypothése de récurrence, donc pour f par
(1.9). De plus, la dimension de 7 est < 1, celle de f; : ¥ — Sest < n— 1.1l résulte donc de
1.7 que 1.1 est vrai pour f, donc pour tout morphisme projectif. Soit maintenant f propre
arbitraire, et procédons par récurrence noethérienne sur X : on peut supposer le théoréme
vrai pour chaque sous-schéma fermé distinct de X et que X # @. Soit

X T

S

un diagramme du type donné par le lemme de Chow XII 7.1. En appliquant 1.7 a ce dia-
gramme, on déduit 1.1 pour f, d’ou le lemme.

1.11. — Nous pouvons maintenant achever la démonstration de 1.1. Si F est un faisceau
de groupes constructibles, on peut trouver une injection F < G = H’, 7; .C; avec x; fini
et C; constant et constructible (IX 2.14), et il résulte de 1.8 qu’on peut supposer F constant.
De méme, si F est un faisceau de A-modules constructible, on peut, en appliquant IX 2.14,
trouver une résolution F - G°,G" = {0 — GG 56?5 ... }, de F, telle que chaque
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GV soit de la forme G = Hi 7; .C;, et on se réduit par la suite spectrale de la résolution G°,
ES" = HP(R'f,)G") => (R"f,)F.

au cas ou F est constant et constructible, a valeur M.
Rappelons que A est une Z/n-algébre. Soit £ un nombre premier qui divise #. On a la suite
exacte
0—/M—>M— M/IM— 0,

et il suffit encore de prouver 1.1 pour {M et M/{M.

On se réduit alors, par une récurrence facile, au cas A est une Z/¢-algébre, ¢ € P, et ou
M est un A-module de type fini. Alors M est un espace vectoriel sur Z/¢, et par suite le
morphisme canonique

HI(Y,Z/0) @y M — HI(Y, M)

est bijectif, quel que soit Y quasi-compact et quasi-séparé (en effet, c’est trivial si M est de
rang fini, et les deux membres commutent aux limites inductives (VI 5.1 et VII 3.3)), donc

[RIf(ZI0)) ®zy M = RIS (M).

I suffit donc évidemment de démontrer que RYf, (Z/{) est constructible en tant que
Z/¢-Module, c’est-a-dire, on est réduit au cas A = Z//, ce que nous supposons désormais.

Notons que le cas o F est de dimension relative < O (i.e. ou f est fini) et F est arbitraire
résulte maintenant de VIII 5.6 et de 1.5.

Procédons par récurrence noethérienne sur S. D’apres 1.6, on peut supposer S # @, et
se permettre de remplacer S par un ouvert non-vide quelconque. De plus, on peut supposer
S intégre, de point générique s. La fibre X est un schéma algébrique de dimension < 1,
et par suite il existe une extension radicielle K’ de k(s) = K, telle que le normalisé Y de
(X, ®k K'),¢q soit lisse au-dessus de Spec K’ . En remplacant .S par un ouvert non-vide,
on peut supposer qu’il existe un morphisme fini radiciel surjectif S’ — .S tel que .S soit
K-isomorphe a Spec K', et un morphisme fini surjectif, un morphisme lisse et projectif X -
S’ et un S’-morphisme fini surjectif 7 : X' — X’ = X Xg¢ S’ quiinduise Y — X, @k K’
sur les fibres en le point générique s de S (EGAIV 9.6.1). Or, d’apres VIII 1.1, il est inoffensif
de faire une extension radicielle. On peut donc remplacer S par S’ et X par X', c’est-a-dire,
on peut supposer que f s’insere dans un diagramme

T

X X

S s

ou 7 est surjectif et fini, et f est lisse. De plus, d’aprés la construction, on peut supposer
qu’il existe un sous-schéma fermé Y de X tel que la fibre générique de Y soit finie, et tel
que 7 induise un isomorphisme au-dessus de X — Y. En remplacant encore .S par un ouvert
non-vide, on se rameéne au cas ou de plus f; : ¥ — S est un morphisme fini.

i. Cf. EGA1V 17.15.14.



Comme F est constant, z* F est également constant, et F — z, 7" F est injectif parce que
7 est surjectif. Si F est un faisceau de groupes, il suffit de démontrer que (R! f,)(z, 7" F) ~
(R17*)(7t*F ) est constructible (1.8). Si F est un faisceau de Z/f-modules, on a une suite
exacte

00— F—>za"F—C—0,
ou C est concentré sur Y, parce que z induit un isomorphisme au-dessus de X —Y. Il s’ensuit
que R1f,C = Rif, ,C est constructible (nul si g > 0), et ainsi il suffit encore de démontrer
que (RIf,) (m ,n*F) = (Rq?*) (7* F) est constructible. En remplacant f par f et Fpar 7*F,
on est réduit au cas F constant et constructible et f est lisse.

Traitons le cas d’un faisceau de groupes constant, F = Gy. Toutes les fibres de (R! £,)
G sont finies; en effet, en appliquant XII 5.2 (ii) on est réduit, pour le prouver, au cas ou
S est le spectre d’un corps séparablement clos et oul X est lisse et de dimension < 1 au-
dessus de S. Le résultat est connu dans ce cas (SGA 1 X 2.6). Il suffit donc de démontrer
que les morphismes de spécialisation sont injectifs (IX 2.13 (ii)). Pour cela, on est réduit au
cas S strictement local, et par le théoréme de changement de base XII 5.1 (ii) on peut méme
remplacer .S par le spectre d’un anneau de valuation discréte et strictement local. De plus, on
peut supposer X connexe. Puisque H'(X, G) classifie les revétements principaux galoisiens
de X de groupe G, il suffit de vérifier que si X’ — X est un revétement étale connexe alors
le fibre géométrique est également connexe. Cela résulte facilement du fait que f est lisse et
propre, a fibres géométriques connexes.

Traitons maintenant le cas F = (Z/{)y. Pour les valeurs 0 et 1 de g le résultat est déja
connu ((1.5) et ci-dessus). D’apreés XII 5.3 bis, il reste seulement le cas ¢ = 2, et de plus, si
S est de caractéristique £, on a R”f,(Z/¢) = 0. En remplacant S par un ouvert non-vide
convenable, on est donc réduit au cas ou ¢ est inversible sur S. Alors, d’aprés XII 5.2 (iii) et
X 5.2, la fibre de R?f,(Z/¢) en un point géométrique 5 au-dessus de s € S est isomorphe
a (Z/0)°®, ot ¢(s) est le nombre des composantes irréductibles de dimension 1 de la fibre
géométrique X5. Or ¢ est une fonction constructible sur .S (EGAIV 9.7.9), d’ou le résultat
(IX 2.13 (iii)).

Remarque 1.11. — La démonstration de 1.1 se simplifie beaucoup en utilisant le forma-
lisme de la cohomologie a supports propres, qui sera développé dans ?? comme conséquence
directe du théoréme de changement de base pour un morphisme propre XII 5.1. D’autre part,
Iénoncé 1.1 se généralise au cas ol on se donne sur S un faisceau quelconque d’anneaux
de torsion &, et qu’on prend sur X un complexe K* de f*(&f)-Modules satisfaisant une
condition de « constructibilité » qui, dans le cas particulier 1.1, s’exprimerait simplement en
disant que des faisceaux de cohomologie /(K *) de K * sont des A-modules constructibles,
nuls pour i assez grand.

2. Une variante de la dimension
2.1. — Soit X un schéma. On va noter
(2.1.1) d(x) = dim {x}
pour x € X, ou {x} est I'adhérence de {x}. Si F est un faisceau abélien sur X, on pose

(2.1.2) d(F)=sup{d(x) | xe X et Fy#0}.
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On aura besoin d’une notion rectifiée dans le cas local :

Définition 2.2. — Soient Y le spectre d’'un anneau local noethérien universellement caténaire
(EGAIV5.6.2) et f : X — Y un morphisme de type fini. Soit x € X ety = f(x). On pose

8(x) = dim {y} + deg.tr. k(x)/k().
Si F est un faisceau abélien sur X, on pose
6(F)=sup{é(x) | x € X et F;#0}.

Proposition 2.3. — (i) Soiti : X' — X une immersion et x' € X'. Alors 5(i(x")) =
8(x").
(if) Soit X la fibre fermée de X/Y. On a

50x) = {d(x) siﬁnX(ﬁéQ
dx)+1 si{x}nX,=a;

(iii) 6(x) = d(x) si f est propre.

Démonstration. L’assertion (i) est triviale a partir de la définition. Puisque {x} N X, n’est pas
vide dans le cas f propre, (iii) est conséquence de (ii). Pour (ii), nous pouvons remplacer X
par {x} et Ypar {y} (avec la structure induite réduite), ce qui est permis d’apres (i). Soient
x' € X' ety = f(x'). On a la formule (EGA IV 5.6.1.1)

dim Oy . = dim Oy s + deg.tr. k(x)/k(y) — deg.tr. k(x")/k(y").

Supposons que X, # @. Alors il est clair que sup {dim Oy ,/} = dim X est obtenu en
x/
prenant pour x” un point fermé de X,, d’ou

dim X = dim Oy ,» = dimY + deg.tr. k(x)/k(y) = 5(x).

Si Xy = @, le supremum est évidemment obtenu en prenant pour x’ un point fermé dans
sa fibre f~1(y"), tel que dim {y"} = 1. 1l existe de tels points, parce que les y' € Y avec
dim {y’} = 1 forment un ensemble trés dense (EGAIV 10.1.3, 10.3.1, 10.4.1, 10.5.9). On a
donc :
dim X = dim Oy ,» = dim Oy ,y + deg.tr. k(x)/k(y)
=dimY — 1 + deg.tr. k(x)/k(y) = 6(x) — 1,

d’ou le résultat.

Proposition 2.4. — Soit f : X — Y un morphisme de schémas de type fini sur le spectre d’un
corps k. Soit x € X, y = f(x), et y, une spécialisation de y. Soient f' : X' — Y’ le localisé

strict de f en un point géométrique y,, au-dessus de y,, et x' € X' un point au-dessus de x.
Alorson a

5(x") = d(x) — d(y).
Démonstration. On a
d(x) = d(y) + deg.tr. k(x)/k(y)
8(x")y=d') + deg.tr. k(x")k(y'),



ouy' = f’(x"). De plus
deg.tr. k(x)/k(y) = deg.tr. k(x")/k(y"),
parce que les extensions k(x')/k(x) et k(3" )/k(y) sont algébriques. Il reste donc & démontrer
que
d(y') =d(y) — d(yp).
On peut supposer y maximal dans Y, donc y’ maximal dans Y’, et alors
d(y') = dim (Dy/%

=dimOy, (EGAIV6.13)

=dim, ¥ —d(y,) (EGAIV5.23.1)

=d(y) —d(yp),

d’ou le résultat.

3. Dimension cohomologique des schémas algébriques affines

Théoréme 3.1 (d). — @ Soit f : X — Y un morphisme affine de schémas de type fini sur un
corps k. Soit F un faisceau de torsion sur X tel que d(F) < d (cf. 2.1). Alorsd(RIf,F) < d—q.

En particulier, prenant Y = Spec(k) :

Corollaire 3.2. — Soit X un schéma affine de type fini sur un corps k séparablement clos.
Alors®
cd X < dim X.

Corollaire 3.3. — Soit X C PY un schéma projectif de dimension n sur un corps séparable-
ment clos k, et soit Y = H N X une «section hyperplane » de X. Alors pour tout faisceau de
torsion F sur X, ’homomorphisme canonique

Hy(X,F) — HYX,F)
est bijectif pour g > n + 1, et surjectif pourq =n+ 1.

Le corollaire est trivial & partir de 3.2 et de la suite exacte pour un sous-ensemble fermé
(V 6.5.4), compte tenu que X —Y = U est affine de dimension < n. Remarquons que 3.3 est
une généralisation d’un des théorémes de Lefschetz sur les sections hyperplanes : en effet, si
X est lisse sur k et Fest localement constant et premier a la caractéristique, on peut calculer
la cohomologie H{(X, F) explicitement en utilisant le théoréme de pureté cohomologique
relatif (XVI 3) et la suite spectrale (V 6.4.3), et on trouve que

H{(X,Z/n) =~ HI2(Y, u;') pour tout g;

3.N.D.E. : Le théoréme ?? est aujourd’hui connu sous le nom de théoréme de Lefschetz affine.

4. N.D.E. : Considérons I'assertion analogue en géométrie analytique complexe : Soit X une variété affine sur C
et soit F un faisceau constructible sur X. Alors, on a H™(X*", F) = 0 pour tout m > dim X, ou X*" est I'espace
analytique associée a X. Bien que cette assertion découle de 3.2 par le théoréme de comparaison XVI 4.1, on a aussi
deux preuves entierement de nature analytique données par Pierre Deligne et Héléne Esnault, voir Esnault, H.,
Variation on Artin’s vanishing theorem, Advances in Math. 198 (2005), 435-438.
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I’homomorphisme H72 (Y, /,z;l) — HY(X,Z/n) déduit de 3.3 n’étant autre que I’ « homo-
morphisme de Gysin », qui sera étudié ultérieurement .
Le théoréme 3.1 (d) équivaut® au suivant :

Corollaire 3.4 (d). — Soit Y’ un schéma strictement local qui est un localisé strict d’un sché-
ma algébrique sur un corps. Soit f' : X' — Y' un morphisme affine de type fini, et F' un
faisceau de torsion sur X' tel que 5(F') < d (cf. (2.2)). Alors HY(X', F") = 0 pour q > d.

En effet, supposons que 3.4 (d) soit vrai. Soit f : X — Yun morphisme affine de schémas
algébriques sur k et soit F un faisceau de torsion sur X tel que d(F) < d. Soit y un point de
Y et £ un point géométrique au-dessus de y. Pour démontrer 3.1 (d), il faut démontrer que la
fibre (Rf,F); estnulle sid(y) > d —q.

Soit f’ : X’ — Y’ le localisé strict de f au point &, c’est-a-dire, soit Y’ le localisé strict
de Yen etsoit X' = X Xy Y'.

Soif F' le faisceau induit de Fsur X, de sorte que (RYf, F); = HI(X', F") (VI 5.2). On
a d’apres (2.4)

S(F') <d(F)—d(y) <d —d(y),
et en appliquant 3.4 (d), on trouve H4(X', F') = 0siq > d — d(), d’ou le résultat.

Inversement, supposons que 3.1 (d) soit vrai, et soient F’, f’ : X' — Y’ comme dans
I’énoncé de 3.4 (d). Puisque la cohomologie commute aux limites inductives (VIL 3.3) et F' est
limite inductive de ses sous-faisceaux constructibles (IX 2.9), on peut supposer F’ construc-
tible. Or Y est localisé strict d’un schéma algébrique Y en un point géométrique £ au-dessus
d’un point fermé y, (X 3.3). Ecrivons Y’ = l(in Y,, ou (Y,) est un systéeme projectif filtrant
de schémas affines étales sur Y (VIII 4.5). D’agrés IX 2.7.4, F’ est induit d’un faisceau de
torsion constructible F, sur X, = X Xy Y, pour a suffisamment grand, et on voit immédia-
tement, utilisant 2.4 et EGA IV 9.5.5, qu’on peut de plus supposer que d(F,) = 6(F') < d.
En remplacant Y par Y,, on est réduit au cas ou F’ est induit par un faisceau F sur X, avec
d(F)<d.Onaalors RIf ,F =0siq > d,dapres 3.1 (d), donc en particulier

(RIf,F): = HYX',F')=0 si q>d,

d’ou 3.4 (d).
Comme cas particulier de 3.4 (d), on a

Corollaire 3.5. — Soit Y' un schéma strictement local de dimension < d, localisé strict d’un
schéma algébrique sur un corps k. Soit U C Y’ un ouvert affine. AlorscdU < d.

Remarque 3.6. — Il semble trés plausible® que 3.4, donc 3.5, reste valable pour tout sché-
ma local noethérien Y’ (pas nécessairement un localisé strict d'un schéma algébrique), du

i. Cf. SGA 2 XIV pour une étude systématique des théorémes du type de Lefschetz.

5. N.D.E. : Plus précisément, I'argument du texte donne le résultat suivant. L’assertion 3.4 (d’) pour d’ < d
implique 3.1 (d), et 'assertion 3.1 (d) implique 3.4 (d). Cela suffit pour conclure ci-apres.

6. N.D.E. : Ofer Gabber a réussit a démontrer ’analogue suivant de ?? : Soit f : X — Y un morphisme affine
de type fini avec Y quasi-excellent (EGA IV 7.8) possédant une fonction de dimension 8y. Soit 6y la fonction de
dimension rectifiée associée sur X. Pour n inversible sur Y et tout faisceau F de Z/n sur X on a 6y{RIf,F) <
6x(F) — g pour tout ¢ > 0. Ici, on définit comme ci-dessus 6(G) = sup{é(x) | x € X et Gx # 0} pour un
faisceau G.
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moins si Y’ est excellent (EGA IV 7.8). C’est ce qui sera prouvé dans (XIX 6) lorsqu’on sup-
pose de plus Y de caractéristique nulle.

4. Démonstration du théoréme 3.1
La démonstration se fait par récurrence sur d.
Lemme 4.1. — 3.1 (0) et 3.1 (1) sont vrais.

Démonstration. Triviale pour d = 0, auquel cas supp F est fini sur k, et on applique (VIII
5.5). Soient F, f : X — Y comme dans ’énoncé de 3.1 et supposons que d(F) < 1. En
remplacant F par un sous-faisceau constructible (IX 2.9 et VII 3.3), on se réduit au cas ou
F est constructible. Alors le support de F est contenu dans un sous-schéma fermé de X de
dimension < 1 (IX 2.3), et on peut remplacer X par ce sous-schéma, c’est-a-dire, on peut
supposer qu'on a dim X < 1. D’apreés IX 5.7, la dimension cohomologique d’un schéma
algébrique affine de dimension 1 sur un corps séparablement clos est < 1. Il suffit d’ailleurs
de traiter le cas ot k est séparablement clos : en effet, soit f : X — Yle morphisme déduit
de fpar le changement de base Spec k — Spec k (k la cloture séparable de k). Pour un point
géométrique & de Y, le localisé strict f/ : X' — Y’ de f en & s’identifie & un localisé strict
de f, donc la fibre (Rf, F )¢ & une fibre de Rq?*f‘. Puisque f est affine, on trouve donc que
Rif F =0siqg > 1. De plus, il est évident que d(f,F) < 1. Pour le cas ¢ = 1, notons que
I'hypothése que X soit de dimension < 1 implique qu’il existe une partie fermée finie Z de
Ytelle que f soit fini au-dessus de Y — Z. Il en résulte que R! f, F est nul dans Y — Z (VIII
5.6), d’ou d(le*F) < 1, ce qui achéve la démonstration du lemme.

Soit d > 2 et supposons maintenant que 3.1 (d’) (ou, ce qui revient au méme, 3.4 (d’)) est
vrai pour d’ < d.

Lemme 4.2. — Pour démontrer 3.4 (d) dans tous les cas, il suffit de traiter le cas ou X' = E;,,
est Uespace affine dimension 1 surY’, et ot f est le morphisme structural.

Démonstration. Evidemment, on peut supposer X’ = Ey, pour n convenable, parce qu’on
peut plonger X' dans un E)]y,. Supposons N > 1 et le résultat connu pour tout Y’ et pour
E;,/ avec r < N. Soit F’ un faisceau de torsion sur E)]y/, avec d(F’) < d. Considérons le

diagramme

N g’ N-1
Ey Eyr

Yl
g’ et h’ les projections canoniques, de sorte que E)]Y, est isomorphe a l'espace affine de di-
mension 1 au-dessus de Eg,_l. Puisque évidemment chaque anneau localisé strict de Ey,_l
est aussi le localisé strict d’un schéma algébrique, on peut appliquer ’hypothése de récur-

rence aux fibres de Rg/ F’, et on trouve que

(%) 8(RgLF')<d —q.
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De plus, 3.4 (d) est vrai pour A’, d’ < d, par 'hypothése de récurrence sur N.
Considérons la suite spectrale de Leray

ED9 = HPEY!, RIg/(F") = H"(E}), F").

Ona E$¥ = 0sip> d — g, comme on trouve en appliquant () et 3.4 (d’) au morphisme A’.
Il s’ensuit que I'aboutissement est nul si n > d, d’ou le lemme.
Considérons I’énoncé supplémentaire suivant, qui est un cas spécial de 3.5 :

Enoncé 4.3 (d). — Soit X' strictement local de dimension < d, localisé strict d’un schéma
algébrique sur un corps. Soit f € I'(X',Ox) et soit U C X' louvert U = X' — V(f). Alors
cdU <d.

Lemme 4.4. — 4.3 (d) implique 3.4 (d).
Démonstration. Considérons le diagramme

i
E}, P},

f’ g
YI

ou Y’ est comme dans I’énoncé de 3.4 et ou P;, est espace projectif, déduit de E' «en
ajoutant la section Y, 4 I'infini ». Soit F’ un faisceau de torsion sur E! avec d(supp F’) < d.
On a la suite spectrale

HP(P',RYi F') = H"(E', F’).

Or les RYi F, pour g > 0, sont concentrés sur Y, qui est Y'-isomorphe a Y’. Puisque
Y’ est strictement local, il s’ensuit que H? (Pl, R4 F') = 0sip, g > 0. De plus, d’aprés
le théoréme de changement de base pour un morphisme propre (XII 5.1), la cohomologie d’un
faisceau de torsion sur P! peut-étre calculée sur la fibre fermée, qui est un schéma de di-
mension cohomologique < 2 (X 4.3). On a donc H? (P!,i,F') = 0, si p > 2. Comme on
veut démontrer H”(El, F’) =0pourn > d, et comme d > 2, on est réduit a démontrer que
H°P', R _F") = 0 pour q > d. Ce groupe, isomorphe aussi 8 H(Y.,, R%,(F")), est en
vertu de (VIII 4.6) isomorphe a la fibre de R%,F’ au point Q, Q étant le point a l'infini de
P! dans la fibre fermée.

Il suffit (VII 3.3 et IX 2.9) de traiter le cas ou F’ est constructible. Alors, puisque
8(supp F') < d, il existe un sous-schéma fermé X' de P! avec dim X' < d, tel que
X' contienne le support de F’. Soit X’ le localisé de X’ au point géométrique Q, soit
U=X-X Xp1 Yy, et soit F le faisceau induit par F’ sur U par le morphisme U - P.
Alors la fibre de R%i, F au point Q n’est autre que H 49U, F) (VIII 5.2), et on applique 4.3 (d)
au schéma strictement local X et a l'ouvert U.

Le lemme ci-dessous, joint a 4.4, achévera la démonstration.

Lemme 4.5. — 3.4 (d’) pourd’ < d implique 4.3 (d’) pourd’ < d.
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Démonstration. Supposons 3.4 (d°) pour d’ < d. Par récurrence, nous pouvons supposer que
4.3 (d’) est vraipourd’ < d.Soient les données X', f, U comme dans I’énoncé 4.3 (d). Alors X
est localisé strict d’un schéma algébrique X, sur un corps k en un point géométrique fermé.
On peut prendre X, affine et de dimension < d, quitte a le remplacer par un voisinage de
Xq. Alors X est limite projective de schémas affines et étales X; au-dessus de X, (VIII 4.5).

Soit F un faisceau de torsion sur U. Il faut démontrer que H4(U, F) = 0siq > d, et il
suffit encore de traiter le cas ou F est constructible. Alors les données f, F, U proviennent
de données analogues sur I'un des X; (IX 2.7.4). On aura un faisceau F; sur U; = X; =V (f;)
qui «induit » Fsur U. Puisque U = l(in U;,ona (VI 5.8)

HY(U. F) = lim HY(U,. F,).
11 suffit donc de démontrer le fait suivant : Quel que soit i, il existe un diagramme commutatif

U Ull

U.

]

ou U — U, est la fleche donnée, tel que cd(U”) < d. En effet, cela impliquera que chaque
élément de HY(U,, F;), pour q > d, a une image nulle dans H9(U, F).

Supposons i = 0, et considérons le morphisme g : X, — E}( = Y, donnée par f, € I
(X0, Ox,)- Soit Y le localisé strict de E} en un point géométrique au-dessus de L'origine,
donc Y est le spectre d'un anneau de valuation discrete, et soit X" = X, Xy, Y".

Le morphisme X — X|, se factorise par X" puisque X est strictement local. De plus,
Pouvert U” = X" X Uy n’est autre que la fibre générique de X"/Y". C’est donc un schéma
algébrique affine au-dessus du point générique de Y’, et on a évidemment dimU” < d — 1.

Vérifions que cdU” < d (ce qui achévera la démonstration). Soit K le corps résiduel
de Y"” au point générique. C’est un corps de dimension cohomologique 1, c’est-a-dire, on
a cd(G) = 1, G le groupe de Galois de la cloture séparable K de K (X 2.2). Soit U =
U" Xspec k (Spec K).OnacdU" < d — 1 par hypothése de récurrence sur d (c’est 3.2 pour
un schéma de dimension < d). Le fait que cdU” < d suit alors de la suite spectrale de
Hochschild-Serre (VIII 8.4)

HYG,HYU",F)) = H"(U, F),

d’ou le lemme 4.5.
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