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1. Invariance topologique du topos étale

Théoréeme 1.1. — Soit f : X' — X un morphisme entier surjectif radiciel. Alors le foncteur
changement de base

f5r X — X
est une équivalence de sites (i.e. une équivalence de catégories, qui est continue ainsi que tout
foncteur quasi-inverse). Par suite les foncteurs

-y Y.

fo 0 X — Xy

* . ’

7 X — X

sont des équivalences de catégories, quasi-inverses I'une de I’antre.

La premiére assertion est bien connue (SGA 1IX 4.10 et 4.11) lorsque f est présentation
finie ou que f est plat; le cas général se réduit a celui ou f est de présentation finie. En
effet, on sait déja que le foncteur f* est pleinement fidele (SGA 11X 3.4). Il suffit de prouver
que f* est essentiellement surjectif, i.e. que tout Z’ étale sur X’ « provient » d'un Z étale
sur X. Utilisant le fait que f est un homéomorphisme universel, et la pleine fidélité de f*,
on est ramené au cas o X, X', Z’ sont affines, spectres d’anneaux A, A’, B'. Ecrivant A’
comme limite inductive de ses sous-A-algebres de type fini A}, B’ provient d’une algébre
étale B/ sur un A/ (cf. EGA IV 8), ce qui nous rameéne au cas o A’ est entiére et de type fini
sur A, donc finie sur A. On a alors un A-isomorphisme A’ ~ A”/J, ou A" ~ A[t,...1,] et
J est un idéal de A”. Ecrivant J comme limite inductive de ses sous-idéaux J; de type fini,
et posant A] = A”/J;, on aura encore A’ = li_r)ni A}, donc B’ provient d’une algébre étale

B/ sur un A} (loco citato). D’autre part, comme Spec A’ — Spec A est surjectif, il en est de
méme des Spec A] — Spec A, de plus on vérifie facilement que puisque Spec A’ — Spec A
est radiciel, il en est de méme de Spec A] — Spec A pour i assez grand (appliquer EGA IV
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1.9.9 a4 Spec A®). Cela nous rameéne au cas ot A’ est un des A}, donc de présentation finie
sur A.

Cela prouve la premiére assertion de 1.1. Le fait que f, et f* soient des équivalences
quasi-inverses 'une de I’autre en résulte aussitot.

Corollaire 1.2. — Soient F un faisceau abélien sur X, F' son image inverse sur X', alors les
homomorphismes canoniques

(%) HY(X,F)— H!(X',F")

sont des isomorphismes. De méme, si F' est un faisceau abélien sur X', F son image sur X, les
homomorphismes canoniques (x) sont des isomorphismes.

Exemples 1.3. — Voici des exemples d’application fréquents de 1.1 :

a) X’ est un sous-schéma de X ayant méme ensemble sous-jacent que X, i.e. défini par
un nil-Idéal 1.

b) X est un schéma sur un corps séparablement clos k, k' est une cloture algébrique de
ket X' =X Q®, k.

¢) Soit X un schéma géométriquement unibranche (par exemple une courbe algébrique
sur un corps k, n’ayant comme singularités que des singularités « cuspidales », a I'ex-
clusion en particulier de points doubles ordinaires). Alors, si X’ est le normalisé de
X.eq> par définitions X’ — X est radiciel, donc 1.1 s’applique.

Remarques 1.4. — Un morphisme f comme dans 1.1 est un homéomorphisme universel,
i.e. est un homéomorphisme et reste tel par toute extension de la base. Réciproquement, si
f est un homéomorphisme universel on prouve que f satisfait aux hypothéses de 1.1 @9, ce
qui explique le titre du présent numéro.

Signalons expressément, a propos de 'exemple 1.3 c), que si X est une courbe algébrique
(sur un corps algébriquement clos k pour fixer les idées) ayant au moins un point singulier
qui n’est pas « unibranche » (par exemple un point double ordinaire), alors (X' désignant
le normalisé de X,.4) la conclusion de 1.2 est déja en défaut pour les H' et des coefficients
constants (comparer SGA 1111 a) et SGA 1IX 5).

2. Faisceaux sur le spectre d'un corps

Proposition 2.1. — Soient k un corps, k une cloture séparable de k, = = Gal(k/k) son groupe
de Galois topologique, X = Spec k, X = Speck (sur lequel & opére a gauche). Considérons le
foncteur canonique

i Xy — Xy
(défini pari(X')(X") =Homy (X', X")), et le foncteur canonique

j : j(:t - Brr

i. Soit S; C .S = Spec A I'ensemble des s € S tels que la fibre de X; = Spec A/ en s soit de rang séparable 1.
Alors, les S; sont des parties constructibles de S (EGA IV 9.7.9) formant une famille croissante, leur réunion est .S
d’aprés 'hypothése sur S’ = Spec A’ — S et le fait que les fibres de .S/ sont des schémas noethériens. On a donc
S =S, pour i assez grand, par EGAIV 1.9.9, C.QFD..

ii. Cf. EGA IV 8.11.6 si f est de présentation finie, et EGA IV 18.12.11 dans le cas général.



de la catégorie des faisceaux sur X, dans la catégorie B, (cf. IV 2.7) des ensembles (discrets)
sur lesquels  opére contintiment d gauche, défini par

J(F) = lim F(Spec(k,)),

ot k,, parcourt les sous-extensions finies de k. Alors i et j sont des équivalences de catégories.
(Par suite, le topos X est équivalent (IV 3.4) au «topos classifiant » B - )

Le foncteur composé
Jit Xy — )?gt — (- Ens)

est une équivalence de catégories, d’apres le théoréeme fondamental de la théorie de Galois
(sous la forme de SGA I V). Comme B, est évidemment un topos (II 4.14), il en est donc de
méme de X¢,. D’ailleurs une famille (X; — X) de morphismes dans X, est couvrante si et
seulement si elle est surjective, i.e. son image dans B est surjective, ou ce qui revient au
méme, couvrante pour la topologie canonique de B, ce qui montre que la topologie de X,
est bien sa topologie canonique. Par suite i est une équivalence, et il en est donc de méme
de j.

Corollaire 2.2. — Le foncteur j de 2.1 induit un équivalence entre la catégorie des faisceaux
abéliens sur X = Speck, et la catégorie des =-modules galoisiens.

En effet, ces derniers sont justement les « groupes abéliens » du topos B,. On voit de
méme, par « transport de structure » :

Corollaire 2.3. — Soient F un faisceau abélien sur X = Speck, M = j(F) le m-module
galoisien associé, alors on a un isomorphisme canonique de 0-foncteurs en F :

H*(X,F) ~ H*(z, M),

(ot le deuxiéme membre désigne la cohomologie galoisienne, étudiée par exemple dans le cours
de Serre C.G.).

Corollaire 2.4. — Supposons k séparablement clos. Alors le foncteur
I : j(:t — (Ens)

est une équivalence de catégories. Si F est un faisceau abélien sur X = Speck,ona H'(X, F) =
0 pouri # 0. (En d’autres termes, le topos X, est un « topos ponctuel » (IV 2.2).)

Corollaire 2.5. — Soit k' une extension séparablement close d’un corps séparablement clos k,
X = Speck, X' =Speck’,u : X' - X le morphisme canonique. Alors le foncteur

u X — X/

ét ét

est une équivalence de catégories.
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3. Foncteurs fibres relatifs aux points géométriques d’un schéma

3.1. — Soit X un schéma. Nous appellerons point géométrique de X tout X schéma & qui est
le spectre dun corps £2 séparablement clos. La donnée d’un tel point équivaut donc a celle
d’un point ordinaire x € X, et d’'une extension séparablement close £ du corps résiduel k(x)
de x. Le cas le plus fréquent pour nous sera celui ou £2 est une cloture séparable de k(x),
que nous dénoterons alors généralement par k(x), le point géométrique correspondant de
X étant alors noté X. Pour x € X donné, les k(x) (resp. X) sont déterminés a k-isomorphisme
(resp. X- isomorphisme) non unique pres.

Remarques 3.2. — Dans la plupart des questions géométriques, il est plus naturel de se bor-
ner au cas (2 algébriquement clos. La convention différente utilisée ici est spéciale aI’étude de
la topologie étale. C’est la convention que nous avions adoptée dans la définition du groupe
fondamental SGA 1 V 7. Mais on notera que les développements de loco citato sont égale-
ment valables avec la convention adoptée ici (car la propriété de €2 qui y est utilisée est que
tout revétement étale du spectre (2 est trivial, i.e. justement que €2 est séparablement clos).

Définition 3.3. — Soient X un schéma, & un point géométrique de X, u : & — X son mor-
phisme structural. On appelle foncteur fibre (géométrique) relatif a &, et on note F — F, le
foncteur

5(; — (Ens)
composé de

X — & — (Ens).

On peut dire aussi que, griace a 2.4, un point géométrique £ de X définit un point du topos
X7 (IV 6.1), dont on prend simplement le foncteur fibre associé (loc. cit.).

3.4. — Comme le foncteur I'; (foncteur sections sur £) est une équivalence de catégories
(12.4), la connaissance des foncteurs fibres F' — F; équivaut essentiellement a celle des
foncteurs images réciproques u*. Notons d’ailleurs qu’il résulte aussitdt de 2.5 que si € est
un point géométrique de X tel qu’il existe un X-morphisme &' — & (i.e. &' correspond a une
extension séparablement close Q' de £2) alors 'homomorphisme canonique F; — F/ est
un isomorphisme fonctoriel
F;; ~ Ff’ .

Cela montre que pour I’étude des foncteurs fibres, on peut (quitte a remplacer £ par la
cloture algébrique séparable de k dans £2) se borner au cas o @ = k(&) est une cloture
séparable k(x) de k(x), et que les foncteurs fibres correspondant aux points géométriques
de X localisés en un méme x € X sont isomorphes entre aux (de facon non unique).

On désignera, conformément aux conventions de 3.1, par F¢ un foncteur fibre corres-
pondant an choix d’une clbture séparable k(x) de k(x).

Signalons une propriété de transitivité évidente (qui montre l'utilité technique a ne pas
se borner exclusivement a des points géométriques définis par des clotures séparables de
corps résiduels) : Soient f = X’ — X un morphisme de schémas, v’ : £ — X' un point
géométrique de X, alors u = fu' : & — X est un point géométrique de X que nous
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noterons &; relativement a ces points géométriques on a un isomorphisme fonctoriel en
F € 0bXy :
fH(F )5/ = Fg-

Cela résulte en effet de la formule de transitivité des foncteurs images inverses 374
(fu)* = u" f*.
Théoreme 3.5. — Soit X un schéma.

a) Pour tout point géométrique & de X, le foncteur fibre F — Fp, )?;t — (Ens) commute aux
li_r)n quelconques (indexées par des catégories € U ) et aux lim finies''". En particulier, il
transforme faisceaux en groupes (resp. faisceaux abéliens, etc.) en groupes (resp. groupes
abéliens, etc.).

b) Lorsque x parcourt les points de X, les foncteurs fibres Iy forment une famille de fonc-
teurs « conservative », i.e. siu . F — G est un homomorphisme de faisceaux sur X, u est

un isomorphisme si et seulement si pour tout x € X, ’homomorphisme correspondant
ug : Fr — Gy Uest (V).

Notons tout de suite, compte tenu des propriétés d’exactitude de a), les conséquences
formelles suivantes de b) :

Corollaire 3.6. — Soitu : F — G un homomorphisme de faisceaux. Alors u est un monomor-
phisme (resp. un épimorphisme) si et seulement si pour tout x € X, uy : Fy — Gy est injectif
(resp. surjectif).

Corollaire 3.7. — Soientu, v : F — G deux morphismes de faisceaux sur X, alorsu = v si
et seulement si pour tout x € X, on auy = vy . Fy — Gx. En particulier, siu, v sont deux
sections de F, on au = v si et seulement si on a uy = vy dans F; pour tout x € X. 375

Corollaire 3.8. — Soit F - G — H une suite de deux homomorphismes de faisceaux sur X,
alors la suite est exacte si et seulement si pour tout x € X, la suite correspondante Fy. — Gy —
Hs; lest.

Nous laisserons au lecteur le soin de déduire les corollaires (*, qui seront d’ailleurs prou-
vés partiellement dans la démonstration qui suit.

L’assertion a) résulte des propriétés d’exactitude déja signalées dans (VII 1.4) pour tout
foncteur image réciproque, tel u* : )F(:t - Ee; et du fait que Ee; — (Ens) est une équivalence.
Pour prouver b), notons la formule suivant, qui donne un procédé de calcul des foncteurs

fibres :

Proposition 3.9Y). — Soit & 5 Xoun point géométrique de X, et soit C; la catégorie des
« X-schémas étales E-ponctués », i.e. des couples (X',u'), 0 X' € Ob Xy, est un schéma étale

iii. C’est donc bien un « foncteur fibre » au sens de Exp. IV.

iv. Il y a donc « suffisamment de foncteurs fibres » de la forme F +— F, dans la terminologie de IV 6.5.
v.Cf. IV 6.5.2.

vi. Cf. IV 6.8.3
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sur X, et u’ un X-morphisme & — X'. Alors la catégorie opposée Cg est filtrante et pour un
faisceau F (resp. préfaisceau P) variable sur X, on a un isomorphisme fonctoriel canonique

Fy~ h_r)n F(X'), (resp. (aP); ~ h_r)n P(X")),
Ce e
(ou aP = faisceau associé a P).

En effet, notons d’abord que pour tout préfaisceau Psur &, si aP est le faisceau associé,

I’homomorphisme naturel

ét>

P(E) — aP(5)

est un isomorphisme, comme il résulte par exemple aussitot du calcul explicite de a Pcomme
L(LP) (I 3.19). Soit ¢ : )?gt - E‘j; le foncteur « image réciproque », alors u* = @™ n’est
autre (Il 2.3. (d)) que le composé a @i, ou i : j(:t - )?;t est le foncteur inclusion, et
a: éAet - é; le foncteur « faisceau associé ». Par le remarque précédente on trouve

u*(F)(&) = (¢ i(F))(©),

de sorte qu’il suffit d’appliquer I'’expression explicite de ¢ * donnée dans la démonstration de
XXX Référence a inclure. Le cas respé, ou on part avec un préfaisceau Psut X, se prouve de
méme, en utilisant 'isomorphisme fonctoriel p*a(P) ~ agp*(P) XXX Référence a inclure.
Le fait que la catégorie C; est filtrante (qui reste valable pour tout X-schéma &, pas néces-
sairement réduit a un point géométrique) résulte aussitot du fait que dans C; les limites
projectives finies existent, ce qui résulte du fait que Xy, est une sous-catégorie de (Sch)/X
stable par limites projectives finies.

Soit maintenant # : F — G un homomorphisme de faisceaux sur X, tel que pour tout
x € X, uy : F; — Gy soit un monomorphisme, prouvons que u est un monomorphisme.
Pour ceci, on doit prouver que si X’ € Ob X, ¢, w € F(X’) sont tels que u(¢p) = u(y), ona
@ = w.Remplacant X par X’ et utilisant le transitivité des foncteurs fibres, on peut supposer
X = X'.Pour tout x € X, on aura u(@)y = u(y)y ie. ux(@y) = ux(yy), donc oz = yx
puisque u5 est un monomorphisme. Utilisant 3.9 il s’ensuit qu’il existe un X, € Ob X,
dont I'image contient x, tel ¢ et y aient méme image inverse sur X .. Comme pour x variable
dans X, les X forment une famille couvrante de X, il s’ensuit que ¢ = y.

Cela prouve que si les uy sont des monomorphismes, il en est de méme de u. Supposons
de plus que les ug soient des épimorphismes, prouvons qu’il en est de méme de u, donc que
u est un isomorphisme. Il reste a prouver que pour tout X’ € Ob X, et tout y € G(X'), il
existe ¢ € F(X’) tel que u(X’)(@) = w. On peut encore supposer X’ = X, et utilisant 3.9
on voit que pour tout x € X, il existe X, € Ob X, tel que I'image de X, dans X contienne
x,etun ¢, € F(X}) dont'image dans G(X) soit 'image inverse de y. Utilisant le fait que
u est un monomorphisme, on voit que les ¢, coincident sur les X} Xy X, (x,y € X) donc
proviennent d’'un ¢ € F(X) bien déterminé, et on aura alors u(¢) = y puisque les images
inverses sur les X, coincident. C.QFD.

Scholie 3.10. — Le théoréme 3.5 implique que la collection des « foncteurs fibres » pour la
topologie étale jouit des méme propriétés essentielles que dans la théorie des faisceaux ha-
bituelle sur un espace topologique. Nous utiliserons trés fréquemment 3.5 et ses corollaires,
et pour cette raison nous nous dispenserons généralement d’y référer explicitement.



3.11. — Pour tout x € X nous désignerons aussi, par abus de langage, par x le X — schéma
Spec k(x), pour le morphisme structural habituel
i, @ x=Speck(x) — X.

x *

Il donne lieu & un foncteur canonique

Si F est un faisceau sur X, nous poserons F, = ii(F), c’est donc un faisceau sur x =
Spec k(x) (et & ce titre peut s’identifier aussi & un schéma étale sur x, en vertu de 2.1). Il
dépend fonctoriellement de F, et le foncteur i§ : F — F, commute encore aux h_r)n quel-
conques, et l(gl finies, en vertu de VII 1.4.

Si X = Spec k(x), le foncteur fibre F — Fy est canoniquement isomorphe au composé
du foncteur F — F, et du foncteur j de 2.1 (compte tenu que ce dernier est isomorphe au
foncteur fibre relatif au point géométrique Spec k de Spec k). Il résulte aussitdt de ceci et de
3.5 que le systéeme des foncteurs (F — F,) (x € X) est encore conservatif. D’ailleurs, si k(x)
est séparablement clos, i.e. x = X, les notations F, et Fy sont en toute rigueur contradictoires
(la premiére désignant un objet de X, la deuxiéme un ensemble), mais en vertu de 2.1 c’est
la une contradiction inessentielle.

3.12. — On voit par les remarques qui précedent que si X = Spec k(x), alors pour tout
faisceau F sur X, le groupe 7, = Gal(k(x)/k(x)) opére de facon naturelle (a gauche) sur
I’ensemble fibre F, de sorte que F — F5 peut en fait étre considéré comme un foncteur

Xét BIL'X

dont la connaissance équivaut essentiellement (grace a 2.1) a celle du foncteur F — F,.

Cela montre, dans un cas particulier important, que contrairement a ce qui a lieu dans le
cas des faisceaux sur les espaces topologiques, les « foncteurs fibres » admettent en général
des automorphismes non triviaux. De facon générale, nous déterminerons dans 7.9 tous les
homomorphismes d’un foncteur fibre dans un autre.

Remarque 3.13. — Voici une généralisation parfois utile de 3.5 b). Considérons une partie
E de X telle que pour tout morphisme étale f : X’ — X, E' = f~1(E) soit « trés dense »
dans X’ (EGA IV 10.1.3), i.e. que pour tout f comme ci-dessus, tout ouvert U de X' qui
contient E’ soit égal a X'. Alors les foncteurs fibres Fy sur )?gt, pour x € E, forment déja
une « famille conservative » (et par suite les corollaires 3.6, 3.7 et 3.8 restent valables en
se bornant a y choisir x € E). Cela se voit immédiatement en reprenant la démonstration

donnée de 3.5 b). Le résultat précédent s’applique notamment dans les situations suivantes :

a) X est un schéma de Jacobson (EGA IV 10.4.1.), par exemple localement de type fini
sur un corps, ou sur Spec(Z), et E est I’ensemble des points fermés de X.

b) X estlocalement de type fini sur un schéma S, et E est I’ensemble des points de X qui
sont fermés dans leur fibre.

c) X estlocalement noethérien, et E est’ensemble des x € X tels que X soit un ensemble
fini (i.e. un schéma semi-local de dimension < 1) cf. EGAIV 10.5.3 et 10.5.5.
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4. Anneaux et schémas strictement locaux

4.1. — Rappelons qu’on dit, avec Azumaya, qu'un anneau local A est hensélien s’il satisfait
aux conditions équivalentes suivantes :

)
(i)

(i)
(iv)

Toute algebre B finie sur A est composée directe Hl_ B; d’anneaux locaux (les B; sont
alors nécessairement isomorphes aux By, , oum; parcourt les idéaux maximaux de B).
Toute algebre B sur A qui est localisée d’une algebre de type fini C sur A en un idéal
premier p au-dessus de 'idéal maximal m de A, et telle que B/m B soit fini sur k = A/m,
est finie sur A.

Comme (ii). mais en supposant C étale sur A en p et k — B/mB un isomorphisme.
Le «lemme de Hensel » sous la forme classique est valable pour A, i.e. pour tout poly-

noéme unitaire F € A[T], désignant par F € k[T] le polynéme réduit correspondant,
et pour toute décomposition

F= Fl F2
de Fen produit de deux polynoémes unitaires étrangers, F), et F, se relevent (de facon
nécessairement unique) en des F;, F, € A[T], tels que F = F| F,.
Pour la démonstration de ces équivalences et les propriétés générales des anneaux

henséliens, cf. EGA IV 18.5.11. Rappelons que si A est un anneau local quelconque, on
montre (Nagata) que 'on peut trouver un homomorphisme local,

A — AN

avec A" hensélien, qui est universel pour les homomorphismes locaux de A dans des
anneaux locaux henséliens. L’anneau A” est appelé le hensélisé de A. La construction
donnée dans EGA IV 18.6 (différente de celle de Nagata) consiste a poser
A" =1lim A,,
T’

ou A; parcourt les A-algébres essentiellement de type fini et essentiellement étales sur
A (i.e. localisées d’une algébre étale sur A) telles que A — A; soit un homomorphisme
local et 'extension résiduelle k(A;)/k(A) soit triviale. Cette construction montre en
particulier que A" est plat sur A et que si A est noethérien, il en est de méme de sa
cloture hensélienne.

Définition 4.2. — Un anneau local A est dit strictement local s’il satisfait 'une des condi-
tions équivalentes suivantes :

)
(i)

A est hensélien (4.1) et son corps résiduel est séparablement clos.
Tout homomorphisme local A — B, ot B est localisé d’une algébre étale sur A, est un
isomorphisme.

Un schéma est dit schéma strictement local s’il est isomorphe au spectre d’un anneau stric-
tement local.

L’équivalence de (i) et (ii) résulte aussitot de 4.1. Notons que, sous forme géométrique,
4.2 (ii) (resp. 4.1 (iil)) s’exprime en disant que pour tout schéma étale X sur Y = Spec A, et
tout point x de la fibre X, (respectivement tout point de X, rationnel sur k(y)), ot y est le



point fermé de Y, il existe une section de X sur Y passant par y (section qui est d’ailleurs
nécessairement unique).

Définition 4.3. — Soient X un schéma, Oy, le faisceau sur X défini par
Ox, (X)) =T(X",0x1)

(comparer VI1 2. ¢) ), u : & = Spec(£2) — X un point géométrique de X. On appelle anneau
strictement local de X en &, et on note O ou simplement O, la fibre du faisceau Oy, en le

point &. Son spectre est appelé localisé strict de X en &.

En vertu de 3.9, on a la description de la fibre Ox,é :
(%) Ox, =km (X', 0x),

ou X' parcourt la catégorie filtrante opposée de la catégorie des schémas étales sur X qui
sont &- ponctués, i.e. munis d’'un X-morphisme & — X’. D’aprés la transitivité des limites
inductives, on peut remplacer au deuxiéme membre I'(X', Oy/) par Ox/ s, oux’ est 'image
de & dans X', et on trouve I'expression

(%) o X, = 11.11)1 A;

1
ol A; parcourt les algeébres essentiellement de type fini et étales sur A = O , munies
d’un k-homomorphisme k(A4;) — £2. (N.B. x désigne I'image de ¢ dans X). Bien entendu les
homomorphismes de transition entre les A; sont les homomorphismes locaux de A-algébres
A; = A; qui rendent commutatif le triangle correspondant

k(A;) ————— k(A))

Q,

ce qui implique que s’il existe un homomorphisme admissible de A; dans A, ce dernier est
unique. Donc la limite inductive (%) est une limite relative a un ensemble d’indices ordonné
filtrant croissant.

4.4. — La description (%) montre que ’anneau local strict de X en & ne dépend essentiel-
lement que de 'anneau local habituel A = Oy . (x = u(£)), et de I'extension 2 de k = k(A).
On l'appelle aussi anneau hensélisé strict de A (relativement a I'extension séparablement
close considérée w de k) et on le notera A"S. On renvoie 2 EGA IV 18.8 pour les propriétés
générales de A", Signalons simplement que la construction donnée montre encore que A’
est plat sur A, et qu’il est noethérien si A Iest. D’autre part, on montre facilement (loc. cit.)
que ’homomorphisme local

A—)Ahs

muni du k-homomorphisme
k(A" — Q
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est solution de probléme universel, relatif a la donnée de A et de 'extension £ de k, corres-
pondant a la recherche des homomorphismes locaux

A— A,
avec A’ strictement local, munis d’un k-homomorphisme
k(A" — Q.

En particulier, A" est bien un anneau strictement local (ce qui justifie la terminologie 4.3).

4.5. — Gardons les notations de 4.3 et choisissons un voisinage ouvert affine U de x. Notons
que dans 3.9 on peut évidemment se borner aux X' qui sont affines au-dessus de U. Ces
derniers forment alors un systéme projectif pseudo-filtrant de schémas affines, de sorte que
nous sommes dans la situation générale de VII 5 (cf. VI 5.12 b). En vertu de expression ()
pour Oy ¢, on aura un X-isomorphisme

. '
(k%) l(in X' =~ SpecOy ¢
Xx'étale
affine sur v,
X/- ponctué
ce qui précise la signification géométrique intuitive de Spec(Ox ) comme « limite des voisi-
nages étales de & ».

Proposition 4.6. — Soit X un schéma strictement local, x son point fermé, qui est donc un
point géométrique de X. Alors le foncteur F — I'(X, F) : X4 — (Ens) est canoniquement
isomorphe au foncteur fibre f — F,, et par suite commute aux h_r)n quelconques V'V,

En effet, en vertu de déf 4.2 (ii), I'objet final X de la catégorie des X' étales x-ponctués
sur X envisagée dans 3.9 majore tous les autres objets, donc h_n)l F(X") est canoniquement
isomorphe a F(X), C.Q.FD.

En particulier, le foncteur induit par I' sur la catégorie des faisceaux abéliens est exact,
donc on conclut

Corollaire 4.7. — Sous les conditions des 4.6 on a pour tout faisceau abélien F sur X :
HYX,F)=0 pour g#0.

Corollaire 4.8. — Soient X un schéma, & un point géométrique de X, X = Spec Oy . le sché-
ma localisé strict correspondant, F un faisceau variable sur X, F son image inverse sur X, alors
on a un isomorphisme fonctoriel

F; ~ I'X,p.

En effet, & peut étre considéré comme un point géométrique de X également, et il suffit
d’appliquer 4.6 et la transitivité des fibres (3.4).

vii. pas nécessairement filtrantes !
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5. Application au calcul des fibres des R7f,

5.1. — Soient
fiX—Y
un morphisme de schémas, F un faisceau abélien sur X, on se propose de déterminer les
Rif,.(F). En vertu de 3.5, il revient au méme, a peu de choses pres, de connaitre les fibres
géométriques R f,(F)y, pour y € Y. Or (V 5.1) RIf,(F) est le faisceau associé au préfais-
ceau
H:Y' > HIX xyY', F)
sur Y, et par suite (3.9)
RIS, (F)y = lim H9(Y"),
y/
ou la limite inductive est prise suivant la catégorie filtrante opposée de la catégorie des
Y’ étales sur Y ponctués par y. Choisissant un voisinage ouvert affine U de y, on peut se
limiter dans la limite du deuxiéme membre a la catégorie cofinale des Y’ qui sont affines et
au-dessus de U. On obtient ainsi

(5.1.1) Rif (F)y ~ li_n)lH"(X XyY', F),
ou Y' varie dans la catégorie précédente.
Introduisons
—_ oy
Y = Spec(Oy 3) = h_n)l Y
(cf. 4.5), et

Y = X XyY
Notons que dans le systéme projectif des X Xy Y’ (déduit de celui des Y’ par changement
de base X — Y) les morphismes de transition sont affines, on est donc dans les conditions
générales de VII 5.1, et on voit aussitot, par construction de l(ln dans loc. cit., que 'on a un
isomorphisme canonique
Y = lim X XY Y, .
«—

Désignons par F le faisceau sur X image réciproque de F, alors on obtient un homomor-
phisme canonique

lim H9(X Xy Y',F) — HYX,F)

Y/
d’ou en comparant avec (5.1.1), un homomorphisme canonique

(5.1.2) Rif.(F); — HYX,F),

évidemment fonctoriel en F.

Supposons maintenant f : X — Y quasi-compact et quasi-séparé, alors il en est de méme
de X' XyY' = Y’ , et comme Y’ est affine, les X Xy Y’ sont quasi-compacts et quasi-séparés.
Utilisant (5.1.1) et le théoréme de passage a la limite VII 5.8, on obtient alors :

Théoreme 5.2. — Soient f : X — Y un morphisme quasi-compact et quasi-séparé de sché-
mas, F un faisceau abélien sur X, y un point de Y,y le point géométrique au-dessus de y, relatif
a une cloture séparable k(y) de k(y), Y = Spec(Oy 5) le schéma localisé strict correspondant,
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X = X Xy Y, F I'image inverse de F sur X. Alors ’lhomomorphisme canonique (5.1.2) est un
isomorphisme :
Rif(F)y ~ HI(X, P).

Cet énoncé rameéne pratiquement la détermination des fibres d’un faisceau R?f,(F) a
la détermination de la cohomologie d’un préschéma au-dessus d’un schéma strictement lo-
cal, et sera constamment utilisé par la suite. Techniquement, c’est 5.2 qui explique le role
important des anneaux henséliens et des anneaux strictement locaux dans I’étude de la co-
homologie étale.

Remarque 5.3. — L’énoncé reste valable pour ROf.(F) = f,(F), pour un faisceau d’en-
sembles quelconque. D’autre part, 5.2 reste également valable pour R! £, (F), lorsque F est
un faisceau en groupes (pas nécessairement commutatif), en prenant la définition habituelle
du R f,(F) (cf. thése de Giraud).

5.4. — Supposons maintenant que f soit un morphisme fini. Alors f : X — Y est un
morphisme fini, et comme Y est strictement local, il s’ensuit que X est une somme finie de
schémas strictement locaux X;. Par suite, utilisant 4.7 on trouve

(5.4.1) HYX,F)=0 pour q#0.
D’autre part, notons que les composantes X; de X correspondent aux points X; de X au-
dessus du point fermé y de Y i.e. aux points de Xy = Xy ®k(y), k(¥),. D’ailleurs, ces points
peuvent étre considérés comme des points géométriques de X, et X; n’est alors autre que le
schéma localisé strict de X en X;. On a donc (4.8)

HO(YIWF) = Fjln
d’ou

(5.4.2) H'X. P =[] F.

qui est un isomorphisme fonctoriel en le faisceau d’ensembles F (inutile ici de se restreindre
aux faisceaux abéliens). Tenant compte de 5.2 et 5.3, les formules précédentes (5.4.1) et (5.4.2)
donnent :

Proposition 5.5. — Soient f : X — Y un morphisme fini de préschémas, y un point de Y.
Alors pour tout faisceau F sur X, on a un isomorphisme (fonctoriel en F)

fy= I Fe

XEX Q1))

(par suite la formation de f,(F) commute a tout changement de base y' — Y), et si F est un
faisceau abélien, on a
Rif (F)=0siqg>0.

On notera que la premiére formule 5.5 est en fait indépendante de 5.2. et du théoréme de
passage a la limite général VII 5.7, et qu’elle implique (grace a 3.5) que F — f,.(F) est un
foncteur exact sur la catégorie des faisceaux abéliens, d’ou encore R f, (F) = 0 pour g # 0.
Voici une légere variante de 5.5 :



13

Corollaire 5.6. — Soit f : X — Y un morphisme entier. Alors pour tout faisceau abélien F
sur X, ona

Rif (F)=0 pour q#0.

De plus, le foncteur f, sur les faisceaux d’ensembles commute a tout changement de baseY' —

Y.

En effet, on est ramené grace a 5.2 a prouver que lorsque Y est strictement local, on a
HI(X, F) = 0 pour tout faisceau abélien sur X. Or on aura Y = Spec A, X = Spec B, B
étant une algebre entiére, et écrivant B = li_r)nBi, ou B, parcourt les sous-algebres de type
fini de B, (qui sont méme finies sur A), on aura X = l(iLni X;, ou X; = Spec B;. En vertu
de VII 5.13, on est ramené a prouver que R?f, (F;) = 0 pour g # 0, F; un faisceau abélien
sur X, ce qui résulte de 5.5. La derniére assertion de 5.6 se prouve par la méme méthode de
réduction a 5.5.

Corollaire 5.7. — Soit f : X — Y un morphisme d’immersion. Alors pour tout faisceau F
sur X, le morphisme canonique

[ fi(F) — F

est un isomorphisme.

Comme f se factorise en le produit d’'une immersion ouverte et d'une immersion fermée,
et que 5.7 est trivial dans le cas d’une immersion ouverte (IV n° 3), on est ramené au cas ou f
est une immersion fermée. On est ramené a prouver que pour tout x € X, ’homomorphisme
correspondant

(f*fo(F)y — Fx

est bijectif, or par transitivité des fibres (3.4) le premier membre n’est autre que la fibre
f+(F)s, donc il faut vérifier que ’homomorphisme canonique

f*(F)Y - FY
est bijectif, ce qui résulte aussitot de 5.5.
Remarque 5.8. — Utilisant 5.5 et procédant encore comme dans 5.6, on prouve facilement

que si f : X — Yest un morphisme entier, F un faisceau en groupes sur X (pas nécessai-
rement commutatif), alors R! f, (F) est le faisceau final sur Y (comparer remarque 5.3).

6. Supports

Soit U un ouvert de Zariski du schéma X. Alors I € Ob X, et en fait U est un sous-objet
del'objet final X de X, donc définit un sous-objet U de l'objet final de X, i.e. un « ouvert »
du topos étale X, de X (IV 8.3).

Proposition 6.1. — L’application précédente U — U est un isomorphisme de I’ensemble or-
donné des ouverts (au sens de Zariski) de X, sur I'ensemble des ouverts du topos étale Xy,.
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Comme X, — X est pleinement fidele, on voit aussitot que 'application U +— U
conserve les structures d’ordre i.e. (U C V) & (U C V), en particulier application pré-
cédente est injective. Pour prouver qu’elle est surjective, considérons un sous-faisceau F
du faisceau final X, et considérons les objets de X/, i.e. les schémas étales X’ sur X tels
que F(X') # @. Comme X' — X est étale, c’est une application ouverte (EGAIV 2.4.6),
en particulier son image (au sens ensembliste) Im(X") est ouverte. Soit U 'ouvert réunion
des Im(X') (X' € Ob X¢yF). Comme la famille des X' — U (X’ € Ob X¢f) est surjective,
donc couvrante, on conclut que U € Ob X f, donc Xpr = X¢yy, donc F = U, C.QFD..

Compte tenu de 6.1, nous pouvons donc parler sans ambiguité d’un « ouvert » de X, sans
préciser sinous entendons cette notion au sens habituel de Zariski ou au sens de la topologie
étale.

Corollaire 6.2. — Soient U un ouvert de X, j : U — X limmersion canonique, alors le
foncteur

J T X — Uy
induit une équivalence de catégories

T — T

En effet on vérifie aussit6t que pour tout site C ou les l(in finies existent, et pour tout sous-
objet U de l'objet final e de C, considérant le foncteur j : C — C,; défini par j(S) = S XU,
J est un morphisme de sites et j* : C — CJU induit une équivalence C/U — C/U.1l suffit
alors de conjuguer ce fait général et le fait que Uy, es canoniquement isomorphe a X-

De facon imagée, on peut exprimer 6.2 en disant que les opérations de « s’induire sur un
ouvert », au sens habituel des schémas d’une part, et au sens des topos de I’autre, sont com-
patibles. Voici une compatibilité analogue pour les opérations de « restriction a un fermé » :

Théoréeme 6.3. — Soient X un schéma, Y un sous-schéma fermé de X, U = X — Y muni de la
structure induite,i © Y — X et j : U — X les immersions canoniques. Alors le foncteur

iy * Yg — Xy

est pleinement fidele, et si F € Ob )’(\e;t, F est isomorphe a un faisceau de la forme
i.(G) sss j*(F) est isomorphe au faisceau final U sur U.

Démonstration. Comme i, et i* sont adjoints 'un de 'autre, le fait que i, soit pleinement
fidele équivaut aussi au fait que ’homomorphisme fonctoriel

i"(i,(G) — G

est un isomorphisme, ce qui n’est autre que 5.7. D’autre part, si G € Ob Yy, alors on vérifie
trivialement grace a 6.2 que j*(i,(G)) est le faisceau final sur U. Inversement, si F € Ob )F(:t
est tel que j*(F) soit le faisceau final, prouvons que F est isomorphe a un faisceau de la
forme i,(G), ou ce qui revient au méme, que ’homomorphisme canonique

G — i, i*G

est un isomorphisme. Or il suffit de vérifier encore que pour tout x € X, I’homomorphisme
induit sur les fibres géométriques en X est un isomorphisme. Lorsque x € U, cela n’est autre
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que ’hypothese faite sur G. Lorsque x € Y, par transitivité des fibres on est ramené a vérifier
que ’homomorphisme sur les fibres en X induit par

(G) — i"(1,i*(G))

est un isomorphisme, or ’homomorphisme précédent est un isomorphisme d’apres 5.7 ap-
pliqué a F = i*G et ai. Cela acheve la démonstration de 6.3.

Corollaire 6.4. — Le foncteuri, induit une équivalence de la catégorie des faisceaux abéliens
sur'Y avec la catégorie des faisceaux abéliens sur X dont la restriction d U = X — Y est nulle.

Conformément a 'usage courant nous identifierons donc souvent un faisceau abélien sur
Y a un faisceau abélien sur X nul sur U.

6.5. — En vertu de 6.1 nous savons donc (si X est un schéma) interpréter les « ouverts »
du topos & = 5(; comme ouverts U de X au sens habituel, et en vertu de 6.3 avec cette
identification le « topos résiduel » &;U de IV 3 est équivalent canoniquement au topos IF/;,
ou Y = X — U est muni d’une structure induite quelconque, faisant de Y un schéma. Nous
pouvons par suite appliquer a cette situation les résultats de IV 3., notamment la description
IV 3.3 des faisceaux Fsur X en terme des triplets (F', F”,u) ou F’ est un faisceau sur Y, F”
un faisceau sur U et u un homomorphisme de F’ dans i*j,(F'). Nous utiliserons librement
par la suite les notations i, j, de IV.3, qui désignent des foncteurs

.]' : (Uét)ab — (Xét)ab’
i (Xét)ab - Yét)ab’

ou l'indice « ab » dénote la catégorie des faisceaux abéliens. Ces foncteurs donnent lieu aux
deux suites exactes IV 3.7.

6.6. — Compte tenu des développements qui précédent et de la terminologie générale in-
troduite dans IV 8.5, il y a lieu d’introduire, pour un faisceau abélien Fsur X, ou une section
@ d’un tel faisceau, la notion de support de F resp. de @, comme étant le fermé (au sens
habituel, i.e. de Zariski) complémentaire du plus grand ouvert sur lequel 'objet en question
s’annule.

Dans la situation actuelle, il s’impose également de remplacer les notations générales V
4.3 HY(&yy F), %’CqU(F) par les notations H;(X, F), Z"g(F), le premier désignant un groupe
abélien, le deuxiéme un faisceau abélien sur Y (ou encore un faisceau abélien sur X, nul sur
U). Ainsi, on a #; = R%' etc.

Je renvoie a V 6 pour les propriétés générales des foncteurs précédents.

7. Morphismes de spécialisation des foncteurs fibres

7.1. — Nous avons vu au N° 4 comment on associe, a tout point géométrique & du schéma
X, un x-schéma strictement local

Y(é) = Spec Ox,fa
ne dépendant, en fait, que du point géométrique au-dessus de 'image x de & défini par la
cloture séparable k(x) de k(x) dans £ = k(). Nous nous restreindrons souvent par la suite
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aux points géométriques & = Spec 2 algébriques séparables sur X, i.e. tels que £2 soit une
cloture séparable de k(x), i.e. £ = X. Appelons un X-schéma Z un localisé strict de X s’il est
X-isomorphe a un schéma de la forme Spec Oy %, on voit donc que

& SpecOx . = X(&)

est une équivalence de la catégorie des points géométriques algébriques séparables sur X,
avec la catégories des X-schémas qui sont des localisés stricts de X, quand on prend comme
morphismes dans I'une et 'autre catégorie les seuls isomorphismes.

Ce dernier énoncé n’est plus exact quand on prend comme morphismes tous les
X-morphismes, car dans la seconds catégorie il peut y avoir des X-morphismes qui ne sont
pas des isomorphismes. On pose alors la

Définition 7.2. — Soient &, &' deux points géométriques du schéma X, on a appelle fléche de
spécialisation de &' a & tout X-morphisme entre les localisés stricts correspondants

X&) — X(©).

On dit que & est une spécialisation de &' ou que &' est une générisation de &, s’il existe une fléche
de spécialisation de &' a &.

On notera que les fleches de spécialisation se composent de fagon évidente, de sorte qu’en
prenant pour morphismes les fleches de spécialisation, les points géométriques de X forment
une catégorie, équivalente (ainsi que la sous-catégorie pleine formée des points géométriques
algébriques et séparables sur X) a la sous-catégorie pleine de (Sch),y formée des localisés
stricts de X.

Lemme 7.3. — Soient X un schéma, Z un X-schéma qui est isomorphe d une limite projective
pseudo-filtrante de X -schémas étales X;, avec des morphismes de transition affines (VII 5.1),
&' un point géométrique de X, Z' = X(&") le localisé strict correspondant. Alors :

a) L’application de restriction
Homy(Z', Z) — Homy(¢', Z)

est bijective.

b) Pour que les deux membres soient non vides, il faut et il suffit que 'images x' de &' dans
X soit dans celle de Z.

c) Soit T un Z-schéma, pour que T soit un localisé strict de Z, il faut et il suffit qu’il soit un
localisé strict de X.

Démonstration.

a) on est ramené aussitot au cas ou Z est un des X, i.e. ou Z est étale sur X, et par le
changement de base Z’ — X on peut supposer que Z’ 5 X, ot la conclusion par
4.2 (ii).

b) On note que si x” est 'image d’un point z de Z, alors k(z) est nécessairement une
extension algébrique séparable de k(x"), donc il existe un k(x’)-homomorphisme de
cette derniére dans k(&'), d’ou la conclusion.

¢) La démonstration est un exercice facile laissé au lecteur.

On conclutde 7.2 et 7.3 :



17

Proposition 7.4. — Soient & &' deux points géométriques du schéma X. Alors Iapplication de
restriction définit une bijection de I’ensemble Hom (X (&"), X(&)) des fléches de spécialisation
de &' dans & avec U'ensemble des X-morphismes de &' dans X ().

Corollaire 7.5. — Pour que & soit une spécialisation de &', il faut et il suffit qu’il en soit de
méme pour les images x, x' de &, &' dans X, i.e. que x appartienne d ’adhérence de {x'}.

Comme SpecOy  — SpecUy , est fidélement plat (4.4) il est surjectif, et il suffit donc
d’appliquer la deuxiéme assertion de 7.3.

Corollaire 7.6. — Pour tout schéma X, soit Pt(X) la catégorie des points géométriques sur
X (ou encore, des points géométriques algébriques séparables sur X), les morphismes étant les
fléches de spécialisation. Soit alors & un point géométrique d’un schéma X, X (&) le localisé strict
correspondant, on a alors une équivalence des catégories

PH(X(£)) = PHX),

obtenue en associant, d tout point géométrique &' de X (&), le point géométrique correspondant
sur X, avec le morphismes de spécialisation dans & déduit du morphisme structural &' — X(&)
grace a 7.4.

En d’autres termes, la donnée d’une générisation &' du point géométrique & équivaut essen-
tiellement a la donnée d’une point géométrique de X(&). Notons d’ailleurs qu’en vertu de 7.3
¢), P’homomorphisme correspondant X(£') — X (&) fait de X(&) le localisé strict de X(&),
relativement a &',

7.7. — Interprétons maintenant, pour tout point géométrique & de X et tout faisceau F sur
X, la fibre F; comme étant I'(X(£), F(£)), ot F(§) est 'image inverse de F sur X(£) (4.8).
Alors on voit que toute fleche de spécialisation
uig —¢
induit un homomorphisme, fonctoriel en F:
u* i Fp — Fp,
appelé homomorphisme de spécialisation associé a la fleche de spécialisation u. Il est évident,
d’apres la transitivité des images inverses de faisceaux, que I’on a pour une fleche de spé-
cialisation composée :
(wu)* = u*w*.
7.8. — Si & est un topos, rappelons (IVXXX référence) qu’on a appelé « foncteur fibre »,
ou (par abus de langage) « point » du topos &, tout morphisme de « topos final » (Ens) (iso-
morphe a la catégorie des faisceaux sur un espace réduit a un point!) dans &, i.e. tout fonc-
teur
@ = & — (Ens)

qui commute aux limites inductives quelconques, et aux limites projectives finies. Il y a lieu
de considérer 'ensemble des foncteurs fibres de & comme ’ensemble des objets d’une sous-
catégorie pleine de Hom(&, (Ens)), appelée catégorie des foncteurs fibres du topos E, dont
Popposée est appelée catégorie des points de &, et notée Pt(E), cf. (IV 6.1).

Lorsque E est de la forme 5(:; ou X est un schéma, nous avons défini dans 3.3 et 7.7 un
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foncteur
(+) PH(X) — Pt(Xg,),
ou le premier membre est défini dans 7.6. Ceci posé, on a le

Théoréme 7.9. — Soit X un schéma. Le foncteur précédent (x) est une équivalence de la ca-
tégorie des points géométriques sur X (avec comme morphismes les fléches de spectallsatlon)
avec la catégorie des points du topos étale Xet (opposée de celle des foncteurs fibres sur X )

Comme ce théoréme ne servira plus dans la suite du séminaire, nous nous bornons ici &
une esquisse de démonstration, ou nous nous permettrons certaines libertés avec les ques-
tions d’univers.

a) Le foncteur envisagé est pleinement fidéle. Pour tout X € Ob X, soit X X
(Ens) défini par

&

X (F) = Hom(X, F) = F(X).
Notons que le foncteur fibre

peut s’écrire
Ee lim X',
—

i
ou les X; sont des schémas affines étales sur X, indexés par une certaine catégorie
filtrante (cf. 4.3 et 4.5). On a donc pour tout foncteur ¢ : X — (Ens) :
Hom(&¢, @) ~ l(if_nHom(X L0,
1
d’autre part il est bien connu que 'on a un isomorphisme bifonctoriel
Hom(X/', ) = o(X)).
399 Lorsque ¢ est de la forme E,:, donc
. v
(p = li)n X’] i
J
on a donc une bijection naturelle
(%) Hom(&, E¢r) l(iilli_r)nHomX(X},Xi).
i
D’autre part on a (dans la catégorie des schémas)
X(©=limx, X(¢)=lmXx],
i J
d’ou
Hom (X (£"), X(£)) = lim Homy (X(¢"), X;),
i
d’autre part, comme X; est localement de présentation finie sur X, on a
Hom y (X (&), X;) ~ li_r)nHomX(Xj, X;),
J
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d’ou
() Homy (X(¢"), X(£)) ~ lim lim Homy (X}, X,).
[
La comparaison de () et (%) donne la conclusion voulue (moyennant une vérification

de compatibilités, laissée au lecteur).
b) Le foncteur envisagé est essentiellement surjectif.

7.9.1. — Remarquons d’abord que si C est un site ou les l(ﬁq finies sont représentables, C=¢
le topos correspondant, alors tout foncteur fibre ¢ sur & peut se représenter comme une
« limite inductive filtrante » de foncteurs de la forme

Y(F) = F(Y) =Hom(Y, F),Y € ObC,
(o Y est le faisceau associé a Y), de la facon suivante /). On consideére la catégorie Crp
des couples (Y, &), avec Y € ObC, & € ¢(Y) (les morphismes se définissant de la facon
évidente), et on note qu’on a un homomorphisme évident
(%) lim ¥ —¢
Y.Hecy,
en remarquant que

Hom(limY',) = lim Hom(Y’, ¢) = lim @(Y).

Cy C C,

4 4

Or on a un élément canonique dans l(ln @(Y), en associant a tout (Y, &) 'élément & de
C/(p

@(Y). Utilisant le fait que les l(in finies existent dans C, et que le foncteur Y - @(Y) y
commute, on voit que dans Cip les h(Ln finies existent ; a fortiori C/O(p est filtrant. Utilisant

que tout faisceau F est limite inductive des faisceaux de la forme Y et utilisant le fait que
@ commute aux limites inductives, on conclut aisément que I’homomorphisme de foncteurs
() est bijectif, et donne donc la représentation annoncée.

7.9.2. — Remarquons également que si & est un topos, Y un objet de &, d’ou un topos &y,
alors la donnée d’un foncteur fibre ¢ pour &y équivaut a la donnée d’un couple (¢, &), ou
@ est un foncteur fibre pour &, et ¢ € (Y). Au foncteur fibre y : &) — (Ens) on associe le
couple (@, &), ou @ estle composé Z = @(Z) =w(Z XY),etoué € p(Y)=w(Y XY)est
I'image de 'unique élément de y(Y) par le morphisme diagonal de Y X Y.

7.9.3. — Revenons maintenant au cas du site C = )’(:t, et soit ¢ : )’(\ét — (Ens) un foncteur
fibre sur le topos étale de X. Considérant la restriction de @ a la sous-catégorie pleine de
)r(\;t formée des ouverts de ce topos, ou ce qui revient au méme (6.1) des ouverts U de X, on
trouve une application
0o 1 UX) — (0,1)

commutant aux sup quelconques et aux inf finis. (On note que pour u € U(X), @(U) est
vide ou réduit & un point, et on prend ¢,(U) = 0 ou 1 suivant qu’on est dans I'un ou I'autre
cas).

viii. C’est un cas particulier de IV 6.8.3.
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On voit facilement, grace au fait que tout fermé irréductible de X a un point générique
et un seul ), que @, est défini & I'aide d’un unique x € X, par la condition

poU)=1 sss xeU,
ie.
pU)y=0gexel.
alors I'image de F dans le faisceau final X est un ouvert; et comme
o(F) — o)

est surjectif, on voit que @(F) # @ sss p(U) # @, i.e. sss x € U. Soit alors C/(p la catégorie
des couples (X’,&) ou X' € Ob Xy, et ¢ € @(X’). On a signalé dans 7.9.1 que C/O(P est
filtrante connexe. De plus, grace a 7.9.2 et a ce qui précéde appliqué & X' au lieu de X, si
(X',&) € Ob X, il lui est associé un unique point x’ € X', tel que pour un morphisme étale

X" — X', & est dans I'image de p(X”) — @(X') sss x’ est dans celle de X”. On conclut
de ceci que le schéma l(in des X’ suivant la catégorie C des (X', &) existe et est un localisé

Soit F € Ob X,

et

strict Z de X, correspondant donc a point géométrique & et un foncteur fibre ;. Pour tout
faisceau F, on a alors
E-(F) = lim(F)(X").
C‘P
Compte tenu de 7.9.1 on en conclut que @ est isomorphe a &, ce qui achéve la démonstration

de 7.9.

8. Deux suites spectrales pour les morphismes entiers
Proposition 8.1. — Soient f : X — Y un morphisme entier surjectif, F un faisceau abélien
surY. Pour tout entier i, soit 7('(F) le préfaisceau sur (Sch),y défini par
HI(F)Z) = H'(Z, Fyp),
ou F, est 'image inverse de F sur Z. Alors il existe une suite spectrale (fonctorielle en F)
H*(X,F) < qu = HP(X/Y,HI(F))
(« suite spectrale de descente »).

Bien entendu, le symbole H?(X/Y,G), pour un préfaisceau G sur (Sch),y, désigne le
p.eme groupe de cohomologie de Cech relatif, défini a I'aide du complexe des C"(X/Y,G) =
G(X™), o0 X désigne la puissance m. iéme dans (Sch),y. Pour établir 8.1, soit p,, : Xl
Y la projection, et posons

A" = (Z xns1),
ol Zyns1 désigne le faisceau constant Z sur X"*!. Alors les A" sont les composantes d’un

faisceau abélien simplicial sur Y, donc d’un complexe de faisceaux abéliens A* sur Y. Notons
qu’on a un homomorphisme évident

(*) :ZQY—) AO.

Ceci posé, on a le

ix. i.e. X est sobre dans la terminologie de IV 4.2.1. L’assertion faite est un cas particulier de IV 4.2.3.
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Lemme 8.2. — Le complexe (A*) muni de ’homomorphisme (x) est une résolution de Z'y. Plus
généralement pour tout faisceau abélien F surY, A* @ & F est une résolution de F.

Démonstration : On peut supposer Y affine, donc Y = Spec A, X = Spec B, ou B est une
A algébre entiére. On aura B = h_r)n B;, ou B, parcourt les sous-algebres de type fini donc
finies de B, d’'ou X = l(iile-, ou X,»I = Spec B;. Utilisant VII 5.11, on voit que le complexe
augmenté A*(X/Y) est alors la limite inductive des complexes augmentés A*(X;/Y). Cela
nous raméne au cas ou f est fini. Il suffit de prouver que pour tout point géométrique y de
Y, le complexe Aj est une résolution de Zy, et le reste apres tensorisation par un F. Mais si
X5 est la fibre de X en y, il résulte de 5.5 que le complexe Aj n’est autre que le complexe
analogue A*(X5/y). Cela nous raméne au cas ou Y est le spectre d'un corps séparablement
clos k. Utilisant 1.3 a) et b), on peut méme supposer k algébriquement clos, et X réduit, donc
X de la forme Iy, ou [ est un ensemble fini. Mais alors le complexe A* ® F s’identifie au
complexe de cochaines trivial de I'ensemble d’indices I a coefficient dans Fy, donc c’est bien
une résolution de F5,.
Nous obtenons donc, comme conséquence de 8.2, une suite spectrale

H*(Y,F) <= E} = HP(HY(Y,A* ® F)),
et il reste a expliciter le terme initial. Or on a un homomorphisme canonique
A" Q@ F — p, py(F),

et ce dernier est un isomorphisme, comme on voit encore par réduction au cas f fini et
passage aux fibres. Utilisant 5.5, on en conclut

HI(Y, A" ® F) ~ HI(X"™!, pi(F)) = JCUF)(X"™),

ce qui donne bien le terme initial annoncé dans 8.1.

Remarque 8.3. —  a) Lorsque l'on se donne un recouvrement localement fini de Y par
des ensembles fermés Y}, et qu’on pose X = ]_[[ Y; alors le morphisme canonique
f ¢ X — Yestfini, et la suite spectrale 8.1 a un terme initial qui s’explicite comme la
cohomologie du complexe défini par les Hq(Yl-Oml-p, FlYiO.,.ip)’ ouY ; =Y;n-ny,.
C’est donc la I’analogue de la suite spectrale de Leray pour un recouvrement fermé
localement fini d’un espace topologique ordinaire (TF Chapitre II 5.2.4). Cette derniére
peut d’ailleurs se généraliser également en une suite spectrale relative & un morphisme
«fini » i.e. propre a fibres finies, en procédant comme dans 8.1.

b) On notera 'analogie de la suite spectrale de 8.1 avec la suite spectrale de Leray d’un
recouvrement (X;) de Y (en P'occurrence par des X; étales sur Y); cette derniére s’ob-
tiendrait formellement en écrivant la suite spectrale 8.1 pour X = Hl_ X;. Il est pro-
bable en fait que ces deux suites spectrales admettent une généralisation commune,
qui serait valable chaque fois qu’on aurait une famille de morphismes (X; — Y), qui
soit « famille de descente effective universelle » pour la catégorie fibrée des faisceaux
étales sur un schéma de base variable (cf. n° 9 ci-dessous). La question analogue se
pose d’ailleurs en topologie ordinaire, a propos d’une généralisation commune des
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deux especes de suites spectrales de Leray d’un recouvrement, supposé soit ouvert,
soit fermé localement fini .

Proposition 8.4. — Soient Y un schéma, = un groupe profini, (;); le systéme projectif des
groupes quotients finis discrets de z, (X;),cy un systéme projectif de revétements principaux de
Y, de groupes les n;, les homomorphismes de transition X; — X; étant compatibles avec les
homomorphismes &; — m; sur les groupes d’opérateurs, X = l<i£1X,- (cf. VII 5.1), de sorte que
le groupe & opére sur le Y-schéma X, F un faisceau abélien surY. Alors on a une suite spectrale

«de Hochschild-Serre » (fonctorielle en F)
H*(Y, F) <= E} = H?(x,lim HY(X,, Fy),

1

ou Fy, est 'image inverse de F sur X;, et H?(r, —) désigne la cohomologie galoisienne.

Le terme E57 écrit ici est également (par définition de H?(x, —) et transitivité des limites
inductives) isomorphe a
E}? = lim H? (m;, HY(X;, Fy,)),
i
ce qui nous montre qu’il suffit de trouver un systéme inductif de suites spectrales (dépendant
de l'indice i)
H*(Y,F) <= "E}" = HP(z;, H(X;, Fx ).

Cela nous rameéne a définir la suite spectrale dans le cas ou « est fini. Alors f : X - Y
est un morphisme couvrant dans Yy, donc on peut écrire la suite spectrale de Leray de ce
morphisme. Compte tenu des isomorphismes canoniques :

G
X"~ XXG",

un calcul bien connu montre alors que pour tout préfaisceau H sur Xy, transformant
somme en produits, C*(X/Y, H') n’est autre que le complexe des cochaines homogeénes de
G a coefficients dans 7 (X)), d’ou la forme annoncés pour le terme initial.

Une variante de cette démonstration, évitant tout calcul, consiste a considérer E +—
X X, E comme un morphisme du site des z-ensembles finis dans le site étale de Y, et a
écrire la suite spectrale de Leray de ce morphisme. Enfin, lorsque 7 est fini, on peut égale-
ment regarder la suite spectrale de Hochschild-Serre comme étant un cas particulier de 8.1
relativement au morphisme f : X — Y.

Corollaire 8.5. — Supposons Y quasi-compact et quasi-séparé, alors la suite spectrale de 8.4
s’écrit
H*(Y,F) < E}' = HP(x, HI(X, Fy)).

En effet, en vertu de VII 5.8, on a alors des isomorphismes canoniques

lim HY(X;, Fy,) = HU(X, Fy).

1

i. Depuis la rédaction de ces lignes, P. Deligne a fait une théorie générale des « suites spectrales de descente »,
cf. Exp. V bis.
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Corollaire 8.6. — Soient Y un schéma local hensélien de point fermé y, F un faisceau abélien
surY, Fy le faisceau induit sur Y, = Spec(k(y)). Alors les homomorphismes canoniques

H"(Y,F) — H"(Y,, Fy)
sont des isomorphismes.
Soit en effet y un point géométrique sur y, correspondant a une cloture séparable k(y) =
k(y) de k(y); comme Y est hensélien, le localisé strict X de Yen y est la limite projective des
revétements étales galoisiens connexes y-ponctués X;, de sorte qu’on est sous les conditions

d’application de 8.5. Comme HY(X, Fy) = 0 pour g > 0 en vertu de 4.7, on en conclut des
isomorphismes

H"(Y,F) < H"(r, F(X)),

ou 7 est le « groupe de Galois » de X sur Y, isomorphe a celui de k(y) sur k = k(y). On
trouve de méme (ou par 2.3)

H"(Yy, Fy) < H"(x, Fy(X,)),

ouXg=X Xy, ¥V =~ Spec(k(¥)). Or 'homomorphisme de restriction F(X) — Fy(X,) est un
isomorphisme en vertu de 4.8, d’ou résulte aussitot la conclusion 8.6.

9. Descente de faisceaux étales

Le présent numéro ne servira plus dans la suite de ce Séminaire, et peut étre omis en
premiere lecture.

Proposition 9.1. — Soit f : X' — X un morphisme surjectif (resp. universellement submer-
sif (SGA 11X 2.1)) de schémas. Alors le foncteur f* : Xz — X/, est fidéle et « conservatif »
(cf. 3.6) (resp. induit un foncteur pleinement fidele de la catégorie des faisceaux sur X dans la
catégorie des faisceaux sur X, munis d’une donnée de descente relativement a f : X' — X).

Le premier point résulte aussitdt de la transitivité des foncteurs fibres (3.4) et de (3.7), le
deuxiéme (qui s’énonce aussi en disant que f est un morphisme de descente relativement a la
catégorie fibrée des faisceaux étales sur des schémas variables), signifie aussi que pour deux
faisceaux F, G sur Y, le diagramme naturel

(*) Hom(F, G) - Hom(F’,G') = Hom(F",G")

est exact, ou F' et G’ (resp. F” et G”) sont les images inverses de Fet G sur X' (resp. sur
X" = X' Xy X'). Prenant pour Fle faisceau final, I’énoncé donne le

Corollaire 9.2. — Soit f : X' — X un morphisme universellement submersif. Alors pour
tout faisceau F sur X, le diagramme

I'(X,F)= I['(X',F'Y= ['(X", F")
est exact, ou X" = X' Xy X', et ou F', F" sont les images inverses de F sur X', X".

Nous prouverons 9.1 en utilisant le
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Lemme 9.3. — Supposons f universellement submersif. Soit F un faisceau sur X, désignons
par S(F) Uensemble des sous-faisceaux de F, et définissons de fagon analogue S(F'), S(F").
Alors le diagramme d’applications naturelles

S(F)—> S(F') = S(F")

est exact.

Démonstration. Le fait que S(F) — S(F’) est injectif résulte aussitot du fait que le foncteur
S est conservatif; car si F; (i = 1,2) sont deux sous-faisceaux de F tels que f*(F;) =
f*(F,), alors les inclusions F; = F; N F, — F; (i = 1,2) sont des isomorphismes, car elles
deviennent telles aprés application du foncteur f*, donc F; = F,. Il reste a prouver que si
G’ est un sous-faisceau de F' tel que pr’lk(G’) = pr;(G’), alors G’ est 'image inverse d’un
sous-faisceau de F. Notons que I’on peut trouver un épimorphisme F; — Fdans X, ou F;
est représentable par un schéma étale sur X. Introduisons F, = F| X F}, et de méme F/,
F/', F;, F}, faisceaux donnant lieu & un diagramme d’ensembles

S(F) S(F") S(F")

N

S(F) — S(F)) —= S(F")

Wl

S(Fy) —= S(Fy) < S(F)),

dans lequel les colonnes sont exactes, grace aux propriétés d’exactitude dans la catégorie des
faisceaux sur X, X', X" respectivement. Un diagram-chasing standard montre alors que,
pour prouver que la premiére ligne est exacte, il suffit de le prouver pour les lignes 2 et 3.
Or pour la ligne 2 cela résulte du fait que F| est représentable, X’ — X universellement
submersif, et de SGA 1 IX 2.3. D’autre part, F, est également représentable, car c’est un
sous-faisceau de F; Xy F] qui est représentable, et on applique 6.1. Donc la ligne 3 est aussi
exacte, C.QED.

Prouvons maintenant 9.1, i.e. que tout morphisme v’ : F' — G’, compatible avec les
données de descente sur F’, G', u’ provient d’'un morphisme u : F — G.Soit H = F X G,
donc H' = F' X G', H" = F" X G", alors le graphe de u’ est un sous-faisceau I'' de H',
dont les deux images inverses sont égales au graphe d’un méme morphisme u” : F” —» G”.
Donc en vertu de 9.3. I’ provient d’un sous-faisceau I' de H. Je dis que I" est le graphe
d’un morphisme u : F — G, ie. que le morphisme p : I' — F induit par pr, est un
isomorphisme : en effet, il devient un isomorphisme aprés le changement de base X’ — X,
et on applique la partie déja prouvée de 9.1. Le morphisme u : F — G répond alors a la
question, C.QED.

Théoréme 9.4. — Soit f : X' — X un morphisme surjectif de schémas. On suppose que [’une
des hypothéses suivantes est vérifiée :

a) f est entier.
b) f est propre.
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c) f est plat et localement de présentation finie V.
d) X est discret (p.ex. le spectre d’un corps).

Alors f est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée F sur (Sch) des
faisceaux étales sur des schémas variables, i.e. le foncteur f* induit une équivalence de la
catégorie des faisceaux sur X avec la catégorie des faisceaux sur X', munis d’une donnée de
descente relativement a f : X' — X.

9.4.1. — Soit F’ un faisceau sur X', muni d’une donnée de descente relativement a f :
X' — X. On définit alors un foncteur

G: Xéot — (Ens)

par la formule
G(Y)=Ker(F'(Y')= F"(Y")).

On constate aussitot que G est un faisceau pour la topologie étale, d’autre part on a un
homomorphisme canonique injectif G — f,(F"), d’ot un homomorphisme f*(G) —» F’, et
ce dernier est évidemment compatible avec les données de descente. Il reste a examiner si
cet homomorphisme est un isomorphisme. Noter que G est aussi définissable par 'exactitude
de

G — f.(F') = g.(F"),

donc pour tout changement de base Y nox qui commute a la formation de f,(F') et g (F"),
h*(G) = Gy s’identifie au faisceau « descendu » de Fy, par Y’ — Y, et bien entendu I'ho-
momorphisme fy*(Gy) — (Fy)' est celui déduit de f*(G) — F’ par changement de base.
Or supposons que le changement de base f : Y = X' — X commute a la formation de
f«(F") et g, (F"), et notons que comme Y’ = X' Xy X' a une section sur Y’ = X', donc
Y’ — Y est un morphisme de descente effective pour toute catégorie fibrés, en particulier
pour 7, il s’ensuit que fy(Gy) — (Fy)' est un isomorphisme, donc f*(G) — F' devient un
isomorphisme aprés changement de base Y’ = X’ Xy X' — X’. Comme ce dernier a une
section, f*(G) — F' est un isomorphisme, donc la donnée de descente envisagée sur F’
est effective.

9.4.2. — Ceci prouve le théoréme 9.4 dans le cas a), grace a 5.6. Le cas b) résulte également
du fait que si f est propre, alors f, commute a tout changement de base Y’ — Y, (qui sera
prouvé dans un exposé ultérieur (XII 5.1 (i))).

9.4.3. — Dans le cas c), la question étant locale sur X on peut supposer X affine, et qu’il
existe un schéma affine X, de présentation finie, quasi fini et fidélement plat sur X, et un
X-morphisme X{ — X', ce qui nous raméne au cas ou f est quasi-fini. Quitte a localiser
encore sur X, au sens de la topologie étale cette fois, on voit qu’il existera un ouvert X de
X' tel que X| — X soit fini et surjectif, ce qui nous ramene au cas ou f est fini et surjectif,
déja traité dans a).

i. Il est probable que cette deuxiéme hypothése est en fait superflue.
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9.4.4. — Dans le cas d), on peut supposer (en se localisant sur X) que X est réduit a un seul
point, et méme compte tenu de 1.1, qu’il est spectre d’un corps k. De plus, f est universelle-
ment ouvert (EGA IV 2.4.9) donc on est sous les conditions de 9.1, et le raisonnement de 9.4.1
s’applique encore, en prenant un changement de base avec Y = Speck, ou k = k(x), pour
un x € X. Mais alors il est encore vrai que f, commute au changement de base ¥ — X,
comme nous verrons ultérieurement (XVI 1.4 et 1.5).

Ceci acheve la démonstration de 9.4.
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