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Introduction

1. Soit 𝑋 un espace topologique et 𝒰 = (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 un recouvrement de 𝑋, que l’on suppose 84
soit ouvert, soit fermé et localement fini. Si 𝔉 est un faisceau abélien sur 𝑋, la suite
spectrale de Leray :

(1.1)
∨
𝐻𝑝 (𝒰, ℋ𝑞(𝔉)) ⇒ 𝐻∗(𝑋, 𝔉)

définie par 𝒰 [[5] II (5.2.4) et (5.4.1)] peut se décrire de la façon suivante :
Le recouvrement 𝒰 définit une résolution «Cěchiste » 𝒞∗(𝒰, 𝔉), fonctorielle en 𝔉

(ibid (5.2.1)). D’autre part, on dispose, pour tout 𝔉 d’une résolution « flasque cano-
nique », 𝐶∗(𝔉), fonctorielle en 𝔉 (ibid (4.3)). Avec ces notations, la suite spectrale (1.1)
s’obtient, dans le cas où 𝒰 est ouvert, à partir du complexe double

(1.2) 𝛤 (𝑋, 𝒞∗(𝒰, 𝐶∗(𝔉))).

Dans le cas où 𝒰 est fermé et localement fini, on considère le complexe double

(1.3) 𝛤 (𝑋, 𝐶∗(𝒞∗(𝒰, 𝔉))).

2. Cherchons une description unifiée de ces doubles complexes. Désignons par 𝑋0 l’
espace topologique somme disjointe des 𝑈𝑖 et par 𝑋𝑛 (𝑛 ≥ 0) le produit fibré itéré
(𝑛 + 1)ième de 𝑋0 avec lui-même au-dessus de 𝑋

(2.1) 𝑋𝑛 = ∏
𝑖0…𝑖𝑛∈𝐼

𝑈𝑖0 ∩ ⋯ ∩ 𝑈𝑖𝑛 = ∏
𝜎∈Hom([𝑛],𝐼)

𝑛

⋂
0

𝑈𝜎(𝑖).

Les 𝑋𝑛 forment un système simplicial d’espaces topologiques, et si 𝑗𝑛 désigne la pro-
jection de 𝑋𝑛 sur 𝑋, on a

(2.2) 𝒞𝑛(𝒰, 𝔉) = 𝑗𝑛∗𝑗∗
𝑛 (𝔉).

Notons que la formation des résolutions flasques canoniques commute à la restric- 85
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tion à un ouvert et à l’image directe par une immersion fermée. Dès lors :
(a) si 𝒰 est ouvert

(2.3) 𝒞𝑞(𝒰, 𝐶𝑛(𝔉)) = 𝑗𝑞∗𝑗∗
𝑞 𝐶𝑝(𝔉) = 𝑗𝑞∗𝐶𝑝(𝑗∗

𝑞 𝔉)

(b) si 𝒰 est fermé et localement fini

(2.4) 𝐶𝑝(𝒞𝑞(𝒰, 𝔉)) = 𝐶𝑝(𝑗𝑞∗𝑗∗
𝑞 𝔉) = 𝑗𝑞∗𝐶𝑝(𝑗∗

𝑞 𝔉).

Ainsi, pour obtenir une description unifiée de (1.2) et (1.3), on voit qu’il suffit de
prendre la résolution « flasque canonique » de 𝑗∗

𝑞 (𝔉) sur 𝑋𝑞 pour tout 𝑞, puis d’ap-
pliquer le foncteur 𝑗𝑞∗ à cette résolution.

3. La description précédente garde un sens pour tout système simplicial d’espaces topo-
logiques au-dessus de 𝑋 :

𝛥0 ⟶ Top /𝑋(3.1)
[𝑛] ⟶ 𝑋𝑛

non nécessairement de la forme (2.1). Toutefois le double complexe, coaugmenté par 𝔉
(3.2) 𝔉 ⟶ (𝑗𝑞∗𝐶𝑝(𝑗∗

𝑞 (𝔉)))𝑝,𝑞

ne définira pas en général une résolution de 𝔉.
Ce travail est consacré à la recherche de conditions suffisantes pour que (3.2) dé-

finisse une résolution de 𝔉. Dans ce cas, la suite spectrale (1.1) se généralise en une
suite spectrale

(3.3)
∨
𝐻𝑝 (𝐻𝑞(𝑋𝑝, 𝑗∗

𝑝 (𝔉))) ⟶ 𝐻𝑝+𝑞(𝑋, 𝔉)
dite « suite spectrale de descente ».
Dans le cas de « coefficients constant », des suites spectrales analogues ont été ob-86

tenues par Segal (cf. [8]), par d’autres méthodes et pour d’autres « théories cohomolo-
giques », telles que la 𝐾-théorie. Segal se place dans la catégorie des CW-complexes :
il utilise un foncteur « réalisation géométrique » qui, à un complexe semi-simplicial
d’espaces topologiques, associe un nouvel espace topologique ; ce nouvel espace doit
se comparer au topos associé à un topos simplicial [cf. (1.2.12)].

4. Au paragraphe 5, nous illustrons les critères obtenus en construisant pour tout espace
analytique 𝑋 sur C, via la résolution des singularités, un système simplicial d’espaces
analytiques non singuliers au-dessus de 𝑋,

[𝑛] ⟶ 𝑋𝑛

tel que (3.2) définisse une résolution de 𝔉. Si l’on prend pour 𝔉 le faisceau constant C,
on obtient en particulier une suite spectrale

(4.1) 𝐻𝑞(𝑋𝑝,C) ⟶ 𝐻𝑝+𝑞(𝑋,C)
qui exprime la cohomologie complexe de 𝑋 en terme de la cohomologie complexe
d’espaces analytiques non singuliers. De plus, si 𝑋 est projectif, on peut supposer que
tous les 𝑋𝑝 sont projectifs : c’est là l’ingrédient essentiel qui permet d’obtenir une
espèce de « théorie de Hodge » pour 𝑋 (cf. [2]).
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5. Les constructions qui précédent s’étendent telles quelles lorsqu’on remplace le fais-
ceau 𝔉 par un complexe borné inférieurement de faisceaux. Elles conduisent à des
techniques de « localisation » dans les catégories dérivées :

On sait que pour 𝑋0 donné par (2.1), la flèche

𝑗∗
0 ∶ 𝐷𝑏(𝑋) ⟶ 𝐷𝑏(𝑋0)

n’est pas fidèle en général ; onmontrera qu’une donnée plus précise que celle de 𝑗∗
0 (𝐾 •) 87

(pour 𝐾 • ∈ 𝐷+(𝑋)), faisant intervenir les 𝑋𝑛, permet parfois de reconstituer le com-
plexe 𝐾 •.

Les énoncés obtenus seront utilisés dans l’appendice de l’exposé XVII pour étendre
la définition du foncteur 𝑅𝑓! (𝑓 morphisme séparé de type fini entre schémas) au cas
où 𝑓 n’est pas supposé compactifiable.

Dans cette application, il n’est pas possible de ne considérer que des espaces topo-
logiques remplacés ici par des sites étales de schémas. D’autre part, pour mener à bien
les démonstrations, il sera nécessaire de considérer aussi bien des systèmes simpli-
ciaux d’espaces que des systèmes multi-simpliciaux. Ceci explique, justifie ou excuse
le degré d’hypergénéralité dont on partira.

1. Préliminaires

1.1. Notations. —

1.1.1. — Dans tout ce qui suit, 𝒰 est univers tel que Z ∈ 𝒰 : tous les topos considérés seront
des 𝒰-𝑡𝑜𝑝𝑜𝑠.

Soient 𝑇 et 𝑇 ′ deux topos : un morphisme 𝜑 ∶ 𝑇 → 𝑇 ′ consiste en la donnée d’un couple
de foncteurs 𝜑∗ ∶ 𝑇 → 𝑇 ′ et 𝜑∗ ∶ 𝑇 ′ → 𝑇, muni d’une adjonction

Hom𝑇 ′(., 𝜑∗.)
∼

⟶ Hom𝑇(𝜑∗., .),

tel que 𝜑∗ soit exact à gauche (i.e. préserve les limites projectives finies).
Soient (𝑇 , 𝒪𝑇) et (𝑇 ′, 𝒪𝑇 ′) deux topos annelés : un morphisme de (𝑇 , 𝒪𝑇) dans (𝑇 ′, 𝒪𝑇 ′)

est un couple (𝜑, 𝜃) où 𝜑 ∶ 𝑇 → 𝑇 ′ est un morphisme de topos et 𝜃 ∶ 𝒪𝑇 ′ → 𝜑∗(𝒪𝑇) est un
morphisme d’anneaux.

1.1.2. — Nous ferons un usage constant du langage des catégories fibrées tel qu’il est expo-
sé dans [SGA 1 VI] ; le lecteur pourra aussi se reporter à [4]. Fixons simplement quelques
notations : si 𝐸 → 𝐵 est un foncteur fibrant (resp. cofibrant), pour un morphisme 𝑚 ∶ 𝑖 → 𝑗
dans 𝐵, nous noterons 𝑚∗ ∶ 𝐸𝑗 → 𝐸𝑖 (resp. 𝑚∗ ∶ 𝐸𝑖 → 𝐸𝑗) le foncteur « image réciproque
» (resp. « image directe ») qui lui est associé ; chacun de ces foncteurs est défini à un unique 88
isomorphisme fonctoriel près. Si 𝜑 ∶ 𝐸 → 𝐸′ est un 𝐵-foncteur, pour tout objet 𝑖 de 𝐵, nous
noterons 𝜑𝑖 ∶ 𝐸𝑖 → 𝐸′

𝑖 le foncteur restriction de 𝜑 à 𝐸𝑖.

1.1.3. — Enfin, nous désignerons par 𝛥 la catégorie suivante : les objets de 𝛥 sont les en-
sembles ordonnés [𝑛] = {0, 1, … , 𝑛} et les morphismes de 𝛥 sont toutes les applications
croissantes (au sens large). 𝛥+ (resp. 𝛥−) désignera la catégorie dont les objets sont ceux de
𝛥 et dont les flèches sont les monomorphismes (resp. les épimorphismes) de 𝛥. Nous uti-
liserons librement et au fur et à mesure des besoins les notations classiques introduites à
propos de 𝛥 [cf. [3] II 2].
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1.2. D-topos. —

Définition 1.2.1. — Soient 𝐷 une catégorie et 𝐸 → 𝐷 un foncteur fibrant et cofibrant. Nous
dirons que 𝐸 est bifibrée en topos au-dessus de 𝐷 ou que 𝐸 est un 𝐷-topos si les conditions
suivantes sont réalisées :
(a) Pour tout objet 𝑖 de 𝐷 la catégorie fibre 𝐸𝑖 est un topos.
(b) Pour tout morphisme 𝑚 ∶ 𝑖 → 𝑗 dans 𝐷, il existe un morphisme de topos 𝑓 ∶ 𝐸𝑗 → 𝐸𝑖

tel que 𝑓∗ = 𝑚∗ et 𝑓 ∗ = 𝑚∗.

Remarque. — La condition (b) peut encore s’exprimer, compte tenu de (a), en disant que
le foncteur 𝑚∗ est exact à gauche(1).

Lorsque 𝐷 = 𝛥 (resp. 𝛥 × 𝛥) on parlera de topos simplicial (resp. simplicial double) pour
désigner un 𝛥-topos (resp. un 𝛥 × 𝛥-topos).

Dans la pratique, nous rencontrerons des 𝐷-topos grâce aux considérations suivantes :

Définition 1.2.2. — Soit ℰ une catégorie fibrée et cofibrée au-dessus de 𝐷. Nous dirons que ℰ89
est bifibrée en duaux de topos au-dessus de 𝐷 si ℰ∘ est un 𝐷∘-topos.

Remarque 1.2.3. — Explicitement, ℰ est bifibrée en duaux de topos au-dessus de 𝐷 si et
seulement si les conditions suivantes sont réalisées :
(a) Pour tout objet 𝑖 de 𝐷, la catégorie duale ℰ𝑖

∘ de la catégorie fibre ℰ𝑖 est un topos.
(b) Pour tout morphisme 𝑚 ∶ 𝑖 → 𝑗 dans 𝐷, le foncteur 𝑚∗ est exact à gauche(2)

1.2.4. — Le lecteur trouvera au paragraphe 4 des exemples de catégories bifibrées en duaux
de topos.

1.2.5. — Soient ℰ → 𝐵 une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de 𝐵 et 𝑋 ∶
𝐷∘ → 𝐵 un foncteur. Alors on laisse au lecteur le soin de vérifier que (𝐷∘ ×𝐵 ℰ)∘ est un
𝐷-topos que nous noterons 𝑋.

1.2.6. — Nous dirons souvent qu’un foncteur 𝑋 ∶ 𝐷∘ → 𝐵 est un 𝐷-objet de 𝐵 et nous
désignerons par 𝑋𝑖 l’image par ce foncteur d’un objet 𝑖 de 𝐷 ; les 𝐷-objets de 𝐵 forment une
catégorie notée 𝐷∘𝐵. Si 𝑆 est un objet de 𝐵, un 𝐷-objet de 𝐵/𝑆 s’appellera un 𝐷-objet de 𝐵
augmenté vers 𝑆. La donnée d’un 𝐷-objet de 𝐵 augmenté vers 𝑆 est trivialement équivalente
à la donnée d’un morphisme fonctoriel 𝑋 → 𝐶𝐷

𝑆 où 𝑋 est un 𝐷-objet de 𝐵 et 𝐶𝐷
𝑆 le 𝐷-objet

de 𝐵 constant de valeur 𝑆.
Lorsque 𝐷 = 𝛥, on parlera d’objet simplicial (resp. objet simplicial augmenté).
Nous utiliserons aussi des objets simpliciaux doubles (en faisant 𝐷 = 𝛥 × 𝛥).

1.2.7. — Supposons maintenant que la catégorie 𝐵 possède des produits fibrés finis.90
Soit 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 une flèche dans 𝐵 : le bifoncteur

([𝑛], 𝑋) ⇝ HomEns([𝑛],Hom𝑆(𝑋, 𝑅))

1. N.D.E. : Il faut prendre garde que dans une catégorie fibrée, 𝑚⋆ est adjoint à gauche de 𝑚⋆ et donc est exact à
droite tautologiquement, cf. [SGA 1 VI.10], ce qui explique les formules 𝑓∗ = 𝑚∗ et 𝑓 ∗ = 𝑚∗.

2. N.D.E. : Cf. note précédente. Autrement dit, la famille de foncteurs ((𝑚∗)∘, (𝑚∗)∘) définit un système compatible
de morphismes de topos ℰ∘

𝑖 → ℰ∘
𝑗.
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de 𝛥∘ × (𝐵/𝑆)∘ dans Ens définit un foncteur :

[𝑛] ⇝ 𝑋[𝑛] = 𝑋𝑛

en prenant pour 𝑋𝑛 un représentant du foncteur

𝑍 ⇝ HomEns([𝑛],Hom𝑆(𝑍, 𝑅))

(𝑋𝑛 ≃

𝑛+1 fois

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑅 ×𝑆 ×𝑅 × ⋯ ×𝑆 𝑅)
Nous désignerons par [𝑅|𝑓𝑆] ou [𝑅|𝑆] l’objet semi-simplicial augmenté vers 𝑆 ainsi

construit.
Enfin, si 𝑋 et 𝑋′ sont deux objets semi-simpliciaux de 𝐵 (ou de 𝐵/𝑆) et

𝑢 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋′

un morphisme fonctoriel nous introduirons pour des raisons techniques l’objet

[𝑋|𝑢𝑋′]
calculé dans la catégorie 𝛥∘𝐵. Celui-là s’interprète comme un objet simplicial double(3) de 𝐵
que nous noterons alors [[𝑋|𝑢𝑋′]] : On dispose en effet d’un isomorphisme canonique de
catégories :

𝛥∘(𝛥∘𝐵) ∼−→ (𝛥 × 𝛥)∘𝐵.
Nous allons revenir maintenant à la notion générale de 𝐷-topos.

1.2.8. — Soient 𝐸 un 𝐷-topos : nous désignerons par 𝛤 (𝐸) la catégorie Hom𝐷(𝐷, 𝐸). Soit
𝑓 ∶ 𝐷′ → 𝐷 un foncteur : la catégorie 𝐷′ ×𝐷 𝐸 est un 𝐷′-topos et, par composition avec
𝑓, on obtient un foncteur

𝑓 ∗ ∶ 𝛤 (𝐸) ⟶ 𝛤 (𝐷′ ×𝐷 𝐸).
Dans le cas où 𝐷′ est réduite à un objet 𝑖 de 𝐷 (avec pour seul morphisme l’identité de 91

𝑖) et pour 𝑓 l’inclusion canonique notée 𝑒𝑖, on peut prendre pour 𝐷′ ×𝐷 𝐸 la catégorie fibre
𝐸𝑖 et 𝑒∗

𝑖 s’identifie alors au foncteur « évaluation en 𝑖 ».

Proposition 1.2.9. — Si 𝐷′ est une 𝒰-petite catégorie, le foncteur 𝑓 ∗ possède un adjoint à
droite et à gauche (notés respectivement 𝑓∗ et 𝑓!).

Cela résulte d’une légère généralisation du lemme de Kan [III 1.1], dont nous ferons un
usage constant.

Lemme 1.2.10. — Soient 𝐼, 𝐽 et 𝐴 trois catégories au-dessus d’une même catégorie 𝐵 : on sup-
pose que 𝐼 est 𝒰-petite et que 𝐴 est fibrée et cofibrée au-dessus de 𝐵. On se donne un 𝐵-foncteur
𝑓 ∶ 𝐼 → 𝐽 et l’on désigne par 𝑓 ∗ le foncteur

Hom𝐵(𝐽 , 𝐴) ⟶ Hom𝐵(𝐼, 𝐴)
défini par composition avec 𝑓. Alors si dans chaque fibre de 𝐴 au-dessus de 𝐵, les 𝒰-limites
inductives (resp. projectives) existent, 𝑓 ∗ possède un adjoint à gauche (resp. à droite).

3. N.D.E. : En clair, avec l’ordre habituel sur les indices, on a

[[𝑋|𝑢𝑋′]](𝑛,𝑚) =

𝑛+1 fois

⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞⏞𝑋𝑚 ×𝑋′𝑚
𝑋𝑚 × ⋯ ×𝑋′𝑚

𝑋𝑚

avec les fonctorialités déduites de celles sur les facteurs.
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Preuve. — Nous n’indiquerons que la démonstration de l’existence du foncteur adjoint à
gauche, la partie resp. du lemme s’en déduisant par dualité. Nous utiliserons le fait suivant,
dont la vérification est laissée au lecteur :

Lemme 1.2.10.1. — Soient 𝐴 une catégorie bifibrée au-dessus d’une catégorie 𝐵, 𝑏 un objet de
𝐵 et (𝐹𝜆)𝜆∈𝛬 un foncteur d’une catégorie 𝛬 dans la fibre 𝐴𝑏 ; quels que soient 𝐺 dans 𝐴𝑏′ , et
𝑢 ∶ 𝑏′ → 𝑏 (resp. 𝑢 ∶ 𝑏 → 𝑏′) dans 𝐵, on a une bijection :

Hom𝑢(𝐺, lim←−− 𝐹𝜆) ∼−→ lim←−−Hom𝑢(𝐺, 𝐹𝜆)

(resp. Hom𝑢(lim−−→ 𝐹𝜆, 𝐺) ∼−→ lim←−−Hom𝑢(𝐹𝜆, 𝐺))
chaque fois que le premier membre est défini.

Ceci étant, soit 𝐼 ⨿𝑓 𝐽 la catégorie sur 𝐵 définie par :92

ob(𝐼⨿𝑓𝐽) = ob(𝐼) ⨿ ob(𝐽 )

Hom(𝑥, 𝑦) =

⎧⎪
⎪
⎨
⎪
⎪⎩

Hom𝐼(𝑥, 𝑦) si 𝑥, 𝑦, ∈ ob(𝐼)
Hom𝐽(𝑥, 𝑦) si 𝑥, 𝑦, ∈ ob(𝐽 )
Hom𝐽(𝑓 (𝑥), 𝑦) si 𝑥 ∈ ob(𝐼) et 𝑦 ∈ ob(𝐽 )
∅ si 𝑥 ∈ ob(𝐽 ) et 𝑦 ∈ ob(𝐼).

La catégorie Hom𝐵(𝐼 ⨿𝑓 𝐽 , 𝐴) est équivalente à la catégorie des triples formés d’un B-
foncteur 𝐹 de 𝐼 dans 𝐴, d’une 𝐵-foncteur 𝐺 de 𝐽 dans 𝐴 et d’un morphisme 𝜑 de 𝐵-foncteur
de 𝐹 dans 𝐺 ∘ 𝑓 = 𝑓(𝐺).

Pour tout objet 𝑗 de 𝐽, on désigne par 𝐼/𝑗 la catégorie des objets de 𝐼 « placés par 𝑓 au-
dessus de 𝑗 » : les objets de 𝐼/𝑗 sont les couples (𝑖, 𝛼) où 𝑖 est un objet de 𝐼 et 𝛼 ∶ 𝑖 → 𝑗
une flèche dans 𝐼 ⨿𝑓 𝐽/𝑗, les morphismes de 𝐼/𝑗 étant ceux de 𝐼 ⨿𝑓 𝐽/𝑗. Si 𝑝𝐼 et 𝑝𝐽 sont les
projections de 𝐼 et 𝐽 sur𝐵, et si (𝑖, 𝛼) est un objet de 𝐼/𝑗, on désignera par 𝛼∗ ∶ 𝐴𝑝𝐼(𝑖) → 𝐴𝑝𝐽(𝑗)
le foncteur 𝑝𝐽(𝛼)∗.

Se donner un 𝐵-foncteur de 𝐼 ⨿𝑓 𝐽 dans 𝐴 revient encore à se donner 𝐹 ∈ Hom𝐵(𝐼, 𝐴),
𝐺 ∈ Hom𝐵(𝐽 , 𝐴) et un morphisme fonctoriel en 𝑗

𝜓𝑗 ∶ lim−−→
(𝑖,𝛼)∈𝐼/𝑗

𝛼∗(𝐹 (𝑖)) ⟶ 𝐺(𝑗).

(La fonctorialité en 𝑗 du membre de gauche résulte de (1.2.10.1)). L’adjoint à gauche de 𝑓 ∗

est donc donné par la formule :

𝑓!(𝐹 )(𝑗) = lim−−→
(𝑖,𝛼)∈𝐼/𝑗

𝛼∗(𝐹 (𝑖)).

Corollaire 1.2.11. — Soient 𝐸 un 𝐷-topos et 𝑖 un objet de 𝐷 ; le foncteur 𝑒∗
𝑖 admet un adjoint93

à gauche (resp. à droite défini par) :

𝑒𝑖!(𝑎)(𝑗) = ∐
𝛼∈Hom(𝑖,𝑗)

𝛼∗(𝑎)
(
resp. 𝑒𝑖∗(𝑎)(𝑗) = ∏

𝛼∈Hom(𝑗,𝑖)
𝛼∗(𝑎)

)

où a est un objet de 𝐸 au-dessus de 𝑖.

Proposition 1.2.12. — Soient 𝐷 une 𝒰-petite catégorie et 𝐸 un 𝐷-topos : alors la catégorie
𝛤 (𝐸) est un 𝒰-topos.
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On vérifie « fibre par fibre », à l’aide de (1.2.10.1), que la catégorie 𝛤 (𝐸) possède les pro-
priétés suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables.
b) Les sommes directes indexées par un élément de 𝒰 sont représentables. Elles sont

disjointes et universelles.
c) Les relations d’équivalence sont effectives universelles.
Il reste à montrer que 𝛤 (𝐸) possède un système de générateurs indexé par un élément

de 𝒰 : or, si pour tout objet 𝑖 de 𝐷, (𝐺𝑖𝜆)𝜆∈∧𝑖
est un système de générateurs de 𝐸𝑖 (où ∧𝑖 est

un ensemble 𝒰-petit), la famille (𝑒𝑖!(𝐺𝑖𝜆))𝑖,𝜆 est un système de générateurs de 𝛤 (𝐸).

1.2.13. — Nous allons introduire maintenant la notion de morphisme entre 𝐷-topos. Préci-
sons tout d’abord que si 𝐹 et 𝐹 ′ sont deux catégories au-dessus d’une même catégorie 𝐵 et
si 𝑇 ∶ 𝐹 → 𝐹 ′ est un 𝐵-foncteur, un 𝐵-adjoint à gauche à 𝑇 sera un foncteur 𝑆 ∶ 𝐹 ′ → 𝐹
adjoint à gauche à 𝑇 tel que les morphismes canoniques 1 → 𝑇 ∘𝑆 et 𝑆 ∘ 𝑇 → 1 soient des
𝐵-morphismes de foncteurs. Sous ces conditions, on vérifie trivialement que 𝑇 est cartésien
et que 𝑆 est cocartésien.

Définition 1.2.14. — Soient𝐸 et𝐸′ deux𝐷-topos : unmorphisme de𝐸 dans𝐸′ est un couple 94

de 𝐷-foncteurs 𝛷∗ ∶ 𝐸 → 𝐸′ et 𝛷∗ ∶ 𝐸′ → 𝐸, muni d’une 𝐷-adjonction Hom(𝛷∗., .)
𝜉
∼−→

(., 𝛷∗
•), tel que pour tout objet 𝑖 de 𝐷, le couple (𝛷∗𝑖

, 𝛷∗
𝑖 ), muni de l’adjonction induite par 𝜉,

soit un morphisme de topos de 𝐸𝑖 dans 𝐸′
𝑖 .

Proposition 1.2.15. — Soient 𝐸 et 𝐸′ deux 𝐷-topos et (𝛷∗, 𝛷∗) ∶ 𝐸 → 𝐸′ un morphisme.
On suppose que 𝐷 est une 𝒰-petite catégorie, alors le couple (𝛤 (𝛷∗), 𝛤 (𝛷∗)) ∶ 𝛤 (𝐸) → 𝛤 (𝐸′)
est un morphisme de topos.

Découle trivialement de la définition précédente.
Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, permet de construire des

morphismes de 𝐷-topos.

Lemme 1.2.16. — Soient 𝐸 et 𝐸′ deux catégories bifibrées au-dessus d’une même catégorie
𝐷, et 𝛷 un 𝐷-foncteur cartésien de 𝐸 dans 𝐸′ tel que, pour tout objet 𝑖 de 𝐷, 𝛷𝑖 ∶ 𝐸𝑖 → 𝐸′

𝑖
possède un adjoint à gauche. Alors, le choix pour tout 𝑖, d’une adjoint à gauche à 𝜙𝑖 détermine
canoniquement un 𝐷-foncteur 𝛹 ∶ 𝐸′ → 𝐸, 𝐷-adjoint à gauche à 𝛷.

Scholie 1.2.17. — Sous les conditions de (1.2.16), supposons que 𝐸 et 𝐸′ soient deux
𝐷-topos et que pour tout 𝑖 objet de 𝐷, tout adjoint à gauche du foncteur 𝛷𝑖 soit exact à
gauche : alors, si 𝜓 ∶ 𝐸′ → 𝐸 est un 𝐷-adjoint à gauche à 𝛷, le couple (𝛷, 𝜓) ∶ 𝐸 → 𝐸′

est un morphisme de 𝐷-topos.

Soient maintenant ℰ → 𝐵 une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de 𝐵, 𝑋 et
𝑋′ deux 𝐷-objet de 𝐵 et 𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑋′ un morphisme fonctoriel. Alors le choix de clivages
normalisés pour ℰ et ℰ∘ détermine canoniquement un morphisme (𝛼∗, 𝛼∗) ∶ 𝑋 → 𝑋′ de
𝐷-topos tel que, pour tout objet 𝑖 de𝐷(𝛼∗𝑖

, 𝛼∗
𝑖 ) ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋′

𝑖 soit égal à (𝛼∘
𝑖∗, 𝛼∗∘

𝑖 ), où 𝛼𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 95
𝑋′

𝑖 est la flèche de 𝐵 donnée par 𝛼. Pour deux choix différents de clivages pour ℰ et ℰ∘, il
existe un unique 𝐷-isomorphisme entre les morphismes ainsi obtenus. (Pour la vérification
de ces faits, le lecteur pourra se reporter à ([4] - (1.17)).
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1.3. D-topos annelé. —

Définition 1.3.1. — Un 𝐷-topos annelé est un couple (𝐸, 𝐴) où 𝐸 est un 𝐷-topos et 𝐴 un
anneau de 𝛤 (𝐸).

On vérifie alors que pour tout objet 𝑖 de 𝐷, 𝐴𝑖 est un anneau du topos 𝐸𝑖 et que pour tout
morphisme 𝑚 ∶ 𝑖 → 𝑗 la flèche canonique 𝐴𝑖 → 𝑚∗(𝐴𝑗) est un homomorphisme d’anneaux.

Définition 1.3.2. — Soient (𝐸, 𝐴) et (𝐸′, 𝐴′) deux 𝐷-topos annelés : un morphisme de (𝐸, 𝐴)
dans (𝐸′, 𝐴′) est un couple (𝛷, 𝜃) où 𝛷 ∶ 𝐸 → 𝐸′ est un morphisme de 𝐷-topos et 𝜃 ∶ 𝐴′ →
𝛤 (𝛷∗)(𝐴) est un homomorphisme d’anneaux.

Remarque 1.3.3. — Un morphisme 𝛷 ∶ (𝐸, 𝐴) → (𝐸′, 𝐴′) de 𝐷-topos annelés induit un
morphisme (𝛤 (𝛷), 𝜃) ∶ (𝛤 (𝐸), 𝐴) → (𝛤 (𝐸), 𝐴′) de 𝒰-topos annelés lorsque 𝐷 est une
𝒰-petite catégorie (cf. 1.2.15).

1.3.4. — Soit ℰ → 𝐵 une catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de 𝐵 et 𝒪 un
anneau de 𝛤 (ℰ∘) = Hom𝐵∘(𝐵∘, ℰ∘). Si 𝑋 ∶ 𝐷∘ → 𝐵 est un 𝐷-objet de 𝐵, le 𝐷-topos 𝑋
(cf. (1.2.5)) est naturellement annelé par (𝒪.𝑋∘) ∶ 𝐷 → ℰ et l’on désignera par (𝑋, 𝒪) le
𝐷-topos annelé ainsi construit. Si 𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑋′ est un morphisme fonctoriel, le morphisme
(𝛼∗, 𝛼∗) ∶ 𝑋 → 𝑋′ (cf. 1.2.17) induit canoniquement un morphisme (𝑋, 𝒪) → (𝑋′, 𝒪) de
𝐷-topos annelés encore noté 𝛼.

1.3.5. — Un 𝐷-topos annelé (𝐸, 𝐴) définit canoniquement une catégorieMod(𝐸, 𝐴) bifibrée
en catégorie abéliennes au-dessus de 𝐷 dont la fibre en un objet 𝑖 de 𝐷 est la catégorie96
Mod(𝐸𝑖, 𝐴𝑖) des modules sur le topos annelé (𝐸𝑖, 𝐴𝑖). Avec ces notations, la catégorie des
modules de𝛤 (𝐸) sur𝐴, notéeMod(𝛤 (𝐸), 𝐴) s’identifie à la catégorieHom𝐷(𝐷,Mod(𝐸, 𝐴)).

1.3.6. — Soit 𝜑 = (𝛷, 𝜃) ∶ (𝐸, 𝐴) → (𝐸′, 𝐴′) un morphisme de 𝐷-topos annelés. Il définit
deux foncteurs 𝜑∗ ∶ Mod(𝐸, 𝐴) → Mod(𝐸′, 𝐴′) et 𝜑∗ ∶ Mod(𝐸′, 𝐴′) → Mod(𝐸, 𝐴) entre
les catégories de modules correspondantes :

– Soit 𝑀 un objet deMod(𝐸, 𝐴) au-dessus d’un objet 𝑖 de 𝐷 : 𝛷∗(𝑀) est un module sur
𝛷∗(𝐴𝑖) et, grâce au morphisme 𝜃𝑖 ∶ 𝐴′

𝑖 → 𝛷∗(𝐴𝑖), on en déduit un module sur 𝐴′
𝑖

noté 𝜑∗(𝑀). Ce foncteur 𝜑∗ sera appelé le foncteur image directe par le morphisme 𝜑.
– Soit 𝑀′ un objet deMod(𝐸′, 𝐴′) au-dessus d’un objet 𝑖 de 𝐷 ∶ 𝛷∗(𝑀′) est un module

sur 𝛷∗(𝐴′
𝑖 ) et 𝜑∗(𝑀′) = 𝛷∗(𝑀′)⊗𝛷∗(𝐴′

𝑖 ) 𝐴𝑖 est canoniquement muni d’une structure
de module sur 𝐴𝑖. Au moyen de (1.2.16), on définit ainsi un foncteur 𝜑∗, adjoint à
gauche à 𝜑∗, et appelé foncteur image réciproque par le morphisme 𝜑.

1.3.6.1. — Nous dirons que 𝜑 est plat si le foncteur 𝛤 (𝜑∗) est exact.

Proposition 1.3.7. — Soient 𝑓 ∶ 𝐷′ → 𝐷 un foncteur et (𝐸, 𝐴) un 𝐷-topos annelé. Alors le
foncteur canonique

𝑓 ∗ ∶ Mod(𝛤 (𝐸), 𝐴) ⟶ Mod(𝛤 (𝐸 ×𝐷 𝐷′), 𝐴 ∘ 𝑓)

possède un adjoint à droite et à gauche si 𝐷′ est une 𝒰-petite catégorie. En particulier, il est
exact.
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Cela résulte immédiatement de (1.2.10) et de l’identification Hom𝐷(𝐷,Mod(𝐸, 𝐴)) ≃
Mod(𝛤 (𝐸), 𝐴).

Conformément aux notations générales, nous noterons 𝑓! (resp. 𝑓∗) l’adjoint à gauche 97
(resp. à droite) de 𝑓 ∗.

1.3.8. — Les considérations qui suivent nous fournissent un procédé de calcul commode
pour les foncteurs dérivés du type

𝑅𝛤 (𝜑∗) ∶ 𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴) ⟶ 𝐷+(𝛤 (𝐸′), 𝐴′),

où 𝜑 ∶ (𝐸, 𝐴) → (𝐸′, 𝐴′) est un morphisme de 𝐷-topos annelé (cf. (1.3.6)). [Si (𝑆, 𝒪𝑆) est
un topos annelé, nous notons 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆) la catégorie dérivée bornée inférieurement(4) de la
catégorie des 𝒪𝑆-modules de 𝑆].

1.3.9. — Ce calcul formel pourra d’ailleurs s’appliquer à d’autres contextes tels que la « des-
cente en cohomologie ℓ-adique » (cf. SGA 5).

Proposition 1.3.10. — Soit 𝐷 une 𝒰-petite catégorie. Si (𝐸, 𝐴) est un 𝐷-topos annelé, on
désigne par 𝐼(𝐸,𝐴) l’ensemble des objets de Mod(𝛤 (𝐸), 𝐴) isomorphe à un objet de la forme
∏𝑖∈ob(𝐷) 𝑒𝑖∗(𝑄𝑖), où, pour tout objet 𝑖 de 𝐷, 𝑄𝑖 est totalement acyclique (cf. V 4.1)(4) ; 𝐼(𝐸,𝐴)
vérifie les propriétés suivantes :

(i) Pour tout objet 𝐹 de Mod(𝛤 (𝐸), 𝐴) et tout objet 𝑖 de 𝐷, 𝑒∗
𝑖 (𝐹 ) est totalement acyclique.

(ii) Tout objet deMod(𝛤 (𝐸), 𝐴) s’injecte dans un objet de 𝐼(𝐸,𝐴).
(iii) 𝐼(𝐸,𝐴) est stable par sommes directes finies.
(iv) Pour tout morphisme 𝜑 ∶ (𝐸, 𝐴) → (𝐸′, 𝐴′) de 𝐷-topos annelés, le foncteur 𝛤 (𝜑∗)

transforme tout complexe acyclique de 𝐶+(𝛤 (𝐸), 𝐴), formé d’objets de 𝐼(𝐸,𝐴), en un com-
plexe acyclique formé d’objets de 𝐼(𝐸′,𝐴′).

Démonstration

(i) Compte tenu de l’expression explicite de 𝑒𝑖∗ (cf. (1.2.1.1)), il suffit de montrer lemme
suivant :

Lemme 1.3.10.1. — Soient (𝑆, 𝒪𝑆) un topos annelé et (𝐹𝑡)𝑡∈𝑇 une famille de𝒪𝑆-modules 98
totalement acycliques indexée par un ensemble 𝑇 𝒰-petit. Alors ∏𝑡∈𝑇 𝐹𝑡 est totalement
acyclique.

Soit 𝑋 un objet de 𝑆 : il existe une suite spectrale

(1.3.10.2) 𝐻𝑝(𝑋, ∏
𝑡∈𝑇

(𝑞)
𝐹𝑡) ⟶ ∏

𝑡∈𝑇
𝐻𝑝+𝑞(𝑋, 𝐹𝑡)

4. N.D.E. : Si 𝑓 ∶ (𝑆, 𝒪𝑆) → (𝑇 , 𝒪𝑇) est un morphisme plat de topos annelés, on note simplement 𝑓 ∗ (et non
𝐿+(𝑓 ∗)) le foncteur dérivé

𝑓 ∗ ∶ 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆) → 𝐷+(𝑇 , 𝒪𝑇)

comme dans la version initiale.
4. « Flasque » dans la terminologie de 𝑉.
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où ∏(𝑞)
𝑡∈𝑇 désigne le 𝑞-ième dérivé du foncteur « produit indexé par 𝑇 ». Comme

∏(𝑞)
𝑡∈𝑇 𝐹𝑡 est le faisceau associé au préfaisceau 𝑈 → ∏𝑡∈𝑇 𝐻𝑞(𝑈, 𝐹𝑡), (1.3.10.2) dé-

génère et on obtient des isomorphismes

(1.3.10.3) 𝐻𝑛(𝑋, ∏
𝑡∈𝑇

𝐹𝑡)
∼−→ ∏

𝑡∈𝑇
𝐻𝑛(𝑋, 𝐹𝑡)

d’où finalement 𝐻𝑛(𝑋, ∏𝑡∈𝑇 𝐹𝑡) = 0 pour tout 𝑛 > 0.
(ii) Soit 𝐹 un objet deMod(𝛤 (𝐸), 𝐴) ; on choisit pour tout 𝑖 un monomorphisme 𝐹𝑖 → 𝑄𝑖,

où 𝑄𝑖 est totalement acyclique dans Mod(𝐸𝑖, 𝐴𝑖) ∶ 𝑒𝑖∗(𝐹𝑖) → 𝑒𝑖∗(𝑄𝑖) est alors un
monomorphisme (puisque 𝑒𝑖∗ possède un adjoint à gauche), et la flèche canonique :

(1.3.10.4) 𝐹 ⟶ ∏
𝑖∈Ob(𝐷)

𝑒𝑖∗(𝐹𝑖) ⟶ ∏
𝑖∈Ob(𝐷)

𝑒𝑖∗(𝑄𝑖)

est encore un monomorphisme, comme on le vérifie trivialement.
(iii) Démonstration laissée au lecteur.
(iv) On laisse aussi au lecteur le soin de vérifier que 𝛤 (𝜑∗) transforme un objet de 𝐼(𝐸,𝐴)

en un objet de 𝐼(𝐸′,𝐴′). Ce point établi, il suffit, compte tenu de (i), de vérifier le lemme
suivant :

Lemme 1.3.10.5. — Si 0 → 𝐹 → 𝐺 → 𝐻 → 0 est une suite exacte courte dansMod(𝛤 (𝐸), 𝐴),99
avec 𝐹 ∈ 𝐼(𝐸,𝐴) et 𝐺 ∈ 𝐼(𝐸,𝐴), la suite

0 ⟶ 𝛤 (𝜑∗)(𝐹 )) ⟶ 𝛤 ((𝜑∗)(𝐺)) ⟶ 𝛤 (𝜑∗)(𝐻)) ⟶ 0

est exacte dans Mod(𝛤 (𝐸′), 𝐴′).

Il suffit de remarquer que 𝑒∗
𝑖 (𝐻) est acyclique pour tout objet 𝑖 de 𝐷 et que le calcul de

𝛤 (𝜑∗) se fait fibre par fibre, ce qui achève la démonstration de (1.3.10).

Corollaire 1.3.11. — Soit 𝜑 ∶ (𝐸, 𝐴) → (𝐸′, 𝐴′) un morphisme de 𝐷-topos annelés. On peut
calculer le foncteur 𝑅𝛤 (𝜑∗) au moyen de résolutions formées d’objets de 𝐼(𝐸,𝐴).

Soit 𝐿 ⊂ 𝐾+(𝛤 (𝐸), 𝐴) la sous-catégorie pleine des complexes fermés d’objets de 𝐼(𝐸,𝐴) :
𝐿 est une sous-catégorie triangulée en vertu de ((1.3.10), (ii)) et on peut lui appliquer le
théorème (5.1) de [[7] - Chap.1].

Corollaire 1.3.12. — Soit 𝜑 ∶ (𝐸, 𝐴) → (𝐸′, 𝐴′) un morphisme de 𝐷-topos annelés ; pour
tout objet 𝑖 de 𝐷 on désigne par 𝜑𝑖 ∶ (𝐸𝑖, 𝐴𝑖) → (𝐸′

𝑖 , 𝐴′
𝑖 ) le morphisme de 𝐷-topos annelé

induit par 𝜑 au-dessus de 𝑖. Alors le diagramme

𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴)
𝑒∗

𝑖 //

𝑅𝛤 (𝜑∗)

��

𝐷+(𝐸𝑖, 𝐴𝑖)

𝑅𝜑𝑖∗

��
𝐷+(𝛤 (𝐸′), 𝐴′)

𝑒∗
𝑖

// 𝐷+(𝐸′
𝑖 , 𝐴′

𝑖 )

est essentiellement commutatif.
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On dispose d’un morphisme

𝑒∗
𝑖 ∘ 𝑅𝛤 (𝜑∗) ⟶ 𝑅𝜑𝑖∗ ∘ 𝑒∗

𝑖

dont on vérifie que 𝑖 est un isomorphisme, grâce à (1.3.10).

Remarque 1.3.13. — Désignons par 𝒜(𝐸,𝐴) l’ensemble des objets 𝐹 de Mod(𝛤 (𝐸), 𝐴) tels 100
que 𝑒∗

𝑖 (𝐹 ) soit totalement acyclique pour tout objet 𝑖 de 𝐷. Il résulte de la démonstration de
(1.3.10) que l’on peut calculer 𝑅𝛤 (𝜑∗) au moyen de résolutions formés d’objets de 𝒜(𝐸,𝐴) ;
𝑖 est ce que l’on fait en particulier dans l’introduction en utilisant la « résolution flasque ca-
nonique »(4). D’après [(1.3.10)(i)], on a 𝐼(𝐸,𝐴) ⊂ 𝒜(𝐸,𝐴), mais nous utiliserons explicitement
𝐼(𝐸,𝐴) dans le paragraphe 2.

2. La méthode de la descente cohomologique

Dans ce numéro, 𝐷 est une catégorie 𝒰-petite.

2.1. Généralités. Notations. —

2.1.1. — Soit (𝑆, 𝒪𝑆) un topos annelé. La catégorie 𝑆 × 𝐷, muni de la projection canonique
𝑆 × 𝐷 → 𝐷, est un 𝐷-topos ; de plus la section de valeur constante 𝒪𝑆 définit un 𝐷-topos
annelé (𝑆 × 𝐷, 𝒪𝑆) appelé 𝐷-topos annelé constant de valeur (𝑆, 𝒪𝑆). Avec ces notations, la
catégorie Mod(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) s’identifie à la catégorie des foncteurs covariants de 𝐷 dans
Mod(𝑆, 𝒪𝑆).

On définit un foncteur exact :

𝜖∗ ∶ Mod(𝑆, 𝒪𝑆) ⟶ Mod(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆)

en associant à tout module 𝐹 sur 𝑆 le foncteur constant de valeur 𝐹. Le foncteur 𝜖∗ possède
un adjoint à droite 𝜖∗ qui associe à tout foncteur 𝐻 ∶ 𝐷 → Mod(𝒪𝑆) sa limite projective,
le morphisme d’adjonction 𝐹 → 𝜖∗𝜖∗(𝐹 ) étant celui qui envoie 𝐹 dans la limite projective
du foncteur constant de valeur 𝐹 ; ainsi 𝜖∗ est pleinement fidèle si et seulement si 𝐷 est
connexe.

Définition 2.1.2. — Soit (𝐸, 𝐴) un 𝐷-topos annelé ; une augmentation de (𝐸, 𝐴) est un mor- 101
phisme (de 𝐷-topos annelés) de (𝐸, 𝐴) dans un 𝐷-topos annelé constant. Un 𝐷-topos annelé
muni d’une augmentation sera appelé un 𝐷-topos annelé augmenté.

2.1.3. — Soit ℰ → 𝐵 une catégorie bifibrée en duaux de topos et 𝒪 un anneau de 𝛤 (ℰ∘) =
Hom𝐵∘(𝐵∘, ℰ∘). Soit 𝑆 un objet de 𝐵 ; un foncteur 𝐷∘ → 𝐵/𝑆, c’est-à-dire un morphisme
fonctoriel 𝑋 𝜃−→ 𝐶𝐷

𝑆 , où 𝑋 est un foncteur 𝐷∘ → 𝐵 (cf. (1.2.6)), induit une augmentation :

𝜃 ∶ (𝑋, 𝒪) ⟶ (ℰ∘
𝑆 × 𝐷, 𝒪𝑆) (cf. (1.3.4)).

désignerons par la même lettre que le morphisme fonctoriel qui lui donne naissance.

2.2. La descente cohomologique. —

4. cf. exposé XVII pour la généralisation de cette notion.
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2.2.1. — Soit 𝜃 ∶ (𝐸, 𝐴) → (𝑆 × 𝐷, 𝒪𝑆) un 𝐷-topos annelé augmenté, on pose, avec les
notations de (1.3.6) et (2.1.1),

𝜃∗ = 𝛤 (𝜃∗) ∘ 𝜖∗ ∶ Mod(𝑆, 𝒪𝑆) ⟶ Mod(𝛤 (𝐸), 𝐴)

et 𝜃∗ = 𝜖∗ ∘ 𝛤 (𝜃∗) ∶ Mod(𝛤 (𝐸), 𝐴) → Mod(𝑆, 𝒪𝑆).
L’image de 𝜃∗ se trouve dans la sous-catégorie pleine de Mod(𝛤 (𝐸), 𝐴) formée des sec-

tions cocartésiennes de 𝛤 (𝐷,Mod(𝐸, 𝐴)) : nous noterons 𝛤 cocart(𝐷,Mod(𝐸, 𝐴)) cette der-
nière catégorie(5)

Définition 2.2.2. — On dit que 𝜃 est une augmentation de descente effective si

𝜃∗ = 𝛤 (𝜃∗) ∘ 𝜖∗ ∶ Mod(𝑆, 𝒪𝑆) ⟶ 𝛤 cocart(𝐷,Mod(𝐸, 𝐴))

est une équivalence de catégories.

2.2.3. — Avec les notations de (2.2.1), supposons que 𝜃 soit plat, de sorte que 𝜃∗ est exact102

et passe trivialement aux catégories dérivées : on note encore 𝜃∗ le foncteur ainsi obtenu.
Avec ces notations :

Lemme 2.2.3.1. — Il existe deux morphismes fonctoriels

𝛼 ∶ id𝐷+(𝑆,𝒪𝑆) ⟶ 𝑅𝜃∗ ∘ 𝜃∗
et 𝛽 ∶ 𝜃∗ ∘ 𝑅𝜃∗ ⟶ id𝐷+(𝛤 (𝐸),𝐴)

mettant ces deux foncteurs en adjonction.

(cf. [9] (3.3)).

Définition 2.2.4. — On dit que 𝜃 est une augmentation de 1-descente cohomologique si
1∘) 𝜃 est plat
2∘) 𝜃∗ ∶ 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆) → 𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴) est pleinement fidèle.

Remarque 2.2.5. — La condition 2∘) la définition précédente peut aussi s’exprimer en di-
sant que le morphisme 𝛼 ∶ id𝐷+(𝑆,𝒪𝑆) → 𝑅𝜃∗ ∘ 𝜃∗ dans (2.2.3.1) est un isomorphisme. C’est
en pratique ce que l’on démontre et ce qui est utile.

Définition 2.2.6. — On dit que 𝜃 est une augmentation de 2-descente cohomologique (ou
de descente cohomologique effective) si 𝜃 est à la fois une augmentation de descente effective
et une augmentation de 1-descente cohomologique.

5. N.D.E. : Traduisons : un 𝐷-topos annelé augmenté est la donnée d’un système compatible de morphismes de
𝑆-topos

(𝑚∗, 𝑚∗) ∶ 𝐸𝑗 → 𝐸𝑖

où 𝑚 ∈ Hom𝐷(𝑖, 𝑗). La catégorie des sections cocartésiennes est la catégorie des données de descente dont les
objets sont les familles 𝐹𝑖 ∈ Ob(𝐸𝑖) munis de cocycles d’isomorphismes

𝐹𝑗
∼⟶ 𝑚∗𝐹𝑖.

Le foncteur qui à tout objet 𝐹 sur 𝑆 associe le foncteur constant de valeur 𝐹 est l’image inverse d’un morphisme
de topos

𝜖 ∶ 𝛤 (𝑆 × 𝐷) → 𝑆
induisant le morphisme de topos annelé de 2.1.3. Le couple (𝜃∗, 𝜃∗) est alors simplement induit par la composition
de morphismes de topos 𝜃 = 𝜖 ∘ 𝛤 (𝜃) ∶ 𝛤 (𝐸) → 𝑆 (cf. 1.2.15).
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La terminologie précédente est justifiée par le résultat suivant :

Proposition 2.2.7. — Soit 𝜃 une augmentation de descente cohomologique effective. Alors,
l’image essentielle de 𝜃∗

est la sous-catégorie pleine de 𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴) formée des complexes
𝐹 • tels que pour tout 𝑖, 𝐻 𝑖(𝐹 •) soit une section cocartésienne de Mod(𝐸, 𝐴).

Nous dirons, pour abréger, qu’un complexe 𝐹 • vérifiant les conditions précédentes est
une donnée de descente cohomologique.

Démonstration. — Il est clair que si 𝐾 • ∈ 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆), alors 𝜃∗(𝐾 •) est une donnée de des-
cente cohomologique : il suffit donc de montrer que pour toute donnée de descente coho-
mologique 𝐹 •, le morphisme canonique

𝛽(𝐹 •) ∶ 𝜃∗ ∘ 𝑅𝜃∗(𝐹 •) ⟶ 𝐹 •

est un isomorphisme dans 𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴). 103

a) Cas où 𝐹 • est borné : on raisonne par récurrence sur la longueur ℓ de l’intervalle des
entiers 𝑖 où 𝐻 𝑖(𝐹 •) ≠ 0 :

– pour ℓ ≤ 1 l’assertion est vraie parce que 𝜃 est de descente effective.
– supposons ℓ > 1 et soit 𝑛 le plus grand entier tel que 𝐻𝑛(𝐹 •) ≠ 0 : on dispose

d’un triangle distingué(5)

𝐻𝑛(𝐹 •)[−𝑛]

~~
𝐹 ′ • // 𝐹 •

``

tel que l’hypothèse de récurrence s’applique à 𝐹 ′ • ; 𝛽(𝐻𝑛(𝐹 •)[−𝑛]) et 𝛽(𝐹 ′ •)
étant des isomorphismes, il en est de même de 𝛽(𝐹 •).

b) Cas général : désignons par 𝜏≤(𝐹 •) le complexe

… 𝐹 𝑛−1 ⟶ 𝐹 𝑛−1 ⟶ Ker 𝑑𝑛 ⟶ 0 ⟶ 0 … ,

(cf. [7] (7.1)), de sorte que l’on dispose pour tout 𝑛 d’un diagramme commutatif :

𝜃∗ ∘ 𝑅𝜃∗(𝜏≤𝑛(𝐹 •)) ∼ //

��

𝜏≤𝑛(𝐹 •)

��
𝜃∗ ∘ 𝑅𝜃∗(𝐹 •) // 𝐹 •

et il suffit de voir que le morphisme

𝑅𝜃∗(𝜏≤𝑛(𝐹 •)) ⟶ 𝑅𝜃∗(𝐹 •)

induit un isomorphisme sur les 𝐻 𝑖 pour 𝑖 ≤ 𝑛. Or, on dispose d’un triangle : 104

5. pour tout complexe 𝐾 •, 𝐾 •[−𝑛] désigne le complexe 𝑇 −𝑛(𝐾 •), où 𝑇 est le foncteur translation.
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𝐹 ″ •

zz
𝜏≤𝑛(𝐹 •) // 𝐹 •

aa

avec 𝐻 𝑖(𝐹 ″ •) = 0 pour 𝑖 ≤ 𝑛. On en déduit alors que 𝐻 𝑖(𝑅𝜃∗(𝐹 ″ •)) = 0 pour 𝑖 ≤ 𝑛,
puis que 𝐻 𝑖(𝑅𝜃∗(𝜏≤𝑛(𝐹 •))) → 𝐻 𝑖(𝑅𝜃∗(𝐹 •)) est un isomorphisme pour 𝑖 ≤ 𝑛, ce qui
achève la démonstration.

C.Q.F.D.

Nous allons maintenant exposer une méthode de calcul explicite de

𝑅𝜃∗ = 𝑅𝜖∗ ∘ 𝑅𝛤 (𝜃)∗

fort utile dans la démonstration de certains critères de descente cohomologique, ainsi que
dans l’exploitation de la dite notion.

2.3. Un procédé de calcul pour 𝑅𝜖∗. — Nous commencerons par deux sorites.

2.3.1. — Soient𝐷 une𝒰-petite catégorie etAb la catégorie des groupes abéliens appartenant
à 𝒰. On désigne par 𝑟𝐷 le foncteur 𝐷 → (Hom(𝐷,Ab))∘ défini par la relation

𝑟𝐷(𝑖)(𝑗) = ZHom(𝑖,𝑗)

pour tout couple (𝑖, 𝑗) d’objets de 𝐷. On construit alors, pour tout couple (𝑖, 𝑋) formé d’un
objet de 𝐷 et d’un objet de Hom(𝐷,Ab) un isomorphisme canonique et fonctoriel :

Hom(𝑟𝐷(𝑖), 𝑋) ∼−→ 𝑋(𝑖)

2.3.1.1. — Soient 𝐴 une catégorie additive (cf. Tôhoku) et 𝐹 un foncteur 𝐷 → 𝐴 ; on définit
un foncteur 𝐹 ∶ (Hom(𝐷,Ab))∘ → Hom(𝐴∘,Ens) par la relation

𝐹(𝑋)(𝑎) = HomHom(𝐷,Ab)(𝑋,Hom𝐴(𝑎, 𝐹 (.)))

de sorte que le diagramme suivant, où ℎ𝐴 désigne le foncteur canonique :105

𝐷
𝑟𝐷 //

𝐹

��

(Hom(𝐷,Ab))∘

𝐹

��
𝐴

ℎ𝐴

// Hom(𝐴∘,Ens)

soit essentiellement commutatif.
On laisse au lecteur le soin de vérifier que 𝐹 transforme les sommes directes finies de

Hom(𝐷,Ab) en produits et que, si l’on désigne par Z le foncteur constant 𝐷 → Ab de
valeur Z, on a 𝐹(Z) = lim←−− 𝐹.

Enfin la correspondance 𝐹 ⇝ 𝐹 définit un foncteur covariant

Hom(𝐷, 𝐴) ⟶ Hom((Hom(𝐷,Ab))∘,Hom(𝐴∘,Ens)).
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2.3.1.2. — On désigne par Add(𝐷) la sous-catégorie pleine de (Hom(𝐷,Ab))∘ définie par les
objets de la forme 𝑟𝐷(𝑖), où 𝑖 est un objet de 𝐷, et leurs sommes directes finies. La catégo-
rie Add(𝐷) est additive et le foncteur 𝑟𝐷 ∶ 𝐷 → Add(𝐷) vérifie la propriété universelle
suivante :

2.3.1.3. — Pour tout catégorie additive 𝐴, le foncteur 𝐺 → 𝐺 ∘ 𝑟𝐷 induit une équivalence de
la sous-catégorie pleine de Hom(Add(𝐷), 𝐴) formée par les foncteurs additifs sur la catégorie
Hom(𝐷, 𝐴).

La catégorie Add(𝐷), définie à équivalence près par (2.3.1.3) s’appellera la catégorie ad-
ditive engendrée par 𝐷.

2.3.2. — Soient 𝐴 une catégorie abélienne et 𝑘 • • un complexe double que nous considérons
comme un objet de 𝐶+(𝐶+(𝐴)), le premier indice correspondant au premier signe 𝐶+ : on 106
désigne par (𝐾 • •)𝑠 le complexe simples associé (cf. Tôhoku (2.4), dont nous conserverons les
notations). On définit ainsi un foncteur

(2.3.2.1) ( )𝑠 ∶ 𝐶+(𝐶+(𝐴)) ⟶ 𝐶+(𝐴)

et on laisse au lecteur le soin de vérifier le lemme suivant :

Lemme 2.3.2.2. — Le foncteur ( )𝑠 définit un foncteur triangulé :

𝐾+(𝐶+(𝐴)) ⟶ 𝐾+(𝐴)

qui préserve les quasi-isomorphismes ; il définit donc un foncteur triangulé :

𝐷+(𝐶+(𝐴)) ⟶ 𝐷+(𝐴),

encore noté ( )𝑠.

Remarque. — On a le même résultat pour le foncteur ( )𝑠 ∶ 𝐶(𝐶𝑏(𝐴)) → 𝐶(𝐴) car la
suite spectrale que l’on envisage est birégulière par (EGA III (11.3.3)).

2.3.3. — Ceci étant, soient (𝑆, 𝒪𝑆) un topos annelé et 𝐷 une 𝒰-petite catégorie. Soit 𝑍 • ∈
𝐶+(Add(𝐷)) un complexe de cochaînes tel que 𝑍𝑛 = 0 pour 𝑛 < 0.

Tout objet 𝐹 de Mod(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) (qui s’identifie à un foncteur 𝐷 → Mod(𝑆, 𝒪𝑆)
d’après (2.1.1)) définit, par la propriété universelle de Add(𝐷) (2.3.1.3) un foncteur additif

𝐹 ∶ Add(𝐷) → Mod(𝑆, 𝒪𝑆).

Le complexe image
𝜀𝑍 •∗(𝐹 ) ∶= 𝐹 (𝑍 •)

est un objet de 𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆) qui varie fonctoriellement avec 𝐹. On a ainsi défini un foncteur
additif

𝜀𝑍 •∗ ∶ Mod(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) → 𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆),
qui est visiblement exact.

On définit ainsi un foncteur triangulé(6) :

(2.3.3.1) 𝐾+(𝜀𝑍 •∗) ∶ 𝐾+(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) ⟶ 𝐾+(𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆)).

6. N.D.E. : 𝐾+ désigne la catégorie des complexes bornés inférieurement à homotopie près.
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qui préserve les quasi-isomorphismes. De plus, il résulte de (2.3.2.2) que le foncteur com-
posé :

( )𝑠 ∘ 𝐾+(𝜀𝑍 •∗) ∶ 𝐾+(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) ⟶ 𝐾+(𝑆, 𝒪𝑆)
transforme les objets acycliques en objets acycliques. Il définit donc un foncteur triangulé :107

(2.3.3.2) 𝑅𝜀𝑍 •∗ ∶ 𝐷+(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) ⟶ 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆)

vérifiant la relation(7) 𝑄 ∘ ( )𝑠 ∘ 𝐾+(𝜀𝑍 •∗) = 𝑅𝜀𝑍 •∗ ∘ 𝑄 (7)

2.3.4. — Les données précédentes sont conservées et posons 𝐴 = 𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆). Tout d’abord,
𝐹 et 𝐹 sont compatibles au sens de la commutativité du diagramme de type Yoneda :

𝐴 ℎ // Hom(𝐴∘,Ens)

𝐷

𝑟𝐷 %%

//

𝐹
99

Add(𝐷)

𝑟𝐷
��

𝐹

OO

Hom(𝐷,Ab)

𝐹

>>

où ℎ, 𝑟𝐷 sont respectivement les flèche type Yoneda définies par

ℎ(𝑎) = (𝛼 ↦ Hom𝐴(𝛼, 𝑎) et 𝑟𝐷(𝑑) 2.3.1= (𝛿 ↦ Hom𝐷(𝑑, 𝛿)),

c’est-à-dire ℎ ∘ 𝐹 = 𝐹 ∘ 𝑟𝐷. On en déduit la formule

ℎ(𝜀𝑍 •∗(𝐹 ) = 𝐹(𝑟𝐷(𝑍)).

Par définition d’une limite projective, on a ℎ(𝜖∗𝐹 ) = lim←−− 𝐹 et, comme on l’a déjà remar-
qué, on a tautologiquement 𝐹(Z) = lim←−− 𝐹 de sorte qu’on a

𝐹(Z) = ℎ(𝜖∗(𝐹 )).

On considère 𝑍 • comme un complexe de chaînes dansHom(𝐷,Ab), c’est-à-dire un com-
plexe de la catégorie abélienne Hom(𝐷,Ab)∘ grâce au foncteur ̃𝑟𝐷. On peut donc parler de
notion de suite exacte, de résolution. Explicitement, une suite de Add(𝐷)

𝑍 → 𝑍′ → 𝑍"

est exacte si pour tout objet 𝑗 de 𝐷, la suite

HomAdd(𝐷)(𝑍", [𝑗]) → HomAdd(𝐷)(𝑍′, [𝑗]) → HomAdd(𝐷)(𝑍, [𝑗])

est exacte dans Ab. Soit 𝑡 ∶ 𝑍∘ → Z un morphisme de 𝑍∘ dans le foncteur constant de
valeur Z tel que le morphisme composé

(2.3.4.1) 𝑍1 ⟶ 𝑍0 𝑡−→ Z

soit nul.

7. N.D.E. : Autrement dit, 𝜀𝑍 •∗ se dérive trivialement en 𝐹 • ⇝ 𝜀𝑍 •∗(𝐹 •).
7. Pour toute catégorie abélienne 𝐴, la lettre 𝑄 désigne le foncteur canonique 𝐾+(𝐴) → 𝐷+(𝐴).
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Par fonctorialité (cf. (2.3.1.1)), on en déduit un morphisme 𝜀∗(𝐹 ) → 𝜀𝑍 •∗(𝐹 )∘ tel que le
morphisme composé

(2.3.4.2) 𝜀∗(𝐹 ) ⟶ 𝜀𝑍 •∗(𝐹 )∘ ⟶ 𝜀𝑍 •∗(𝐹 )1

soit nul.
Il existe alors un morphisme canonique de foncteurs triangulés :

(2.3.4.3) 𝑄 ∘ 𝐾+(𝜀∗)
𝑗
−→ 𝑄 ∘ ( )𝑠 ∘ 𝐾+(𝜀𝑍 •∗) = 𝑅𝜀𝑍 •∗ ∘ 𝑄

Proposition 2.3.5. — Les conditions et notations de (2.3.3) et (2.3.4) sont conservées ; on sup-
pose en outre que le complexe augmenté

… 𝑍𝑛 ⟶ 𝑍𝑛−1 ⟶ … 𝑍1 ⟶ 𝑍0 𝑡−→ Z

définit une résolution de Z.
Alors, pour tout complexe 𝐹 • formé d’objets de 𝐼(𝑆×𝐷,𝒪𝑆) (cf. 1.3.10),

𝑗(𝐹 •) ∶ 𝐺 ∘ 𝐾+(𝜀∗)(𝐹 •) ⟶ (𝑅𝜀𝑍 •∗ ∘ 𝑄)(𝐹 •)

est un isomorphisme. 108

Soit 𝑖 un objet de 𝐷 et 𝑄𝑖 un module sur (𝑆, 𝒪𝑆) : montrons que 𝑗(𝑒𝑖∗(𝑄𝑖)) est un iso-
morphisme. Il s’agit de voir que la suite :

(2.3.5.1) 0 ⟶ 𝑄𝑖 ⟶ 𝜀𝑍 •∗(𝑒𝑖∗(𝑄𝑖))∘ ⟶ 𝜀𝑍 •∗(𝑒𝑖∗(𝑄𝑖))1 ⟶ …

est exacte.
Pour cela il suffit de montrer que, pour tout objet 𝑋 deMod(𝑆, 𝒪𝑆), la suite :

(2.3.5.2)
0 ⟶ Hom(𝑋, 𝑄𝑖) ⟶ Hom(𝑋, 𝜀𝑍 •∗(𝑒𝑖∗(𝑄𝑖))∘) ⟶ Hom(𝑋, 𝜀𝑍 •∗(𝑒𝑖∗(𝑄𝑖))1) ⟶ …

est exacte. Or un calcul immédiat montre que (2.3.5.2) se réduit à :

0 ⟶ Hom(Z,Hom(𝑋, 𝑄𝑖)) ⟶ Hom(HomAdd(𝐷)(𝑍∘, [𝑖]),Hom(𝑋, 𝑄𝑖)) ⟶(2.3.5.3)

Hom(HomAdd(𝐷)(𝑍1, [𝑖]),Hom(𝑋, 𝑄𝑖)) ⟶ … .

Par hypothèse, la suite

0 ← Z ← HomAdd(𝐷)(𝑍∘, [𝑖]) ← HomAdd(𝐷)(𝑍1, [𝑖]) ← …

est une suite exacte de modules libres, donc est homotope à zéro. On déduit que (2.3.5.3) est
exacte.

Si pour tout objet 𝑖 de 𝐷, 𝑄𝑖 est un module totalement acyclique, on voit, en appliquant
le foncteur ∏𝑖∈Ob(𝐷) aux complexes (2.3.5.1), que l’on obtient encore un complexe acyclique
d’après (1.3.10.1). Ainsi 𝑗(∏𝑖∈Ob(𝐷)(𝑒𝑖∗(𝑄𝑖))) est un isomorphisme.

On laisse au lecteur le soin de déduire de ceci que 𝑗(𝐹 •) est un isomorphisme lorsque
𝐹 𝑛 ∈ 𝐼(𝑆×𝐷,𝒪𝑆) pour tout 𝑛 (par suites spectrales, par exemple).

Corollaire 2.3.6. — Sous les conditions de (2.3.5), le morphisme 𝑗 définit 𝑅𝜀𝑍 •∗ comme le 109
foncteur dérivé de 𝜀∗.
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La sous-catégorie de 𝐾+(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) définie par les complexes formés d’objets de
𝐼(𝑆×𝐷,𝒪𝑆) vérifie les conditions du théorème (5.1) de [[7], I], pour le foncteur 𝐾+(𝜀∗), en
vertu de (1.3.10) et (2.3.5) : le corollaire résulte immédiatement de cette remarque.

Corollaire 2.3.7. — Sous les conditions de (2.3.5), soient (𝐸, 𝐴) un 𝐷-topos annelé et 𝜃 ∶
(𝐸, 𝐴) → (𝑆 × 𝐷, 𝒪𝑆) une augmentation ; il existe un isomorphisme canonique

𝑅𝜃∗
∼−→ 𝑅𝛤 (𝜃∗)∘𝑅𝜀𝑍 •∗.

Cela résulte de [[7] - I - 5.4].

Remarque 2.3.8. — On savait a priori que 𝑅𝜀∗ existe et que l’on a un isomorphisme
𝑅𝜃∗

∼−→ 𝑅𝛤 (𝜃∗) ∘ 𝑅𝜀∗, vu que 𝛤 (𝜃∗) et 𝜀∗ sont induits par des morphismes de topos
annelés (cf. (1.3.6) et (2.1.1)). Cependant le calcul précédent s’avérera fort utile et applicable
à d’autres contextes, car, dans la pratique, les conditions de (2.3.5) seront toujours vérifiées.

Nous allons maintenant donner les exemples fondamentaux où l’on pourra appliquer
(2.3.5).

2.3.9. — Dans Add(𝛥), on pose 𝑍𝑛 = [𝑛] et on définit 𝑑𝑛 ∶ 𝑍𝑛 → 𝑍𝑛+1 par la formule

(2.3.9.1) 𝑑𝑛 =
𝑛+1

∑
𝑖=0

(−1)𝑖𝜕𝑖

où 𝜕𝑖 ∶ [𝑛] → [𝑛+1] est la 𝑖-ème face [cf. [3] II 2]. On prend pour 𝑡 ∶ 𝑍∘ → Z l’augmentation
naturelle évidente(8).

La condition de (2.3.4) est trivialement vérifiée. La condition de (2.3.5) résulte de ([5] I
(3.7.4)).

2.3.10. — Dans Add(𝛥 × 𝛥), on considère le complexe simple associé au complexe double :110

(2.3.10.1)

([𝑛], [𝑚 + 1])
𝑠𝑛,𝑚+1

1 // ([𝑛 + 1], [𝑚 + 1])

([𝑛], [𝑚])
𝑠𝑛,𝑚

1 //

𝑠𝑛,𝑚
2

OO

([𝑛 + 1], [𝑚])

𝑠𝑛+1,𝑚
2

OO

avec

(2.3.10.2)

⎧
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎩

𝑆𝑛,𝑚
1 =

𝑛+1

∑
𝑖=0

(−1)𝑖(𝜕𝑖, id[𝑚])

𝑆𝑛,𝑚
2 =

𝑚+1

∑
𝑖=0

(−1)𝑗(id[𝑛], 𝜕𝑗).

8. N.D.E. : De façon explicite, si 𝐹 est un complexe simplicial de différentielle d𝐹, 𝜀𝑍 •∗(𝐹 ) est le complexe simple
associé au complexe double 𝐹 𝑗(𝑖) de différentielle horizontale simpliciale d𝑖 et verticale d𝑗

𝐹.
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On laisse au lecteur le soin de vérifier (en utilisant (2.3.9)) que le complexe ainsi défini,
muni de l’augmentation naturelle évidente, vérifie les conditions de (2.3.5).

2.3.11. — On traite de manière analogue le cas multi-simplicial (avec 𝛥 × 𝛥 × ⋯ × 𝛥⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟⏟
𝑝-fois

).

111
2.4. La descente cohomologique relative. —

2.4.0. — Soient ℰ → 𝐵 une catégorie bifibrée en duaux de topos et 𝒪 un anneau de 𝛤 (ℰ∘).
Ces données définissent canoniquement une catégorie fibrée et cofibrée en catégories

abéliennes, notée Mod(ℰ∘, 𝒪), au-dessus de 𝐵∘ (cf. (1.3.3) et (1.3.4)) : dans tout ce qui suit,
les foncteurs « images directes » et « image réciproques » seront toujours pris par rapport
au foncteur fibrant et cofibrant : Mod(ℰ∘, 𝒪) → 𝐵∘.

Définition 2.4.0.1. — Nous dirons qu’un morphisme 𝑓 ∶ 𝑇 → 𝑆 dans 𝐵 est plat (relative-
ment à (ℰ, 𝒪)) si 𝑓∗ ∶ Mod(ℰ∘

𝑆, 𝒪𝑆) → Mod(ℰ∘
𝑇, 𝒪𝑇) est un foncteur exact(9).

2.4.1. — Soit 𝐺 une sous-catégorie fibrée et cofibrée deMod(ℰ∘, 𝒪) telle que, pour tout objet
𝑆 de 𝐵, 𝐺𝑆 soit une sous-catégorie épaisse (cf. Tôhoku (1.11)) de (Mod(ℰ∘, 𝒪))𝑆 - Le lecteur
trouvera au paragraphe 4 des exemples de telles situations.

Si𝑆 est un objet de𝐵, nous désignerons par𝐷+(𝑆), la catégorie dérivée deMod(ℰ∘
𝑆, 𝒪𝑆) :

on introduit, suivant [[7] (I § 4)], la catégorie 𝐷+
𝐺𝑆

(𝑆), qui s’identifie à la sous-catégorie
pleine de 𝐷+(𝑆) formée par les objets 𝑋 • tels que 𝐻𝑛(𝑋 •) ∈ 𝐺𝑆 pour tout 𝑛.

Nous supposerons que la condition suivante est toujours vérifiée.

2.4.1.1. — Pour tout morphisme ℎ ∶ 𝑇 → 𝑆 dans 𝐵, le foncteur 𝑅ℎ∗ ∶ 𝐷+(𝑇 ) → 𝐷+(𝑆) est
tel que 𝑅ℎ∗(𝐹 ) ∈ 𝐷+

𝐺𝑆
(𝑆) si 𝐹 ∈ 𝐺𝑇

(10).
D’après [[7] (I. (7.3). (ii))], cette condition entraîne que 𝑅ℎ∗(𝐷+

𝐺𝑇
(𝑇 )) ⊂ 𝐷+

𝐺𝑆
(𝑆).

2.4.2. — Soit 𝐷 une 𝒰-petite catégorie : nous supposerons dans tout ce qui suit que l’on s’est 112
donné un complexe 𝑍 • de Add(𝐷) vérifiant les conditions de (2.3.5) (dans les applications, on
aura en fait 𝐷 = 𝛥 ou 𝐷 = 𝛥 × 𝛥).

Si 𝑋 ∶ 𝐷∘ → 𝐵 est un 𝐷-objet de 𝐵, on désigne par Mod𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪) la sous-catégorie
pleine de Mod(𝛤 (𝑋), 𝒪) formée par les objets 𝐹 tels que 𝑒∗

𝑖 (𝐹 ) ∈ 𝐺𝑖 (= 𝐺𝑋𝑖
) pour tout

objet 𝑖 de 𝐷 ∶ Mod𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪) est une sous-catégorie épaisse de Mod(𝛤 (𝑋), 𝒪). Nous dé-
signerons par 𝐾+

𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪) (resp. 𝐷+
𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪)) la sous-catégorie pleine de 𝐾+(𝛤 (𝑋), 𝒪)

(resp. 𝐷+(𝛤 (𝑋), 𝒪)) formée des objets 𝑋 • tels que 𝐻𝑛(𝑋 •) ∈ Mod𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪) pour tout 𝑛.

9. N.D.E. : Cette notation peut prêter à confusion : on devrait sans doute écrire (𝑓 ∘)⋆ qui coïncide formellement
avec (𝑓 ⋆)∘ où 𝑓 ⋆ est le foncteur fibrant associé à ℰ → 𝐵. Par exemple, dans le cas de la catégorie des faisceaux sur
les espaces topologiques fibrée sur la catégorie des espaces topologiques (cf. 4.1), on a (𝑓 ∘)⋆(𝑆, 𝐹 ) = (𝑇 , 𝑓 −1𝐹 ) =
(𝑓 ⋆)∘(𝑆, 𝐹 ) où 𝑓 ∶ 𝑇 → 𝑆 est une application continue d’espaces topologiques, 𝐹 un faisceau sur 𝑆 et 𝑓 −1 est
l’image inverse usuelle. On reconnaît alors les conditions usuelles de platitude.

10. N.D.E. : Comme précédemment, il serait plus correct de noter 𝑅(ℎ∘)∗ = 𝑅(ℎ∗)∘ plutÃ´t que 𝑅ℎ∗, ce qui ren-
drait les notations plus conformes à l’intuition géométrique usuelle. On aurait aussi pu bien prendre les foncteurs
fibrants et cofibrants par rapport à Mod(ℰ, 𝒪) → 𝐵 et non aux catégories opposées. Mais les fibres auraient été
seulement des duaux de topos.
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2.4.3. — Soient 𝑋 et 𝑋′ deux 𝐷-objets de 𝐵 et 𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑋′ un morphisme fonctoriel. Rap-
pelons (cf. (1.3.4)) que nous notons encore 𝛼 ∶ (𝑋, 𝒪) → (𝑋′, 𝒪) le morphisme de 𝐷-topos
annelés correspondant.

Définition 2.4.3.1. — Nous dirons que 𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑋′ est plat si le morphisme de 𝐷-topos
annelés correspondant est plat au sens de (1.3.6.1).

On a alors le lemme évident :

Lemme 2.4.3.2. — Pour que 𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑋′ soit plat, il faut et il suffit que, pour tout objet 𝑖 de
𝐷, 𝛼𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → 𝑋′

𝑖 soit un morphisme plat (cf. (2.4.0.1)).

2.4.4. — Soit 𝛼 ∶ 𝑋 → 𝑋′ un morphisme, il définit un foncteur

(2.4.4.1) 𝐾+(𝛤 (𝛼∗)) ∶ 𝐾+(𝛤 (𝑋), 𝒪) ⟶ 𝐾+(𝛤 (𝑋′), 𝒪).

Lemme 2.4.4.2. — Le foncteur

𝐾+(𝛤 (𝛼∗))|𝐾+
𝐺(𝛤 (𝑋),𝒪) ∶ 𝐾+

𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪) ⟶ 𝐾+(𝛤 (𝑋′), 𝒪)

possède un foncteur dérivé à droite, noté 𝑅𝐺𝛤 (𝛼∗), et le morphisme canonique

𝑅𝐺𝛤 (𝛼∗) ⟶ 𝑅𝛤 (𝛼∗)|𝐷+
𝐺(𝛤 (𝑋),𝒪)

est un morphisme.113

De plus 𝑅𝐺(𝐷+
𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪)) ⊂ (𝐷+

𝐺(𝛤 (𝑋′), 𝒪)).

La première partie résulte de (1.3.10) et de [[7] - (I.(5.2))]. Pour vérifier la dernière asser-
tion, il suffit de montrer, en vertu de [[7] -(I. (7.3). (ii))], que 𝑅𝛤 (𝛼∗)(𝐹 ) ∈ 𝐷+

𝐺(𝛤 (𝑋′), 𝒪),
lorsque 𝐹 ∈ Mod𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪) ce qui résulte du calcul explicite de 𝑅𝛤 (𝛼∗) donné par (1.3.1.1)
et de l’hypothèse (2.4.1.1).

2.4.5. — Soit 𝑆 un objet de 𝐵 : le 𝐷-topos annelé (𝐶𝐷
𝑆 , 𝒪) (cf. (1.2.6)) s’identifie au 𝐷-topos

annelé constant (ℰ∘
𝑆 × 𝐷, 𝒪𝑆) et on a le lemme suivant qui résulte de [[7] (I. (7.3). (ii))] :

Lemme 2.4.5.1. — Le foncteur 𝑅𝜀𝑍 •∗|𝐷+
𝐺(𝛤 (𝐶𝐷

𝑆 ),𝒪), noté 𝑅𝐺𝜀𝑍 •∗, est à valeurs dans 𝐷+
𝐺𝑆

(𝑆)
et s’identifie un foncteur dérivé à droite du foncteur

𝐾+(𝜀∗)|𝐾+
𝐺(𝛤 (𝐶𝐷

𝑆 ),𝒪) ∶ 𝐾+
𝐺(𝛤 (𝐶𝐷

𝑆 ), 𝒪) ⟶ 𝐾+(𝑆).

Proposition 2.4.6. — Soit 𝜃 ∶ 𝑋 → 𝐶𝐷
𝑆 un 𝐷-objet de 𝐵 augmenté : le foncteur

𝐾+(𝜃∗)|𝐾+
𝐺(𝛤 )(𝑋),𝒪, possède un foncteur dérivé à droite, noté 𝑅𝐺𝜃∗, qui prend ses valeurs

dans 𝐷+
𝐺𝑆

(𝑆). De plus, il existe un isomorphisme canonique

𝑅𝐺𝜃∗
∼−→ 𝑅𝐺𝜀𝑍 •∗ ∘ 𝑅𝐺𝛤 (𝜃∗).

Démonstration laissée au lecteur à partir de ce qui précède.
Nous sommes maintenant en mesure de donner les définitions relatives à la descente

cohomologique.
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2.4.7. — Soit 𝜃 ∶ 𝑋 → 𝐶𝐷
𝑆 un𝐷-objet de𝐵 augmenté. Supposons que 𝜃 soit plat, de sorte que114

la restriction à 𝐷+
𝐺𝑆

(𝑆) du foncteur 𝜃∗ prend ses valeurs dans 𝐷+
𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪) : nous noterons

𝜃∗
𝐺 cette restriction. Avec ces notations :

Lemme 2.4.7.1. — Il existe deux morphismes fonctoriels 𝛼 ∶ id𝐷+
𝐺𝑆

(𝑆) → 𝑅𝐺𝜃∗ ∘ 𝜃∗
𝐺 et 𝛽 ∶

𝜃∗
𝐺 ∘ 𝑅𝐺𝜃∗ → id𝐷+

𝐺(𝛤 (𝑋),𝒪) mettant ces deux foncteurs en adjonction.

Cela résulte immédiatement de (2.2.3.1) et (2.4.6).

Définition 2.4.8. — On dit que 𝜃 est une augmentation de 1-descente cohomologique relati-
vement à 𝐺 si
1∘) 𝜃 est plat.
2∘) Le foncteur 𝜃⋆

𝐺 pleinement fidèle.

Remarque 2.4.9. — La condition 2∘) de la définition précédente peut encore s’exprimer en
disant que le morphisme 𝛼 dans (2.4.7.1) est un isomorphisme.

Définition 2.4.10. — Soit 𝜃 ∶ 𝑋 → 𝐶𝐷
𝑆 un 𝐷-objet de 𝐵 augmenté. On dit que 𝜃 est une

augmentation de descente effective relativement à 𝐺 si le foncteur

𝛤 (𝜃∗) ∘ 𝜀∗ ∶ 𝐺𝑆 ⟶ 𝛤 Cocart(𝐷, 𝐺)

est une équivalence de catégories.

Définition 2.4.11. — On dit que 𝜃 est une augmentation de 2-descente cohomologique (ou
de descente cohomologique effective) relativement à 𝐺 si 𝜃 est à la fois une augmentation de
1-descente cohomologique et de descente effective relativement à 𝐺.

On déduit alors de la démonstration de (2.2.7) le résultat suivant :

Théorème 2.4.12. — Soit 𝜃 ∶ 𝑋 → 𝐶𝐷
𝑆 une augmentation de 2-descente cohomologique 115

relativement à 𝐺. Alors l’image essentielle de 𝜃∗
𝐺 est la sous-catégorie pleine de 𝐷+

𝐺(𝛤 (𝑋), 𝒪)
formée des complexes 𝐹 • tels que pour tout 𝑛, 𝐻𝑛(𝐹 •) soit une section cocartésienne de 𝐺.

La proposition suivante, dont la vérification est laissée au lecteur, permet de transcrire la
définition (2.4.10) dans le langage de ([4]. 6) :

Proposition 2.4.13. — Pour que 𝜃 ∶ 𝑋 → 𝐶𝐷
𝑆 soit une augmentation de descente effective

relativement à 𝐺, il faut et il suffit que le foncteur 𝐷∘ → 𝐵/𝑆 au-dessus de 𝐵, défini par 𝜃,
induise une équivalence entre la catégorie des sections cartésiennes de 𝐺∘ au-dessus de 𝐵/𝑆 et
la catégorie des sections cartésiennes de 𝐺∘ au-dessus de 𝐷∘.

Corollaire 2.4.14. — Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans 𝐵 et
soit 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 un morphisme : pour que l’objet semi-simplicial augmenté [𝑅|𝑓𝑆] (cf. (1.2.7))
soit de descente effective relativement à 𝐺, il faut et il suffit que 𝑓 soit un morphisme de descente
effective pour la catégorie fibrée 𝐺∘ au-dessus de 𝐵.

Cela résulte de (2.4.13) et de ([4]-9).
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Définition 2.4.15. — Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans 𝐵 et
soit 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 un morphisme. Nous dirons que 𝑓 est un morphisme de 𝑖-descente cohomolo-
gique relativement à 𝐺 (𝑖 = 1, 2) si l’objet semi-simplicial augmenté [𝑅|𝑓𝑆] est de 𝑖-descente
cohomologique relativement à 𝐺.

Définition 2.4.16. — Supposons que les produits fibrés finis soient représentables dans 𝐵 et
soit 𝜃 ∶ 𝑋 → 𝐶𝐷

𝑆 une augmentation : nous dirons que 𝜃 est une augmentation de 𝑖-descente
cohomologique universelle (𝑖 = 1, 2) relativement à 𝐺 si, pour tout morphisme 𝑇 → 𝑆, l’aug-

mentation 𝑋𝑇
𝜃𝑇−−→ 𝐶𝐷

𝑇 obtenue par changement de base est une augmentation de 𝑖-descente116
cohomologique relativement à 𝐺.

La notion demorphisme de 𝑖-descente cohomologique universelle relativement à 𝐺 se déduit
immédiatement des deux définitions précédentes.

Nous emploierons souvent la terminologie « augmentation de 𝐺-𝑖-descente cohomolo-
gique » à la place de « augmentation de 𝑖-descente cohomologique relativement à 𝐺 ».

2.5. La suite spectrale de descente. —

2.5.1. — Soit 𝐴 une catégorie abélienne. On désigne par 𝐹 (𝐴) la catégorie dont les objets
sont les objets de 𝐴, munis d’une filtration discrète et codiscrète, et dont les morphismes
sont les morphismes filtrés de 𝐴 : la catégorie 𝐹 (𝐴) est une catégorie additive (mais non
abélienne).

La catégorie 𝐾(𝐹 (𝐴)) des complexes filtrés de 𝐴, de filtration discrète et codiscrète degré
par degré, est une catégorie triangulée et les foncteurs canoniques

(2.5.1.1) Gr𝑛 ∶ 𝐾(𝐹 (𝐴)) ⟶ 𝐾(𝐴)

sont triangulés. L’ensemble 𝛴 des morphismes 𝑓 de 𝐾(𝐹 (𝐴)) tels que Gr𝑛(𝑓 ) soit un quasi-
isomorphisme pour tout 𝑛 est donc un système multiplicatif saturé [cf. [9]. § 2. n∘ 1].

En inversant les flèches de ce système, on obtient une nouvelle catégorie triangulée notée
𝐷𝐹 (𝐴) et les foncteur Gr𝑛 se prolongent en des foncteurs

(2.5.1.2) Gr𝑛 ∶ 𝐷𝐹 (𝐴) ⟶ 𝐷(𝐴).

Nous ne considérerons, par la suite, que des complexes bornés inférieurement : on intro-
duit naturellement les notations 𝐾+(𝐹 (𝐴)) et 𝐷+𝐹 (𝐴).

2.5.2. — Soit𝐵 une sous-catégorie épaisse de𝐴 et désignons par𝐾+
𝐵 (𝐹 (𝐴)) la sous-catégorie117

pleine de 𝐾+(𝐹 (𝐴)) dont les objets sont les complexe 𝑋 • tels que 𝐻 𝑖(Gr𝑗(𝑋
•)) ∈ 𝐵 pour

tout couple d’entiers (𝑖, 𝑗) ∶ 𝐾+
𝐵 (𝐹 (𝐴)) est une sous-catégorie triangulée localisante de

𝐾(𝐹 (𝐴)) [cf. [7]. (I. § 5)]. Nous désignerons par 𝐷+
𝐵𝐹 (𝐴) la sous-catégorie pleine de 𝐷𝐹 (𝐴)

dont les objets sont les complexes bornés inférieurement 𝑋 • tels que 𝐻 𝑗(Gr𝑗(𝑋
•)) ∈ 𝐵

pour tout couple (𝑖, 𝑗) : d’après (loc. cit.), 𝐷+
𝐵𝐹 (𝐴) s’identifie à la catégorie de fractions

𝐾+
𝐵 (𝐹 (𝐴))𝛴∩𝐾+

𝐵 (𝐹 (𝐴)).
Le foncteur « oubli des filtrations » :

𝜄 ∶ 𝐾+(𝐹 (𝐴)) ⟶ 𝐾+(𝐴)
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est triangulé. De plus, il résulte de [[5]. I. (4.7)] que 𝜄(𝑓 ) est un quasi-isomorphisme si 𝑓 ∈ 𝛴
et que 𝜄(𝐾+

𝐵 (𝐹 (𝐴)) ⊂ 𝐾+
𝐵 (𝐴). Le foncteur 𝜄 s’étend ainsi en un foncteur triangulé

(2.5.2.1) 𝜄 ∶ 𝐷+𝐹 (𝐴) ⟶ 𝐷+(𝐴)

tel que 𝜄(𝐷+
𝐵𝐹 (𝐴)) ⊂ 𝐷+

𝐵(𝐴).
Notons enfin qu’il existe un foncteur spectral canonique 𝐷+

𝐵𝐹 (𝐴) → 𝐵, aboutissant à
𝐻𝑛 ∘ 𝜄, et dont le terme 𝐸1 est donné par 𝐻𝑝+𝑞 ∘ Gr𝑝 [cf. [5] I. (4.2)].

Nous revenons maintenant aux notations de (2.3) en supposant 𝐷 = 𝛥 : 𝑍 • désignera le
complexe de Add(𝛥) défini par (2.3.9.1).

Proposition 2.5.3. — Soit (𝑆, 𝒪𝑆) un topos annelé. Le foncteur

𝑅𝜀𝑍 •∗ ∶ 𝐷+(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) ⟶ 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆)

possède une factorisation canonique

𝐷+(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆) 𝐹 𝑅𝜀𝑍 •∗−−−−−−→ 𝐷+𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆) 𝜄−→ 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆).

De plus, pour tout entier 𝑖, le diagramme suivant est commutatif :

𝐷+(𝛤 (𝑆 × 𝐷), 𝒪𝑆)
𝑅𝑒∗

𝑖 //

𝐹 𝑅𝜖𝑍 •∗

��

𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆)

𝐷+𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆)

Gr𝑖

99

.

Considérons le foncteur 𝐶+(𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆))
( )𝑠−−−−→ 𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆) : si 𝑋⋅⋅ est un objet de 118

𝐶+(𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆)), on muni (𝑋⋅⋅)𝑠 de sa deuxième filtration canonique [cf. [5]. I.4.8] ; on
obtient ainsi une factorisation :

(2.5.3.1) ( )𝑠 ∶ 𝐶+(𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆)) ⟶ 𝐶+(𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆)) 𝜄−→ 𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆)

qui passe aux catégories 𝐾+ :

(2.5.3.2) ( )𝑠 ∶ 𝐾+(𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆)) ⟶ 𝐾+(𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆)) 𝜄−→ 𝐾+(𝑆, 𝒪𝑆)

car une homotopie de 𝐶+(𝐶+(𝑆, 𝒪𝑆)) induit une homotopie filtrée.
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On a alors un diagramme :

(2.5.3.3)

𝐷+(𝛤 (𝑆 × 𝛥), 𝒪𝑆)
𝑅𝜖𝑍 •∗

//

((

𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆)

𝐷+𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆)
𝚤

77

𝐾+(𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆))

OO

𝚤

''
𝐾+(𝛤 (𝑆 × 𝛥), 𝒪𝑆)

OO

( )𝑠∘𝐾+(𝜖𝑍 •∗)
//

66

𝐾+(𝑆, 𝒪𝑆)

OO

et on vérifie qu’il existe un foncteur

𝐹𝑅𝜖𝑍 •∗ ∶ 𝐷+(𝛤 (𝑆 × 𝛥), 𝒪𝑆) ⟶ 𝐷+𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆)

et un seul rendant commutatif (2.5.3.3).119
Le reste de la proposition est évident.

Proposition 2.5.4. — Soient (𝐸, 𝐴) un topos semi-simplicial annelé et

𝜃 ∶ (𝐸, 𝐴) ⟶ (𝑆 × 𝛥, 𝒪𝑆)

une augmentation : pour tout entier 𝑖, on désigne par

𝜃𝑖 ∶ (𝐸𝑖, 𝐴𝑖) ⟶ (𝑆, 𝒪𝑆)

le morphisme de topos annelé induit par 𝜃 au-dessus de 𝑖.
Le foncteur 𝑅𝜃∗ ∶ 𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴) → 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆) possède une factorisation canonique

𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴) 𝐹𝑅𝜃∗−−−−→ 𝐷+𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆) 𝜄−→ 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆)

telle que pour tout entier 𝑖, le diagramme canonique

𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴)
𝑅𝑒∗

𝑖 //

𝐹𝑅𝜃∗

��

𝐷+(𝐸𝑖, 𝐴𝑖)

𝑅𝜃𝑖∗

��
𝐷+𝐹 (𝑆, 𝒪𝑆)

Gr𝑖
// 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆)

soit essentiellement commutatif.

Résulte de ce qui précède et de (1.3.1.2).

Proposition 2.5.5. — Soient (𝐸, 𝐴) un topos semi-simplicial annelé et

𝜃 ∶ (𝐸, 𝐴) ⟶ (𝑆 × 𝛥, 𝒪𝑆)
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une augmentation de 1-descente cohomologique. Soit

𝐻 ∶ (𝑆, 𝒪𝑆) ⟶ (𝑅, 𝒪𝑅)

un morphisme de topos annelés. Alors il existe un foncteur spectral de 𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆) dans
Mod(𝑅, 𝒪𝑅) :

𝐸𝑝𝑞
1 = 𝑅𝑞(𝐻 ∘ 𝜃𝑝)∗ ∘ 𝜃∗

𝑝 ⟶ 𝑅𝑝+𝑞𝐻∗

appelé foncteur spectral de descente. 120

Soit 𝐻 ∘ 𝜃 ∶ (𝐸, 𝐴) → (𝑅 × 𝛥, 𝒪𝑅) l’augmentation déduite canoniquement de 𝜃 par
composition avec 𝐻 ; on a

(2.5.5.1) (𝐻 ∘ 𝜃)∗ = 𝐻∗ ∘ 𝜃∗

de sorte que le diagramme

(2.5.5.2)

𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆) 𝜃∗
//

𝑅𝐻∗

$$

𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴)

𝑅(𝐻∘𝜃)∗

��
𝐷+(𝑅, 𝒪𝑅)

est essentiellement commutatif car

𝑅(𝐻 ∘ 𝜃)∗
∼−→ 𝑅𝐻∗ ∘ 𝑅𝜃∗ et id𝐷+(𝑆,𝒪𝑆)

∼−→ 𝑅𝜃∗ ∘ 𝜃∗.

Grâce à (2.5.4), on dispose pour tout 𝑖, d’un diagramme essentiellement commutatif :

(2.5.5.3)

𝐷+(𝑆, 𝒪𝑆) 𝜃∗
//

𝑅𝐻∗

��

𝐷+(𝛤 (𝐸), 𝐴)
𝑅𝑒∗

𝑖 //

𝐹𝑅(𝐻∘𝜃)∗

��

𝐷+(𝐸𝑖, 𝐴𝑖)

𝑅(𝐻∘𝜃𝑖)∗

��
𝐷+𝐹 (𝑅, 𝒪𝑅)

𝚤

��

Gr𝑖
// 𝐷+𝐹 (𝑅, 𝒪𝑅)

𝐷+(𝑅, 𝒪𝑅) .

Le foncteur spectral annoncé, s’obtient en considérant le foncteur spectral canonique sur 121

𝐷+𝐹 (𝑅, 𝒪𝑅) que l’on compose avec 𝐹𝑅(𝐻 ∘ 𝜃)∗ ∘ 𝜃∗.
On laisse au lecteur le soin de vérifier la proposition suivante :
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Proposition 2.5.6. — Avec les notations précédentes, le terme 𝐸𝑝𝑞
2 du foncteur spectral précé-

dant s’écrit :
�̌�𝑝 ∘ 𝑅𝑞𝛤 ((𝐻 ∘ 𝜃)∗) ∘ 𝜃∗

où �̌�𝑝 ∶ Mod(𝛤 (𝑅 × 𝛥), 𝒪𝑅) → Mod(𝑅, 𝒪𝑅) est le foncteur qui associe à tout foncteur
𝛥 𝐹−→ Mod(𝑅, 𝒪𝑅) l’objet d’homologie en degré 𝑝 du complexe associé (noté 𝜀𝑍 •∗(𝐹 ) • dans
(2.3.3)).

Nous revenons maintenant à la terminologie introduite dans (2.4) : grâce au sorite (2.5.2),
toutes les considérations précédentes vont se transcrire mot pour mot en plaçant la lettre 𝐺
en indice partant ou cela a un sens. Les détails sont laissés au soin du lecteur ; on obtient en
particulier :

Proposition 2.5.7. — Soient 𝒪 ∶ 𝑋 → 𝐶𝐷
𝑆 une augmentation de 1-descente cohomologique122

relativement à 𝐺 et soit ℎ ∶ 𝑆 → 𝑅 un morphisme de 𝐵 ; il existe un foncteur spectral de
𝐷+

𝐺𝑆
(𝑆) dans 𝐺𝑅 :

𝐸𝑝𝑞
1 = 𝑅𝑞

𝐺(ℎ ∘ 𝜃)∗ ∘ 𝜃∗
𝑝,𝐺 ⟶ 𝑅𝑝+𝑞

𝐺 ℎ∗

avec 𝐸𝑝𝑞
2 = �̌�𝑝 ∘ 𝑅𝑞

𝐺𝛤 ((ℎ ∘ 𝜃)∗) ∘ 𝜃⋆
𝐺.

3. Critères de descente

3.0. Notations. — Dans tout ce qui suit, nous conserverons les notations de (2.4). Nous
supposerons toujours que les produits fibrés finis sont représentables dans 𝐵.

Nous supposerons de plus que 𝐵 vérifie la condition suivante

3.0.0. — Les sommes directes existent dans 𝐵, sont disjointes, universelles et sont des familles
de ℰ-descente effective et 𝐺∘-descente effective [cf. [4] (9.23) (9.25) et (9.27)].

3.0.1. — Rappelons maintenant quelques notations classiques sur les objets semi-
simpliciaux d’une catégorie [cf. ([3] Chap II) et (V. appendice)].

Soit 𝐸 une catégorie possédant des limites projectives finies 𝛥∘𝐸 désigne la catégorie des
objets semi-simpliciaux de 𝐸 (cf. (1.2.6)).

Soit 𝑛 un entier : on désigne par 𝛥
𝑛
(resp. 𝛥

𝑛
+, 𝛥

𝑛
−) la sous-catégorie pleine de 𝛥 (resp. 𝛥+,

𝛥−) formés par les objets [𝑝] tels que 𝑝 ≤ 𝑛.
Le foncteur restriction

(3.0.1.1) 𝑖∗
𝑛 ∶ 𝛥∘𝐸 ⟶ 𝛥

𝑛
∘𝐸

possède un adjoint à droite 𝑖𝑛∗, puisque les limites projectives finies existent dans 𝐸123
(cf. (1.2.10)). On note cosq𝑛 et on appelle foncteur cosquelette d’ordre 𝑛 le foncteur 𝑖𝑛∗ ∘ 𝑖∗

𝑛 ;
par abus de notations, nous utiliserons aussi la notation cosq𝑛 pour le foncteur 𝑖𝑛∗

.
Pour tout entier 𝑝, désignons par 𝛥

𝑛[𝑝]
(resp. 𝛥

𝑛[𝑝]
+) la sous-catégorie pleine 𝛥[𝑝] (resp. 𝛥+

[𝑝])

des objets de 𝛥 (resp. 𝛥+) au-dessus de [𝑝], définie par les objets [𝑞] au-dessus de [𝑝] tels que
𝑞 ≤ 𝑛 ; on laisse au lecteur le soin de vérifier que l’on a :

(3.0.1.2) (cosq𝑛(𝑋))𝑝 = lim←−−
𝛥𝑛[𝑝]

𝑋𝑞
∼−→ lim←−−

𝛥+
𝑛[𝑝]

𝑋𝑞.
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3.0.2. — Soient 𝑋 et 𝑋′ deux objets de 𝛥∘𝐸 et 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 ⇉ 𝑋′ deux morphismes. Une homo-
topie de 𝑓 vers 𝑔 consiste en la donnée pour tout 𝑛 d’une application ℎ𝑛 ∶ Hom𝛥([𝑛], [1]) →
Hom𝐸(𝑋𝑛, 𝑋′

𝑛) vérifiant les deux conditions suivantes :

(3.0.2.1) ℎ𝑛(𝜕1) = 𝑓𝑛 et ℎ𝑛(𝜕∘) = 𝑔𝑛 pour tout 𝑛.

3.0.2.2. — pour toute flèche [𝑛] → [𝑝] dans 𝛥, on a un diagramme commutatif :

Hom𝛥 ([𝑝], [1]) //

��

Hom𝐸(𝑋𝑝, 𝑋′
𝑝)

**
Hom𝐸(𝑋𝑝, 𝑋′

𝑝)

Hom𝛥 ([𝑛], [1]) // Hom𝐸(𝑋𝑛, 𝑋′
𝑛)

44

.

N.B. : La relation ainsi introduite sur l’ensemble des morphismes de 𝑋 dans 𝑋′ n’est pas une
relation d’équivalence ; on peut palier à cet inconvénient en introduisant la notion d’homo-
topie composée [cf. [3] chap III] : nous n’utiliserons pas cette dernière notion.

Lemme 3.0.2.3. — Soient 𝑋 et 𝑋′ deux objets de 𝛥∘𝐸, 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 ⇉ 𝑋′ deux morphismes et 124
𝐹 ∶ 𝐸 → 𝐶 un foncteur où 𝐶 est une catégorie abélienne. Une homotopie simpliciale de 𝑓 vers
𝑔 induit une homotopie sur les morphismes de complexes de cochaînes canoniquement associés
à 𝐹 (𝑓) et 𝐹 (𝑔).

On est ramené au cas où 𝐶 est la catégorie des modules sur un anneau et on applique
[[5] I. (3.7.1)].

Lemme 3.0.2.4. — Soient 𝑛 un entier, 𝑋 et 𝑋′ deux objets de 𝛥∘𝐸. Soient 𝑓 et 𝑔 deux mor-
phismes de 𝑋 dans 𝑋′ tels que 𝑓𝑝 = 𝑔𝑝 pour 𝑝 < 𝑛 : alors il existe une homotopie simpliciale
de cosq𝑛(𝑓 ) vers cosq𝑛(𝑔).

On définit

ℎ𝑝 ∶ Hom𝛥([𝑝], [1]) ⟶ Hom(𝑋𝑝, 𝑋′
𝑝)

par l’application constante de valeur 𝑓𝑝 = 𝑔𝑝 pour 𝑝 < 𝑛, puis ℎ𝑛 ∶ Hom𝛥([𝑛], [1]) →
Hom(𝑋𝑛, 𝑋′

𝑛) en envoyant tous les éléments de Hom𝛥([𝑛], [1]), sauf 𝜕∘, sur 𝑓𝑛, et 𝜕∘ sur 𝑔𝑛.
On remarque ensuite que

Hom𝛥([𝑘], [1]) = lim←−−
[𝑞]→[𝑘]

𝑞≥𝑛

Hom([𝑞], [1])

pour 𝑘 > 𝑛, ce qui permet de définir canoniquement ℎ𝑘.
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3.1. Comparaison de deux augmentations du point de vue de la 1-descente coho-
mologique. — Soit 𝑆 un objet de 𝐵 : on désigne par Homplat(𝐷∘, 𝐵/𝑆) la sous-catégorie
pleine deHom(𝐷∘, 𝐵/𝑆) dont les objets sont les augmentations plates [cf. (1.2.6) et (2.4.3.1)].

Proposition 3.1.1. — Soient 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝐷
𝑆 et 𝑋′ 𝑢′

−→ 𝐶𝐷
𝑆 deux objets de Homplat(𝐷∘, 𝐵/𝑆). Soit

𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋′ un morphisme au-dessus de 𝑆 (i.e. un morphisme de Hom(𝐷∘, 𝐵/𝑆)) ; il lui
correspond de façon naturelle un morphisme fonctoriel

𝜂𝑓
𝐺 ∶ 𝑅𝐺𝑢′

∗ ∘ 𝑢′∗
𝐺 ⟶ 𝑅𝐺𝑢∗ ∘ 𝑢∗

𝐺

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

𝑅𝐺𝑢′
∗ ∘ 𝑢′∗

𝐺

𝜂𝑓
𝐺

��

id ∗𝐷+
𝐺𝑆

(𝑆)

::

$$
𝑅𝐺𝑢∗ ∘ 𝑢∗

𝐺.

De plus, si 𝐷 = 𝛥, 𝜂𝑓
𝐺 ne dépend que de la classe d’homotopie (cf. (3.0.2)) de 𝑓 dans125

Hom(𝛥∘, 𝐵/𝑆).

Il est clair que nous pouvons supposer que 𝐺 = Mod(ℰ∘, 𝒪) pour la construction de 𝜂𝑓
𝐺.

Soit 𝐼 la catégorie définie par le graphe

(3.1.1.1) 0 ⟶ 1.

On désigne par 𝑟0 ∶ 𝐷 → 𝐼 × 𝐷 (resp. 𝑟1) le foncteur pleinement fidèle défini par 𝑟0(𝑖) =
(0, 𝑖) (resp. 𝑟1(𝑖) = (1, 𝑖)).

En vertu de l’isomorphisme canonique

(3.1.1.2) Hom((𝐼 × 𝐷)∘, 𝐵/𝑆) ∼−→ Hom(𝐼0,Hom(𝐷0, 𝐵/𝑆))

les données de (3.1.1) définissent une augmentation plate(11)

(3.1.1.3) 𝑋𝑓𝑋′ 𝑢𝑓𝑢′

−−−→ 𝐶𝐼×𝐷
𝑆 .

Soit 𝐹 un objet de Mod(ℰ∘
𝑆, 𝒪𝑆), le morphisme canonique

(3.1.1.4) ℰ∗
𝐼×𝐷(𝐹 ) ⟶ 𝛤 ((𝑢𝑓𝑢′)∗) ∘ 𝛤 ((𝑢𝑓𝑢′)∗)(ℰ∗

𝐼×𝐷(𝐹 )).

11. N.D.E. : Explicitement, on a (𝑋𝑓𝑋′)(0,𝑖) = 𝑋0, (𝑋𝑓𝑋′)(1,𝑗) = 𝑋′
𝑗 et à 𝛼 ∈ Hom𝐷(𝑖, 𝑗) = Hom((0, 𝑖), (0, 𝑗))

est associée 𝛼 ∘ 𝑓𝑖 ∶ (𝑋𝑓𝑋′)(0,𝑖) → (𝑋𝑓𝑋′)(1,𝑗), les endomorphismes de (𝜀, 𝑖), 𝜀 = 0, 1 agissant de façon évidente.
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peut s’interpréter comme un triangle commutatif dans Mod(𝛤 (𝐶𝐷
𝑆 ), 𝒪) :

(3.1.1.5)

𝛤 (𝑢′
∗) ∘ 𝛤 (𝑢′∗)(ℰ∗

𝐷(𝐹 ))

��

ℰ∗
𝐷(𝐹 )

88

&&
𝛤 (𝑢∗) ∘ 𝛤 (𝑢∗)(ℰ∗

𝐷(𝐹 ))

d’où un morphisme fonctoriel 𝑢′
∗ ∘ 𝑢′∗ 𝛼𝑓

−−→ 𝑢∗ ∘ 𝑢∗ tel que le diagramme 126

(3.1.1.6)

𝑢′
∗ ∘ 𝑢′∗

𝛼𝑓

��

idMod(ℰ∘
𝑆,𝒪𝑆)

::

$$
𝑢∗ ∘ 𝑢∗

soit commutatif.
On obtient par suite un morphisme fonctoriel tel que le diagramme

(3.1.1.7)

𝐾+(𝑢′
∗) ∘ 𝐾+(𝑢′∗)

𝐾+(𝛼𝑓)

��

id𝐾+(ℰ∘
𝑆,𝒪𝑆)

&&

88

𝐾+(𝑢∗) ∘ 𝐾+(𝑢∗)

soit commutatif.
(Remarquons que𝐾+(𝛼𝑓) peut aussi s’obtenir formellement par adjonction en utilisant l’iso-
morphisme 𝐾+(𝛤 (𝑓 ∗)) ∘ 𝐾+(𝑢′∗) ∼−→ 𝐾+(𝑢∗)).
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Soient 𝐹 • un complexe de 𝐾+(𝑆) et 𝜉 ∶ 𝐾+(𝑢𝑓𝑢′∗)(𝐹 •) → 𝐽 • un quasi-isomorphisme
tel que, pour tout entier 𝑛, 𝐽 𝑛 soit totalement acyclique objet par objet (cf. (1.3.13)). D’après
(loc. cit.) les flèches canoniques

𝐾+(𝑢∗)(𝐹 •) ⟶ 𝑟∗
1(𝐽 •) et 𝐾+(𝑢∗)(𝐹 •) ⟶ 𝑟∗

0(𝐽 •)

sont des quasi-isomorphismes (cf. (1.2.8) pour les notations). On obtient par suite un mor-127
phisme

𝑅𝑢′
∗ ∘ 𝑢′∗(𝐹 •)

𝜂𝑓(𝐹 •)
−−−−−→ 𝑅𝑢∗ ∘ 𝑢∗(𝐹 •)

tel que le diagramme suivant soit commutatif dans 𝐷+(𝑆) :

(3.1.1.8)

𝑄∘𝐾+(𝑢′
∗)(𝑟∗

0(𝐽 •))
∼ //

��

𝑅𝑢′
∗∘𝑄(𝑟∗

0(𝐽 •))

��

𝑄∘𝐾+(𝑢′
∗)∘𝐾+(𝑢′∗)(𝐹 •) //

99

𝑄(𝐾+(𝛼𝑓)(𝐹 •))

��

𝑅𝑢′
∗∘𝑢′∗

(𝐹 •)

∼
==

𝜂𝑓(𝐹 •)

��

𝑄∘𝐾+(𝑢∗)(𝑟∗
1(𝐽 •))

∼ // R𝑢∗∘𝑄(𝑟∗
1(𝐽 •))

𝑄∘𝐾+(𝑢∗)∘𝐾+(𝑢∗)(𝐹 •)

99

// 𝑅𝑢∗∘𝑢∗(𝐹 •)

<<

Il est clair que 𝜂𝑓(𝐹 •) ne dépend pas de la résolution choisie et on vérifie qu’il est fonctoriel
en 𝐹 • variant dans 𝐷+(𝑆).

Pour achever la démonstration de (3.11), il suffit de montrer le lemme suivant :

Lemme 3.1.1.9. — Soient 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥
𝑆 et 𝑋′ 𝑢′

−→ 𝐶𝛥
𝑆 deux objets de Homplat(𝛥∘, 𝐵/𝑆). Soient 𝑓,128

𝑔 ∶ 𝑋 → 𝑋′ deux morphismes dans Hom(𝛥∘, 𝐵/𝑆) : s’il existe une homotopie simpliciale de 𝑓
vers 𝑔, on a 𝜂𝑓 = 𝜂𝑔.

Soit ℎ𝑛 = Hom𝛥([𝑛], [1]) → Hom𝐵/𝑆(𝑋𝑛, 𝑋′
𝑛) une homotopie simpliciale de 𝑓 vers 𝑔.

Soit 𝐼 × 𝐷 la catégorie obtenue à partir de 𝐼 × 𝐷 en ajoutant les flèches (1, 𝑛) → (0, 𝑛)
correspondant bijectivement à ℎ𝑛(Hom([𝑛], [1])) et les relations imposées par la compati-
bilité des ℎ𝑛 pour 𝑛 variable. Les données du lemme définissent une augmentation plate
𝑋𝑓𝑋′ 𝑡−→ 𝐶𝛤 ×𝐷

𝑆 . Soit 𝐹 • un complexe de 𝐶+(𝑆) et 𝐽 • une résolution de 𝐶+(𝑡∗)(𝐹 •) telle
que pour tout entier 𝑛, 𝐽 𝑛 soit totalement acyclique objet par objet : il existe une homotopie
simpliciale entre

𝐶+(𝛤 (𝑢′
∗))(𝑟∗

0(𝐽 •)) ⇉ 𝐶+(𝛤 (𝑢∗))(𝑟+
1 (𝐽 •))

d’où une homotopie lorsqu’on passe aux complexes « condensés ». (cf. (3.0.2.3)).
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Définition 3.1.2. — Avec les notations de (3.1.1), nous dirons que 𝑓 est une équivalence pour
la 𝐺-1-descente cohomologique si 𝜂𝑓

𝐺 est un isomorphisme.

3.1.3. — Nous noterons dans ce qui suit par 𝐿𝑖 ∶ 𝛥 → 𝛥 × 𝛥 (resp. 𝐶𝑖 ∶ 𝛥 → 𝛥 × 𝛥) le
foncteur canonique défini par [𝑛] → [𝑛] × [𝑖] (resp. [𝑛] → [𝑖] × [𝑛]).

Proposition 3.1.4. — Soient 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥×𝛥
𝑆 et 𝑋′ 𝑢′

−→ 𝐶𝛥×𝛥
𝑆 deux objets de Homplat((𝛥 ×

𝛥)∘, 𝐵/𝑆). Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋′ un morphisme au-dessus de 𝑆 : on suppose que 𝑓∗ id𝐿𝑖
∶

𝑋 ∘ 𝐿𝑖 → 𝑋′ ∘ 𝐿𝑖 (resp. 𝑓∗ id𝐶𝑖
∶ 𝑋 ∘ 𝐶𝑖 → 𝑋′ ∘ 𝐶𝑖) est une équivalence pour de la 𝐺-1-

descente cohomologique pour tout entier 𝑖. Alors 𝑓 est une équivalence pour a 𝐺-1-descente
cohomologique.

D’après la description de 𝜂𝑓 (cf. démonstration de (3.1.1)) il s’agit de montrer qu’un cer-
tain morphisme de complexes triples induit un isomorphisme sur la cohomologie des com-
plexes condensés : un raisonnement standard par suite spectrales permet alors de conclure.

Proposition 3.1.5. — Soient 𝑋 et 𝑋′ deux objets de Homplat(𝛥∘, 𝐵/𝑆). Soit 129

𝑓 ∶ 𝑋 ⟶ 𝑋′

un morphisme fonctoriel tel que 𝑓𝑛 ∶ 𝑋𝑛 → 𝑋′
𝑛 soit un morphisme de 𝐺-1-descente cohomo-

logique. Alors le morphisme canonique

[[𝑋|𝑓𝑋′]] ⟶ [[𝑋′|id𝑋′]]

(cf. (1.2.7) est une équivalence pour la 𝐺-1-descente cohomologique.

Résulte de (3.1.4) et du lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur :

Lemme 3.1.5.1. — Soient 𝑓 ∶ 𝑅 → 𝑆 un morphisme plat 𝑌 𝑢−→ 𝐶𝛥
𝑆 et 𝑌 𝑣−→ 𝐶𝛥

𝑅 deux augmen-
tations plates telles que le diagramme suivant soit commutatif dans Hom(𝛥∘, 𝐵) :

𝑌 𝑣 //

𝑢

��

𝐶𝛥
𝑅

𝑓

��
𝐶𝛥

𝑆

Si 𝑣 est une augmentation de 𝐺-1-descente cohomologique, c’est une équivalence pour la 𝐺-1-
descente cohomologique.

Dans les applications, nous combinerons (3.1.4) et (3.1.5) avec le résultat suivant :

Proposition 3.1.6. — Soit 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥×𝛥
𝑆 une augmentation plate. Pour que 𝑢 soit une augmen-

tation de 𝐺-1-descente cohomologique, il suffit que

𝑋 ∘ 𝐿𝑖

𝑢∗id𝐿𝑖−−−−→ 𝐶𝛥
𝑆 (𝑟𝑒𝑠𝑝. 𝑋 ∘ 𝐶𝑖

𝑢∗id𝐶𝑖−−−−→ 𝐶𝛥
𝑆)

le soit pour tout entier 𝑖.

Cela résulte de la construction explicite de 𝑅𝐺𝑢∗ (cf. (2.3.10)).
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Corollaire 3.1.7. — Soit 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥
𝑆 une augmentation pour que 𝑢 soit de 𝐺-1-descente coho-

mologique, il faut et il suffit que [[𝑋|id𝑋]] → 𝐶𝛥×𝛥
𝑆 le soit.

130
3.2. Critères de localisation. —

Proposition 3.2.1. — Soit 𝑌 𝑣−→ 𝐶𝛥
𝑆 une augmentation de 𝐺-1-descente cohomologique. Pour

qu’une augmentation plate 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥
𝑆 soit de 𝐺-1-descente cohomologique, il suffit qu’elle le

devienne après tous les changements de base 𝑌𝑛 → 𝑆.

Aumoyen des changements de base 𝑌𝑛 → 𝑆, on construit un objet semi-simplicial double
𝑋 ×𝑆 𝑌 augmenté vers 𝑆. D’après (3.1.4) et (3.1.5.1) le morphisme canonique

𝑋 ×𝑆 𝑌 ⟶ [[𝑋|id𝑋]]

est une équivalence pour la 𝐺-1-descente cohomologique : en vertu de (3.1.7), il suffit de
montrer que l’augmentation de 𝑋 ×𝑆 𝑌 vers 𝑆 est de 𝐺-1-descente cohomologique. Or ceci
résulte du fait que le morphisme canonique

𝑋 ×𝑆 𝑌 ⟶ [[𝑌 |id𝑌 ]]

est une équivalence pour la 𝐺-1-descente cohomologique : on utilise encore (3.1.4), (3.1.5.1)
et (3.1.7).

3.2.2. — Soit

(3.2.2.1)

𝑌 ′ g′
//

𝑓 ′

��

𝑌

𝑓

��
𝑋′

g
// 𝑋

un diagramme commutatif dans𝐵 et soit𝐹 un objet deMod(ℰ0
𝑌, 𝒪𝑌) : il existe unmorphisme

et un seul

𝜑(𝐹 ) ∶ 𝑔∗(𝑓 ∗(𝐹 )) ⟶ 𝑓 ′∗(𝑔′
∗(𝐹 ))
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tel que le diagramme suivant (dans Mod(ℰ0, 𝒪)), soit commutatif(12) :

(3.2.2.2)

𝑓 ∗(𝐹 )
𝑓 ∘

//

𝑔∘

zz

𝐹

𝑔′∘

��
𝑔∗(𝑓 ∗(𝐹 ))

Id

$$

𝑔′
∗(𝐹 )

𝑓 ′∗(𝑔′
∗(𝐹 )).

𝑓 ′∘

;;

Si l’on suppose maintenant que toutes les flèches de (3.2.2.1) sont plates, on définit de la 131
même manière un morphisme, dit de changement de base(13)

(3.2.2.3) 𝜉𝐺 ∶ 𝑔𝐺∗ ∘ 𝑅𝐺𝑓 ∗ ⟶ 𝑅𝐺𝑓 ′∗ ∘ 𝑔′
𝐺∗.

Définition 3.2.2.4. — On dit que le diagramme (3.2.2.1) vérifie le théorème du changement
de base relativement à 𝐺 si 𝑓, 𝑔, 𝑓 ′, 𝑔′ sont des morphismes plats et si 𝜉𝐺 est un isomorphisme.

3.2.3. — Soient ℎ ∶ 𝑆 → 𝑆′ un morphisme plat dans 𝐵, 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥
𝑆 et 𝑋′ 𝑢′

−→ 𝐶𝛥
𝑆′ deux

augmentations plates. Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋′ un morphisme fonctoriel tel que le diagramme
(dans Hom(𝛥0, 𝐵))

(3.2.3.1)

𝑋
𝑓 //

𝑢

��

𝑋′

𝑢′

��
𝐶𝛥

𝑆
ℎ𝑐 // 𝐶𝛥

𝑆′

soit commutatif. (ℎ𝑐 désigne le morphisme fonctoriel constant défini par ℎ).
Soit 𝐾 • un complexe de 𝐷+

𝐺(𝑆′) : le morphisme

𝜂𝑓
𝐺(𝐾 •) ∶ 𝑅𝑢′

∗ ∘ 𝑢′∗(𝐾 •) ⟶ 𝑅(ℎ𝑐 ∘ 𝑢)∗ ∘ (ℎ𝑐 ∘ 𝑢)∗(𝐾 •)

12. N.D.E. : Comme plus haut, il faut regarder le diagramme commutatif dans 𝐵∘ et utiliser la structure fibrée
et cofibrée de Mod(ℰ∘, 𝒪) → 𝐵∘ ce qui explique l’allure inhabituelle du morphisme de changement de base. On a
écrit sous les flèches (d’adjonction) du diagramme suivant leurs images dans 𝐵∘

13. N.D.E. : Là encore, il serait plus correct de noter 𝑓 ∘, 𝑔∘, 𝑓 ′∘, 𝑔′∘ au lieu de 𝑓, 𝑔, 𝑓 ′, 𝑔′. En regardant la structure
fibrante de cofibrante non opposée, 𝜉𝐺 devient

𝑔∗
𝐺 ∘ 𝑅𝐺𝑓∗ ⟶ 𝑅𝐺𝑓 ′

∗ ∘ 𝑔′∗
𝐺.
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induit, compte tenu des identités :

𝑅(ℎ𝑐 ∘ 𝑢)∗ ≃ 𝑅ℎ∗
𝑐 ∘ 𝑅𝑢∗ et (ℎ𝑐 ∘ 𝑢)∗ ≃ (𝑢∗) ∘ ℎ𝑐∗

un morphisme ch𝑓,ℎ
𝐺 (𝐾 •), fonctoriel en 𝐾 •, tel que le diagramme suivant soit commuta-

tif(14) :

(3.2.3.2)

ℎ𝑐∗ ∘ 𝑅𝑢′
∗ ∘ 𝑢′∗(𝐾 •)

ch𝑓,ℎ
𝐺 (𝐾 •)

// 𝑅𝑢∗ ∘ 𝑢∗ ∘ ℎ𝑐∗(𝐾 •)

ℎ𝑐∗(𝐾 •)

ℎ𝑐∗(𝛼(𝐾 •))

aa ==

.

Lemme 3.2.3.3. — Supposons que, pour tout entier 𝑖, le diagramme132

𝑋𝑖

𝑢𝑖

��

𝑓𝑖 // 𝑋′
𝑖

𝑢′
𝑖

��
𝑆 ℎ // 𝑆′

vérifie le théorème du changement de base relativement à 𝐺. Alors ch𝑓,ℎ
𝐺 est un isomorphisme.

On peut calculer ch𝑓,ℎ
𝐺 (𝐾 •) de la manière suivante : on considère l’augmentation

𝑋𝑓𝑋′ (ℎ𝑐∘𝑢)𝑓𝑢′

−−−−−−−→ 𝐶𝛥′
𝑆 (cf. (3.1.1.2)) et l’on choisit une résolution 𝐽 • de 𝐾+((ℎ𝑐 ∘ 𝑢)𝑓𝑢′∗)(𝐾 •)

telle que, pour tout entier 𝑛, 𝐽 𝑛 soit totalement acyclique objet par objet.
On obtient un quasi-isomorphisme

𝜃 ∶ 𝐾+(𝛤 (𝑓 ∗))(𝑟∗
0𝐽 •) ⟶ 𝑟∗

1(𝐽 •)

et un morphisme

𝑡 ∶ 𝐾+(𝛤 (ℎ∗
𝑐 )) ∘ 𝐾+(𝛤 (𝑢′

𝛼))(𝑟∗
0(𝐽 •)) ⟶ 𝐾+(𝛤 (𝑢∗))(𝑟∗

1(𝐽 •))

qui admet la factorisation :

𝐾+(𝛤 (ℎ∗
𝑐 )) ∘ 𝐾+(𝛤 (𝑢′

∗))(𝑟∗
0(𝐽 •))

𝜑
−→ 𝐾+(𝛤 (𝑢∗)) ∘ 𝐾+(𝛤 (𝑓 ∗))(𝑟∗

0(𝐽 •))
𝐾+(𝛤 (𝑢∗))(𝜃)
−−−−−−−−−→

⟶ 𝐾+(𝛤 (𝑢∗))(𝑟∗
1(𝐽 •))

et ch𝑓,ℎ(𝐾 •) s’obtient en prenant l’image de 𝑡 par le foncteur 𝑅𝜖𝑍 •∗ .133

14. N.D.E. : On a supprimé dans les foncteurs dérivés la mention à la catégorie épaisse 𝐺 pour des raisons de
lisibilité. On retrouve les mêmes dérivations inhabituelles ℎ𝑐∗ dues au choix de la structure cofibrée.
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Or, la factorisation précédente montre que, 𝑡 s’identifie « objet par objet » aux mor-
phismes de changement de base relatifs aux diagrammes :

𝑋𝑖

𝑢𝑖

��

𝑓𝑖 // 𝑋′
𝑖

𝑢′
𝑖

��
𝑆 ℎ // 𝑆′

on en déduit, par suites spectrales, que ch𝑓,ℎ
𝐺 (𝐾 •) est un isomorphisme, ce qui achève la

démonstration.
Ceci nous conduit à un second critère de localisation :

Proposition 3.2.4. — Soit 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥
𝑆 un objet de Homplat(𝛥∘, 𝐵/𝑆). Pour que 𝑢 soit une aug-

mentation de 𝐺-1-descente cohomologique, il suffit qu’elle le devienne après « suffisamment
pour 𝐺 » (14) de changements de base plats ℎ ∶ 𝑆′ → 𝑆 tels que les diagrammes cartésiens

𝑋′
𝑖

��

// 𝑋𝑖

��
𝑆′ ℎ // 𝑆

vérifient le théorème du changement de base relativement à 𝐺.

La proposition (3.2.4) est évidente à partir de (3.2.3.3), compte tenu du diagramme (3.2.3.2). 134

3.3. Propriétés des morphismes de descente cohomologique. — Dans ce numéro,
nous supposons que l’ensemble des morphismes plats dans 𝐵 est stable par changement de
base.

Proposition 3.3.1. — 𝑖 = 1, 2.
a) Tout morphisme plat qui possède une section est un morphisme de 𝐺-2-descente cohomo-

logique universelle.
b) Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑆 un morphisme plat, 𝑔 ∶ 𝑆′ → 𝑆 un morphisme de 𝐺-𝑖-descente

cohomologique, 𝑋′ = 𝑋 ×𝑆 𝑆′, 𝑓 ′ = 𝑓(𝑆′) ∶ 𝑋′ → 𝑆′. Pour que 𝑓 soit de 𝐺-𝑖-descente
cohomologique universelle, il faut et il suffit que 𝑓 ′ le soit.

c) Si le composé de deux morphismes 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌, 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑍 est de 𝐺-𝑖-descente cohomo-
logique universelle, 𝑔 est de 𝐺-𝑖-descente cohomologique universelle.

d) Le composé de deux morphismes de 𝐺-𝑖-descente cohomologique universelle est un mor-
phisme de 𝐺-𝑖-descente cohomologique universelle.

e) Si 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑋′ et 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑌 ′ sont deux 𝑆-morphismes de 𝐺-𝑖-descente cohomologique
universelle, 𝑓 ×𝑆 𝑔 est de 𝐺-𝑖-descente cohomologique universelle.

14. L’expression « suffisamment pour 𝐺 » signifie qu’il existe une famille (𝑆𝛼
ℎ𝛼−−→ 𝑆)𝛼∈𝐴 de morphismes plats

vérifiant les conditions précédentes et tels que la famille de foncteurs (ℎ𝛼∗ ∶ 𝐺𝑆 → 𝐺𝑆𝛼
)𝛼∈𝐴 soit conservative.
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f) Soit (𝑢𝛼 ∶ 𝑋𝛼 → 𝑌𝛼)𝛼∈𝐴 une famille de morphismes de 𝐺-𝑖-descente cohomologique.
Alors ⨿𝑢𝛼 ∶ ⨿𝛼∈𝐴𝑋𝛼 → ⨿𝛼∈𝐴𝑌𝛼 est un morphisme de 𝐺-𝑖-descente cohomologique.

Démonstration. En ce qui concerne la descente effective relativement à 𝐺 nous renvoyons à135
[4].

a) Au moyen d’une section 𝑠 de 𝑓 on compare les objets semi-simpliciaux augmentés
vers 𝑆 ∶ [𝑋|𝑓𝑆] et [𝑆|id𝑆] ; grâce à (3.0.2.4) on obtient une équivalence pour la 𝐺-1-
descente cohomologique(15)

b) Résulte de (3.2.1).
c) Résulte de a) et b).
d) Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 et 𝑔 ∶ 𝑌 → 𝑆 deux morphismes de 𝐺-1-descente cohomologique

universelle. Posons ℎ = 𝑔 ∘ 𝑓 et considérons le produit fibré :

𝑌

𝑔

��

𝑅

𝑔′

��

ℎ′
oo

𝑆 𝑋
ℎ

oo

𝑔′ possède une section 𝑠 ∶ 𝑋 → 𝑅 tel que ℎ′ ∘𝑠 = 𝑓. D’après c) ℎ′ est de 𝐺-1-descente
universelle et il en est de même de ℎ d’après b).

e) Résulte formellement de b) et d).
f) Soit (𝑍𝜆)𝜆∈𝛬 une famille d’objets de𝐵. Il résulte des hypothèses (3.0.0) que l’on dispose

d’un équivalence canonique

Mod(ℰ0
∐𝜆 𝑍𝜆

, 𝒪∐𝜆 𝑍𝜆)
∼−→ ∏

𝜆
Mod(ℰ∘

𝑍𝜆
, 𝒪𝑍𝜆

)

induisant une équivalence
𝐺∐𝜆 𝑍𝜆

∼−→ ∏
𝜆

𝐺𝑍𝜆
.

De plus, si (𝑄𝜆)𝜆 ∈ ∏𝜆 Mod(ℰ0
𝑍𝜆

, 𝒪𝑍𝜆
) est totalement acyclique, 𝑄𝜆 est totalement acy-

clique pour tout 𝜆.
Soit maintenant (𝑢𝜆 ∶ 𝑋𝜆 → 𝑌𝜆)𝜆∈𝛬 une famille de morphismes de 𝐺-1-descente coho-

mologique : puisque les sommes directes dans 𝐵 sont disjointes et universelles, on a pour136
tout 𝑛, une identification

[∐
𝜆

𝑋𝜆|∐ 𝑢𝜆 ∐ 𝑌𝜆]
𝑛

≃ ∐
𝜆

[𝑋𝜆|𝑢𝜆
𝑌𝜆]𝑛

qui est fonctorielle en 𝑛. On déduit alors des remarques précédentes et du calcul explicite de
𝑅𝐺𝜃∗ (cf. (2.3)) que ∐𝜆 𝑢𝜆 est un morphisme de 𝐺-1-descente cohomologique : les détails
sont laissés au lecteur. On laisse aussi à ce dernier le soin de vérifier que ∐𝜆 𝑢𝜆 reste de

15. N.D.E. : On remarque pour cela que [𝑋|𝑓𝑆] et [𝑆|id𝑆] sont simplement les cosquelettes d’ordre 0 de 𝑓 et id
respectivement de sorte que 𝑠 et 𝑓 induisent des isomorphismes inverses en cohomologie grâce à 3.1.1.
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𝐺-1-descente cohomologique après tout changement de base s’il en est de même de 𝑢𝜆 pour tout
𝜆.

3.3.2. — Si l’on associe à chaque objet 𝑋 de 𝐵 l’ensemble des familles de morphismes
(𝑋𝛼 → 𝑋)𝛼∈𝐴 telles que ∐𝛼 𝑋𝛼 → 𝑋 soit un morphisme de 𝐺-𝑖-descente cohomologique
universelle on définit, en vertu de (3.3.1), une prétopologie sur 𝐵.

La topologie engendrée par cette prétopologie s’appelle la topologie de la 𝐺-𝑖-descente
cohomologique. Il résulte de [(3.3.1)-c)] que les morphismes couvrants pour cette topologie
sont exactement les morphismes de 𝐺-𝑖-descente cohomologique universelle. Notons enfin
que la topologie de la 𝐺-2-descente cohomologique est moins fine que la topologie de la
𝐺∘-descente [cf. [4] (6.23)].

Théorème 3.3.3. — On suppose que toutes les flèches de 𝐵 sont plates. Soit 𝑆 un objet de
𝐵 ; tout hyperrecouvrement de 𝑆, pour la topologie de la 𝐺-1-descente cohomologique, dont
tous les objets sont représentables (cf. V appendice) définit une augmentation de 𝐺-1-descente
cohomologique universelle.

La démonstration se fait en deux étapes : précisons que tous les cosquelettes seront cal-
culés dans la catégorie 𝐵/𝑆.

Lemme 3.3.3.1. — Soit 𝑋 un objet de Hom(𝛥∘, 𝐵/𝑆) pour que 𝑋 soit de 1-descente cohomo- 137
logique (resp. universelle), il suffit que cosq𝑛(𝑋) le soit pour tout 𝑛 assez grand.

Soit en effet 𝛼𝑛 ∶ 𝑋 → cosq𝑛(𝑋) le morphisme canonique : on vérifie alors que si 𝐾 •

est un complexe de 𝐷+
𝐺𝑆

(𝑆) tel que 𝐻 𝑗(𝐾 •) = 0 pour 𝑗 < 𝑁, 𝐻 𝑖(𝜂𝛼𝑛
𝐺 ) est un isomorphisme

pour 𝑖 < 𝑁 + 𝑛, d’où l’assertion.

Lemme 3.3.3.2. — Soient 𝑛 un entier ≥ 0, 𝑋 et 𝑋′ deux objets simpliciaux de 𝐵/𝑆. Soit 𝑓 ∶
𝑋 → 𝑋′ un morphisme. On suppose que :

(i) 𝑋 → cosq𝑛+1(𝑋) est un isomorphisme.
(ii) 𝑋′ → cosq𝑛+1(𝑋′) est un isomorphisme.
(iii) 𝑓𝑖 ∶ 𝑋′

𝑖 → 𝑋𝑖 est un isomorphisme pour 𝑖 ≤ 𝑛.
(iv) 𝑓𝑛+1 est un morphisme de 𝐺-1-descente cohomologique universelle.

Alors si 𝑋 est de 𝐺-1-descente cohomologique universelle, il en est de même de 𝑋′.

Il est clair que (3.3.3.1) et (3.3.3.2) démontrent le théorème (3.3.3) par récurrence.

Lemme 3.3.3.3. — Sous les hypothèses de (3.3.3.2), les morphismes 𝑓𝑝 sont tous de 𝐺-1-
descente cohomologique universelle.

C’est trivial pour 𝑝 ≤ 𝑛+1. Pour 𝑝 > 𝑛+1,𝑋𝑝 (resp. 𝑋′
𝑝) peut s’écrire comme lim←−− 𝛥+

𝑛+1[𝑝]
𝑋𝑞

(resp. lim←−− 𝛥+
𝑛+1[𝑝]

𝑋′
𝑞).

On peut supposer 𝑝 > 𝑛 + 1. On écrit alors

cosq𝑛+1(𝑋)𝑝 = lim←−−
[𝑞]→[𝑝]
𝑞≤𝑛+1

𝑋𝑞

comme le noyau de la double flèche
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𝛱𝑋 = ∏
[𝑞]→[𝑝]
𝑞≤𝑛+1

𝑋𝑞 ⇉ ∏
[𝑖]

𝛼
↪[𝑗]

↘↙
[𝑝]

𝑗≤𝑛+1

𝑋𝑖

où la composante 𝛼𝑋 d’indice 𝛼 ∈ Hom[𝑝]([𝑖], [𝑗]) de la double flèche est la double flèche
formée d’une part du morphisme

𝛱𝑋 → 𝑋𝑖

de projection d’indice [𝑖] → [𝑝] et, d’autre part, du morphisme

𝛱𝑋 → 𝑋𝑗 → 𝑋𝑖,

composé de la projection d’indice [𝑗] → [𝑝] et de 𝛼 ∈ Hom(𝑋𝑗, 𝑋𝑖).
On observe alors que le diagramme

cosq𝑛+1(𝑋)𝑝
//

��

𝛱𝑋

��
cosq𝑛+1(𝑋)𝑝

// 𝛱𝑋

est cartésien.
En effet, d’après la description précédente, on doit prouver que pour toute injection crois-

sante 𝛼 ∈ Hom[𝑝]([𝑖], [𝑗]), le diagramme

Ker(𝛼𝑋 ∶ 𝛱𝑋 ⇉ 𝑋𝑖) //

��

𝛱𝑋

��
Ker(𝛼𝑋 ∶ 𝛱𝑋 ⇉ 𝑋𝑖) // 𝛱𝑋

est cartésien. Mais si 𝑖 = 𝑛+1, alors 𝛼 ∶ [𝑖] ↪ [𝑗] est l’identité de [𝑛+1] : les doubles flèches
n’imposent alors pas de condition. Les noyaux respectifs sont 𝛱𝑋 et 𝛱𝑋, ce qui traite ce
cas. Sinon, on a 𝑖 < 𝑛 + 1 et 𝑋𝑖 → 𝑋𝑖 est un isomorphisme, de sorte que le diagramme est
cartésien aussi dans ce cas (tester une égalité dans 𝑋𝑖 ou 𝑋𝑖 revient au même)(16) .

Utilisant alors (3.3.1) on voit que 𝛼𝜄 est un morphisme de 𝐺-1-descente cohomologique
universelle.Soit [𝑋′/𝑋]𝑝 le produit fibré itéré (𝑝 + 1)-uple de 𝑋′ au-dessus de 𝑋. Grâce à
(3.3.3.3), il suffit de vérifier (3.3.3.2) après un changement de base [𝑋′/𝑋]𝑝 → 𝑋. Après un
tel changement de base, les hypothèses de (3.3.3.2) sont encore vérifiées, et de plus 𝑓𝑛+1
admet une section. On peut alors appliquer (3.0.2.4) pour achever la démonstration.

En ce qui concerne la descente effective, on a :

Proposition 3.3.4. — Soit 𝑋 ∶ 𝛥0 → 𝐵/𝑆 un foncteur. On suppose que 𝑋0 → 𝑆 est un
morphisme de 𝐺0-2-descente universelle ainsi que les morphismes 𝑋𝑛+1 → (cosq𝑛(𝑋))𝑛+1
pour 𝑛 = 0, 1. Alors le foncteur 𝑋 est 𝐺0-2-fidèle et le reste après tout changement de base
(autrement dit 𝑋 définit une augmentation de descente effective universelle au sens de (2.4.11)).

16. N.D.E. : La preuve du lemme 3.3.3.3 a été légèrement réécrite
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D’après [4] (7.12), il suffit de voir que 𝑖∗
2(𝑋) est 𝐺0-2-fidèle et on utilise pour ce faire les

lemmes suivants :

Lemme 3.3.4.1. — Soient 𝑋 et 𝑋′ deux foncteurs 𝛥
2

0 ⟶ 𝐵/𝑆 et un diagramme commutatif : 138

𝑋′
2

//
//

//

𝑘

��

𝑋′
1oo

oo //
// 𝑋′

0
oo // 𝑆

𝑋2
//
//

//
𝑋1oo

oo //
// 𝑋0

oo // 𝑆

tel que 𝑘 soit un morphisme de 𝐺∘-0-descente. Alors si 𝑋 est 𝐺∘-2-fidèle, il en est de même de
𝑋′.

Évident.

Lemme 3.3.4.2. — Soient 𝑋 et 𝑋′ deux foncteurs 𝛥
2

0 ⟶ 𝐵/𝑆 et un diagramme commutatif

𝑋′
2

𝜕1
//

𝜕0
//

𝜕2
//

𝑓2

��

𝑋′
1oo

oo 𝜕0
//

𝜕1
//

𝑓1

��

𝑋′
0

𝜎0
oo // 𝑆

𝑋2
//
//

//
𝑋1oo

oo //
// 𝑋0

oo // 𝑆

tel que 𝑓1 soit de 𝐺0-1-descente et 𝑓2 de 𝐺∘-0-descente. On suppose de plus que 𝑋′
2

∼−→
(cosq)1(𝑋′))2. Alors si 𝑋 est 𝐺∘-2-fidèle, il en est de même de 𝑋′.

Soient 𝑋″
1 = 𝑋′

1 ×𝑋1
𝑋′

1, 𝜕0 ∶ 𝑋″
1 → 𝑋′

1 et 𝜕1 ∶ 𝑋″
1 → 𝑋′

1 les deux projections.
Grâce à la définition d’un cosquelette, on définit une flèche 𝜑 ∶ 𝑋″

1 → 𝑋′
2 telle que :

⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝜕0 ∘ 𝜑 = 𝜕0
𝜕1 ∘ 𝜑 = 𝜕1
𝜕2 ∘ 𝜑 = 𝜎0𝜕1𝜕0 = 𝜎0𝜕1𝜕1.

Soit maintenant une donnée de descente sur𝑋′ ; d’où un objet sur𝑋0, deux objets sur𝑋1, 139
un isomorphisme entre eux sur𝑋′

1. Grâce à𝜑, on voit que les deux images réciproques de ces
isomorphismes sur𝑋″

1 sont égales. Puisque 𝑓 est de 1-descente, on attrape un isomorphisme
entre les deux objet sur 𝑋1 ; cet isomorphisme est une donnée de descente (grâce au fait que
𝑋′

2 → 𝑋2 est de 0-descente), et on a gagné.

Corollaire 3.3.5. — On suppose que toutes les flèches de 𝐵 sont plates : tout hyperrecouvre-
ment de 𝑆, pour la topologie de la 𝐺-2-descente cohomologique, dont les objets sont représen-
tables, définit une augmentation de 𝐺-2-descente cohomologique universelle.
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4. Exemples

4.1. Faisceaux de groupes abéliens sur les espaces topologiques. —

4.1.0. — Dans ce numéro Top désigne la catégorie des espaces topologiques [éléments de
l’univers fixé 𝒰] : on définit une catégorie ℰ bifibrée en duaux de topos au-dessus de Top
en prenant pour objets les couples (𝑋, 𝐹 ), où 𝑋 est un espace topologique et 𝐹 un faisceau
d’ensembles sur𝑋, et pourmorphismes les couples (𝑓 , 𝜑) ∶ (𝑋, 𝐹 ) → (𝑌 , 𝐻) où 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌
est une application continue et 𝜑 ∶ 𝐻 → 𝑓∗(𝐹 ) un morphisme de faisceaux. On prend pour
𝒪 la section de ℰ0 au-dessus de Top0 qui associe à chaque espace topologique le faisceau
constant Z𝑋 : on posera 𝐺 = Mod(ℰ0, 𝒪) de sorte que, pour tout espace topologique 𝑋, 𝐺𝑋
s’identifie à la catégorie des faisceaux de groupes abéliens sur 𝑋.

Rappelons qu’un morphisme 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 est séparé si la diagonale de 𝑋 ×𝑌 𝑋 est fermée.
Un morphisme propre est un morphisme séparé et universellement fermé (prendre garde
que cette définition est plus restrictive que celle de Bourbaki).

La démonstration du « théorème de changement de base » ci-dessous est inspirée de ([5]140
II(4.11.1)).

Théorème 4.1.1. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme propre, 𝐹 un faisceau abélien sur 𝑋 et
un diagramme cartésien

𝑋′ 𝑔′
//

𝑓 ′

��

𝑋

𝑓

��
𝑌 ′ 𝑔 // 𝑌 .

Alors, l’application canonique (XII 4.2) ou (3.2.2.3)

𝑔∗𝑅𝑖𝑓∗𝐹 ∼−→ 𝑅𝑖𝑓 ′
∗𝑔′∗𝐹

est un isomorphisme(17).

Ce théorème équivaut au corollaire suivant (le corollaire s’obtient en faisant 𝑌 ′ =
(Point) ; le théorème s’obtient en appliquant le corollaire à 𝑓 et 𝑓 ′).

Corollaire 4.1.2. — Soient 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme propre, 𝐹 un faisceau abélien sur 𝑋 et
𝑦 ∈ 𝑌. L’application canonique

(𝑅𝑖𝑓∗𝐹 )𝑦 ⟶ 𝐻 𝑖(𝑓 −1(𝑦), 𝐹 )
est bijective.

Par définition, pour 𝑈 parcourant les voisinages de 𝑌, on a

(𝑅𝑖𝑓∗𝐹 )𝑦 = lim−−→ 𝐻 𝑖(𝑓 −1(𝑈), 𝐹 ).

Puisque 𝑓 est fermé, les 𝑓 −1(𝑈) forment un système fondamental de voisinages de 𝑓 −1(𝑦)
et (4.1.3) résulte du lemme suivant.

17. N.D.E. : Contrairement à ce qui précède, il s’agit ici des dérivés des foncteurs usuels et non pas ceux de la
structure de catégorie fibrée 𝐺∘ → Top∘.
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Lemme 4.1.3. — Soient 𝑋 un espace topologique, 𝐾 ⊂ 𝑋 et 𝐹 un faisceau abélien sur 𝑋. 141
On suppose que 𝐾 est compact et que deux points distincts quelconques de 𝐾 ont, dans 𝑋, des
voisinages disjoints. Alors, pour 𝑈 parcourant les voisinages de 𝐾, on a

(4.1.3.1) lim−−→ 𝐻 𝑖(𝑈, 𝐹 ) ∼−→ 𝐻 𝑖(𝐾, 𝐹 ).

Nous traiterons d’abord le cas 𝑖 = 0. Dans ce cas, il est clair que (4.1.3.1) est injectif. Pour
la surjectivité, nous utiliserons

Lemme 4.1.4. — Sous les hypothèses de (4.1.3), si 𝐴 et 𝐵 sont deux fermés de 𝐾 et 𝑊 un
voisinage de 𝐴∩𝐵 dans 𝑋, il existe des voisinages 𝑈 et 𝑉 de 𝐴 et 𝐵 dans 𝑋 tels que 𝑈 ∩𝑉 ⊂ 𝑊.

Nous traiterons d’abord le cas où 𝐴 est réduit à un point 𝑎. L’assertion est triviale si 𝑎 ∈ 𝐵
(prendre 𝑈 = 𝑊). Si 𝑎 ∉ 𝐵 il existe pour chaque 𝑏 ∈ 𝐵 des voisinages ouverts disjoints 𝑈𝑏
et 𝑉𝑏 de 𝑎 et 𝑏 dans 𝑋. On prend pour 𝑉 une réunion finie de 𝑉𝑏 qui comme 𝐵, et pour 𝑈
l’intersection des 𝑈𝑏 correspondants.

Dans le cas général, pour chaque 𝑎 ∈ 𝐴, il existe des voisinages ouverts 𝑈𝑎 et 𝑉𝑎 de 𝑎 et
𝐵 dans 𝑋 avec 𝑈𝑎 ∩ 𝑉𝑎 ⊂ 𝑊. On prend pour 𝑈 une réunion finie des 𝑈𝑎, qui couvre 𝐴, et
pour 𝑉 l’intersection correspondante des 𝑉𝑎.

Revenons à (4.1.3). Si 𝑠 ∈ 𝐻 ∘(𝐾, 𝐹 ), il existe un recouvrement ouvert 𝑈𝑖 de 𝐾 dans 𝑋 et
des 𝑠𝑖 ∈ 𝐻 ∘(𝑈𝑖, 𝐹 ) tels que 𝑠𝑖 = 𝑠 sur 𝑈𝑖 ∩ 𝐾. On peut supposer les 𝑈𝑖 en nombre fini. Soit
(𝐾𝑖) un recouvrement fermé de 𝐾, avec 𝐾𝑖 ⊂ 𝐾 ∩ 𝑈𝑖. Soit 𝑊𝑦 l’ouvert de 𝑈𝑖 ∩ 𝑈𝑗 où 𝑠𝑖 = 𝑠𝑗 ;
on a 𝐾𝑖 ∩ 𝐾𝑗 ⊂ 𝑊𝑖𝑗. Appliquons (4.1.4) à tous les couples (𝐾𝑖, 𝐾𝑗) et aux 𝑊𝑖𝑗 : on trouve des
ouverts 𝑉𝑖𝑗 avec 𝐾𝑖 ⊂ 𝑉𝑖𝑗 ⊂ 𝑈𝑖 et 𝑉𝑖𝑗 ∩ 𝑉𝑗𝑖 ⊂ 𝑊𝑖𝑗. Soit 𝑈 ′

𝑖 = ∩
𝑗

𝑉𝑖𝑗 : on a 𝐾𝑖 ⊂ 𝑈 ′
𝑖 ⊂ 𝑈𝑖, et

𝑠𝑖 = 𝑠𝑗 sur 𝑈 ′
𝑖 ∩𝑈 ′

𝑗 . Les 𝑠𝑖 se recollent donc sur le voisinage de 𝐾 réunion des 𝑈 ′
𝑖 , et (4.1.3.1) 142

est surjectif (donc bijectif) pour 𝑖 = 0(18).

Lemme 4.1.5. — Si 𝐹 est flasque, le faisceau 𝐹 |𝐾 sur 𝐾 est mou.

Soit 𝐴 ⊂ 𝐾 un fermé dans 𝐾. Toute section de 𝐹 sur 𝐴 se prolonge à un voisinage, d’après
ce qui précède. Puisque 𝐹 est flasque, elle se prolonge à 𝑋, et a fortiori à 𝐾.

Prouvons (4.1.3). Soit 𝐹 ∗ une résolution flasque de 𝐹. On a

lim−−→ 𝐻 𝑖(𝑈, 𝐹 )
(19)
= lim−−→ 𝐻 𝑖(𝛤 (𝑈, 𝐹 ∗)) = 𝐻 𝑖 lim−−→ 𝛤 (𝑈, 𝐹 ∗)

(20)
= 𝐻 𝑖𝛤 (𝐾, 𝐹 ∗)

(4.1.5)
= 𝐻 𝑖(𝐾, 𝐹 ).

Corollaire 4.1.6. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme propre et surjectif d’espaces topologiques.
Alors, 𝑓 est de 𝐺-1-descente cohomologique.

Résulte de (4.1.2) et (3.2.4).

18. N.D.E. : On ne confondra pas les deux sens du symbole 𝑖.
19. N.D.E. : 𝐻 𝑖(𝛤 (𝑈, 𝐹 ∗)) désigne ici le 𝑖-ième groupe de cohomologie du complexe 𝛤 (𝑈, 𝐹 ∗).
20. N.D.E. : D’après (4.1.3) appliqué à 𝛤 = 𝐻0
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Corollaire 4.1.7. — Soit 𝒰 = (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 un recouvrement fermé localement fini d’un espace
topologique 𝑋. Alors le morphisme canonique 𝑓 ∶ ∐𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 → 𝑋 est un morphisme de 𝐺-1-
descente cohomologique.

En effet 𝑓 est propre et surjectif. En appliquant (2.5.6), on retrouve la suite spectrale de
[[5]. II (5.2.4)] (cf. l’introduction).

Proposition 4.1.8. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un homomorphisme local surjectif d’espace topolo-
gique. Alors 𝑓 est un morphisme de 𝐺-1-descente cohomologique universelle.

Par localisation sur 𝑌 (cf. (3.2.4)), on est ramené au cas où 𝑓 possède une section.

Corollaire 4.1.9. — Soit 𝒰 = (𝑈𝑖)𝑖∈𝐼 un recouvrement ouvert d’un espace topologique 𝑋.143
Alors le morphisme canonique 𝑓 ∶ ∐𝑖∈𝐼 𝑈𝑖 → 𝑋 est un morphisme de 𝐺-1-descente cohomo-
logique universelle.

La suite spectrale de descente donne alors [[5] II (5.4.1)] (cf. l’Introduction).

Remarque 4.1.10. — Les démonstrations de (VIII 9) montrent que l’on peut remplacer
« 1-descente cohomologique » par « 2-descente cohomologique » dans tous les énoncés
qui précèdent.

4.2. Modules quasi-cohérents sur les schémas. —

4.2.0. — Soit (Sch)𝑠 la catégorie dont les objets sont les schémas éléments de 𝒰 et les flèches
les morphismes quasi-compacts et quasi-séparés : on définit une catégorie ℰ bifibrée en
duaux de topos au-dessus de (Sch)𝑠 en prenant pour objets les couples (𝑋, 𝐹 ) où 𝑋 est un
schéma et 𝐹 un faisceau sur 𝑋 (pour la topologie de Zariski), et pour morphismes les couples
(𝑓 , 𝜑) ∶ (𝑋, 𝐹 ) → (𝑌 , 𝐺), où 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 est une application continue et 𝜑 ∶ 𝐺 → 𝑓∗(𝐹 ) un
morphisme de faisceaux. On prend pour 𝒪 la section de ℰ0 au-dessus de (Sch)0

𝑠 qui associe
à tout schéma son faisceaux structural ; on prend pour 𝐺 la sous-catégorie de Mod(ℰ0, 𝒪)
telle que pour tout schéma 𝑋, 𝐺𝑋 soit la catégorie des modules quasi-cohérents sur 𝑋.

Proposition 4.2.1. — Tout morphisme 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 fidèlement plat quasi-compact et quasi-
séparé est un morphisme de 𝐺-2-descente cohomologique universelle.

D’après [SGA I (VIII.5.2)], 𝑓 est un morphisme de 𝐺0-descente effective. En vertu de
[EGA IV (1.7.21)], on peut appliquer (3.2.4) au carré cartésien :

𝑋 ×𝑌 𝑋 //

��

𝑋

𝑓

��
𝑋

𝑓
// 𝑌

144
4.3. Faisceaux étales sur les schémas. —
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4.3.0. — Soit (Sch) la catégorie de tous les schémas appartenant à 𝒰 : on définit donc une
catégorie ℰ bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch) en prenant pour objets les couples
(𝑋, ℱ), où 𝑋 est un schéma et ℱ un faisceau étale sur 𝑋, et pour morphismes les couples
(𝑓 , 𝜑) ∶ (𝑋, ℱ) → (𝑌 , 𝒢), où 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 est un morphisme de schémas et 𝜑 ∶ 𝒢 → 𝑓∗(ℱ)
est un morphisme de faisceaux.

Soit 𝑛 un entier ≥ 0 : on désigne par 𝒪𝑛 la section de ℰ0 au-dessus de (Sch)0 qui associe
à tout schéma 𝑋 le faisceau constant (Z/𝑛Z)𝑋. On posera 𝐹𝑛 = Mod(ℰ0, 𝒪𝑛) de sorte que,
pour tout schéma 𝑋, 𝐹𝑛𝑋

s’identifie à la catégorie des faisceaux de Z/𝑛Z-modules sur 𝑋.

4.3.1. — Soit maintenant (Sch)𝑠 la sous-catégorie de (Sch) dont les objet sont les schémas
éléments de 𝒰 et dont les flèches sont les morphismes quasi-compacts et quasi-séparés. On
désigne par ℰ𝑠 la catégorie bifibrée en duaux de topos au-dessus de (Sch)𝑠 déduite de ℰ par
le changement de base (Sch)𝑠 → (Sch) ; on désigne encore par 𝒪0 la restriction de 𝒪0 à
(Sch)𝑠. Soit 𝐺 ⊂ Mod(ℰ0

𝑠 , 𝒪0) la sous-catégorie fibrée et cofibrée de Mod(ℰ0
𝑠 , 𝒪0) telle que

pour tout schéma 𝑋, 𝐺𝑋 soit la catégorie des faisceaux abéliens de torsion sur 𝑋 : le lecteur
notera que la condition (2.4.1.1) est vérifiée.

Proposition 4.3.2. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme propre surjectif. Alors 𝑓 est un mor-
phisme de 𝐹𝑛-2-descente cohomologique universelle pour 𝑛 ≥ 1. Considéré comme morphisme
de (Sch)𝑠, 𝑓 est un morphisme de 𝐺-2-descente cohomologique universelle.

D’après (VIII 9.4) 𝑓 est un morphisme de 𝐹 0-descente effective et d’après (XII.(5.1)), on 145
peut appliquer (3.2.4) au diagramme cartésien :

𝑋 ×𝑌 𝑋 //

��

𝑋

𝑓

��
𝑋

𝑓
// 𝑌 .

Proposition 4.3.3. — Soit 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 un morphisme surjectif de schémas. On suppose que
l’une des hypothèses suivantes est vérifiée :

a) 𝑓 est entier.
b) 𝑌 est localement noethérien, 𝑓 est universellement ouvert et localement de présentation

finie.
c) 𝑓 est plat et localement de présentation finie.

Alors 𝑓 est un morphisme de 𝐹𝑛-2-descente cohomologique, pour tout 𝑛 ≥ 0.

a) On recopie la démonstration de (4.3.2) en remplaçant (XII. (5.1)) par ((VIII 5.6)).
b) La question étant locale sur 𝑌, on peut supposer que 𝑌 est noethérien. On applique

(EGA IV (14.5.10)). Par (3.3.1) et a) on se ramène au cas où tout point 𝑦 de 𝑌 possède
un voisinage 𝑈 tel que 𝑓 −1(𝑈) → 𝑈 possède une section et on gagne par (3.2.4).

c) Il s’agit de montrer que 𝑓 est un morphisme de 𝐹-1-descente cohomologique (on sait
par ((VIII 9.4)) que 𝑓 est un morphisme de 𝐹 0-descente effective).

Par localisation sur 𝑌 (cf. (3.2.4)), on peut supposer que 𝑌 est affine d’anneau 𝐴. On peut
alors écrire Spec𝐴 = lim←−−𝑖∈𝐼

Spec𝐴𝑖, où 𝐼 est un ensemble ordonné filtrant et 𝐴𝑖 un anneau



44

noethérien pour tout 𝑖, avec 𝑋 = lim←−− 𝑋𝑖, où, pour tout 𝑖, 𝑋𝑖 est un schéma plat et locale-
ment de présentation finie sur Spec𝐴𝑖 tel que 𝑓𝑖 ∶ 𝑋𝑖 → Spec𝐴𝑖 soit surjectif ; de plus, les
diagrammes :

𝑋 //

𝑓

��

𝑋𝑖

𝑓𝑖

��
𝑌

𝑢𝑖 // Spec𝐴𝑖

sont cartésiens.146
Soit 𝔉 un faisceau abélien sur 𝑌 : on a 𝔉 = lim−−→𝑖

𝑢∗
𝑖 𝑢𝑖∗(𝔉) de sorte que, par un passage à

la limite standard, on est ramené au cas où 𝔉 provient d’un faisceau sur Spec𝐴𝑖 pour un
certain 𝑖, et 𝑏) permet de conclure.

Remarque 4.3.4. — Si 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 est entier, on a 𝑅𝑞𝑓∗ = 0 pour 𝑞 > 0. On en conclut
facilement qu’il n’est pas nécessaire de se limiter aux complexes bornés inférieurement pour
faire de la descente au moyen de 𝑓.

Corollaire 4.3.5. — Soit (𝑋𝛼
𝑢𝛼−→ 𝑋)𝛼∈𝐴 une famille couvrante pour la topologie étale. Alors

∐𝛼∈𝐴 𝑋𝛼 → 𝑋 est un morphisme 𝐹𝑛-2-descente cohomologique universelle pour tout 𝑛 ≥ 0.

En effet, il existe une factorisation

∐
𝑎∈𝐴

𝑋𝛼

  
𝑋

>>

ℎ // 𝑋
où ℎ est un morphisme étale surjectif.

5. Applications
147

5.1. Construction d’objets simpliciaux. —

5.1.0. — Jusqu’au numéro (5.1.3) compris, 𝐻 est une catégorie où les limites projectives
finis non vides existent et où les sommes finies existent, sont disjointes et universelles. Si
𝑋 ∶ 𝛥0 → 𝐻 est un objet simplicial de 𝐻, nous noterons 𝑑𝑘

𝑖 ∶ 𝑋𝑘 → 𝑋𝑘−1 (resp. 𝑠𝑘
𝑖 ∶

𝑋𝑘 → 𝑋𝑘+1) pour 𝑖 ∈ [𝑘] et 0 ≤ 𝑘 les flèches correspondantes aux opérateurs « faces »
𝜕𝑖

𝑘 ∶ [𝑘 − 1] → [𝑘] (resp. aux opérateurs de dégénérescence 𝜎𝑖
𝑘 ∶ [𝑘] → [𝑘 + 1]) (cf. [3] II 2).

Définition 5.1.1. — Un objet simplicial 𝑋 ∶ 𝛥0 → 𝐻 de 𝐻 est 𝜎-scindé s’il existe une famille
de sous-objets 𝑁𝑋𝑗 des 𝑋𝑗 (𝑗 ≥ 0) telle que les morphismes

ℎ𝑖 ∶ ∐
Hom𝛥− ([𝑖],[𝑗])

𝑗≤𝑖

𝑁𝑋𝑗 ⟶ 𝑋𝑖
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soient des isomorphismes.

De même, un objet simplicial 𝑘-tronqué 𝑋 ∶ 𝛥0
𝑘 → 𝐻 est 𝜎-scindé s’il existe des 𝑁𝑋𝑗

(0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘) vérifiant la condition précédente pour 𝑖 ≤ 𝑘.
Les 𝑁𝑋𝑗 sont uniquement déterminés par 𝑋. En effet, si 𝑋 est 𝜎-scindé, les opérateurs

de dégénérescence 𝑠𝑘−1
ℓ ∶ 𝑋𝑘−1 → 𝑋𝑘 sont des isomorphismes de 𝑋𝑘−1 avec des facteurs

directs de 𝑋𝑘, et
𝑁𝑋𝑘 = ∩

ℓ
(complément de 𝑠𝑘

ℓ (𝑋𝑘−1)).

Pour 𝑘 = 0, 𝑁𝑋0 = 𝑋0.

5.1.2. — Pour 𝑋 un objet simplicial (𝑛 + 1)-tronqué 𝜎-scindé de 𝐻, nous désignerons par
𝛼𝑛(𝑋) le triple consistant en

a) la restriction 𝑖∗
𝑛(𝑋) de 𝑋 à 𝛥0

𝑛.
b) 𝑁𝑋𝑛+1, 148
c) l’application évidente de 𝑁𝑋𝑛+1 dans (cosq𝑛(𝑋))𝑛+1

Ce triple (𝑌 , 𝑁, 𝛽) vérifie la condition suivante
(∗) 𝑌 est un objet simplicial 𝑛-tronqué 𝜎-scindé de 𝐻, et 𝛽 est une application de 𝑁 dans
(cosq 𝑌 )𝑛+1.

Proposition 5.1.3. — Soit (𝑌 , 𝑁, 𝛽) un triple vérifiant (∗) ci-dessus.
(i) A isomorphisme unique près, il existe un et un seul 𝑋 ∶ 𝛥0

𝑛+1 → 𝐻 𝜎-scindé, avec
𝛼𝑛(𝑋) ≃ (𝑌 , 𝑁, 𝛽),

(ii) Il revient au même de se donner un morphisme 𝑓 de 𝑋 dans un objet simplicial tronqué
𝑍 ∶ 𝛥0

𝑛+1 → 𝐻, ou de se donner
a) un morphisme 𝑓 ′ ∶ 𝑌 → 𝑖∗

𝑛(𝑍) ;
b) un morphisme 𝑓 ″ ∶ 𝑁 → 𝑍𝑛+1 tel que le diagramme

𝑁 //

𝑓 ″

��

(cosq𝑛 𝑌 )𝑛+1

𝑓 ′

��
𝑍𝑛+1

// (cosq𝑛 𝑍)𝑛+1

soit commutatif.

Construisons 𝑋.
On pose : 𝑌 ′

𝑛 = (cosq𝑛 𝑌 )𝑛+1 et on note

𝑑′𝑛+1
𝑖 ∶ 𝑌 ′

𝑛+1 ⟶ 𝑌𝑛 (resp. 𝑠′𝑛
𝑖 ∶ 𝑌𝑛 ⟶ 𝑌 ′

𝑛+1)

les opérateurs de face (resp. de dégénérescence) obtenu par fonctorialité.
On pose 𝑌𝑛+1 = 𝑁 ∐(∐Hom𝛥−

ℓ≤𝑛
([𝑛+1],[ℓ]) 𝑁𝑌ℓ) et soit 𝛼 ∶ 𝑌𝑛+1 → 𝑌 ′

𝑛+1 la flèche dont les

composantes sont 𝛽 et les flèches 𝑁𝑌ℓ → 𝑌ℓ → 𝑌 ′
𝑛+1 pour tout épimorphisme [𝑛 + 1] → [ℓ]

avec ℓ ≤ 𝑛.
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Soit 𝑠𝑛
𝑖 ∶ 𝑌𝑛 ≃ ∐Hom𝛥−

ℓ′≤𝑛
([𝑛],[ℓ′]) 𝑁𝑌ℓ′ → 𝑋𝑛+1 la flèche induite par 𝜎𝑖

𝑛, de sorte que149

(I) 𝛼 ∘ 𝑠𝑛
𝑖 = 𝑠′𝑛

𝑖 .
On pose

(II) 𝑑𝑛+1
𝑖 = 𝑑′𝑛+1

𝑖 ∘ 𝛼.

Pour montrer que l’on définit ainsi un objet de Hom(𝛥0
𝑛+1, 𝐻), il suffit, d’après [[3]. II (2.4)]

de vérifier les formules.

a) 𝑑𝑛
𝑖 ⋅ 𝑑𝑛+1

𝑗 = 𝑑𝑛
𝑗−1 ⋅ 𝑑𝑛+1

𝑖 𝑖 < 𝑗
b) 𝑠𝑛

𝑖 ⋅ 𝑠𝑛−1
𝑗 = 𝑠𝑛

𝑗+1 ⋅ 𝑠𝑛−1
𝑖 𝑖 ≤ 𝑗

c) 𝑑𝑛+1
𝑖 ⋅ 𝑠𝑛

𝑗 =
⎧⎪
⎨
⎪⎩

𝑠𝑛−1
𝑗−1 ⋅ 𝑑𝑛

𝑖 𝑖 < 𝑗
id 𝑖 = 𝑗 ou 𝑖 = 𝑗 + 1
𝑠𝑛−1

𝑗 ⋅ 𝑑𝑛
𝑖−1 𝑖 > 𝑗 + 1.

Les formules a) et c) sont évidentes en vertu de (I) et (II), car on sait que a) et c) sont
vérifiées si l’on remplace 𝑑𝑛+1

𝑖 par 𝑑′𝑛+1
𝑖 et 𝑠𝑛

𝑖 par 𝑠′𝑛
𝑖 .

La formule b) est vérifiée par construction.
On laisse au lecteur le soin de vérifier que l’objet 𝑋 obtenu vérifie 5.1.3.

On prendra garde que le foncteur construit dans la démonstration de 5.1.3, de la catégorie
des triples vérifiant (5.1.2) (∗) dans les objets simpliciaux 𝑛 + 1-tronqués, est fidèle mais non
pleinement fidèle.

La proposition 5.1.3 fournit un procédé très commode pour construire par induction des
objets simpliciaux de 𝐻. Dans la fin de ce numéro, nous formalisons cette remarque sous la
forme qui sera utilisée en 5.2 et 5.3.

5.1.4. — Soient 𝐸 𝜋−→ 𝐵 un foncteur tel que pour tout objet 𝑏 de 𝐵, la catégorie fibre 𝐸𝑏 soit150
non vide et vérifie les conditions de (5.1.0).

Soit 𝑄 une propriété d’un objet de 𝐸, stable par isomorphisme : on suppose que les condi-
tions suivantes sont réalisées :

a) Pour tout objet 𝑏 de 𝐵 il existe un objet 𝑥 de 𝐸𝑏 vérifiant 𝑄.
b) Pour tout objet 𝑏 de 𝐵 et tout couple (𝑥, 𝑦) d’objets de 𝐸𝑏 vérifiant 𝑄, il existe un objet 𝑧

de 𝐸𝑏 vérifiant 𝑄 et des morphismes 𝑧 → 𝑥, 𝑧 → 𝑦 dans 𝐸𝑏.
c) Pour tout morphisme 𝑏′ 𝑡−→ 𝑏 de 𝐵 et tout objet 𝑥 de 𝐸𝑏 vérifiant 𝑄, il existe un objet 𝑥′

de 𝐸𝑏, vérifiant 𝑄 et un morphisme 𝑥′ → 𝑥 au-dessus de 𝑡.
Soit d’autre part 𝑃 une propriété d’une flèche de 𝐸 au-dessus d’une identité stable

par isomorphisme : on suppose que les conditions suivantes sont réalisées :
d) Pour tout objet 𝑏 de 𝐵 et tout objet 𝑥 de 𝐸𝑏 il existe une flèche 𝑦 → 𝑥 dans 𝐸𝑏 vérifiant

𝑃.
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e) Pour tout objet 𝐺 de 𝐵, tout diagramme dans 𝐸𝑏 de la forme

𝑢
𝑓 // 𝑥

𝑧

??

��
𝑣 𝑔

// 𝑦

où 𝑓 et 𝑔 vérifient 𝑃, peut se compléter en un diagramme commutatif dans 𝐸𝑏

𝑢
𝑓 // 𝑥

𝑤 ℎ //

BB

��

𝑧

CC

��
𝑣 𝑔

// 𝑦

où ℎ vérifie 𝑃. 151

f) Pour tout morphisme 𝑏′ 𝑡−→ 𝑏 de 𝐵 et tout morphisme 𝑥
𝑓
−→ 𝑦 de 𝐸𝑏 vérifiant 𝑃, il existe

un morphisme 𝑥′ 𝑓 ′

−−→ 𝑦′ de 𝐸𝑏′ vérifiant 𝑃 et un diagramme commutatif

𝑥′ 𝛼 //

𝑓 ′

��

𝑥

𝑓

��
𝑦′

𝛽
// 𝑦

où 𝛼 et 𝛽 sont des morphismes au-dessus de 𝑡.

Définition 5.1.5. — Avec les notations de (5.1.4), nous dirons qu’un objet 𝑋 de Hom(𝛥0, 𝐸)
vérifie la condition (APQ) si les conditions suivantes sont remplies :

(i) L’image de 𝜋 ∘ 𝑋 est l’objet simplicial constant défini par un objet 𝐺 de 𝐵.
(ii) En tant qu’objet de Hom(𝛥0, 𝐸𝑏), 𝑋 est 𝜎-scindé.
(iii) 𝑋0 vérifie la condition 𝑄.
(iv) Pour tout entier 𝑛, la flèche 𝑁𝑋𝑛+1 → (cosq𝑛 𝑋)𝑛+1 vérifie la condition 𝑃.

5.1.6. — On désigne par 𝐸(𝐴𝑃 𝑄) la sous-catégorie de Hom(𝛥0, 𝐸) dont les objets sont les
objets simpliciaux vérifiant (𝐴𝑃 𝑄) et dont les morphismes sont les morphismes 𝑋 𝛼−→ 𝑌 de
Hom(𝛥0, 𝐸) tels que 𝜋(𝛼𝑛) ∶ 𝜋(𝑋𝑛) → 𝜋(𝑌𝑛) soit le même morphisme de 𝐵 pour tout 𝑛. Il
existe alors un foncteur canonique 𝜋 ∶ 𝐸(𝐴𝑃 𝑄) → 𝐵.
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Proposition 5.1.7. — Le foncteur 𝜋 est surjectif. De plus, pour tout objet 𝑏 de 𝐵 et tout couple152
(𝑋, 𝑌 ) d’objets de 𝐸(𝐴𝑃 𝑄),𝑏, il existe un diagramme

𝑍

�� ��
𝑋 𝑌

dans 𝐸(𝐴𝑃 𝑄),𝑏.

La démonstration est triviale à partir de (5.1.3), en vertu des hypothèses faites en (5.1.4).

Proposition 5.1.8. — Soient 𝐶 une catégorie et 𝐹 un foncteur 𝐸(𝐴𝑃 𝑄) → 𝐶 ; on introduit les
conditions suivantes pour 𝐹 :

(i) Pour tout objet 𝑏 de 𝐵, la restriction de 𝐹 à 𝐸(𝐴𝑃 𝑄),𝑏 se factorise à travers la catégorie
grossière (20) définie par les objets de 𝐸(𝐴𝑃 𝑄),𝑏.

(ii) Pour tout morphisme 𝑡 ∶ 𝑏′ → 𝑏 de 𝐵 et tout couple (𝑋′ → 𝑋, 𝑌 ′ → 𝑌 ) de morphismes
au-dessus de 𝑡, le diagramme suivant est commutatif :

𝐹 (𝑋′) //

𝛼

��

𝐹 (𝑋)

𝛼

��
𝐹 (𝑌 ′) // 𝐹 (𝑌 )

où 𝛼 et 𝛼′ sont les flèches déterminées par la condition (i).
Alors, le foncteur 𝐺 → 𝐺 ∘ 𝜋 induit une équivalence entre la catégorie Hom(𝐵, 𝐶) et la

sous-catégorie pleine de Hom(𝐸(𝐴𝑃 𝑄), 𝐶) définie par les foncteurs vérifiant les conditions (i) et
(ii).

Les détails de la démonstration sont laissés au lecteur. Indiquons simplement la manière153
dont on procède pour montrer que le foncteur précédent est essentiellement surjectif.

Soit 𝐹 ∶ 𝐸(𝐴𝑃 𝑄) → 𝐶 un foncteur vérifiant les conditions (i) et (ii) : pour tout objet 𝑏 de
𝐵, on choisit un objet 𝑋 de 𝐸(𝐴𝑃 𝑄),𝑏 et on pose 𝐹(𝑏) = 𝐹 (𝑋) ; on vérifie alors que 𝐹(𝑏) varie
fonctoriellement avec 𝑏.

5.2. Cohomologie singulière d’un schéma de type fini sur un corps de caractéris-
tique nulle. — Dans ce numéro, 𝑘 désignera un corps de caractéristique nulle.

20. Une catégorie est dite grossière si pour tout couple (𝑥, 𝑦) d’objets, Hom(𝑥, 𝑦) est réduit à un élément et un
seul.
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5.2.0. — Nous désignerons par Sch𝑓 /𝑘 (resp. Ann) la catégorie des schémas localement de
type fini sur 𝑘 (resp. des espaces analytiques complexes). Tous les objets simpliciaux de
Sch𝑓 /𝑘 (resp. Ann) seront considérés comme objets simpliciaux de Top grâce au foncteur
canonique Sch𝑓 /𝑘 → Top (resp. Ann → Top). Nous conservons les données de (4.1.0) rela-
tives à la descente cohomologique.

Suivant les notations usuelles, nous noterons 𝑆 → 𝑆an le foncteur canonique Sch𝑓 /C →
Ann défini dans G.A.G.A.

5.2.1. — Soit 𝑋 un objet simplicial de Sch /𝑘 (resp. Ann) : les compatibilités usuelles pour la
construction du complexe de De Rham d’un morphisme de schéma (resp. d’espaces analy-
tiques) permettent de construire un complexe 𝛺Zar .

𝑋/𝑘 (resp. 𝛺 •

𝑋/C) de 𝐷+(𝛤 (𝑋,Z)) tel que
pour tout entier 𝑖, 𝑅𝑒∗

𝑖 (𝛺Zar .
𝑋/𝑘 ) (resp. 𝑅𝑒∗

𝑖 (𝛺 •

𝑋/C)) soit le complexe De Rham 𝛺Zar .
𝑋/𝑘 (re-

sp. 𝛺 •

𝑋𝑖/C).
Soit 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥

𝑆 un objet simplicial de Sch𝑓 /𝑘 (resp. Ann) muni d’une augmentation. On
définit 𝐻Zar .

𝐷𝑅 (𝑢) (resp. 𝐻 •

𝐷𝑅(𝑢)) et 𝐻 •(𝑢,C)) comme étant les groupes d’hypercohomologie
du complexe 𝑅𝑢+(𝛺Zar .

𝑋/𝑘 ) (resp. 𝑅𝑢∗(𝛺 •

𝑋/C) et 𝑅𝑢(C)).

5.2.2. — Si 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥
𝑆 est un objet semi simplicial de Sch𝑓 /C, on dispose de trois morphismes 154

canoniques :

𝐻Zar .
𝐷𝑅 (𝑢) 𝛼−→ 𝐻 •

𝐷𝑅(𝑢an)

𝐻 •(𝑢an,C)
𝛽
−→ 𝐻 •

𝐷𝑅(𝑢an)

𝐻 •(𝑆an,C)
𝛾
−→ 𝐻 •(𝑢an,C).

Proposition 5.2.3. — Supposons, avec les notations de (5.2.2) que 𝑋𝑛 soit lisse pour tout 𝑛 :

alors 𝛼 et 𝛽 sont des isomorphismes. Si de plus 𝑋an 𝑢an−−→ 𝐶𝛥
𝑆an est un hyperrecouvrement de 𝑆an

pour la topologie de la 1-descente cohomologique universelle, 𝛾 est un isomorphisme.

Le fait que 𝛼 soit un isomorphisme résulte de [[6],Th, 1′]. Il résulte du lemme de Poincaré
que 𝛽 est un isomorphisme. La dernière partie de la proposition résulte de (3.3.3).

5.2.4. — Nous allons maintenant appliquer (5.1.4) au cas où 𝐵 = Sch𝑓 /𝑘 et où 𝐸 est la caté-
gorie au-dessus de 𝐵 telle que pour tout schéma 𝑆, la catégorie fibre 𝐸𝑆 soit la catégorie des
schémas de Sch𝑓 /𝑘 au-dessus de 𝑆, les flèches au-dessus d’une flèche de 𝐵 étant évidentes.
Nous dirons qu’un morphisme ℎ ∶ 𝑋 → 𝑌 au-dessus de 𝑆 vérifie la propriété 𝑃 si 𝑋 est lisse
sur 𝑘 et si ℎ est composé d’un nombre fini de morphismes vérifiant l’une des conditions
suivantes :

(i) être somme d’une famille de morphismes étales et surjectifs
(ii) être somme d’une famille de morphismes propres et surjectifs.

Nous dirons qu’un schéma 𝑋 de 𝐸𝑆 vérifie la propriété 𝑄 si le morphisme structural 𝑋 → 𝑆
vérifie la propriété 𝑃.

On laisse au lecteur le soin de vérifier, via la résolution des singularités, que toutes les
conditions de (5.1.4) sont vérifiées.

La donnée des groupes 𝐻Zar .
𝐷𝑅 (𝑢) définit un foncteur contravariant de la catégorie 𝐸(𝐴𝑃 𝑄) 155

dans la catégorie des groupes abéliens gradués, noté 𝐻Zar .
𝐷𝑅 .
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Proposition 5.2.5. — Le foncteur 𝐻Zar .
𝐷𝑅 vérifie les conditions de (5.1.8).

Par le principe de Lefschetz, on est ramené au cas ou 𝑘 = C. Dans ce cas, pour tout
morphisme 𝑆′ 𝑡−→ 𝑆 et tout couple (𝑢′ → 𝑢, 𝑣′ → 𝑣) de morphismes au-dessus de 𝑡, on
dispose d’un diagramme commutatif :

𝐻Zar .
𝐷𝑅 (𝑢′) //

𝛾−1.𝛽−1.𝛼

��

𝐻Zar .
𝐷𝑅 (𝑢)

𝛾−1.𝛽−1.𝛼

��
𝐻 •(𝑆′ an,C)

𝐻 •(𝑡an,C) // 𝐻 •(𝑆an,C)

𝐻Zar .
𝐷𝑅 (𝑣′) //

𝛾−1.𝛽−1.𝛼

OO

𝐻Zar .
𝐷𝑅 (𝑣)

𝛾−1.𝛽−1.𝛼

OO

ce qui achève la démonstration.

Définition 5.2.6. — Le foncteur contravariant défini par (5.1.8) à partir de 𝐻Zar .
𝐷𝑅 sera noté

𝐻 •(∗, 𝑘). Pour tout schéma 𝑆 localement de type fini sur 𝑘, le groupe abélien gradué 𝐻 •(𝑆, 𝑘)
s’appellera la cohomologie singulière de 𝑆.

5.2.7. — Nous allons terminer ce numéro par une illustration des principes généraux qui
y ont été introduits. Rappelons tout d’abord que si 𝑆 est un espace analytique complexe,
la cohomologie de De Rham de 𝑆, notée H •

𝐷𝑅(𝑆) est par définition l’hypercohomologie du
complexe de De Rham 𝛺 •

𝑆/C.

Proposition 5.2.8. — (Blum-Herrera). Soit 𝑆 un schéma localement de type fini sur C, la156
flèche canonique

𝐻 •(𝑆an,C) ⟶ H •

𝐷𝑅(𝑆an)

possède une rétraction (dans la catégorie des groupes abéliens gradués) fonctorielle en 𝑆.

En vertu de (5.1.8) il suffit de considérer le morphisme 𝐻 •(+,C) ∘ 𝜋 → H •

𝐷𝑅 ∘ 𝜋 obtenu
à partir du précédent par composition avec 𝜋.

En utilisant, pour toute augmentation 𝑋 𝑢−→ 𝐶𝛥
𝑆 , le morphisme canonique L𝑢+(𝛺 •

𝑆/𝐶) →
𝛺 •

𝑋/𝐶, on définit un morphisme fonctoriel H •

𝐷𝑅 ∘ 𝜋 → H •

𝐷𝑅, de sorte que le diagramme
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suivant soit commutatif :

𝐻 •

𝐷𝑅 𝐻 •

𝐷𝑅 ∘ 𝜋oo

𝐻 •(∗,C)∘𝜋
∽𝛽∘𝛾

OO ::

ce qui fournit la rétraction cherchée.

Remarque 5.2.9. — L’énoncé (5.2.8) reste valable pour tout espace analytique, dès que l’on
dispose de la résolution des singularités dans le cadre analytique.

5.3. Théories de Hodge mixtes. — Nous donnons ici un résultat de nature technique qui
joue un rôle clef dans [2].

𝑘 est un corps de caractéristique nulle.

5.3.1. — Soit Schfs /𝑘 la catégorie des schémas séparés et de type fini sur 𝑘 ; on désigne par
𝐸 𝜋−→ Schfs /𝑘 la catégorie au-dessus de Schfs /𝑘 définie de la façon suivante :
Si 𝑆 est un objet de Schfs /𝑘, un objet de 𝐸𝑆 est un triple (𝑋, 𝑋, 𝑖) où 𝑋 est un schéma réduit 157
projectif au-dessus de 𝑘, 𝑋 un schéma propre au-dessus de 𝑆 et 𝑖 ∶ 𝑋 → 𝑋 une immersion
ouverte au-dessus de 𝑘 telle que 𝑖(𝑋) soit dense dans 𝑋.
Si 𝑡 ∶ 𝑆′ → 𝑆 est unmorphisme de schémas, (𝑋, 𝑋, 𝑖) un objet au-dessus de𝑆 et (𝑋′, 𝑋′, 𝑖′)
un objet au-dessus de 𝑆′, un morphisme de (𝑋, 𝑋, 𝑖) dans (𝑋′, 𝑋′, 𝑖′) au-dessus de 𝑡 est un
couple (ℎ, ℎ) où ℎ ∶ 𝑋′ → 𝑋 est un morphisme au-dessus de 𝑘, et ℎ ∶ 𝑋′ → 𝑋 un
morphisme au-dessus de 𝑆, tel que le diagramme suivant soit commutatif.

𝑋′ 𝑖′ //

ℎ

��

𝑋′

ℎ

��
𝑋 𝑖 // 𝑋.

N.B. : on remarque qu’il résulte des hypothèses de propreté que ℎ−1(𝑖(𝑋)) = 𝑖(𝑋′).

Lemme 5.3.2. — Pour tout objet 𝑆 de Schfs /𝑘, la catégorie 𝐸𝑆 est non vide, possède des limites
projectives non vides et des sommes directes finies qui sont disjointes et universelles.

Le fait que la catégorie 𝐸𝑆 soit non vide résulte du lemme de Chow.
Nous n’indiquerons que la construction du produit direct de deux objets (𝑋, 𝑋, 𝑖) et

(𝑋′, 𝑋′, 𝑖′) de 𝐸𝑆.
La flèche canonique 𝑗 ∶ 𝑋 ×𝑆 𝑋′ → 𝑋 ×𝑘 𝑋′ est une immersion et on désigne par 𝑇

le sous-schéma réduit de 𝑋 ×𝑘 𝑋′ ayant pour espace sous-jacent l’adhérence de l’image de
𝑗 ∶ (𝑇 , 𝑋 ×𝑆 𝑋′

red, 𝑗red) vérifie la propriété universelle voulue.
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5.3.3. — Soit 𝑆 un objet de Schfs /𝑘 : nous dirons qu’un objet (𝑋, 𝑋, 𝑖) de 𝐸𝑆 vérifie la pro-158
priété 𝑄 si 𝑋 est lisse sur 𝑘 et si 𝑖(𝑋) est le complémentaire d’un diviseur à croisements
normaux. Nous dirons qu’un morphisme (ℎ, ℎ) ∶ (𝑋′, 𝑋′, 𝑖′) → (𝑋, 𝑋, 𝑖) vérifie la proprié-
té 𝑃 si ℎ est surjectif et si (𝑋′, 𝑋′, 𝑖′) vérifie la propriété 𝑄.

Proposition 5.3.4. — Avec les notations de (5.3.3), toutes les conditions de (5.1.4) sont vérifiées.

Les conditions a) b) d) et c) se vérifient facilement en utilisant la résolution des singula-
rités. De plus c) est conséquence de f) : il reste donc à vérifier f).

Il s’agit de voir que tout diagramme commutatif :

𝑍
𝑖𝑍 //

ℎ
��

𝑍

ℎ
��

𝑋
𝑖𝑋 //

��

𝑋

��
𝑆′ 𝑡 // 𝑆 // 𝑘

où (𝑋, 𝑋, 𝑖𝑋) et (𝑍, 𝑍, 𝑖𝑍) sont des objets de 𝐸𝑆 avec ℎ surjectif, peut se compléter en un
diagramme commutatif :

𝑍′ //

𝑖𝑍′ ((
ℎ′

��

𝑍
𝑖𝑍

((

ℎ ��

𝑍′ //

��

𝑍

ℎ

��

𝑋′ ℎ′
//

��

𝑖𝑋′ ((

𝑋

𝑖𝑋 ((

��

𝑋′

��

// 𝑋

��

𝑆′ 𝑡 //

))

𝑆

((𝑘 𝑘

où (𝑋′, 𝑋′, 𝑖𝑋′) et (𝑍′, 𝑍′, 𝑖𝑍′) sont des objets de 𝐸𝑆′ avec ℎ′ surjectif.159
On considère un diagramme

𝑇
𝜑 //

_�

𝑖𝑇

��

𝑆′ 𝑡 // 𝑆

��
𝑇 𝜓

// 𝑘
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où 𝜑 est propre et 𝜓 projectif : par changements de base on en déduit un diagramme :

𝑍 ×𝑆 𝑇red
//

𝑝 ((

��

𝑍

""

��

𝑍 ×𝑘 𝑇red
//

��

𝑍

��

𝑋 ×𝑆 𝑇red
//

��

𝑞 ((

𝑋

""

��

𝑋 ×𝑘 𝑇red

��

// 𝑋

��

𝑇

((

// 𝑆′ // 𝑆

##
𝑇 // 𝑘

où 𝑝 et 𝑞 sont des immersions ; il suffit alors de remplacer 𝑍 ×𝑘 𝑇red et 𝑋 ×𝑘 𝑇red pour les 160
images fermées de 𝑝 et 𝑞 pour avoir le diagramme voulu, ce qui achève la démonstration de
(5.3.4).
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