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0. Introduction

0.1. — Nous avons vu dans ?? diverses propriétés d’exactitude de catégories de la forme
€ = catégorie des faisceaux d’ensembles sur &, ou € est un petit site, propriétés qu’on peut
exprimer en disant qu’a beaucoup d’égards, ces catégories (que nous appellerons des topos)
héritent des propriétés familieres de la catégorie (Ens) des (petits) ensembles. D’un autre c6-
té, 'expérience a enseigné qu’il y a lieu de considérer diverses situations en Mathématique
surtout comme un moyen technique pour construire les catégories de faisceaux (d’ensembles)
correspondantes, i.e. les « topos » correspondants. Il apparait que toutes les notions vraiment
importantes liées a un site (par exemple ses invariants cohomologiques, étudiés dans ??, di-
vers autres invariants « topologiques », tels ses invariants d’homotopie étudiés récemment
par M. ARTIN et B. MAazUR [1] et les notions étudiées dans le livre de J. GIRAUD sur la co-
homologie non commutative) s’expriment en fait directement en termes du topos associé.
Dans cette optique, il convient de regarder deux sites comme étant essentiellement équi-
valents lorsque les topos associés sont des catégories équivalentes, et de considérer que la
donnée d’un site (du moins dans le cas, surtout important en pratique, ou sa topologie est
moins fine que sa topologie canonique) revient a celle d’un topos & (savoir le topos associé,
formé des faisceaux d’ensembles sur le site), et d’une famille génératrice d’éléments de &
(cf. I 4.9, et 1.2.1 ci-dessous). Ce point de vue est analogue a celui qui consiste a associer
un groupe a tout systéme de générateurs et tout systéme de relations entre ces générateurs,
et a attacher son intérét plutdt a la structure de ce groupe qu’au systéme de générateurs
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et relations qui ont servi a I'engendrer (considérés comme des données accessoires de la
situation). D’ailleurs le « lemme de comparaison » III 4.1. fournit de nombreux exemples de
couples de sites €, €’ non isomorphes, et méme non équivalents en tant que catégories,
et donnant naissance a des topos équivalents, de sorte qu’il y a lieu de considérer € et €’
comme essentiellement équivalents.

0.2. — Dans le présent exposé, nous donnons une caractérisation des topos par des proprié-
tés d’exactitude simples (due a J. GIRAUD), nous étudions la notion naturelle de morphisme
de topos, inspirée par la notion d’application continue d’un espace topologique dans un
autre, et nous développons dans le cadre des topos certaines constructions familiéres en
théorie des faisceaux habituelle (faisceaux Hom, faisceaux produit tensoriel, supports). En-
fin, nous montrons (en suivant M. ARTIN) comment on peut reconstituer un topos a partir
d’un «ouvert » de celui-ci, du « fermé » complémentaire, et d’un certain foncteur exact a
gauche qui les relie, qui, a peu de choses pres, peut étre choisi d’ailleurs arbitrairement.

0.3. — On a la un procédé de recollement de topos qui, appliqué a des topos provenant
d’espaces topologiques ordinaires, donnera en général un topos qui ne sera plus du méme
type. Cela est une premiere indication de la stabilité remarquable de la notion de topos par
diverses constructions naturelles, qui manque a la notion d’espace topologique (dont la no-
tion de topos est inspirée). Pour un deuxiéme exemple remarquable, signalons aussi celle
de topos classifiant relatif a un groupe d’un topos (cf. [1] ou 5.9 ci-dessous), inspirée de la
notion classique d’espace classifiant d’'un groupe topologique, et la notion de « topos modu-
laire » associé a divers « problemes de modules » en Géométrie Algébrique ou en Géométrie
Analytique [10] [13].

D’autres topos, tel le topos étale d’'un schéma (étudié systématiquement dans le présent
Séminaire, a partir de Exp. VII) ou le topos cristallin d’'un schéma relatif [6] s’introduisent
de facon naturelle lorsqu’on veut développer pour des variétés algébriques abstraites (et
plus généralement des schémas) des théories de cohomologie utilisables, qui remplacent la
cohomologie de Betti classique des variétés algébriques sur le corps des complexes.

0.4. — On peut donc dire que la notion de topos, dérivé naturel du point de vue faisceau-
tique en Topologie, constitue a son tout un élargissement substantiel de la notion d’espace
topologique ), englobant un grand nombre de situations qui autrefois n’étaient pas consi-
dérées comme relevant de 'intuition topologique. Le trait caractéristique de telles situations
est qu’on y dispose d’une notion de «localisation », notion qui est formalisée précisément
par la notion de site et, en derniére analyse, par celle de topos (via le topos associé au site).
Comme le terme de « topos » lui-méme est censé précisément le suggérer, il semble raison-
nable et légitime aux auteurs du présent Séminaire de considérer que 'objet de la Topologie
est I’étude des topos (et non des seuls espaces topologiques).

0.5. — Il nous a semblé utile d’inclure dans cet exposé général sur les topos un assez grand

nombre d’exemples, dont beaucoup n’ont que des rapports lointains avec le but initial que
se proposait ce séminaire, (c’est-a-dire ’étude de la cohomologie étale). Le lecteur pressé,

i. Cf. [9], ou 4.1 et 4.2 plus bas, pour les relations précises entre la notion de topos et celle d’espace topologique.



intéressé exclusivement par la cohomologie étale, pourra bien entendu omettre sans incon-
vénients la lecture de ces exemples, ainsi d’ailleurs que de la plus grande partie du présent
exposé, auquel il lui suffira de se reporter en cas de besoin.

1. Définition et caractérisation des topos

Définition 1.1. — On appelle U-topos, ou simplement topos si aucune confusion n’est d
craindre, une catégorie E telle qu’il existe un site C € U tel que E soit équivalente d la
catégorie C des U -faisceaux d’ensembles sur C.

1.1.1. — Soit E un %-topos. Nous considérons toujours E comme muni de sa topologie
canonique (II 2.5), qui en fait donc un site, et méme, en vertu de 1.1.2 d) ci-dessous, un %-site
(IT 3.0.2). Sauf mention expresse du contraire, nous ne considérerons pas d’autre topologie
sur E que celle qu’on vient d’expliciter.

1.1.2. — OnavudansII4.8,114.11 qu'un %-topos E est une %-catégorie (I 1.1) satisfaisant
aux conditions suivantes :

a) Les limites projectives finies sont représentables dans E.

b) Les sommes directes indexées par un élément de % sont représentables dans E. Elles
sont disjointes et universelles (II 4.5).

c) Les relations d’équivalence dans E sont effectives universelles (I 10.10).

d) E admet une famille génératrice (II 4.9) indexée par un élément de %.

En fait, nous allons voir que ces propriétés intrinséques caractérisent les %-topos :

Théoreme 1.2. — (J. Giraud). Soit E une ?-catégorie. Les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

i) E est un %-topos (1.1).

ii) E satisfait aux conditions a), b), c) et d) de 1.1.2.

iii) Les %-faisceaux sur E pour la topologie canonique sont représentables, et E posséde une
petite famille génératrice (condition 1.1.2 d)).

iv) Il existe une catégorie C € % et un foncteur pleinement fidélei : E — C(ouC désigne
la catégorie des U-préfaisceaux sur C) admettant un adjoint a gauche a qui est exact d
gauche.

i) Il existe un site C € U, tel que les limites projectives soient représentables dans C et
que la topologie de C soit moins fine que sa topologie canonique (Il 2.5), tel que E soit
équivalent a la catégorie C des U-faisceaux d’ensembles sur C.

De plus :

Corollaire 1.2.1. — Soit E un ?%-topos, C une sous-catégorie pleine de E, qu’on munit de la
topologie induite (Il 3.1) par celle de E (1.1.1). Considérons le foncteur

E—C

qui associe d tout X € ob E la restriction a C du foncteur représenté par X. Ce foncteur est une
équivalence de catégories si et seulement si ob C est une famille génératrice de E.
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L’équivalence i) < iv) résulte aussitot de II 5.5, et on a déja rappelé plus haut qu'on a i) =
ii). Comme i") = i) trivialement, il reste a prouver ii) = iii) et iii) = i’), ce qui sera fait dans
1.2.4 et 1.2.3 ci-dessous. Le corollaire s’obtient alors en remarquant que le foncteur envisagé
se factorise en E — E — C, de sorte que, E — E étant une équivalence en vertu de (iii),
la question revient a celle de déterminer quand E — C est une équivalence. On conclut
alors gréce au « lemme de comparaison » III 4.1, cf. démonstration 1.2.3 ci-dessous.

1.2.3. — Démonstration de iii) = i’). Soit X = (X;);er, I € %, une petite famille génératrice
de E. Comme E est une %-catégorie, 'ensemble des classes d’isomorphie de diagrammes
finis dans E dont les objets sont des éléments X; est Z-petit. Par suite le plus petit ensemble
X’ d’objets de E, contenant les limites projectives finies d’objets de X, est une réunion dé-
nombrable de petits ensembles et est donc petit O posant X"tD) = (%("))’, et X = Un xm,
on voit que, quitte & augmenter la famille de générateurs, on peut supposer que X est stable
par limites projectives finies. Soit 7" un univers contenant % tel que E soit 7-petite. Pour
tout objet H de E, notons I(H) 'ensemble 1I;c; Hom(X;, H). Soient H un objet de E et
H' & H le sous-faisceau de H, pour la topologie canonique, « réunion » des images des
morphismes u : X; - H, (u,i) € I(H) (I 4.1). Comme H' est un sous-faisceau d’un
U-faisceau, H' est un %-faisceau. Il est donc représentable. Comme la famille X est géné-
ratrice et que pour tout i € I, Papplication Hom(X;, H') — Hom(X;, H) est bijective, le
morphisme H’' < H est un isomorphisme (II 4.9). Par suite (II 5.2) la famille (u : X; - H),
(u,i) € I(H), est couvrante pour la topologie canonique de E. Donc tout objet de E peut étre
recouvert, pour la topologie canonique de E, par des objets de X. Soient C la sous-catégorie
pleine de E définie par les objets de X etu : C < E le foncteur d’inclusion. La topologie
€ induite sur C par la topologie canonique de E est moins fine que la topologie canonique
de C, et lorsque % possede un élément de cardinal infini, les limites projectives finies sont
représentables dans C. Il résulte de ?? que le foncteur F — F o u est une équivalence de E
sur la catégorie des %-faisceaux sur C pour la topologie C, C.QFD.

1.2.4. — Démonstration de ii) = iii). La démonstration comporte quatre pas.
Soit 7"un univers contenant %, tel que E soit un élément de 7. Soient E la catégorie des
V-faisceaux sur E pour la topologie canonique, et Jg : E — E le foncteur canonique.

1.24.1. — Soit(g; : G; = H), i € I € %, une famille épimorphique de E. Siles G; et les
produits fibrés G; X G sont représentables, alors le faisceau H est représentable.

En effet, la somme directe H[e ;G est représentable dans E (IT 4.1) par un faisceau
représentable G (propriété b) et II 4.6). Il en est de méme pour la somme directe K =
H(i’j)elxl G; Xy G;. De plus, le diagramme K =3 G — H est exact et K est le carré fibré
de G au-dessus de H. (Cette derniére propriété est vraie dans la catégorie des préfaisceaux,
donc vraie dans la catégorie des faisceaux (II 4.1.) On en déduit, d’apreés c) et II 4.7, que la
faisceau H est représentable.

1.2.4.2. — Soit X,, « € A € %, une famille de générateurs de E. Pour tout faisceau H,
désignons par I(H) 'ensemble HaeA Hompg(X,, H). La famille  : X, - H,(u,a) €

I(H)) est épimorphique dans E. Lorsque H est un %-faisceau, I(H) est un élément de %.

i. Nous raisonnons ici sur les classes d’objets de E a isomorphisme preés.
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En effet, tout faisceau H étant but d’une famille épimorphique de morphismes dont les
sources sont des faisceaux représentables ( I 3.4 et II 4.1), il suffit de montrer la premiére
assertion lorsque le faisceau H est représentable. Soit alors G I'image de la famille (v : X, —
H,(u,a) € I(H)). Le morphisme G — H est un monomorphisme. Par suite, on est dans la
situation du premier pas, car X, Xi X est isomorphe a X, X X, qui est représentable,
et de plus I(H) est un élément de %. On en déduit que G est représentable. Mais X, étant
une famille génératrice, G — H est un isomorphisme. La derniére assertion est triviale par
définition des %-faisceaux.

1.2.4.3. — Tout sous-faisceau d’un faisceau représentable est représentable.

En effet, soit G — H un sous-faisceau d’un faisceau représentable. G est alors un
U-faisceau. La famille v : X, — G,(u,a) € I(G)) est donc épimorphique dans E et
indexée par un élément de %. De plus, les produits fibrés X, X X sont isomorphes aux
produits fibrés X, Xy X, qui sont représentables. Par suite, on est dans la situation du
premier pas et G est représentable.

1.2.4.4. — Tout %-faisceau est représentable.

En effet, en vertu du premier et du deuxiéme pas, il suffit de montrer que les produits
fibrés X, X ;y X 5 sont représentables. Or, ces produits fibrés sont des sous-objets des produits
X, X Xg. On conclut donc par le troisiéme pas. Ceci achéve la démonstration du théoreme
1.2.

Remarque 1.3. — Bien entendu, pour un %-topos donné E, il n’y a pas en général de fagon
privilégiée de le représenter a équivalence prés sous la forme C, avec C un petit site ; ou, ce
qui revient essentiellement au méme en vertu de 1.2.1 lorsque 'on se borne aux C dont la
topologie est moins fine que la topologie canonique, il n’y a pas de petite famille génératrice
privilégiée dans E. Lorsqu’on cesse d’imposer a C la condition que C soit petit, il y a par
contre (en vertu de 1.2 iii)) un choix tout a fait canonique d’un %-site C tel que E soit équi-
valent a C, a savoir E lui-méme ! Ceci est une des raisons techniques pour lesquelles il n’est
pas commode en pratique de travailler seulement avec des petits sites : en fait, les sites les
plus importants de tous, savoir les %-topos, ne sont pas petits ! De plus, les sites générateurs
de topos qui s’introduisent dans de nombreuses questions en géométrie algébrique (voire en
topologie, cf. 2.5) ne sont pas non plus petits ; exemples : le site étale d’'un schéma (VIL.1).

Proposition 1.4. — Soient E un %-topos, E’ une catégorie (pas nécessairement une
U-catégorie), F un préfaisceau sur E a valeurs dans E’. Pour que F soit un faisceau a
valeurs dans E' (I 6.1), il faut et il suffit que F transforme %-limites inductives dans E en
limites projectives dans E'.

Soit 7'un univers contenant % et tel que E’ soit une Z-catégorie. Composant F avec les
foncteurs Hom(X', —) : E’ — 7-Ens définis pas les objets X’ de E’, on est ramené au cas
ou E’ = 7-Ens, ou 7 est un univers. Supposons que F transforme %-limites inductives en
limites projectives, alors il résulte aussitot des définitions que Fest un faisceau, puisque une
famille couvrante X; — X dans &, par définition de la topologie canonique &, permet de

i
X,

N X,
F soit un faisceau, et prouvons qu’il transforme %-limites inductives en limites projectives.

considérer X comme une limite inductive du diagramme | X; Xy . Supposons que
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Si?7 C %, onpeut supposer 7" = % etil suffit d’appliquer le critére 1.2 iii). Pour traiter le cas
général, il faut travailler un peu plus. Soient C une sous-catégorie pleine de E engendrée par
une famille génératrice indexée par un élément de %, etu : C — E le foncteur d’inclusion.

Munissons C de la topologie induite par la topologie canonique de E (III 3.5). Notons C,,,
C:Z/les catégories de faisceaux sur C, E:y la catégorie des V-faisceaux sur E pour la topologie

canonique, Jy : E — Eg le foncteur canonique, iy, 4 : Cy, — Co le foncteur d’inclusion.
Le diagramme :

Q
<

Q
<

(%)

J ~
E Z E, ,

ou les fleches verticales sont induites par le foncteur F — F o u, est commutatif. Il résulte
de la construction explicite du foncteur faisceau associé (II 3) et de II 4.1 que le foncteur
ig - commute aux %-limites inductives. De plus, il résulte de III 5.1 et de 1.5 que les fleches
verticales de () sont des équivalences de catégories. Par suite J; : E — E:W commute aux
?-limites inductives. Pour tout objet X de E, on a :

F(X)~ Hom - (Jg(X), F).
4
Donc F transforme les %-limites inductives de E en limites projectives.

Corollaire 1.5. — Soient E un %-topos, E’ une %-catégorie, f : E — E’ un foncteur. Pour
que f admette un adjoint a droite, il faut et il suffit que f commute aux %-limites inductives.

C’est une conséquence immédiate de 1.4 pour le cas E’ = %-Ens.

Corollaire 1.6. — Soient E, E' deux U-topos, f : E — E' un foncteur. Les conditions sui-
vantes sont équivalentes :

i) f commute aux %-limites inductives.
ii) f admet un adjoint a droite.
iii) f est continu (III 1.1).

L’équivalence i) < ii) a été vue dans 1.5. Pour prouver i) < iii), appliquons la définition
des foncteurs continus, en choisissant un univers 7 tel que € 7 (donc E, E’ sont des
sites 7-petits). Il faut exprimer que pour tout Z-faisceau F sur E’, le composé F o f est un
faisceau sur E, c’est-a-dire (1.4) qu’il transforme #-limites inductives en limites projectives.
11 suffit pour ceci que l'on ait i), puisque en vertu de 1.4 F lui-méme transforme %-limites
inductives en limites projectives ; c’est aussi nécessaire comme on voit en prenant pour F
un foncteur représentable.

Corollaire 1.7. — Avec les notations de 1.6, pour que f soit le foncteur image inverse u* pour
un morphisme de topos 3.1) u : E' — E, il faut et il suffit que f soit exact a gauche et
transforme familles épimorphiques en familles épimorphiques.
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La nécessité est triviale par définition (NB tout foncteur exact a droite transforme épi-
morphisme en épimorphisme). La suffisance résulte de III 1.6, qui implique que f est continu
sous les conditions indiquées, donc commute aux %-limites inductives en vertu de 1.6.

Remarque 1.8. — Avec les notations de 1.5, on peut montrer que f admet un adjoint a
gauche si et seulement si il commute aux ?%-limites projectives. En d’autres termes, un fonc-
teur covariant E — (%- Ens) est représentable si et seulement si il commute aux %-limites
projectives (). Nous indiquons seulement le principe de la démonstration, qui se fait en deux
étapes :

a) Des arguments standards [5, n® 195, § 3] montrent que si F commute aux l(iLn, il est
proreprésentable par un systéme projectif strict (T});c;, ou I est un ensemble ordonné
filtrant, pas nécessairement petit. On peut supposer que sii > j, alors T; — T; n’est pas
un isomorphisme, et sous cette hypothése, F est représentable si et seulement si I est
petit (ce qui implique en fait que la systéme projectif est essentiellement constant).

b) Pour prouver que I est petit, sachant que pour tout objet X de E, I'ensemble F(X) =
li_r)n[ Hom(T}, X) Uest, il suffit de disposer d’une petite famille cogénératrice (X;);c,y
(i.e. qui est génératrice pour la catégorie opposée E°). Or on montre que dans un
%-topos E existe toujours une petite famille cogénératrice.

c) Pour prouver ce dernier point, on note par des arguments standards [Toh] que tout
objet X de E admet un monomorphisme dans un objet « injectif » ; puis que pour toute
famille génératrice (L,) de E, si on plonge ainsi chaque L, dans un objet injectif I,
la famille (1) est cogénératrice.

2. Exemples de topos

2.0. — Nous avons réuni dans le présent numéro un assez grand nombre d’exemples ty-
piques de topos, que le lecteur aura déja eu 'occasion de rencontrer par ailleurs, et qui
sont destinés a lui faciliter I'acces au « yoga » des topos. Pour d’autres exemples (tirés de la
géométrie algébrique) de topologies sur des sites, donnant lieu a autant de topos, il pour-
ra consulter SGA 3 IV 6, et (pour le topos étale) I'exposé VII du présent séminaire. Comme
nous ne référerons guére par la suite au présent numéro que pour des questions de notations
ou de terminologie, nous laissons au lecteur le soin de faire a titre d’exercice la vérifica-
tion des énoncés dont nous avons assorti ces exemples pour son instruction générale. Tous
les exemples du présent numéro seront précisés dans 4, oi on examinera leur dépendance
fonctorielle par rapport aux données, et dans les numéros suivants a titre d’illustration des
notions générales relatives aux topos.

2.1. Topos associé a un espace topologique. — Soient X un petit espace topologique,
Ouv(X) la catégorie des ouverts de X, munie de la topologie canonique (IIl 1.9.1). Nous
désignerons par Top(X) le topos des %-faisceaux sur Ouv(X). Ce topos est équivalent a la
catégorie des espaces topologiques étalés au-dessus de X, en associant a tout tel espace X'

1. Un énoncé plus général se trouve dans18.12.8,18.12.9, 'esquisse de démonstration qui suit a) a c) correspondant
a la démonstration donnée dans loc. cit.
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sur X le faisceau U — I'(X'/U) = Homy(U, X') sur Ouv(X) [TF]). On ne pourra pas
s’empécher de noter parfois, par abus de langage, par la méme lettre X le topos Top(X)
défini par l'espace topologique X.

C’est évidemment 'exemple précédent qui a servi principalement de guide et de sup-
port intuitif pour le développement de la théorie des topos. On fera attention cependant
que les topos déduits des espaces topologiques sont de nature trés particuliere, dii au fait
notamment qu’ils ont été décrits par des sites C = Ouv(X) ol tous les morphismes sont des
monomorphismes (donc dont la catégorie sous-jacente se réduit a un ensemble préordonné).
De ceci résulte en particulier que les faisceaux représentés par les objets de C sont des sous-
faisceaux du faisceau final, et par suite que les sous-faisceaux du faisceau final forment une
famille génératrice du topos envisagé. Cette propriété n’est pas partagée par la plupart des to-
pos qui s’introduisent de facon naturelle en géométrie algébrique ou en algébre, cf. exemples
plus bas. Elle est a peu de choses prés caractéristique des topos de la forme Top(X) (cf. 7.1.9
plus bas).

On vérifie facilement que 'application Ouv(X) — Top(X), qui associe a tout ouvert de
X le faisceau qu’il représente, est une bijection de Ouv(X) avec I'ensemble des sous-objets
de l'objet final de Top(X), cette bijection étant méme un isomorphisme pour les structures
d’ordre naturelles, i.e. induisant un isomorphisme des catégories correspondantes. Cela sug-
gere qu’il doit étre possible de reconstituer a homéomorphisme prés ’espace topologique X,
lorsqu’on connait Top(X) a équivalence prés. Nous verrons plus bas (4.2) qu’il en est bien
ainsi, moyennant une légére restriction sur X.

2.2. Topos ponctuel ou final, et topos vide ou initial. — Lorsque X est un espace to-
pologique réduit a un seul point, le foncteur

F — F(X) : Top(X) — %-Ens

est une équivalence de catégories. Ceci montre en particulier que la catégorie %-Ens est
un %-topos. Nous avons vu sur des exemples dans Exp. II que cet %-topos est typique du
point de vue propriétés d’exactitude, en ce que la vérification de beaucoup de propriétés
(notamment des propriétés d’exactitude) des topos généraux se ramene a ce topos particu-
lier. L’interprétation que nous en donnons ici en termes de I’espace topologique ponctuel
justifie I’abus de langage consistant a appeler topos ponctuel un topos équivalent a la caté-
gorie %-Ens (bien que, en tant que catégorie, il ne soit pas du tout équivalent a la catégorie
ponctuelle !). C’est la terminologie qui correspond a I'intuition géométrique correcte du role
joué par ces topos. On appelle parfois, par abus de langage également, topos final un topos
ponctuel, cf. 4.3; on dira « le topos final » pour le topos (%-Ens).

Lorsque X est réduit a ’espace topologique vide, donc Ouv(X) 4 la catégorie ponctuelle,
alors un préfaisceau F sur Ouv(X) est un faisceau si et seulement si sa valeur en 'unique
objet ¢ de Ouv(X) est un ensemble réduit a un point. Il s’ensuit que Top(@) est isomorphe a
la catégorie des %-ensembles réduits a un point, catégorie qui est équivalente a la catégorie
ponctuelle. De ceci on conclut en particulier que la catégorie ponctuelle (ainsi que toute
U-catégorie équivalente a celle-ci) est un %-topos. On I’appelle parfois, par abus de langage,

1. N.D.E. : Ici [TF] indique la référence [8]



le topos vide ou topos initial (cf. 4.4) ; on prendra garde qu’il n’est pas équivalent a la catégorie
vide.

2.3. Topos associé a un espace a opérateurs. — Soient X un espace topologique, G un
groupe discret opérant sur X par homéomorphismes. On a défini alors dans [Toh]® 5.1 la
catégorie des G-faisceaux sur X, ou comme nous dirons aussi, des faisceaux sur (X, G); ce
sont les faisceaux (d’ensembles) sur X, munis d’opérations de G compatibles avec celles de
G sur X. On constate aussitot, a laide du critére de Giraud 1.2 iii), que cette catégorie est un
topos (NB % est sous-entendu dans tout ceci), qu’on notera simplement Top(X, G). Lorsque
G est réduit au groupe unité, on retrouve ’exemple 2.1; lorsque X est réduit a 'espace
ponctuel, on trouve le topos des ensembles sur lesquels G opére a gauche (ou G-ensembles),
appelé aussi topos classifiant du groupe discret G, et noté Bg. On vérifie facilement que le
seul sous-objet de I'objet final e du topos B est e ou le faisceau vide ¢, en particulier, si G
n’est pas réduit au groupe unité, les sous-objets de I'objet final du topos classifiant B, ne
forment pas une famille génératrice de Bs;. Donc B n’est pas équivalent alors a un topos
du type Top(X) envisagé dans 2.1.

La notion de G-faisceau était introduite dans loc. cit. pour développer la théorie cohomo-
logique des G-faisceaux abéliens. Interprétant ces derniers comme les faisceaux abéliens du
topos (X, G), ladite théorie se trouve incluse dans celle de Exp. V, développée dans le cadre
des topos généraux.

On peut se proposer plus généralement d’attacher un topos approprié a un espace topolo-
gique X, muni d’'un groupe topologique G (pas nécessairement discret) d’automorphismes,
qui donnerait naissance a une théorie cohomologique adéquate. De méme dans le contexte
des variétés différentiables, ou analytiques réelles ou complexes, ou des schémas. C’est ef-
fectivement possible, cf. 2.5 ci-dessous.

2.4. Topos classifiant d'un Groupe. — Soit E un topos, et G un Groupe de E. Soit (E, G)
la catégorie des objets de E sur lesquels G opére. On voit aussitot, grace au critére de Giraud,
que c’est un topos. On I'appelle topos classifiant du Groupe G, et on le note Bg;. Lorsque E est
le topos ponctuel (2.2) i.e. lorsque G est un groupe ordinaire, on retrouve le topos classifiant
de 2.3.

La terminologie adoptée ici se justifie, du fait que le topos B joue un réle universel
pour la classification des « torseurs » (ou fibrés principaux homogeénes) sous G, ou plus gé-
néralement sous les Gy = f*(G), ou E’ est un topos « au-dessus de E » i.e. muni d’'un
morphisme f : E’ — E (cf. 3.1 ci-dessous). Ce rdle, explicité dans [3 Chap V] ou dans
5.9 plus bas, montre que B joue, dans le contexte des topos, le méme réle que les clas-
siques espaces classifiants des groupes topologiques en théorie homotopique des espaces
topologiques. Ces derniers peuvent étre regardés (cf. 2.5) comme une version affaiblie des
premiers, obtenue en ne retenant du topos classifiant que le seul « type d’homotopie » dudit
topos, en un sens convenable qu’il n’y a pas lieu de préciser ici.

2. N.D.E. : Ici [Toh] indique la référence [4].
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2.5. «Gros site » et « gros topos » d’'un espace topologique. Topos classifiant d’'un
groupe topologique. —

Soit U — Esp ou simplement (Esp) la catégorie des espaces topologiques € %. On sait
que dans (Esp) les limites projectives finies sont représentables. Considérons sur (Esp) la
prétopologie (??) pour laquelle Cov(X) est 'ensemble des familles surjectives d’immersions
ouvertes ; : X; — X. Nous considérerons (Esp) comme un site 4 'aide de la topologie en-
gendrée par la prétopologie précédente. Pour tout objet X de (Esp), considérons la catégorie

(Esp)/x

des objets de (Esp) au-dessus de X, i.e. des espaces topologiques au-dessus de X, comme un
site, grace a la topologie induite par celle de (Esp) via le foncteur d’oubli (Esp),x — (Esp)
(I 5.2 4)). Ce site est appelé le gros site associé a X. On fera attention qu’il n’est pas € % ;
ce n’est pas non plus un #-site au sens de II 3.0.2, donc des précautions sont nécessaires
pour lui appliquer les résultats habituels. Pour pallier cet inconvénient, on peut choisir un
univers 7"tel que % € 7, de sorte que (Esp),y devient un 7Z-site, et on peut travailler avec
le 7-topos associé (Esp),y, qui pourra étre noté TOP(X) et sera appelé le gros topos de X.
Si on répugne a agrandir %, on peut choisir un cardinal ¢ majorant les cardinaux de X et de
tous les espaces topologiques qu’on compte faire intervenir dans les raisonnements (le plus
souvent, Sup(card X, card R) sera suffisant!), et on remplace (Esp),y par la sous-catégorie
(Esp);y formée des X' sur X tels que card X’ < ¢, munie de la topologie induite, et on
note TOP(X) le topos des faisceaux sur ce site. Pour fixer les idées, supposons que ce soit la
premiére définition qui ait été adoptée.

L’avantage du gros topos de X sur le petit, c’est que le site qui le définit contient (Esp),x
comme sous-catégorie pleine ; comme la topologie de ce site est manifestement moins fine
que la canonique, on voit que le foncteur canonique de (Esp);y dans TOP(X), associant a
tout espace X’ sur X le faisceau qu’il représente, est pleinement fidéle. Par suite, un espace
X' sur X est connu d X-isomorphisme prés quand on connait le faisceau (€ Top(X)) qu’il
définit; donc la notion de faisceau sur (le gros site de) X peut étre considéré comme une
généralisation de celle d’espace topologique au-dessus de X, a 'aide de laquelle toutes les
constructions de la théorie des faisceaux prennent un sens pour les espaces topologiques
sur X.

Ainsi, lorsque G est un objet-groupe de la catégorie (Esp),y des espaces topologiques
au-dessus de X, on peut lui associer le topos classifiant B; (2.4), d’ou des groupes de coho-
mologie classifiante, des groupes d’homotopie classifiante etc. (définis comme les invariants
correspondants du Z-topos Bg;). En particulier, lorsque X est un espace ponctuel, G s’iden-
tifie a un groupe topologique ordinaire. On peut vérifier, moyennant les conditions locales
habituelles assurant que la cohomologie singuliere des produits cartésiens G" coincide avec
la cohomologie au sens des faisceaux (pour des coefficients constants, disons), par exemple
si G est localement contractible, que la cohomologie du topos classifiant de G est canoni-
quement isomorphe a celle de I’espace classifiant de G au sens des topologues.

L’introduction des topos classifiants (via les « gros sites ») a sur les espaces classifiants

2. L’introduction de ces sites et topos est due a M. GIRAUD, qui a mis également en évidence leurs avantages sur
le « petit » site traditionnel.
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l’avantage de fournir une théorie plus riche, puisqu’ils fournissent notamment des in-
variants cohomologiques utiles pour des coefficients plus généraux que les coefficients
constants ou localement constants. De plus, la définition envisagée ici s’adapte de facon
évidente aux autres contextes habituels : variétés différentiables, variétés ou espaces ana-
lytiques (réelles ou complexes, au choix), schémas. Ce point de vue permet notamment de
faire le lien entre 1’étude des classes caractéristiques du point de vue traditionnel et du
point de vue « arithmétique », en considérant les « groupes classiques » comme provenant
de schémas définis sur Panneau des entiers; cf. [7] pour des indications dans ce sens.
De méme, les résultats généraux de J. GIRaUD [3] sur la classification des extensions de
Groupes, développés dans le cadre trés général et trés souple des topos, peuvent grace aux
« gros topos » se spécialiser en des résultats sur la classification d’extensions de groupes
topologiques, ou de groupes de Lie réels ou complexes, qui ne semblaient guere connus des
topologues que dans le cas des extensions a noyau abélien [11].

2.6. Topos de la forme C. — Soit C une petite catégorie. Alors la catégorie C des
U-préfaisceaux sur C est évidemment un %-topos, puisqu’elle est de la forme C’, ol on
munit C de la topologie chaotique. Nous donnerons plus bas quelques détails sur les rela-
tions entre C et C. Notons seulement ici qu’un topos E équivalent a un topos de la forme
C est de nature assez spéciale, du fait qu’il admet une petite famille génératrice (X;) formée
d’objets connexes projectifs, i.e. d’objets X tels que le foncteur Y — Hom(X, Y) transforme
épimorphismes en épimorphismes et sommes en sommes : il suffit en effet de prendre
dans C la famille génératrice formée des foncteurs représentés par les X € ob C. Notons
d’ailleurs que si dans un topos E on a une famille couvrante X; — X, avec des X; qui sont
projectifs et connexes, alors toute autre famille couvrante de X est majorée (I 4.3.2,14.3.3)
par la précédente. Par suite, dans un topos E de la forme C tout objet X admet une famille
couvrante majorant toutes les autres. Un topos de la forme Top(X) (2.1), avec X un espace
topologique dont les points sont fermés, n’a la propriété précédente que si X est discret.

Lorsque la catégorie C a un seul objet, C s’identifie &4 un monoide G. Un préfaisceau
sur C s’identifie alors a un ensemble sur lequel G opére a droite (puisque c’est un foncteur
G° — (Ens)), et Cestle topos des ensembles a monoide d’opérateurs a droite, qu’on pourra
aussi noter Bg., compte tenu de 2.3 : C’est le topos des ensembles a monoide d’opérateurs G°
(le monoide opposé a G). Lorsque G est un groupe, utilisant I'isomorphisme g - g~! de G
sur G°, on retrouve le topos classifiant B de 2.3.

2.7. Topos classifiant d’un pro-groupe. —

2.7.1. — Soit & = (G,),cs un systeme projectif de groupes, avec G;, I € %. On suppose
le systeme projectif strict. i.e. les morphismes de transition G; — G; surjectifs. Si E est un
ensemble, on appelle opération de & sur E (a gauche, disons) la structure suivante : a) une
famille (E;);cy de parties de E, de réunion E; b) pour tout i € I, une opération du groupe
G, sur Pensemble E;; on suppose de plus ces données soumises a la condition suivante :
pour j > i, E; est le sous-ensemble de E; formé des éléments fixes sous le groupe noyau
de G; — G;. On dit aussi que & opére sur E (a gauche) si on s’est donnée une opération de
G sur E (a gauche). Les ensembles € % munis d’une opération de & forment une catégorie
de fagon évidente. On constate aussitot, grace au critére de Giraud, que cette catégorie est
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un %-topos. On le note By et on 'appelle topos classifiant de &. Lorsque I admet un objet
initial i,, posant G = G, , on retrouve le topos classifiant de 2.3.

2.7.2. — Un autre exemple important est celui ou les groupe G; sont finis, de sorte que
G =1limG;
-—

est un groupe topologique compact totalement discontinu, ou groupe profini. Une opération
de @ sur E revient alors & une opération de G sur E qui est continue, ou ce qui revient au
méme, telle que le stabilisateur de tout point de E est un sous-groupe ouvert de G. Le topos
classifiant Bg sera aussi noté Bg, ou, bien entendu, G doit étre considéré comme muni de
sa topologie profinie.

2.7.3. — 1l est facile de vérifier, utilisant les remarques de 2.6, que le topos By, défini par
un systéme projectif strict & = (G;);c; de groupes n’est équivalent a un topos de la forme
¢ que si ce systéeme projectif est essentiellement constant ; dans le cas d’un groupe profini,
cela signifie que ce groupe est en fait fini.

2.7.4. — L’interprétation géométrique suivante du topos classifiant B; d’un groupe discret
G est utile, pour donner une intuition géométrique correct de ces topos. (Cf. aussi, dans le
méme sens, 4.5, 5.8, 5.9 et 7.2 ci-dessous.) Soit X un espace topologique connexe, localement
connexe et localement simplement connexe, x un point de X, G son groupe fondamentale
en x. (NB il est connu qu’a isomorphisme prés, tout groupe discret G peut s’obtenir ainsi.)
Alors la théorie de Galois des revétements de X fournit une équivalence entre la catégorie
Bg; des G-ensembles, et la catégorie des revétements étales de X, i.e. des espaces X’ sur X qui
sont localement X-isomorphes a des X-espaces de la forme X X I, ot I est un espace discret.
(comparer SGA 1V 4,5). Cette derniére peut d’ailleurs s’interpréter comme la catégorie des
faisceaux localement constants sur X, i.e. la catégorie des objets localement constants (IX
2.0) du topos Top(X).

Lorsque G est un groupe profini, on a une interprétation géométrique analogue de By,
comme la catégorie des X-schémas qui sont sommes de revétements finis étales d’un sché-
ma X connexe, muni d’'un point géométrique x et d’un isomorphisme G =~ 7(X, x). Il est
connu encore que tout groupe profini peut s’obtenir comme groupe fondamental d’un sché-
ma connexe convenable (spectre d’un corps si on veut). Enfin, ou rencontre également des
pro-groupes (pas nécessairement profinis ni essentiellement constants) pour la classification
des revétements des espaces connexes et localement connexes qui ne sont pas localement
simplement connexes, ou la classification des revétements étales pas nécessairement finis
ou ind-finis de schémas connexes non normaux. Pour ce dernier cas, cf. SGA 3 X 6.

Exercice 2.7.5. — Définir pour un topos E la notion de connexité, de locale connexité @),
de simple connexité et de simple connexité locale. Définir la notion d’objet constant et lo-
calement constant de E (cf. IX 2.0). Soit f : E’ — E un morphisme de topos (3.1), avec E’
simplement connexe (par exemple E’ le topos ponctuel (2.2)), et E connexe et localement
connexe. Définir un pro-groupe strict 7 (E, f) = (G;);c; = € (appelé pro-groupe fondamen-
tal de E en f) et une équivalence de catégories de By, avec la catégorie des objets localement

2. ¢f. 8.71).
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constants de E.*). Montrer que lorsque E est localement simplement connexe, 7,(E, f)
est essentiellement constant et s’identifie donc a un groupe discret ordinaire 7| (E, f), qui
s’appelle le groupe fondamental de E en f. Montrer que tout pro-groupe strict & est iso-
morphe (comme pro-groupe) au pro-groupe fondamental d’un topos connexe et localement
connexe convenable en un f convenable, avec E’ le topos ponctuel (prendre E = Bg, et
f ¢ E' - E défini par le foncteur oubli f/* : E — E’ = (Ens)). Lorsque & est essentiel-
lement constant, i.e. isomorphe (comme pro-groupe) a un groupe discret ordinaire, prouver
qu’on peut prendre ci-dessus E localement simplement connexe (prendre encore E = Bg;).

2.8. Exemple d’un faux topos. — Soit & = (G,);cy un pro-groupe strict, ou I est ordonné
filtrant et oui > j implique que G; — G n’est pas un isomorphisme. Supposons que 'on ait
card(/) ¢ %. Considérons la catégorie des ensembles E € % sur lesquels & opére a gauche
(2.7.1). C’est une %-catégorie, et on voit comme dans 2.7.1 que cette catégorie satisfait aux
conditions a), b), c¢) de 1.1.2. Cependant ce n’est pas un %-topos, car on voit qu’il n’admet
pas de famille génératrice qui soit Z-petite. On voit de méme que ce n’est un Z-topos pour
aucun univers 7.

3. Morphismes de topos

Définition 3.1. — Soient E et E' deux %-topos. On appelle morphisme® de E dans E’, ou
parfois (par abus de langage) application continue de E dans E', un triple u = (u,,u*, @),
formé de foncteurs
u,:E—E , u:E —E
et d’un isomorphisme @ «d’adjonction » de bifoncteursen X' € ObE’,Y € Ob E :
@ : Homp@*(X'),Y) = Homp/ (X', u,(Y)),

le foncteur u* étant de plus soumis d la condition d’étre exact a gauche, i.e. de commuter aux
limites projectives finies. Le foncteur u,, est appelé le foncteur image directe pour le morphisme
de topos u, le foncteur u* est appelé le foncteur image inverse pour le morphisme de topos u,
Iisomorphisme @ est appelé I'isomorphisme d’adjonction, pour u.

3.1.1. — Sauf mention expresse du contraire, on désignera par la suite, pour un morphisme
de toposu : E — E’, par u, et u* les foncteurs image directe et image inverse correspon-
dants @. On notera que, u, étant adjoint & droite de u* et u* étant adjoint a gauche de u,, par
I'isomorphisme d’adjonction ¢, chacun des deux foncteurs u,,, u* détermine I’autre a isomor-
phisme unique pres, d’apres le sorite bien connu des foncteurs adjoints [14]. En pratique,
suivant les cas, il peut étre plus commode de définir un morphisme de toposu : E — E’
soit par la donnée de u* : E’ — E, soit par la donnée de u, : E — E’; dans le pre-
mier cas, il faut simplement vérifier que le foncteur donné u* admet un adjoint a droite, et
qu’il est exact a gauche. Dans le deuxiéme, que le foncteur donné u, admet un adjoint a
gauche qui est exact a gauche. Dans I'un ou l'autre cas, on déduit de la donnée partielle,
grace au choix d’un foncteur adjoint et d’un isomorphisme d’adjonction, un morphisme de

2. On pourra s’inspirer de SGA 3 X 6.
3. N.D.E. : Certains auteurs parlent de morphisme géométrique.
3.1l y a lieu parfois d’écrire aussi ™! au lieu de u*, cf. 13.2.3.
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toposu : E — E’, et ce dernier sera « unique & isomorphisme unique prés » en termes de
la donnée u™ resp. u,, en un sens assez clair, et qui sera d’ailleurs entiérement explicité plus
bas (3.2.1).

312. — Siu : E — E' estun morphisme de topos, il résulte des propriétés des foncteurs
adjoints (I 2.11) que le foncteur image directe u,, : E — E’ commute aux limites projectives,
et le foncteur u* : E' — E commute aux limites inductives @). Comme on suppose de plus
que ce dernier est exact a gauche i.e. commute aux limites projectives finies, on voit donc en
particulier que u* est exact. On peut donc dire que c’est le foncteur image inverse u*, dans le
couple (u,, u*), qui posséde les propriétés d exactitude les plus remarquables. Ces propriétés as-
surent que pour toute espéce de structure algébrique X dont les données peuvent se décrire
en termes de données de fleches entre les ensembles de base et des ensembles déduits de
ceux-ci par application répétée d’opérations de limites projectives finies et de limites induc-
tives quelconques, et pour tout « objet de " muni d’une structure d’espéce X » (notion qui
a un sens grace aux propriétés d’exactitude internes du topos &’ (II 4.1)), son image par u*
est muni des mémes structures. Plutét que d’entrer dans la tache peu engageante de donner
un sens précis a cet énoncé et de le justifier de fagon formelle, nous conseillons au lecteur
de Pexpliciter et de se convaincre de sa validité pour des espéces de structure telles que celle
de groupe, d’anneau, de module sur un anneau, de comodule sur un coanneau, de bigebre
sur un anneau, de torseur sous un groupe. (Dans ces exemples, les trois premiéres espéces
de structure se définissent en termes de limites projectives finies exclusivement, tandis que
les autres notions impliquent implicitement des constructions faisant appel également a des
limites inductives.) De plus, le foncteur u*™ « commute » a toutes les opérations fonctorielles
habituelles faites en termes de telles structures, plus précisément a toutes les opérations qui
peuvent s’exprimer en termes de Ii_r)n, etde l(ln finies : constructions d’objets libres (groupes
ou modules libres, p.ex.) engendrés par un objet, produits tensoriels (cf. § 12 plus bas) etc.

Quant au foncteur image directe u, : E — E’, qui commute aux limites projectives,
il « respecte » par suite toute structure algébrique sur un objet (ou une famille d’objets) de
E, définissable en termes de limites projectives exclusivement (telles que les structures de
groupe, d’anneau ou de module sur un anneau, parmi les exemples précédents). Par contre, le
foncteur u, n’est en général pas exact a droite i.e. il ne commute pas en général aux limites
inductives finies, et méme ne transforme pas en général épimorphisme en épimorphisme
(C’est d’ailleurs ce défaut d’exactitude du foncteur u,, qui est la source de ces propriétés co-
homologiques, qui seront étudiées (du point de vue de ’algébre homologique commutative)
dans l'exposé suivant). Par suite, il ne s’étend pas, en général, en un foncteur sur des objets
du type comodule, ou bigeébre, ou torseur sous un groupe, et ne commute pas en général a
des opérations telles que « module libre engendré », produit tensoriel de modules, etc.

3.1.3. — En pratique, lorsqu’on est en présence d’un foncteur f : E — F d’un %-topos
dans un autre, il y a lieu d’en expliciter toutes les propriétés d’exactitude, y compris I’exis-
tence éventuelle de foncteurs adjoints a gauche ou a droite (cf. la note de bas de page 14),
pour parvenir a une compréhension de la « nature géométrique » de f, compréhension qui

3. D’ailleurs (1.5 et 1.8), pour un foncteur u, : E - E’ resp. u* : E' — E donné, ce foncteur admet un adjoint
a gauche (resp. a droite), si et seulement si il commute aux %-limites projectives (resp. aux #-limites inductives).
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sera généralement un guide indispensable pour une intuition géométrique correcte de la si-
tuation. Ainsi, s’il s’avére que f commute aux limites inductives quelconques et aux limites
projectives finies, il y a lieu d’écrire f sous la forme

f=u,
ou
u.F—FE

est un morphisme de topos, i.e. d’interpréter f comme un foncteur « image inverse » par une
« application continue » de topos. Lorsque f commute aux limites projectives quelconques,
donc qu’il admet un adjoint a gauche, et si ce dernier (qui a priori commute aux limites
inductives quelconques) commute de plus aux limites projectives finies, il y a lieu d’écrire f
sous la forme

f=U>w
ou
v: E—F

est un morphisme de topos. Dans certains cas, il peut arriver que f satisfasse aussi bien a
l'une qu’a l'autre des deux propriétés envisagées (cf. 4.10 pour un exemple). Dans ce cas, il
y a lieu d’introduire simultanément les morphismes de topos

u.F—F , v:FE—F,

qui donnent lieu a une suite de trois foncteurs adjoints (I 5.3) :

vt o, v, =ut=f , u,.
Il convient de distinguer alors soigneusement entre les morphismes de topos u et v, sous
peine de perdre I'intuition géométrique de la situation.

On notera a ce propos que lorsque entre deux topos E, Fon a une suite de trois foncteurs
adjoints

e,f.gle,g . F3E, f.E-TF),

alors f commute aux limites inductives et aux limites projectives quelconques, donc il peut
toujours se mettre sous la forme u*, ol u : F — E est un morphisme de topos. Alors g
s’écrit donc g = u,. Par contre, bien siir, e ne peut s’écrire sous la forme v* (et alors f sous
la forme v,) que s’il commute de plus aux limites projectives finies. Cela sera évidemment
le cas s’il est lui-méme I’adjoint a droite d’un quatriéme foncteur d. Sans condition de cette
nature, on écrira souvent

e =u

pour 'adjoint a gauche d’un foncteur image inverse f = u* , quand un tel adjoint a gauche
existe, cette notation étant suggérée par ’exemple d’une immersion ouverte u : X — Y
d’espaces topologiques. De méme, si e est de la forme v*, i.e. f de la forme v,, on note
parfois g = v' 'adjoint a droite d’un foncteur image directe v,, lorsque cet adjoint existe .
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3.2. — Soient E, E’ deux %-topos, et
u:(”*vU*a(ﬂ) s UZ(U*,U*,'IU) cE=ZE'

deux morphismes de topos de E dans E’. On appelle morphisme de u dans v tout morphisme
de u, dans v, (au sens de la catégorie Hom(E, E’) des foncteurs de E dans E’). Les mor-
phismes de morphismes de topos se composent de facon évidente, et on définit de cette facon
une catégorie, qui est en fait une U/-catégorie (I 7.8) notée

Homtop(E, E'),

appelée catégorie des morphismes (ou des applications continues) de E dans E'. On définit
alors de facon évidente un foncteur

u+— u, : Homtop(E, E') — Hom(E, E'),

foncteur qui est pleinement fidéle par définition des fleches dans le premier membre (mais
qui n’est pas injectif sur les objets).

3.2.1. — On fera attention que, si u et v sont donnés comme dessus, la théorie des foncteurs
adjoints fournit une bijection canonique

Hom(u,,v,) 5 Hom(v*, u*);
en particulier, on obtient un contrafoncteur sur Homtop(E, E’) :
u+— u* : Homtop(E, E')’ — Hom(E, E’).

Conformément a l'intuition géométrique, suivant laquelle le foncteur image directe u, «va
dans le méme sens » que 'application continue qui lui donne naissance, il y a donc lieu de
définir le sens des fleches pour les morphismes entre morphismes de topos en termes des
foncteurs images directes, et non en termes des foncteurs images inverses (bien que ce soient
ces derniers qui, nous ’avons vu, possédent les propriétés d’exactitude caractéristiques de
la notion de morphisme de topos).

3.2.2. — Ayant défini la catégorie Homtop(E, E') des morphismes du topos E dans le topos
E’, la notion d’isomorphie entre deux morphismes u, v de E dans E’ est également définie.
En pratique, il n’y a pas lieu de distinguer essentiellement entre deux morphismes de topos
isomorphes, tout au moins lorsqu’on dispose d’un isomorphisme canonique entre les deux
(tout comme il n’y a pas lieu souvent de distinguer entre deux éléments d’une catégorie,
lorsqu’on se donne un isomorphisme canonique entre eux). Signalons a ce propos que le
plus souvent, lorsqu’on traite de diagrammes de morphismes de topos et de questions de
commutativité de tels diagrammes (notion qui a un sens grace a (3.3)), il ne s’agit que de
commutativité a isomorphisme (« canonique ») prés; par abus de langage, on traite alors
ces diagrammes comme des diagrammes effectivement commutatifs.
On peut songer a justifier cet abus de langage en introduisant ’ensemble

Homtop(E, E')/Isom des morphismes de E dans E’ a isomorphisme pres, et en appelant
morphisme une telle classe d’isomorphie, au lieu de suivre la définition 3.2. Mais ceci se
heurte aux inconvénients trés graves qui se présentent, chaque fois qu’on essaie d’identifier
deux objets isomorphes d’une catégorie, sans disposer d’un isomorphisme canonique entre

3. Cf. plus bas 14.4, dans le cas de faisceaux abéliens.
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eux. L’expérience prouve qu'un tel point de vue est impraticable, et qu’il faut garder la
notion « fine » 3.1 de la notion de morphisme entre morphismes de topos, quitte a étre obligé,
parfois, de se battre avec des compatibilités entre isomorphismes canoniques ).

3.3.1. — Soient E, E’, E” trois %-topos, et considérons des morphismes de topos
u:E—E , v:E —E".

La théorie des foncteurs adjoints nous donne alors un isomorphisme d’adjonction entre
les foncteurs composés v, u, et u*v*, en termes des isomorphismes d’adjonction pour les
couples (u,, u*) et (v,, v*). D’autre part, le foncteur u*v* exact a gauche, comme composé
de deux foncteurs exacts a gauche. Par suite, on trouve un morphisme de E dans E”, qu'on
appelle composé des morphismes u et v, et qu’on note vu :

vu . E— E”.

On vérifie alors trivialement que la composition des morphismes est associative, et que pour
tout %-topos E, il y a un morphisme de E dans lui-méme qui est une unité bilatere pour la
composition : c’est le morphisme (idg, idg, @), ou @ est'isomorphisme d’adjonction évident
de id avec lui-méme. Soit alors 7 un univers tel que % € 7. On définit une catégorie

(7-U- Top),

dont les objets sont les Z-topos qui sont € 7, les fleches sont les morphismes entre de tels
%-topos, et la composition des fleches étant celle qu’on vient d’expliciter.

3.3.2. — En fait, 'application de composition
Homtop(E, E') X Homtop(E', E”) — Homtop(E, E")
est I'application induite sur les objets par un « foncteur composition des morphismes » :
Homtop(E, E') x Homtop(E', E”) — Homtop(E, E”),

dont l'effet sur les fleches est 'opération « produit de convolution » habituel pour des mor-
phismes entre foncteurs (ici des foncteurs image directe). Ces foncteurs composition satis-
font a une propriété d’associativité (stricte), pour quatre topos E, E’, E”, E"”, précisant
Passociativité de la composition des morphismes de topos. On peut dire aussi, dans un lan-
gage qui commence a devenir familier [2], [9], que les %-topos sont les objets (ou 0-fleches)
d’une 2-catégorie, dont les 1-fleches sont les morphismes de topos, et les 2-fleches sont les
morphismes de morphismes de topos.

C’est le fait que les Z-topos (éléments d’un univers 7) forment une 2-catégorie, et non
plus seulement une catégorie ordinaire comme les espaces topologiques ordinaires, qui
constitue du point de vue technique la différence la plus importante entre la théorie des
topos et celle des espaces topologiques. Ce fait est la source de certaines complications
techniques auxquelles on a déja fait allusion, mais aussi de faits essentiellement nouveaux
par rapport a la topologie traditionnelle.

3. Pour des exemples de telles batailles (victorieuses, semble-t-il) nous renvoyons le lecteur au livre de Mme M.
HaxkiM sur les schémas relatifs [9].
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3.4. — Le fait que les %-topos (éléments d’un univers 7) forment une 2-catégorie (3.3.2)
permet en particulier de définir la notion d’équivalence de deux %-topos E, E’ : on dira que
E et E’ sont équivalents s’il existe des morphismes de toposu : E - E’' etv : E' - E,
tels que les composés uv et vu soient isomorphes respectivement au morphisme identique
de E et de E’ ; on dit alors que les morphismes u et v sont des équivalences quasi-inverses
Pune de U'autre.

On constate aussitot que pour que le morphisme de topos u : E — E’ soit une équi-
valence, il faut et il suffit que u, soit une équivalence, ou ce qui revient au méme, que u*
soit une équivalence. (Utiliser le fait quun foncteur f : E — E’ entre deux topos qui est
une équivalence est a la fois de la forme u, et de la forme v*, avec u et v des morphismes de
topos) ; et pour que E et E’ soient équivalents au sens de ’alinéa précédent, il faut et il suffit
qu’ils soient équivalents en tant que catégories (i.e. comme objets de la 2-catégorie (7~ cat)).
Comme de juste, cela montre que les notions d’équivalence introduites ne dépendent pas du
choix de I'univers 7"de 3.3.1.

3.4.1. — Pratiquement, il n’y a pas lieu le plus souvent de distinguer essentiellement entre
%-topos équivalents, tout comme il n'y a pas lieu souvent de distinguer essentiellement
entre deux catégories équivalentes, — a condition toutefois qu’on dispose d’une équivalence
explicite de 'un a autre, ou tout au moins une équivalence définie a isomorphisme unique
pres. C’est la notion d’équivalence de topos qui remplace ici la notion traditionnelle d’ho-
méomorphie entre deux espaces topologiques. Voir 'exemple 4.2 plus bas pour les relations
précises entre ces deux notions.

4. Exemples de morphismes de topos

Nous reprenons ici les exemples de 2, en utilisant la notion de morphisme de topos. Les
commentaires de 2.0 s’appliquent également au présent numéro. L’univers % sera généra-
lement sous-entendu.

4.1. Le topos Top(X) pour un espace topologique X variable. —
4.1.1. — Soit une application continue
f:X—Y
d’espaces topologiques, on va lui associer canoniquement un morphisme de topos
Top(f) ou f : Top(X) — Top(Y),
avec les notations de 2.1. Lorsqu’on définit Top(X) comme Ouv(X), la description la plus
commode de Top(f) est par le foncteur image directe de faisceaux
f+« + Top(X) — Top(Y),
défini par la formule
f(F)=Fof!,
ou
f_1 : Ouv(Y) — Ouv(X)
est le foncteur évident U — f~!(U). On a déja noté que ce foncteur est continu et exact a
gauche, dont définit bien un foncteur f, ci-dessus, admettant un adjoint a droite f* qui est
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exact a gauche (III 1.9.1). Bien entendu, en toute rigueur, le morphisme de Topos Top(f) dé-
pend du choix de 'adjoint a droite f* de f,, donc n’est défini qu’a isomorphisme canonique
prés. On se dispensera par la suite de signaler expressément des phénomeénes de ce genre.

Lorsqu’on adopte le point de vue « espaces étalés » pour définir Top(X), c’est le foncteur
image inverse

S Top(Y) — Top(X)
qui est le plus commode pour définir le morphisme de Topos Top(f), en posant simplement
Y =X xyY'

pour tout espace étalé Y’ sur Y; il est évident que le produit fibré est bien un espace étale sur
X, et que le foncteur f* ainsi obtenu est exact & gauche et commute aux lim quelconques, et
définit par suite un morphisme de topos Top(f). Pour la compatibilité des deux définitions
obtenues, nous renvoyons a [TF].

Lorsqu’on a deux applications continues composables

o8
X—>Y->Z,
de morphismes de topos. Ces isomorphismes de transitivité, pour trois applications continues
composables f, g, h satisfont a une relation de compatibilité que nous nous dispensons

d’écrire ici, et qui n’est autre que celle envisagée dans SGA 1 VI 7.4 B) (pour ¢ = (Esp)®). On
peut Pexprimer en disant que pour X variable dans la catégorie (Esp),

X +— Top(X)
est un « pseudo-foncteur »
(4.1.1.1) (U- esp) — (Z-U-T),

ou aussi, dans la terminologie des 2-catégories, qu’on a un foncteur non strict de 2-catégories
[9]. En pratique, on se permettra le plus souvent 'abus de langage consistant a identifier
Top(g f) et Top(g) Top(f), c’est-a-dire de raisonner comme si (4.1.1.1) était un vrai foncteur
de catégories ordinaires. On se permettra les abus de langage analogues dans les autres
exemples qui seront traités ci-dessous.

4.1.2. — Les considérations précédentes s’étendent immédiatement au cas des topos asso-
ciés aux espaces topologiques a groupes d’opérateurs (2.3). Si f = (f, f¥),
f:(X.G)— (Y,H)
est un morphisme d’espaces a opérateurs (ou
fS$:X—Y , f.:G6G—H

sont respectivement des applications continues et des morphismes de groupes, compatibles
dans un sens évident), on lui associe un morphisme de topos

Top(f) ou f : Top(X,G) — Top(Y, H),

dont la définition est laissée au lecteur. Lorsque les groupes G et H sont les groupes unité,
on retrouve la définition de 4.1.1; lorsque par contre ce sont les espaces X et Y qui sont
réduits a un point, on trouve comme foncteur image inverse f* le foncteur « restriction du
groupe d’opérateurs »

f*: By — Bg,
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associant a tout H-ensemble le G-ensemble qu’il définit gracea f : G — H. On retrouvera
cet exemple sous d’autres formes encore dans 4.5 et 4.6.1.

4.1.3. — Etant donné une application continue f : X — Y d’espaces topologiques, on lui
associe également un morphisme sur les « gros topos » correspondants (2.5)

TOP(f) ou f : TOP(X) — TOP(Y),
défini le plus commodément par le foncteur image inverse
f* : TOP(Y) — TOP(X),

qui n’est autre que le foncteur restriction. Ce morphisme TOP(f) est un cas particulier du
morphisme dit « d’inclusion » pour un topos induit, qui sera étudié dans 5. On voit ainsi
que, sous les mémes réserves que dans 4.1.1, le topos TOP(X) peut étre considéré comme
un foncteur en X, pour X variable dans (Esp).

4.2. Propriétés de fidélité de X — Top(X). — Nous nous proposons de préciser dans
quelle mesure un espace topologique X peut se reconstituer en termes du topos Top(X), et
dans ce but il convient de décrire, pour deux espaces X et Y, la catégorie des morphismes de
Top(X) dans Top(Y') (3.2), de facon a pouvoir préciser les propriétés de fidélité du « fonc-
teur » X — Top(X). Nous nous bornons a énoncer les résultats auxquels on parvient, en
renvoyant le lecteur a [9] pour des détails. Le lecteur qui voudra faire 'exercice de vérifica-
tion lui-méme pourra consulter I’exer. 7.8.

4.2.1. — Rappelons qu’un espace topologique X est dit sobre si toute partie fermée irréduc-
tible de X a exactement un point générique. Signalons que presque tous les espaces utilisés
en pratique sont sobres; il en est en particulier ainsi d’un espace séparé, plus généralement
d’un espace dont tous les points sont fermés, ou de '’espace sous-jacent a un schéma. Si X est
un espace topologique, on lui associe (loc. cit. ou EGA 0y, réédition) un espace topologique
sobre X, et une application continue

(4.2.1.1) o X — X

qui soit universelle pour les applications continues de X dans des espaces sobres; en
d’autres termes, on construit un foncteur adjoint a gauche X — X, du foncteur d’inclu-
sion (Espsob) — (Esp) de la catégorie des espaces sobres dans celle des espaces topologiques
« quelconques » (les guillemets rappelant qu’il y a un univers!). La construction explicite se
fait en prenant comme points de X les parties fermées irréductibles de X, comme ouverts
les ensembles de la forme U’, ou U est en ouvert de X et ou U’ C X, désigne I’ensemble
des parties fermées irréductibles de X qui rencontrent U. L’application (4.2.1.1) est obtenue
en associant a tout x € X l’adhérence de {x}. L’espace X est sobre si et seulement si
Papplication précédente est bijective, donc un homéomorphisme.

On constate que le foncteur

@~ Ouwv(X,,,) — Ouv(X)
induit par @ est un isomorphisme, ce qui implique que le morphisme de topos

Top(g) : Top(X) — Top(X,.p)
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défini par @ est également un isomorphisme. Ceci explique a priori pourquoi X, doit s’in-
troduire nécessairement dans la question de reconstituer X a partir de Top(X) : comme ce
dernier ne dépend que de X, a isomorphisme preés, la question ne pourra avoir une ré-
ponse affirmative que si X est sobre. Nous préciserons plus bas (7.1) comment X, peut
effectivement se reconstituer en termes de Top(X), en interprétant ses points comme des
«points » du topos Top(X) (ou encore comme des foncteurs fibres).

4.2.2. — Sur tout espace topologique, il y a lieu d’introduire la relation d’ordre < pour la-
quelle on a
x<y<e {x} c{ylie x € {y}

(qu’on exprime encore en disant que x est une spécialisation de y, ou que y est une générisa-
tion de x). Pour un espace de la forme X, ce n’est autre que la relation d’inclusion entre
parties fermées irréductibles de X.

Ceci posé, il y a lieu d’introduire, sur ’ensemble des applications d’un espace X dans un
autre Y, la relation d’ordre dite de « spécialisation », déduite de celle de Y, savoir

f Lg << f(x) <L g(x)pour tout x € X.
Avec ces conventions, on a le résultat suivant :

4.2.3. — Soient X, Y deux espaces topologiques, avec Y sobre, et soient f et g deux applications
continues de X dansY. Alors il y a au plus un morphisme de Top(f) dans Top(g), et pour qu’il
y en ait un, il faut et il suffit que g soit une spécialisation de f. Enfin, tout morphisme de topos
Top(X) — Top(Y) est isomorphe a un morphisme de la forme Top(f), ott f : X — Y est une
application continue (uniquement déterminée grdce a la premiére assertion).

Si on définit la catégorie cat([) associé a un ensemble ordonné I en déclarant que pour
i > j, il y a exactement une fleche de i dans j, on peut résumer le résultat précédent en
disant qu’on a une équivalence de catégories canonique

cat(Hom(esp)(X ,Y)) N Homtop(Top(X), Top(Y))

(ou le deuxiéme membre est défini dans 3.2).
On conclut formellement de ces résultats :

Corollaire 4.2.4. — a) Soit f : X — Y une application continue. Alors Top(f)
Top(X) — Top(Y) est une équivalence de topos si et seulement si fop @ Xeop = Ysob
est un homéomorphisme (donc, lorsque X et Y sont sobres, si et seulement si f est un
homéomorphisme).

b) Soient X etY des espaces topologiques. Pour que Top(X) et Top(Y) soient équivalents, il
faut et il suffit que X, et Yop Soient homéomorphes (donc, si X et Y sont sobres, il faut
et suffit que X et Y soient homéomorphes).

4.3. Morphismes dans le topos final : objets constants d’un topos, foncteurs sec-
tions. — Désignons par P (initiale de « point ») le topos final type, i.e. P = (Ens) (2.2).
Soit E un topos quelconque, on va voir qu’d isomorphisme unique prés, il existe un unique
morphisme de topos

f:E—>P
plus précisément, que la catégorie Homtop(E, P) est équivalente a la catégorie ponctuelle :
pour deux objets de cette catégorie, il existe donc une unique fléche de 'un dans l'autre, et
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c’est un isomorphisme. (Cela justifie dans une certaine mesure I’appellation « topos final »).
Pour ceci, rappelons (3.2.1) que Homtop(E, P) est équivalente a la sous-catégorie pleine de
Hom(P, E)° formée des foncteurs

f*: P=(Ens)— E

qui commutent aux h_r)n et sont exacts a gauche. Soit e un ensemble ponctuel, alors tout
ensemble X s’écrit canoniquement comme « somme de X copies de e », d’ou résulte que
la catégorie des foncteurs g : (Ens) — E qui commutent aux h_II)l est équivalente a la
catégorie E, en associant a tout g 'objet g(e) de E. On reconstitue g en termes de T' = g(e),
a isomorphisme unique pres, par g(I) = T'x I, on on pose T' X I = ;c;T;, avec T; = T pour
tout i € I. Que le foncteur en I ainsi défini par T commute bien aux h_r)n résulte du fait qu’il
est manifestement adjoint a gauche du foncteur X — Hom(7T', X) de E dans (Ens). Ceci dit,
pour que g soit exact a gauche, il est évidemment nécessaire que g(e) = T soit un objet final
de E (puisque e est un objet final de (Ens)), et il résulte facilement du fait que dans E «les
sommes sont universelles » (1.1.2 b)) que cette condition est aussi suffisante. On trouve donc
que la catégorie des foncteurs f* images inverses est équivalente a la catégorie des objets
finaux de E, qui est évidemment elle-méme équivalente a la catégorie finale.

D’apreés ce qui précéde, on voit que le choix d’un morphisme (4.3.1) équivaut essentielle-
ment a celui d’un objet final de E, soit e ;. En termes de celui-ci, on a alors des isomorphismes
canoniques de foncteurs

(4.3.2) i) ~ eg X I = somme de I copies de e,  pour I € ob(Ens),

et

(4.3.3) f(X) =Hom(eg, X) pour X € Ob E.

4.3.4. — Les deux foncteurs précédents joueront par la suite un réle important. Pour un

ensemble I, on appelle objet constant de valeur I dans E (ou, lorsque E est réalisé comme une
catégorie C en termes d’un site C, faisceau constant de valeur I sur C),objet f*(I) = epx
de (4.3.2). On le notera aussi souvent I, ou I lorsque E est défini par le site C. Le fait que
I — I soit le foncteur image inverse d’'un morphisme de topos en précise les propriétés
d’exactitude, qui impliquent en particulier que ce foncteur respecte toutes les espéces de
structure algébriques habituelles, transformant un groupe en un objet groupe de E etc (3.1.2).
Lorsqu’on a par exemple un Groupe G de E, on dira que c’est un Groupe constant (ou, le cas
échéant, un faisceau en groupes constant) s’il est isomorphe a un groupe de la forme G,/
ou G, est un groupe ordinaire. Méme terminologie pour toute autre espéce de structure
« algébrique », au sens précisé (plus ou moins) dans 3.1.2.

4.3.5. — On fera attention que le foncteur I — Iy n’est pas nécessairement pleinement
fidéle (ni méme fidele : prendre pour E le « topos vide » (2.2)), donc un objet constant de E ne
détermine pas en général a isomorphisme unique prés ’ensemble I qui lui donne naissance.
On dit que E est 0-acyclique, ou connexe-non vide, si le foncteur I +— I est pleinement
fidele. Il revient au méme, d’apres les propriétés générales des foncteur adjoints, de dire que
le morphisme d’adjonction

I — f.(f*(D) = f.(Ig) = Hom(eg, I)
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est un isomorphisme (de sorte que le foncteur (4.3.3) permet de récupérer la « valeur » d’'un
objet constant de E). On vérifie facilement qu’il faut et il suffit pour cela que e ne soit pas
Pobjet initial ¢ de E, i.e. que E ne soit pas un « topos vide » (ce qui exprime la fidélité du
foncteur I — I ®), et que ey soit un objet connexe de E, i.e. ne soit pas somme de deux
objets de E qui ne soient pas « vides » (i.e. qui ne soient pas des objets initiaux de E).

4.3.6. — Le foncteur (4.3.3) est aussi souvent appelé foncteur sections et noté I'r ou I'(E, —)
ou simplement I":

(4.3.6.1) Hom(eg, X) = I'g(X) = I'(E, X) = I'(X).

C’est un foncteur commutant aux limites projectives quelconques, mais pas exact a droite
en général, dont les foncteurs dérivés (sur les objets groupes abéliens) seront étudiés dans
le prochain exposé.

4.4. Morphismes du « topos vide ». — Soit ¢, un topos vide, qui correspond donc a une
catégorie de faisceaux @ équivalente a la catégorie finale (2.2). Soit E un topos. La catégorie
des foncteurs de E dans @ est évidemment équivalente a la catégorie ponctuelle, et tout tel
foncteur commute aux limites inductives et projectives (sans aucun mérite d’ailleurs), donc
peut étre considéré comme un foncteur image inverse f pour un morphisme de topos ¢y, —
E. 1l en résulte que la catégorie Homtop(¢,,,, E) est équivalente a la catégorie ponctuelle, et
en particulier qu’il existe a isomorphisme unique prés un et un seul morphisme de topos

(4.4.1) brop — E.

Ceci justifie dans une certaine mesure la terminologie « topos initial » introduite dans 2.2.
On peut aussi déterminer les morphismes de topos

(4.4.2) E— ¢yop ;

on vérifie aussitdt qu’il existe un tel morphisme si et seulement si 'objet initial de E est

aussi un objet final, i.e. si et seulement si E lui-méme est un « topos vide », et que dans ce
cas la catégorie Homtop(E, ¢,;) est encore équivalente a la catégorie ponctuelle. L'unique
morphisme (4.4.2) (modulo isomorphie) est alors une équivalence de topos.

4.5. Le topos classifiant B; pour G Groupe variable. —

4.5.1. — Soient E un topos, et
f:G— H

un morphisme de Groupes dans E. On en déduit un foncteur « restriction du Groupe d’opé-
rateurs »
ou les notations sont celles de 2.4. Il est trivial que ce foncteur commute aux limites induc-
tives et aux limites projectives, a fortiori il peut étre interprété comme un foncteur image
inverse associé a un morphisme de topos

Bfouf . BG _)BH

On explicite aisément le foncteur image directe correspondant

3. ou encore le fait que ce foncteur est conservatif (I 6.3).
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f*:BG_)BH

par la formule
f+(X) =Homg(H,, X),

ou X est un objet de E avec G opérant a gauche, ou H, est H regardé comme muni des
opérations a gauche par G déduites de f, et ot Hom désigne le sous-objet qu’on devine
de 'objet Hom défini plus bas (10.2) ; on fait opérer H a gauche sur Homg(H,, X) grace
aux opérations droites de H sur H| par translations a droite.

Comme le foncteur image inverse f* commute aux l(gl quelconques (et non seulement
aux I(ln finies), il est lui-méme ’adjoint & droite d’un foncteur

f! . BG g BH’
de sorte qu’on a une suite de trois foncteurs adjoints comme dans 3.1.3 :

i 7 f
On explicite aisément f, par la formule
fIX)=HxCX,

ou le deuxiéme membre désigne le « produit contracté », déduit des opérations de G sur X (4
gauche) et sur H (a droite via translations a droite et f), défini comme le quotient de H X X
par G opérant par la formule

g (h.x) = (hg™". gx).

Le foncteur f), étant un adjoint a gauche, commute évidemment aux limites inductives,
mais il n’est pas en général exact a gauche (i.e. il ne peut étre considéré a son tour comme un
foncteur image inverse par un morphisme de topos By — Bg;). En fait, on vérifie facilement
qu’il ne peut étre exact a gauche que si f : G — H est un isomorphisme. De méme, le
foncteur f,, qui commute aux limites projectives, n’est pas en général exact a droite, et
a fortiori n’admet pas en général d’adjoint a droite. Tout au moins lorsque E est le topos
ponctuel i.e. que G et H sont des groupes ordinaires, f, n’est exact a droite que si f est un
isomorphisme.

Lorsqu’on a un deuxiéme morphisme de groupes g : H — K, on trouve comme dans
4.1.1 une transitivité a isomorphisme canonique pres, de sorte que, sous la réserve habituelle,
on peut considérer que le topos classifiant B; dépend fonctoriellement du Groupe G. On
laisse au lecteur le soin de généraliser ce comportement fonctoriel pour le cas ou on fait
varier simultanément G et le topos E.

4.5.2. Le topos By pour un pro-groupe variable G. — On laisse au lecteur le soin de préciser
le caractere covariant du topos Bg (2.7) par rapport a &, en calquant ’exposé que nous
en donnons dans 4.5.1. On fera attention cependant que dans le cas d’'un morphisme f :
& — J de pro-groupes qui ne sont pas essentiellement constants, le morphisme de topos
correspondant By, — By, ne permet pas en général la définition d’un foncteur f, (dont
l'adjoint a droite soit le foncteur f* de restriction du pro-groupe d’opérateurs). Supposant,
pour simplifier I’énoncé, que & et # soient définis par des groupes profinis G et H, on voit
facilement que f, existe si et seulement si I'image du morphisme envisagé f : G — H est
d’indice fini dans H, et dans ce cas f, est donné par la méme formule que dans 4.5.
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4.6. Le topos c pour C catégorie variable. —
4.6.1. — Soit
f:C—C
un foncteur d’une catégorie C € % dans une autre C’, d’ou un foncteur
f2:C—C | fUF)=F-f.

Il est trivial que ce foncteur commute aux limites projectives et aux limites inductives, a
fortiori il peut étre considéré comme le foncteur image inverse pour un morphisme de topos

fouf: C-C.
Le foncteur image directe correspondant
fe: c— ¢

n’est autre que le foncteur également noté f, dans15.1. De plus (comme il était a prévoir du
fait que f* commute également aux 1(&11 quelconques) f* admet aussi un adjoint a gauche

fH:C—C,
(qui était noté aussi f; dans I 5.1). On obtient donc une suite de trois foncteurs adjoints

f!’f*’f*’

le premier étant d’ailleurs un prolongement de f : C — C’ aux catégories de préfaisceaux
(pour le plongement habituel de C, C' dans les catégories ¢ ¢ "). On fera attention que le
foncteur f) n’est pas en général exact a gauche, ni f, exact a droite, ce qui leve donc toute
ambiguité sur la direction de la variance du topos Cassocié ala catégorie variable C : ce to-
pos est un foncteur covariant en C, sous la réserve habituelle provenant des isomorphismes
de transitivité (cf. 4.1.1). Lorsque I’ensemble des objets de C et de C’ est réduit a un élément,
de sorte que C et C’ s’identifient 4 des monoides G, G’, les topos correspondants sont les
topos classifiants Bg. et B, et on retrouve la variance de ceux-ci pour G variable rencon-
trée déja a d’autres points de vue dans 4.1.2 et 4.5 (ou la restriction a des groupes au lieu de
monoides n’avait rien d’essentiel).

4.6.2. — On peut préciser la dépendance 2-fonctorielle du topos 6] par rapport a C, en in-
troduisant pour deux catégories C, C' € % un foncteur canonique

(4.6.2.1) Hom(C,C’) — Homtop(é, 6’).

Il reste a définir ce foncteur sur les fleches, et pour ceci on note que f — f* permet
d’identifier (a équivalence de catégories pres) le deuxiéme membre a une sous-catégorie
pleine de Hom(é’, 6)" (3.2.1). Orsi f, g : C — C' sont deux foncteurs, tout morphisme
u : f — gde foncteurs définit un morphisme f o g — F o f de foncteurs en F € ob fol
(F étant un contrafoncteur), qui est donc un morphisme g* — f* et définit par suite un
morphisme f — & comme annoncé.

Lorsque C est la catégorie ponctuelle, C est le topos ponctuel (2.2) noté P, et (4.6.2.1)
s’interpréte comme un foncteur naturel

(4.6.2.2) C' — Homtop(P, é'\’)dg1 Points(é’)
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de C’ dans la « catégorie des points » de ¢, qui sera étudiée dans 6. Ce foncteur n’est pas
nécessairement une équivalence de catégories (7.3.3), a fortiori (4.6.2.1) n’est pas nécessai-
rement une équivalence de catégories.

Par contre, le foncteur (4.6.2.1) est toujours pleinement fidéle. Pour voir ceci, notons que
si f,g : E - E’ sont deux morphismes de topos tels que f, et g, soient définis (3.1.3), il
résulte de la théorie des foncteurs adjoints qu’on a des isomorphismes canoniques

Hom(f,., g,) ~ Hom(g*, f*) ~ Hom(f,. g,) = Hom(f g).

Appliquant ceci a des foncteurs de la forme f, g associés & f, g : C — C’, on trouve le
résultat annoncé, compte tenu que I’application naturelle de prolongement Hom(f, g) —
Hom(f), g)) est bijective (I 7.8).

4.6.3. — On peut se demander quand le foncteur (4.6.2.1) est une équivalence de catégories,
i.e. quand il est essentiellement surjectlf ce qu1 est un cas particulier de la question de dé-
terminer tous les morphismes de topos C - C'.Plus généralement, si C est une catégorie
€ % et E un topos, on peut se proposer de déterminer les morphismes de topos

f@—»E

La catégorie de ces morphismes est équivalente a la catégorie opposée de celle des foncteurs
[P E—> € commutant aux limites inductives quelconques et aux limites projectives finies.
Interprétant les foncteurs £ — C comme des foncteurs E X C° — (%-Ens) = (Ens), ou
encore comme des foncteurs F : C° - Hom(E, (Ens)), la propriété d’exactitude envisagée
s’exprime par la condition que pour tout objet X de C, le foncteur F(X) : E — (Ens)
commute aux limites inductives quelconques et aux limites projectives finies, (ou, comme
nous dirons dans 6, F(X) est un « foncteur fibre » sur E). Il revient au méme de dire que
F(X) est le foncteur image inverse pour un morphisme de topos P — E, de sorte qu’on
trouve finalement une équivalence de catégories canonique

(4.6.3.1) Homtop(@, E) N Hom(C, Points(E)),
ou on désigne pour abréger par
Points(E) = Homtop(P, E)

la catégorie des points du topos E.
Lorsque E est de la forme C’, on voit aussitdt a partir des définitions que la composé de
(4.6.2.1) et de I’équivalence précédente (4.6.3.1) est le foncteur

(4.6.3.2) Hom(C,C') — Hom(C, Points(C"))

défini par F » io F,oui : C' - Points(C’) est le plongement canonique (4.6.2.2).
Il s’ensuit aussitot que pour que (4.6.2.1) soit une équivalence, il faut et il suffit que C soit
vide ou que (4.6.2.2) soit essentiellement surjectif (donc une équivalence de catégories). Cette
derniére condition sur C’ est satisfaite dans certains cas intéressants, et notamment lorsque
C' est la catégorie a un seul objet définie par un groupe G (7.2.5).
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Remarque 4.6.4. — ¥ Le fait d’avoir associé un topos C a une catégorie arbitraire C sug-
gére qu'une catégorie C admet des invariants de nature topologique (groupes de cohomolo-
gie, d’homotopie etc.), tout comme un topos. Les groupes de cohomologie de Ca coefficients
dans un objet groupe abélien F (au sens général étudié dans V) ne sont autres que les valeurs
des foncteurs dérivés l(i£1(") du foncteur 1(21 déja familiers aux topologues. J. L. Verdier et (in-
dépendamment) D. G. Quillen ont vérifié que lorsqu’on se borne aux coefficients constants,
ou plus généralement localement constants, ces groupes de cohomologie s’identifient aux
groupes de cohomologie de I’ensemble semi-simplicial Nerf(C) canoniquement associé a C
[5, n° 212, prop. 4.1] et que de plus, a isomorphie prés dans la « catégorie homotopique »
de [2], tout ensemble semi-simplicial peut étre obtenu a I'aide d’une catégorie C. Moyen-
nant une notion convenable de type d’homotopie pour des topos, que nous ne précisons pas
ici, on peut dire que les types d’homotopie semi-simpliciaux des topologues ne sont autres
que les types d’homotopie des topos de la forme spéciale C plus généralement des topos E
ot tout objet admette un recouvrement qui raffine tous les autres (2.6) . En 'absence de
cette condition sur E, on peut tout au mieux exprimer son type d’homotopie par un systéme
projectif convenable d’ensembles semi-simpliciaux [1].

4.7. Le topos C”~ pour un site C variable (foncteurs cocontinus). — Soit

f:C—C

un foncteur cocontinu (III 2.1) entre sites € %, i.e. un foncteur tel que le foncteur £, de C
dans C' (4.6.1) applique C~ dans C'~, c’est-a-dire induise un foncteur

(4.7.1) f.:C—cC"

rendant commutatif le diagramme de foncteurs

I

-

o
4.7.2) l ,
C

ou i,, i, sont les foncteurs d’inclusion. On a vu alors (III 2.3) que le foncteur f, admet
un adjoint a gauche f*, et que ce dernier est exact a gauche. En d’autres termes, f, est le
foncteur image directe associé a un morphisme de topos

fouf:Cc”—cC’,

4.N.D.E. : Pour un point de vue récent de la notion de type d’homotopie de topos, voir [15] § 7.1.6.
4. et, plus généralement encore, des topos qui sont «localement co - connexes » en un sens évident que nous
laissons au lecteur le soin de préciser.

350

351



352

353

28

le foncteur image inverse correspondant étant bien entendu f*. Prenant les adjoints a
gauche des foncteurs en jeu, le diagramme commutatif (4.7.2) donne d’ailleurs un dia-
gramme commutatif a isomorphisme pres

7 o

-
4.7.3) ‘ o
c

f ol

ou a et @’ sont les foncteurs « faisceaux associés », diagramme qui redonne aussitot la for-
mule (III 2.3)

[r=af*i'.

La propriété de transitivité pour les morphismes de topos f : C — C’ implique la méme
propriété pour les morphismes de topos f : C' — C’ associés a des foncteurs cocontinus,
de sorte qu’on peut dire que le topos C varie fonctoriellement en C de fagon covariante, quand
on prend comme « morphismes » de sites les foncteurs cocontinus.

Dans tous les cas rencontrés jusqu’a présent, le foncteur cocontinu f utilisé est également
continu, c’est-a-dire (IIT 1.1) se « prolonge » en un foncteur

fi:c—c"

commutant aux limites inductives, et qui est adjoint a gauche de F*, de sorte qu’on a une
suite de trois foncteurs adjoints

o f*
On fera attention que le foncteur £, n’est pas en général exact a gauche, ni £, exact a droite,
ce qui leve toute ambiguité sur la direction de la variance du topos C, pour C variable

par des foncteurs dont on suppose seulement qu’ils sont cocontinus, ou méme continus et
cocontinus.

Remarque 4.7.4. — Etant donné un morphisme de topos
F:E— E,

pour qu’il existe un foncteur F, adjoint a gauche de F*, il faut et il suffit qu'on puisse « réa-
liser » (a équivalence prés) E et E’ sous la forme C et C'~, pour deux sites C, C' € %, et
qu’on puisse trouver un foncteur continu et cocontinu f : C — C’ tel que F s’identifie a f.
C’est évidemment suffisant, et pour la nécessité, il suffit de prendre pour C et C’ des petites
sous-catégories pleines génératrices de E et E’ respectivement, telles que

F(obC) CobC’,

munies des topologies induites par celles de E et de E’, et de prendre pour f le foncteur
induit par F) (cf. 1.2.1). Rappelons (1.8) que l’existence de F, signifie aussi que F* commute
aux limites projectives, ou, ce qui revient ici au méme puisque ce foncteur est exact a gauche,
qu’il commute aux produits.
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4.7.5. — Si on se demande quels sont les morphismes de topos F : E — E’ qui peuvent se
réaliser par un foncteur cocontinu (pas nécessairement continu) de sites, on voit de méme
que la réponse est la suivante : 'ensemble des objets X de E tels que le foncteur X’
Hom(X, F*(X')) de E’ dans (Ens) commute aux limites projectives (ou, ce qui revient au
méme, aux produits) doit étre une famille génératrice de E.>)

4.8. Le morphisme de topos c-C pour un site C. — Soit C un petit site, auquel sont
donc associés les deux topos C et C (le deuxiéme ne dépendant pas de la topologie mise sur
C). On a défini dans II 3.4 le foncteur « faisceau associé »

a: ¢ — C,
et établi qu’il est exact a gauche et commute aux limites inductives. C’est donc le foncteur
image inverse associé a un morphisme de topos
p:C—C p=a
le foncteur image directe correspondant étant I'inclusion canonique
i=p,:C — C.

Il est bien connu que ce dernier foncteur n’est pas en général exact a droite (ces foncteur
dérivés sur les objets abéliens donnent naissance aux préfaisceaux de cohomologie X" (F)
deV 2), et que a ne commute pas en général aux 1(1£1 quelconques, ce qui léve toute ambiguité

A
sur la direction du morphisme « naturel » de topos entre C et C .
Lorsqu’on a un foncteur cocontinu

f:C—c'

de sites, on en déduit un diagramme de morphismes de topos

f

C ————M ('
P Pl
A ~
C——— = C
qui est commutatif a isomorphisme canonique pres : c’est en effet ce qu'exprime la commu-

tativité du diagramme de foncteurs (4.7.2). On peut donc dire que le morphisme de topos
p : C — C est fonctoriel en C, quand on varie C par des foncteurs cocontinus entre sites.

4.9. Effet d’'un foncteur continu de sites. Morphismes de sites. —

5.N.D.E. : Cet énoncé ne parait pas correct : la condition exprimée est équivalente au fait que F* commute aux
produits quelconques, ou encore que F* posséde un adjoint a gauche F,. Pour tout site C, le foncteur identité
F = id : C — C est cocontinu lorsque 'on munit le membre de droite de la topologie triviale. Le foncteur
F* : € — C est alors le foncteur faisceau associé, et ne commute pas en général avec les produits quelconques.
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49.1. — Si
f:C—C

est un foncteur continu de C dans C’. i.e. tel que le foncteur f* : ¢ -C applique C”
dans C , donc induise un foncteur

f,:C —C,
on a vu (Il 1.2) que ce dernier admet un adjoint a gauche
f.C —cC,

qui « prolonge » d’ailleurs f dans un sens évident. On fera attention qu’en général f° n’est
pas exact a gauche (méme si f est de plus cocontinu), ni f, ne commute aux limites in-
ductives, de sorte que la donnée de f ne permet pas, sans autre hypothése, de décrire un
morphisme de topos dans un sens ou dans I’autre entre C et C ’". Le cas ol f est coconti-
nu, i.e. ou f; commute aux limites inductives et peut donc étre regardé comme un foncteur
image inverse pour un morphisme de topos f : C' — C’ ', a été examiné dans 4.7. Nous
allons examiner le cas ou le foncteur f* est exact a gauche, donc peut étre considéré comme
un foncteur image inverse pour un morphisme de topos en sens inverse :

(4.9.1.1) Top(f)=g:C'~ — C".

On fera attention qu’on a pris garde de ne pas noter ce morphisme par la lettre f ou f, pour
éviter des confusions avec la situation de 4.7, suivant en cela les recommandations générales
de 3.1.3. On dit parfois que le foncteur f : C — C’ est un morphisme de sites de C' dans
C (attention, pas de C dans C’) s’il est continu et si le foncteur f* est exact a gauche, en
d’autres termes s’il existe un morphisme de topos (4.9.1.1) tel que, le foncteur image inverse
correspondant

g C —C"
prolonge le foncteur f,i.e. rende commutatif a isomorphisme preés le diagramme de foncteurs

f

C— ('

c—=% ¢

ou ¢, ¢’ sont les foncteurs canoniques de II 4.4.0.

4.9.2. — Pratiquement, on reconnait qu’un foncteur continu f : C — C’ est un morphisme
de sites de C’ dans C, par le fait que dans C les limites projectives finies sont représentables,
et que fy commute (IIl 1.3 5)). Moyennant la condition indiquée sur C (presque toujours
vérifiée en pratique), et supposant de plus que la topologie de C’ est moins fine que la to-
pologie canonique (presque toujours vérifiée également), la condition suffisante précédente
(f exact a gauche) pour que f soit un morphisme de sites de C' dans C est d’ailleurs aussi
nécessaire.
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4.9.3. — Dans lesprit de ce qui précéde, si C et C’ sont deux %-sites, il y a lieu de définir
la catégorie des morphismes de site Morsite(C’, C) de C dans C’ comme la sous-catégorie
pleine de la catégorie opposée Hom(C, C')° de la catégorie des foncteurs de C dans C’,
formée des foncteurs qui veulent bien étre des morphismes de sites (de C’ dans C). De cette
fagon, on obtient un foncteur canonique (défini a isomorphisme unique pres)

Morsite(C’,C) — Homtop(C’~, C).

Proposition 4.9.4. — Soient E un %-topos, C un %-site, alors le foncteur f — f*|C = f*oe,
associant d tout morphisme detopos f : E — C la «restriction » a C du foncteur image inverse
associé f* : C — E, induit une équivalence de catégories

Homtop(E, c) z Morsite(E, C)(< Hom(C, E)°).

Lorsque dans C les I(&n finies sont représentables, le foncteur pleinement fidéle correspondant

Homtop(E, C) — Hom(C, Ey

a comme image essentielle 'ensemble des foncteurs g : C — E qui sont exacts a gauche
et continus, ou encore qui sont exacts d gauche et transforment famille couvrante en famille
couvrante.

La derniére assertion résulte de la premiére grace a 4.9.2. D’autre part, on déduit de III
1.2 iv) et de IV 1.2 iii) que le foncteur G — G e € induit une équivalence de la catégorie
des foncteurs continus de C dans E, et la catégorie des foncteurs continus de C dans E, un
foncteur quasi-inverse étant obtenu par g — g* dans les notations de loc. cit. D’autre part,
par définition méme, g est un morphisme de sites si et seulement si g* est le foncteur image
inverse associé 4 un morphisme de topos E — C’, d’oti la conclusion grace 4 3.2.1, le « ou
encore » provenant de III 1.6.

On retiendra surtout de 4.9.4 que (lorsque dans C les 1(£n finies sont représentables) « il

revient au méme » de se donner un morphisme de topos f : E — C, ou un foncteur
g : C — E qui est exact a gauche et transforme familles couvrantes en familles couvrantes.

4.9.5. — Utilisant les développements 4.9.1 et 4.9.3, on voit comme d’habitude que pour un
U-site C variable, via la notion de morphisme de sites et de morphisme de morphismes
de sites qu’on vient d’expliciter, le topos C~ dépend fonctoriellement (ou plus exactement,
2-fonctoriellement) du site C. On notera que grace a la terminologie introduite, C° dépend
de facon covariante du site C.

4.9.6. — 1l est immédiat que (contrairement a ce qui se passe pour la notion de foncteur
cocontinu, cf. 4.7 4) tout morphisme de topos F : E — E’ peut se réaliser a 'aide d’un
morphisme de sites f : C — C’ (i.e. d’'un foncteur continu f : C’ — C tel que...):
il suffit de choisir dans E et E’ des petites sous-catégories pleines génératrices C et C’
respectivement, munies des topologies induites par celles de E et de E’, telles que 'on ait

F*(obC’) CobC,

et de prendre pour f le foncteur induit par F*. C’est ce qui explique que la plupart des
morphismes de topos qu’on rencontre en pratique sont effectivement décrits a I’aide de
morphismes de sites (plutot qu’a I’aide de foncteurs cocontinus comme en 4.7).
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4.10. Relations entre le petit et le gros topos associés a un espace topologique X.
— On reprend les notations de 2.5. En particulier, 7 est un univers tel que € 7. Nous
nous écartons de la convention de 2.1, en désignant par Top(X) le topos des Z-faisceaux
(et non pas des %-faisceaux) sur X. Ainsi, nous raisonnerons avec des 7Z-topos et non des
%-topos. (NB il serait possible de garder les %-topos, en adoptant la convention appropriée
pour la définition TOP(X), de sorte que celui-ci soit un %-topos, cf. 2.5). Ceci posé, nous
allons définir DEUX morphismes de topos

{ f : Top(X) —> TOP(X)

(4.10.1) .
g : TOP(X) — Top(X) , &f = idpypx)s

donnant lieu a une suite de trois foncteurs adjoints

(4.10.1.1) g=f . g&=r" . &g="/fu

les notations étant celles de 3.1.3. Nous allons définir successivement les deux premiers
foncteurs de cette suite, le troisiéme étant défini alors comme adjoint a droite du deuxiéme.

4.10.2. — Le foncteur
g. = f* : TOP(X) — Top(X)

est défini simplement comme le foncteur restriction de (Esp),y au site Ouv(X) des ouverts
de X, qui transforme bien faisceaux en faisceaux, comme il résulte immédiatement de la
définition. Désignant par des lettres soulignées des faisceaux sur le gros site de X, on désigne,
pour un tel faisceau F, par F '\ sa restriction au site Ouv(X), d’ou un foncteur

(4.10.2.1) Restr : F+— F, : TOP(X) — Top(X).

11 est évident que ce foncteur commute aux 7-limites projectives, puis-que celles-ci se cal-
culent argument par argument (on pourrait aussi invoquer l'existence de ’adjoint & gauche,
construit dans 4.10.4 ci-dessous.) Je dis qu’il commute également aux 7-limites inductives.
Pour s’en convaincre, on va donner une interprétation fort commode des « gros» fais-
ceaux sur X, i.e. des objets de TOP(X), en termes de faisceaux ordinaires (NB il s’agit de
7-faisceaux) sur les espaces topologiques X' au-dessus de X.

4.10.3. — Pour un gros faisceaux F'sur X, et pour tout espace X'’ sur X (sous-entendu : X' €
%), on définit de facon évidente, comme dans 4.10.2, le « petit » faisceau F > Testriction de
FaX'Si

u: X" — X’
est un morphisme de (Esp),y, on définit alors de facon évidente un morphisme u,(F,,) —

F,,, ou ce qui revient au méme, un « morphisme de transition »

(4.10.3.1) @y U (Ey) — Fyy.

Ces morphismes, pour u variable, satisfont a une condition de transitivité évidente pour un

composé
u

xm L oxn N X'
de morphismes dans (Esp),y, qu'on laisse au lecteur le soin d’expliciter. On obtient de cette
facon un foncteur naturel, qui va de la catégorie TOP(X) des gros faisceaux sur X, dans la
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catégorie des systemes

(Ey/) (X' € ob(Esp)x).(@,) (u€ Fl(Esp)x),

satisfaisant a la condition de transitivité envisagée, et tels de plus que pour tout morphisme
u : X" — X' qui est une immersion ouverte (ou, plus généralement, un étalement), le
morphisme de transition @, soit un isomorphisme. Comme les foncteurs u* : Top(X') —
Top(X") utilisés pour la description des ¢, commutent aux Z-limites inductives, il en ré-
sulte aussitot que dans la description précédente des objets de TOP(X) en termes de « pe-
tits » faisceaux Fy/, les Z-limites inductives se calculent argument par argument, i.e. les
foncteurs de la forme F —» F v+ commutent aux 7-limites inductives.

En particulier, il en est ainsi du foncteur F — F ' envisagé dans 4.10.2. Il admet donc bien
un adjoint a droite (1.5). Il reste a en construire un adjoint a gauche (dont I'existence résulte
d’ailleurs a priori de 1.8), et de vérifier que ce dernier est exact a gauche. Cela achévera la
définition des morphismes de topos annoncés (4.10.1) en termes des foncteurs (4.10.1.1)

4.10.4. — Le foncteur

g" = f, : Top(X) — TOP(X)
s’obtient en associant a tout petit faisceau F sur X le systéme de ses images inverses (Fy/),
X' € ob(Esp),y, par les morphismes structuraux X’ — X, le morphisme de transition ¢,
pourunu : X" — X' étant 'isomorphisme de transitivité pour les images inverses de
faisceaux (4.1.1). On voit aussitot qu’on obtient ainsi un foncteur

Prol : Top(X) — TOP(X),

pleinement fidéle, dont 'image essentielle est formée des gros faisceaux & sur X pour les-
quels tous les morphismes de transitivité ¢, de (4.10.3.1) sont des isomorphismes. Nous
laissons au lecteur le soin de définir un isomorphisme d’adjonction entre ce foncteur de
prolongement canonique et le foncteur restriction de 4.10.2, prouvant que ce dernier est ad-
joint a droite du premier. C’est immédiat en termes de la description 4.10.3 de la catégorie
TOP(X).

Remarques 4.10.5. —  a) La construction 4.10.4 montre en méme temps que g* = f,
est pleinement fidéle (ou, ce qui revient au méme, que g, = f* est un foncteur de
passage a une catégorie de fractions, ou enfin que g' = f, est pleinement fidéle). Les
gros faisceaux sur X qui appartiennent a 'image essentielle du foncteur g* = f, =
Prol méritent le nom de gros faisceaux étales sur X, puisqu’ils forment une catégorie
équivalente a celle des faisceaux ordinaires sur X, ou encore a celle des espaces étalés
sur X. On voit d’ailleurs facilement que si X’ est un espace topologique au-dessus
de X, alors le gros faisceau sur X qu’il représente est étale au sens précédent si et
seulement si X’ et un espace étalé sur X.

b) On peut encore exprimer la pleine fidélité de f, en écrivant que la morphisme d’ad-
jonction f*f, — idy,,x) est un isomorphisme, i.e. que g, f, = id, i.e. que gf =~ id.
Ainsi g fait de TOP(X) un topos sur Top(X), admettant une « section » f sur Top(X).

c) Le fait que le foncteur g* = f, soit pleinement fidele, exact et qu’il commute aux
7-limites inductives justifie partiellement le point de vue fort commode (di a J. G1-
RAUD) suivant lequel il est inoffensif, dans pratiquement toutes les questions de théorie
des faisceaux sur X, de remplacer les faisceaux habituels ou « petits » faisceaux par les
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« gros » faisceaux associés. Il en est en particulier ainsi des questions cohomologiques,
puisque g, étant exact, les foncteurs R'g, (V 5) sont nuls pour i > 0, donc (V 5.4) que
pour tout gros faisceau & sur X, on a des isomorphismes canoniques

H(TOP(X), F) ~ H(Top(X), %y) = H(X, F).

Appliquant ceci a un faisceau de la forme Prol(F), ou F est un petit faisceau sur X, on
en conclut (puisque Prol(F)y =~ F canoniquement) un isomorphisme canonique

Hi(X,F)= H(TOP(X), Prol(F)).

Ainsi, les invariants cohomologiques de X, calculés via le petit ou le gros topos de X, sont
essentiellement identiques. Le méme résultat est d’ailleurs valable en cohomologie non
commutative.

Exercice 4.10.6. — Soient .S un %-site dont la topologie est moins fine que la topologie
canonique, M une partie de F[ .S satisfaisant les conditions suivantes :

a) Les morphismes de . sont quarrables (1 10.7), et M est stable par changement de base.

b) M contient les fleches identiques et est stable par composition.

c) Une fleche u : X — Y telle qu’il existe une famille couvrante ¥; — Y, avec les
X Xy Y; — Y, dans M, est elle-méme élément de M.

d) Pour tout X € ob S, toute famille couvrante de X est raffinée par une famille cou-
vrante (f; : X; = X), avecles f; € M.

Pour tout X € ob .S, considérons le site S(X) (« petit site de X ») dont la catégorie sous-

jacente est la sous-catégorie pleine de .S,y formée des objets dont le morphisme structural

est dans M, munie de la topologie induite (III 3.1) par celle de S.

1°) Pour toute fleche u : X — Y de S, montrer que le changement de base par u de
S(Y) dans S(X) est un foncteur continu, d’ou un foncteur commutant aux limites
inductives (III 1.2 iv))

Sw* : SY)” — S(X)~.
2°) Définir une équivalence entre le topos S” et la catégorie des systémes
(Fy) (X€obS) , (p,) (W€ FIS)

formés d’objets Fy € ob . S(X)~, et pour toute fleche u : X — Y dans S, d’'un mor-
phismes ¢, : S(u)*(Fy) = Fy, ces systemes étant soumis a une condition de transi-
tivité pour un composé v e u de fleches de .S, et a la condition que u € M implique que
@,, soit un isomorphisme.

3°) Définir des foncteurs « restrictions » et « prolongement »

Resy : (S)x)~ — S(X)~,Proly : S(X)~ — (S)x)~

Montrer que Resy commute aux petites limites inductives et projectives et que
Proly est pleinement fidéle, son image essentielle étant formée des faisceaux Ftels que
@, soit un isomorphisme pour toute fleche u de S, y.
4°) Définir un morphisme d’adjonction faisant de Resy I’adjoint a droite de Proly. En
conclure qu’il existe un morphisme de topos

f . S(X)N b d (S/X)N
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faisant de S(X)~ un sous-topos de (S)x)~ et tel que
f! = PrOlX
fX = ReSX .
Montrer que Proly transforme faisceaux abéliens en faisceaux abéliens.
5°) Montrer que si S(X) admet des produits fibrés, Proly est exact. En déduire qu’il existe
alors un morphisme de topos g : (S;x)~ = S(X)~ qui soit une rétraction a gauche
de f, ie. tel que
g* =Proly
g, = Resy .
(Pour un exemple ot S(X) n’admet pas de produits fibrés, prendre pour .S la catégorie
des schémas munie de la topologie étale, pour M les morphismes lisses, pour X un

schéma noethérien de dimension > 0).
6°) Montrer que pour tout faisceau abélien F de (S,x)~ on a un isomorphisme

HYX,F)~ HYX,Resy F) Vq.

Montrer, en utilisant par exemple les hyperrecouvrements, que pour tout faisceau abé-
lien G de S(X)™~ on a un isomorphisme

HYX,G)~ HY(X,Proly G) Vq.

7°) Acheter une médaille en chocolat pour le rédacteur.

5. Topos induit

5.1. — Soient E un topos, X un objet de E. Alors la catégorie E,y des objets de E au-dessous
de X est un topos, comme il résulte par exemple immédiatement du critére de Giraud 1.2 ii).
On peut aussi, grace a 1.2.1 réaliser E comme une catégorie de faisceaux C~, ou C est une
sous-catégorie génératrice de E qu’on peut choisir telle que X € ob C; alors on sait que
E;x = C}y est équivalente a (C)x)~ (III 5.4), donc c’est un topos.

On appelle le topos E,x le topos induit sur I'objet X de E.

5.2. — On va définir un morphisme de topos canonique
(5.2.1) jx : Ex — E,
qui est appelé morphisme d’inclusion du topos induit E,y dans le topos ambiant E, ou mieux
(cf. 5.7), morphisme de localisation de E en X. Ce morphisme correspond a une suite de trois
foncteurs adjoints (cf. 3.1.3)
(5.2.2) ixi > x> Jxe
qui peuvent s’expliciter de la facon suivante :
a) Le foncteur
Jxit Ex — E

est le foncteur « oubli de la fléche structurale » de E,x dans E.
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b) Le foncteur
Jjx 1 E— E)x
est défini par
Jx(Z) = (X X Z,pr)),
oupr, ! X XZ — X estla premiére projection. On peut aussi I'interpréter comme le
foncteur changement de base relativement au morphisme

X — eg,

ou ef est I'objet final de E. Il est trivial, par définition du foncteur changement de
base, que j est bien adjoint a droite de jy,. Il commute en particulier aux limites pro-
jectives. Il commute également aux limites inductives, en vertu des propriétés d’exac-
titude spéciales des topos (II 4).

¢) De ce dernier fait résulte (1.6) que j% admet un adjoint a droite

Pour un objet X’ au-dessus de X, I'objet jy+(X') est aussi parfois noté par I'un des
symboles HX/e (X'/X), ou HomX/eE(X,X’), ou Resx/eE(X’/X) (« restriction de
E

Weil »), dont 'un ou l'autre est sans doute déja familier au savant lecteur de notre
modeste ouvrage.

5.3. — On fera attention que le foncteur jy, commute aux produits fibrés, et transforme
monomorphismes en monomorphismes, mais il n’est pas en général exact a gauche pour
autant. Il ne I'est que si X est un objet final de & (puisque X = jy(X,idy), et (X,idy) est
un objet final de Ey), c’est-a-dire si et seulement si jy est en fait une équivalence de topos
(donc si tous les foncteurs (5.2.2) sont des équivalences). )

De méme, le foncteur jy« n’est pas en général exact a droite, et ne transforme pas néces-
sairement épimorphismes en épimorphismes.

On conclut de ces observations que la direction du morphisme de topos reliant E,y a E,
pour un objet X du topos E, est déterminée sans ambiguité possible.

5.4. — Lefoncteur jy est souvent appelé foncteur de localisation ou foncteur restriction. Cette
derniere terminologie se justifie en identifiant les objets de E resp. sur E,y aux faisceaux sur
E resp. sur E,y (1.2 iii)), et en notant qu’avec cette identification, la formule d’adjonction
entre jy, (foncteur oubli) et j} s’interpréte en disant que j%(F) est le faisceau restriction
a E;x du faisceau F sur E (en prenant « restriction » au sens généralisé : composé avec le

foncteur « d’inclusion» jy, : E;x — E). Conformément a des notations familiéres en
d’autres contextes, on écrira aussi souvent, indifféremment :
(5.4.1) JjY(F) = F|X = Fy = restrictionde Fa X.

De méme, lorsque E est de la forme C~, ou C est un (petit) site, et que X est de la forme
€(S) avec S € ob C, de sorte qu’on a une équivalence de catégories rappelée dans 5.1

Ejx = Crs) — (Cre)™

5. Pour une propriété de commutation de jy, au changement de topos, cf. XVII 5.1.2.
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(C,s étant munie de la topologie induite par celle de C), le foncteur j% s’identifie simplement
au foncteur « restriction » d’un faisceau variable F sur C a la catégorie Cjg.

Ces réflexions permettent de prévoir d’ailleurs le role important que joueront les topos
induits et les morphismes de localisation (5.2.1) dans toutes les questions ou on est ame-
né a raisonner par «localisation sur E» (cf. 8), c’est-a-dire pratiquement dans toutes les
questions faisant intervenir des sites ou des topos.

5.5. — Soit
f:iX—Y

une fleche de E, qui permet donc d’interpréter X (ou plus correctement, (X, f)) comme un
objet de Ey. Il est évident qu’on a un isomorphisme canonique

(5.5.1) (E)ix — Ejx

(transitivité des topos induits). Appliquant la construction de 5.1 a Ejy au lieu de E, on trouve
donc un morphisme de topos canonique

(5.5.2) loc(f)ou f : E;x — Epy,

appelé également morphisme de localisation (associé a f). Lorsque Y est l'objet final de E,
on retrouve essentiellement (5.2.1). Le morphisme de localisation pour f est associé a une
suite de trois foncteurs adjoints

(5.5.3) foo L T

qui peuvent s’interpréter respectivement comme foncteur d’oubli, comme foncteur
restriction, et comme un foncteur noté au choix (X’ étant 'argument) H (X'1X),
Hom y (X, X') ou Res y,p(X'/X).

XY

5.6. — La transitivité des foncteurs oubli implique que pour deux morphismes composables

xLvysz

de E, on a un isomorphisme canonique de morphismes de topos
loc(gf) = loc(g)loc(f) : Ejx — Ey — Ej7.

De plus, pour trois morphismes composables, on a la relation de compatibilité habituelle
pour les isomorphismes de transitivité précédents. Ceci permet donc de considérer, moyen-
nant ’abus de langage habituel, que

X vr— E;x

est un foncteur covariant de E dans la catégorie (7-%-top) (3.3.1). Plus précisément, on
trouve un 2-foncteur (non strict en général) de E dans la 2-catégorie (7-%-top).

Avant de continuer les généralités sur les topos induits (5.10), donnons quelques exemples
instructifs.
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5.7. — Soit X un espace topologique, d’ott un topos Top(X) (2.1). Soit X’ un objet de
Top(X), qu’il sera commode d’interpréter comme un espace étalé sur X, p : X' - X.
La catégorie Top(X),ys s’identifie alors a la catégorie des espaces étalés X” sur X, munis
d’un X-morphisme X” — X’. On sait qu’un tel morphisme fait de X” un espace étalé sur
X', et on trouve de cette facon une équivalence de topos canonique

Top(X),x+ — Top(X").
Le morphisme de localisation s’identifie donc & un morphisme de topos Top(X') — Top(X),
et on constate aussitt que ce dernier n’est autre que le morphisme
Top(p) : Top(X') — Top(X)

associé a 'application continue structurale p : X' — X. Intuitivement, le morphisme de
localisation n’est donc autre que la traduction, en langage de topos, du morphisme d’étale-
ment p : X' - X. Ceci explique a la fois le bien-fondé de la terminologie « morphisme de
localisation », et incite a la prudence dans 'emploi du terme de « morphisme d’inclusion »,
celui-ci semblant surtout approprié dans le cas ot p est une immersion ouverte. Il sera pru-
dent par conséquent de réserver dans 5.1 le terme de « morphisme d’inclusion » au cas ou le
morphisme X — ej est un monomorphisme, i.e. ou X s’identifie a un sous-objet de I'objet
final de E.

5.8. — Soient E un topos, G un Groupe de E, H un sous-groupe de G,

X =G/H

Pespace homogéne quotient, qu'on regarde comme un objet de E avec groupe d’opérateurs
gauche G, i.e. comme un objet du topos classifiant B (2.4). Nous allons déterminer le topos
induit

(Bg)x (X =G/H),
en définissant une équivalence de topos
(5.8.1) ¢ By — (Bg)xs

telle que 'on ait commutativité a isomorphisme canonique preés dans le diagramme

j
(5.8.2) BH(—C> (Bg)y ——— Bg

Bi
ou jy est le morphisme de localisation dans B, et ol
B; : By — Bg

est le morphisme déduit de 'inclusion i : H — G (4.5).

Pour définir (5.8.1), nous allons simplement indiquer la description des foncteurs image
inverse ¢* et image directe c,, laissant au lecteur le soin de vérifier que ce sont bien la des
équivalences quasi-inverses 'une de I’autre, donnant lieu au diagramme commutatif (5.8.2)
de morphismes de topos. Soit e le sous-objet de E sous-jacent a X, image de la section de X
(sur un objet final e choisi de E) déduite de la section unité de G. Si X’ est un objet de B,
au-dessus de X, alors on désigne par ¢*(X') I'image inverse de e dans X',

c*(X/)=X’ XXe,
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qui est stable par l'opération gauche de H sur X', restriction de 'opération donnée de G
sur X’. Cela définit bien un foncteur

D’autre part, si X’ est un objet de By, alors le morphisme de X’ dans I'objet final e; de By
(i.e. objet final ey de E avec opération triviale de H) donne, par application du foncteur 7,
(4.5) un morphisme de Bg

i!(X/) — i!(eH) ~ X,
qui permet d’interpréter i|(X') comme un objet de (Bg),x, d’ou le foncteur cherché

¢ X' — (i)(X') — X) : By — Bg.

5.8.3. — Onvoit donc, grace a (5.8.2) que si G est un Groupe d’un topos, H un sous-Groupe,
le foncteur «restriction des opérateurs de G a H » peut s’interpréter comme un foncteur de
localisation. En particulier, prenant pour H le sous-groupe unité, on voit que le foncteur
« oubli des opérations de G » s’interpréte comme un foncteur de localisation. On en conclut,
plus généralement, que si (X, G) est un objet de E avec opération de G (i.e. un objet du
topos classifiant Bg;), alors le foncteur « oubli des opérations de G »,

E'=Bghx,e) — Ex

peut s’interpréter comme un foncteur de localisation, relativement a un objet Eg (x ) de
E’ convenable couvrant 'objet final. Il suffit de prendre Eg x ) = Eg X (X, G), d'ou le
diagramme cartésien (ou E; = G = G avec opération de G par translation a gauche)

Eg EG,(X,G) =Z
(5.8.3.1)
e¢g=—(X,G6) ,
et de noter que par transitivité des topos induits, le topos induit E' = ((Bg)x/g)z est

équivalent au topos ((Bg)/g,,);z; comme (Bg),,. est équivalent a E par le foncteur ¢* de
(5.8.1) (avec H = e), il suffit de vérifier que cette équivalence transforme Z en l'objet X de
E (ce qui est trivial) pour déduire I’équivalence cherchée de catégories

On laisse au lecteur le soin de vérifier que le composé de celle-ci avec le foncteur de locali-
sation

E"=(Bgx.e)— E/z

est le foncteur « oubli des opérations de G ». On voit ainsi que le diagramme cartésien ci-
dessus donne, par passage aux topos induits, un diagramme, commutatif a isomorphisme
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canonique pres (5.6), de morphismes de topos :
(Bg)g, ® E~———(Bg)iz ~ E[; ~ Ex

(5.83.2) j J/

Bg (BG)/(X,G) =E"

ou les foncteurs images inverses associés aux fléches verticales j, j’ sont les foncteurs

«oubli des opérations de G », et ou le foncteur image inverse i* s’identifie au foncteur de
localisation E — E,y. Ce diagramme est d’ailleurs « 2-cartésien » au sens 5.11 ci-dessous.

5.8.4. — On laisse au lecteur le soin d’étendre les réflexions qui précédent au cas d’un pro-
groupe & = (G,), dans le cas particulier ou H est défini comme «noyau» de & — G, .
(Dans le cas des groupes pro-finis, cela signifie qu'on se limite aux sous-groupes H de G
ouverts, i.e. fermés et d’indice fini.)

Exercice 5.9. — Soient E un topos, G un Groupe de E, B le topos classifiant de G (2.4),
b/ BG — F
le morphisme de topos déduit de ’homomorphisme de G dans le Groupe unité e de E
(compte tenu que B, =~ E).
a) Soit
EG = Gs
lobjet de B dont le E-objet sous-jacent est G, les opérations de G étant définies par

translation a gauche. Considérons 7*(G) comme un Groupe de Bg; (c’est le Groupe G
de E avec les opérations triviales de G dessus). Montrer que le morphisme de E

G, xG — G,

défini par les translations droites de G sur G, est compatible avec les opérations de
G sur G, et sur G = 7%(G), et définit un morphisme de Bg

EG X ﬂ*(G) — EG'

Montrer que ce morphisme fait de E; un objet de B avec une opération a droite du
Bg;-Groupe 7%(G), et que cette derniére fait de Eg; un forseur sous z*(G) (i.e. I'objet
final de B peut se recouvrir par des objets X; tels que pour tout i, la restriction de
E¢ a X; soit isomorphe au fibré a opérateurs trivial (7*(G)x, ) ).
b) Soit
q: El —E

un topos sur E. Pour tout topos B sur E, définir la catégorie Homtop ,(E’, B) des
morphismes de topos de E’ dans B compatibles avec les morphismes structuraux
E' — Eet B - E aisomorphisme donné prés. Prenant B = B, définir par la
formule f — f*(E) une équivalence de catégories

HomtopE(E’, B;) — Tors(E, ¢*(G)),

ou le deuxiéme membre désigne la catégorie des ¢*(G)-torseurs (a droite) sur E.
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¢) Soit H un sous-Groupe de G, de sorte que z*(H) est un sous-Groupe de p*(G), et
opere donc sur E; par restriction du Groupe d’opérateurs, d’ou un objet quotient

X = Eg/n*(H),

qui n’est autre que 'objet G/H muni de 'opération a gauche habituelle de G. Soit e
l'objet final de By; (i.e. 'objet final e de E avec opération triviale - il n’y a pas le choix
- de G), et considérons dans B le diagramme de morphismes

Eg

\

e

€q
d’ol, en passant aux topos induits par B sur ces objets, un diagramme de morphismes 376

de topos, commutatif a isomorphisme canonique prés (5.6). Montrer que ce diagramme
est équivalent au diagramme

BG N

dont les trois fleches sont les fleches associées par 4.5 aux morphismes de Groupes
e > H — G de E. (Ainsi, le topos classifiant By s’interpréte intuitivement comme un
espace homogeéne au-dessus de B, de groupe #*(G), associé au torseur (= fibré principal
homogeéne) universel Eg sur Bg).

d) Reprendre 'exemple 5.7 dans le cas ou X’ est un revétement étale (localement trivial,
cf. 2.7.4) de X, en 'interprétant en termes des considérations du présent exercice.

5.10. Images inverses de topos induits. — Soient
f 1 E - E

un morphisme de %-topos, X un objet de E, et X' = f*(X) son image inverse dans E. On
va alors définir un diagramme de morphismes de topos

f
Ejx = Ejy/

(5.10.1)

Jx ixr
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ou jy et jys sont les morphismes de localisation (5.2), et ou f;y est défini ci-dessous, dia-
gramme qui sera commutatif a isomorphisme canonique prés. Nous définironsici f;y al’aide
du foncteur image inverse

(5.10.2) (fix)* © Ex — Ejy,

pour lequel nous prendrons simplement le foncteur « induit » par f*, en un sens évident.
Comme les foncteurs d’inclusion jy, : E;x — Eetjy, @ Ex — E commutent aux
%-limites inductives et aux produits fibrés, et qu’ils sont conservatifs, il s’ensuit aussitot
que le foncteur (f;y)* commute aux %-limites inductives et aux produits fibrés tout comme
le foncteur f* qui 'induit; comme de plus (f;x)* transforme évidemment objet final X en
Pobjet final X', il est exact & gauche, donc est associé 4 un morphisme de topos

défini 4 isomorphisme unique prés (3.1.1). D’autre part, le diagramme déduit de (5.10.1) par

passage aux foncteurs images inverses est commutatif (a isomorphisme canonique preés) par
construction et grace au fait que f* commute aux produits X X Y, donc (5.10.1) lui-méme
est commutatif, a un unique isomorphisme pres induisant I'isomorphisme canonique sur les
foncteurs images réciproques des deux composés f o jy/ et jy o frx (3.2.1).

5.104. — Lorsque f : E' — FE est associé a une application continue Y’ — Y d’espaces
topologiques (4.1), de sorte que X s’identifie & un espace étalé au-dessus de Y, et X' au
produit fibré X X, Y’, alors, identifiant les topos induits Top(Y),yx et Top(Y"),xs a Top(X)
et Top(X') respectivement (5.7), on constate que le morphisme f;y qu’on vient de construire
est (2 isomorphisme unique prés) le morphisme Top(X') — Top(Y") déduit de I'application
continue canonique X’ — Y’. On peut donc dire, 4 la lumiére de cet exemple, que le topos
E/y, joue le rdle d'un produit fibré de E,y et de E’ sur E. Cette intuition se précise a 'aide
du résultat suivant :

Proposition 5.11. — Les notations étant celles de 5.10, le diagramme (5.10.1), muni de iso-
morphisme de compatibilité @ . f o jx1 — jx o fix, est «2-cartésien »; de facon précise,
pour tout ?%-topos F, si on associe a tout morphisme de topos g : F — E/y, le triplet
(fix°8gixrogaxg) = (g.8,0),oug : F > Eyxetg, : F — E’ sontdes mor-
phismes de topos, et f : jx o g — f o g, est un isomorphisme de morphismes de topos
de F dans E, on trouve une équivalence de catégories de Homtop(F, E/y) avec la catégorie
Homtop(F, E/X)X%mmtop(F’E)Homtop(F, E") de tous les triples (g, g5, ) comme ci-dessus.

(NB. On a mis un 2 au-dessus du signe du produit cartésien pour rappeler qu’il ne s’agit
pas d’un produit fibré ordinaire de catégories, mais d’un « 2-produit fibré », dans le sens
explicité dans I’énoncé.)

Pour prouver 5.11, on explicite les morphismes de topos a I’aide des foncteurs image
inverse associés. Nous aurons besoin pour cela de résultats auxiliaires, donnés dans 5.11.1 a
5.12 plus bas.

5.11.1. — Considérons de facon générale la situation ol on se donne deux catégories E, E’,
un objet X de E qu’on suppose quarrable i.e. tel que le foncteur
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soit défini, enfin un foncteur exact a gauche 379
(%) ¢: Exy— E'.

Comme E,y a un objet final, savoir (X,idy) = X, il en est donc de méme de E’, qui admet
Pobjet final

e ~ p(X).
Supposant choisi I'objet final e’ de E’, on va a tout ¢ comme ci-dessus associer un couple
(%) W,u), avecW =@oj : E— E’, etu € Hom(e', ¥ (X)).
Pour définir u, on note que
Y(X)=XxX

a une section canonique 6y sur 'objet final X de E,y, savoir la section diagonale, et on
définit

u=@6y) : pX)=e — p(X x X) =¥ (X).
Je dis que la connaissance du couple (##) permet de reconstituer le foncteur ¢ de (x) a
isomorphisme unique pres. Pour ceci, pour tout objet

p: X —X
de E,y, considérons le diagramme cartésien suivant de E,y :

X — i XN)=X'xX

Jj(p)

3%
X————jX)=XxX ,

ou la premiere fleche horizontale est le morphisme graphe I', = (idy, p). Appliquant le
foncteur exact a gauche ¢ a ce diagramme, et utilisant la définition de ¥ comme ¢ © j, on
trouve un diagramme cartésien

p(X',p) —— ¥ (X"

¥(p)
e’ Y(X)
en d’autres termes on trouve un isomorphisme canonique 380

On constate aussit6t qu’il est fonctoriel en I'objet (X', p) de E,y, ce qui explicite comment
on reconstitue & isomorphisme prés le foncteur ¢ : E,;x — E’ al’aide du couple (¥, u) de
(). Notons d’ailleurs que le foncteur ¥ est exact a gauche ; plus généralement, ¥ commute
a tout type de limites projectives auquel commute ¢, car j commute aux limites projectives.

Inversement, supposant maintenant que dans E et E’ les limites projectives finies sont
représentables, et partant d’un couple

(¥.u),¥ : E— E’,u € Hom(e', ¥(X)),
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ou le foncteur ¥ est exact a gauche, on définit par la formule (5.11.1.1) un foncteur ¢ :
E,;x — E’'. On vérifie aussitdt que ce foncteur est exact a gauche, plus généralement, qu’il
commute a tout type de limites projectives représentables dans E auquel commute . Cela
résulte aussitot du diagramme cartésien

E E/x
1 1
— —
1 1
£ s
l(iilX X
T

reliant les limites projectives calculées dans E ou dans E;y (ou 6 désigne le morphisme
diagonal dans la limites projective du foncteur constant de valeur X), en lui appliquant le
foncteur ¥, d’ou un diagramme cartésien dans E’, et en composant ce dernier avec le carré
cartésien déduit de W (X) « ¢’, faisant apparaitre un carré cartésien composé qui exprime
la compatibilité de ¢ a la limite projective envisagée.

On reconstitue a isomorphisme pres le couple (¥, u) a l'aide de @, en notant que 'on a
un isomorphisme canonique

(5.11.1.2) P(X') = @((X"),

déduit de (5.11.1.1) en y remplagant (X', p) par j(X') = (X' X X, pr,), et notant que Y(X'x
X) 2P (X'") x P (X). L'isomorphisme précédent est manifestement fonctoriel en X', i.e. il
donne un isomorphisme

Y ~@oj,
et on vérifie de méme que moyennant cet isomorphisme, u : ¢/ — ¥(X) s’identifie & p(6y).
On a ainsi obtenu I’essentiel du

Lemme 5.11.2. — Soient E et E' deux catégories ot les limites projectives finies sont repré-
sentables, X un objet de E, Sex(E, E') la catégorie des foncteurs exacts a gauche ¥ de E dans
E', et Sex(E,;y, E") la catégorie analogue des foncteurs exacts a gauche ¢ de E,;y dans E’.
On a alors une équivalence entre la catégorie Sex(E,y, E") et la catégorie Sex(E, E'), des
couples (¥, u), avecW € obSex(E,E') etu : ¢/ - ¥(X) (ou e’ est l'objet final de E’), dont
la définition est explicitée dans 5.11.1, ainsi que celle d’un foncteur quasi-inverse. Si p et (¥, u)
se correspondent, alors ¢ commute a un type déterminé de limites projectives si et seulement
si il en est ainsi de V. Si dans E et E' les foncteurs changement de base commutent d un type
déterminé de limites inductives, alors pour que ¢ commute aux limites inductives dudit type, il
faut et il suffit qu’il en soit ainsi de V.

Nous laissons au lecteur le soin d’expliciter la structure de catégorie Sex(E, E’), cor-
respondant aux couples (¥, u). Définissant le foncteur I' : Sex(E, E’) — (Ens) par I'(¥) =
Hom(e’, ¥ (X)), on peut interpréter u dans le couple (y,u) comme un élément de I'(¥)
i.e. un homomorphisme ¥ — [I' dans la catégorie des préfaisceaux sur Sex(E, E’)°, ce qui
justifie la notation ;- utilisée dans I’énoncé de 5.11.1. Il reste, pour prouver 5.11.2, a expliciter
dans 5.11.1 le caractere fonctoriel des constructions envisagées pour ¢ resp. (y, u) variable,
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ce qui est essentiellement trivial et laissé au lecteur, et enfin a vérifier I’assertion concernant
les propriétés de commutation aux limites inductives, ce qui est également trivial a 1’aide
des formules explicites (5.11.1.1) et (5.11.1.2) reliant ces foncteurs.

On trouve en particulier, lorsque E et E’ sont des %-topos, et en interprétant les mor-
phismes de topos a 'aide des foncteurs images inverses associés :

Proposition 5.12. — Soient E et E' deux %-topos, X un objet de E, et considérons sur
Homtop(E', E) le foncteur contravariant

y: f+— ['(E', f*(X)) =Hom(e', f*(X)) : Homtop(E’, E)* —> (Ens).
On a alors une équivalence de catégories

5.12.1 Homtop(E', E,y) — Homtop(E', E),,,
P 1X P Iy

ou le deuxiéme membre est la sous-catégorie pleine de Homtop(E’, E);y formée des couples
(f,u), avec f € Homtop(E',E) etu € y(f) ie.u € I'(E’, f*(X)). Ce foncteur s’obtient en
associant a tout morphisme de toposh : E' — E,x le couple (f,u) formé du composé

f=jx°h:E - Eyx—E,
et du morphisme
u:e =h"(X,idy) — f*(X) = h*"(j3(X)) = h"(X X X)
déduit du morphisme diagonal 6y : X — X X X en lui appliquant h*.

5.12.2. — Utilisant 5.12, la démonstration de 5.11 devient a peu prés évidente, et se réduit
essentiellement a ceci (qui tiendra lieu d’'une démonstration « en forme » qui ne serait pas
plus instructive) : se donner un morphisme de topos g : F — E/, « revient au méme » que
de se donner un morphisme de topos g, : F — E’ et une section u de g5(X"); or g5(X') =
& (f*(X)) = (fgy)*(X), donc la donnée de u équivaut aussi a la donnée d’un relevement du
morphisme de topos fg, : F — E en un morphisme de topos g, : F — E,x. Cela exprime
bien que la donnée d’'un morphisme de topos g : F — E/y, équivaut essentiellement a la
donnée d’un triple (g;, g, @) comme dans 5.11.

Remarque 5.13. — Nous verrons (§ 15©)) que pour tout diagramme

E,

E<~— F,

de topos, il existe un 2-produit fibré au sens de la 2-catégorie (7-%-Top) des %-topos € 7 (ne
dépendant pas, & équivalence pres, du choix d’un univers 7'tel que % € 7). Pour d’autres
exemples naturels que 5.11 de « produits fibrés de topos », voir le dernier chapitre du livre
de GIrAUD [3].

6. N.D.E. : Ce paragraphe n’existe pas. Voir cependant [16] proposition 4.47 pour un énoncé général d’existence
de produits fibrés de topos (en notant que tous les morphismes géométriques entre topos de Grothendieck sont
bornés).
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Exercice 5.14. —  a) Soient F, G deux topos au-dessus d’un topos E. Définir la catégorie
Homtop .(F, G) des couples (f,a), ou /' : F — G est un morphisme de topos et
@ : p — qe festunisomorphisme de morphismes de toposde Edans G (p : F — E
etq : G — E étant les morphismes de topos structuraux). Définir des foncteurs d’ac-
couplement HomtopE(F, G)xHomtopE(G, H) - HomtopE(F, H), et des isomor-
phismes d’associativité.

b) Soient X et Y deux objets d’un topos E. Définir un foncteur naturel de la catégorie dis-
crete définie par I'ensemble Hom(X, Y), dans la catégorie Homtop . (E,x, Ey). Com-
patibilité avec les compositions de morphismes dans FE et les accouplements envisagés
dans a).

¢) Prouver que le foncteur envisagé dans b) est une équivalence de catégories. En parti-
culier, un objet X d’un topos E se reconstitue a isomorphisme unique pres, quand on
connait « & E-équivalence prés » le topos induit E,y comme topos au-dessus de E. ©©

6. Points d’un topos et foncteurs fibres
6.0. — Soit Ple %-topos ponctuel type (2.2)
P = (%-Ens).

Etant donné I'intuition assez différente qui s’attache d’une part au symbole P, figurant un
objet géométrique dans la nature d’un point, et d’autre part a (#- Ens), figurant une « grosse
catégorie », qu’on interprétera comme « la catégorie des faisceaux sur P», il y a lieu suivant
le contexte d’utiliser I'un ou 'autre symbole exclusivement, bien que du strict point de vue
logique ils désignent un seul et méme objet.

Définition 6.1. — Soit E un %-topos. On appelle point de E tout morphisme de topos P — E
du topos ponctuel P(6.0) dans E. On appelle catégorie des points de E, et on note Points(E) ou
Pt(E), la catégorie Homtop(P, E) (3.2). Sip : P — E est un point de E, associé au foncteur
image inverse p* : E — (%-Ens), et si F est un objet de E, 'ensemble p*(F) est appelé fibre
de E en p, et noté F,.

6.1.1. — Bien entendu, lorsque F est un objet en groupe (resp. anneau, resp. ...) de E, sa

fibre F), en p est un groupe (resp. un anneau, resp. ...) (3.1.2).

6.1.2. — En vertu de 3.2.1, la catégorie des points de E est équivalente, via le foncteur p —
p*, ala catégorie opposée a celle des foncteurs
@ . E—> (%-Ens)

qui commutent aux #-limites inductives et qui sont exacts a gauche. Il revient donc essen-
tiellement au méme de se donner un point de E, ou un tel foncteur ¢.

Définition 6.2. — On appelle foncteur-fibre du U-topos E tout foncteur ¢ : E — (%-Ens)
qui commute aux %-limites inductives et qui est exact a gauche. On appelle catégorie des fonc-
teurs fibres sur E, et on note Fib(E), la sous-catégorie pleine de Hom(E, (%-Ens)) formée des
foncteurs fibres sur E.

6. Résultat dit 2 P. DELIGNE. Le cas ou E est le topos ponctuel avait été traité auparavant par Mme HAKIM.



47

6.2.3. — Envertude 6.1.2, la catégorie Fib(E) des foncteurs fibres sur E est donc équivalente
al’opposée de la catégorie Point(E) des points de E, via le foncteur p — p* de cette derniére
dans la premiére :

(6.2.1.1) Point(E) = Fib(E)’.

Pour qu’un foncteur
@ . E— (%-Ens)
soit un foncteur fibre, il faut et il suffit qu’il soit le foncteur fibre F — F, associé a un point
p de E (6.1). En d’autres termes, le foncteur (6.2.1.1) est surjectif. Signalons aussi qu'un
foncteur ¢ est un foncteur fibre si et seulement si il est exact a gauche et s’il transforme
familles couvrantes en familles surjectives (1.7). Cette derniere condition s’exprime aussi en

disant que ¢ commute aux %-sommes et transforme épimorphismes en épimorphismes.

6.3. — Soit C € % un site. On appelle point du site C tout point du topos C~, catégorie des
points du site C la catégorie
Point(C) = Point(C™).
Considérons d’autre part le foncteur
(6.3.1) @ — @|C =@oec : Fib(C™) — Hom(C, (%-Ens)),

qui est pleinement fidéle et dont 'image essentielle est la sous-catégorie pleine Morsite((%- Ens), C)°
(4.9.4), que nous noterons aussi Fib(C). Un foncteur

Y : C — (%-Ens)

est appelé un foncteur fibre sur le site C s’il est dans 'image essentielle de (6.3.1), qu’on vient 387
d’expliciter. Un tel foncteur est donc continu (a fortiori (III 1.6), il transforme familles cou-
vrantes en familles couvrantes, i.e. en familles surjectives), et il est exact a gauche. Lorsque

dans C les limites projectives finies sont représentables, (condition vérifiée dans la quasi-
totalité des cas qu’on rencontre en pratique) les propriétés précédentes caractérisent les fonc-
teurs fibres sur C, qui sont alors les foncteurs ¥ : C — (%-Ens) qui sont exacts a gauche

et qui transforment familles couvrantes en familles surjectives (4.9.4).

On retiendra que le foncteur ¢ — @|C est une équivalence de catégories

Fib(C™) = Fib(C),

de sorte qu’il revient au méme essentiellement de se donner un foncteur fibre sur le topos C™~ (ou
encore un point de ce topos), ou un foncteur fibre sur le site C. Etant donné un foncteur fibre
¥ sur C, provenant donc a isomorphisme pres d’un foncteur fibre @ sur C”~, on reconstitue
ce dernier a I’aide de ¥, a isomorphisme canonique pres, par la formule

(6.3.2) @(F) ~ h_r)n ¥Y(X),
Cir
ou C)r. est la catégorie des objets X de C munis d'un morphisme X — F(dans 6’), ie. d'un
élément de F(X). La formule (6.3.2) est une conséquence immeédiate du fait que ¢ commute
aux limites inductives et qu’on a un isomorphisme canonique fonctoriel en F (Il 4.1.1) :
F~ h_r)n ec(X).
CrF
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Plus généralement, lorsque G est un préfaisceau sur C, on a un isomorphisme canonique
fonctoriel en G :

(6.3.3) p(aG) ~ h'_Il)lT(X),
Cie

ou a G est le faisceau associé a G (I 4.1.1). En effet, on sait qu’on a la formule

G~ h_r)n ec(X).
Ce

6.4.0. — Nous renvoyons a I 6.1 pour la notion de famille conservative de foncteurs
@, . E— E; iel

On notera que lorsque E et les E; sont des Z-topos, et les foncteurs @; sont des foncteurs
images inverses f;* associés a des morphismes de topos

fi  E,— E,

alors toutes les propriétés d’exactitude postulées dans I 6.2, 1 6.3 et I 6.4 sont vérifiées, a
condition dans I 6.2 (v) non respé de supposer que D est fini. Il revient alors au méme que
(f7)iey soit conservative, ou conservative pour les monomorphismes (I 6.1), ou conservative
pour les épimorphismes, ou enfin qu’elle soit fidéle.

Lorsque la famille des foncteurs f;* est conservative, on dira aussi parfois que la famille
des morphismes de topos (f;);cy est conservative. En particulier :

Définition 6.4.1. — Soient E un 2-topos, (p; : P — E);cr une famille de points de E. On
dit que cette famille de points est conservative si la famille des foncteur fibres associés F +— F),
de E dans (%-Ens) est conservative (6.4.0). On dit que le topos E a suffisamment de points
lorsqu’il admet une famille conservative de points (i.e. lorsque la famille de tous les points du
topos est conservative).

6.4.2. — Signalons que tous les Z-topos utilisés jusqu’a présent ont suffisamment de points.
On peut cependant «en faisant expres » construire des topos qui n’ont pas suffisamment
de points (7.2.6 e) et 7.4); on notera qu’un tel topos est nécessairement non «vide » au
sens géométrique de 2.2. Un topos admettant suffisamment de points admet une famille
conservative de points indexée par un I € % (6.5). Noter cependant a ce sujet que si E est
un %-topos, ensemble des classes d’isomorphie de points de E n’est pas nécessairement
U-petit (7.3). Il I'est cependant dans de nombreux cas rencontrés en pratique. Enfin, pour
un intéressant théoréme d’existence (dii a P. Deligne) de suffisamment de points, couvrant
tous les cas rencontrés en géométrie algébrique, voir VI 9.

6.4.3. — Lorsque (p;);c est une famille conservative de points du topos E, on peut appliquer
les remarques de I 6.2, qui impliquent notamment que deux fleches u, v : F = G de E sont
égales si et seulement si pour tout i € I, les fleches induites sur les fibres Up>Up FP,- = GP,-
sont égales ; qu’une fleche u : F — G de E est un monomorphisme (resp. un épimorphisme)
si et seulement si pour tout i € I, il en est ainsi de I'applicationu, : F, — G, ; qu'un objet
F de E est initial (resp. final) si et seulement si pour touti € I, F, est Vlde (resp réduit a un
point) ; qu’un objet F est un sous-objet de 'objet final e, si et seulement si pour tout i € I,
F,, a au plus un point.
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Proposition 6.5. —  a) Soient C un %-site, (@;);c; une famille de foncteurs fibres sur C
(6.3). Pour que la famille (p;);c des points correspondants du topos E = C~ soit conser-
vative, il faut et il suffit que pour toute famille (X; — X);e; dans C, telle que pour tout
i € 1, la famille correspondante (¢;(X ;) — @;(X));e; soit surjective, la famille donnée
(Xj - X)]EJ soit couvrante.

b) Soit E un %-topos. Si E admet suffisamment de points (6.4.1), alors E admet une famille
conservative de points qui est U-petite.

L’assertion b) est un cas particulier de I 7.7. Pour prouver a), appliquons I 7.7 a la famille
génératrice dans E formée des e(X)(X € ob C). Rappelons (II 4.4) que la famille X; — X
est couvrante si et seulement si la famille e(X;) — e(X) est épimorphique. Si la famille
des points (p;);cs est conservative, il revient au méme (6.4.3) de dire que pour tout i € I,
la famille des (Xj)p‘_ - (X)Pf soit surjective, i.e. que la famille des @i(X;) = @;(X) soit
surjective. Cela établit le «il faut » dans a). Pour le «il suffit », on applique le critére I 7.7,
qui nous ramene a vérifier que tout monomorphisme F — e(X), tel que FP,- - e(X )Pi soit
un isomorphisme pour tout i € I, est un isomorphisme, ou ce qui revient au méme, un
épimorphisme. Or, on peut trouver une famille couvrante de morphismes e(X;) — F, et
quitte a raffiner encore, on peut supposer que les morphismes e(X;) — €(X) sont induits
par des morphismes X; — X. Par hypothése, pour tout i € I, les morphismes composés
(X;) o F = (X )Pi forment une famille surjective (comme composée de deux familles
surjectives), i.e. la famille des ¢;(X;) — ¢;(X) est surjective. Il en résulte par hypothese que
la famille X; — X est couvrante, donc que la famille des e(X;) — e(X) est épimorphisme,
et a fortiori que F' — e(X) est épimorphique.

Corollaire 6.5.1. — Soit C une catégorie. Une topologie sur C faisant de C un %-site admettant
suffisamment de foncteurs fibres (i.e. tel que le topos associé admette suffisamment de points)
est entiérement connue quand on connait la sous-catégorie pleine @ de Hom(C, Ens) formée
des foncteurs fibres sur C.

En effet, en vertu de 6.5 a) on sait alors décrire les familles couvrantes en termes de la
famille des foncteurs fibres.

En fait, on va voir plus bas (??) que la sous-catégorie @ est contenue dans la catégorie
des foncteurs proreprésentables sur C, donc @° ~ Point(C"~) s’identifie a équivalence preés
a une sous-catégorie pleine de Pro —C.

On comparera 6.5.1 au théoréme de GIraup II 5.5, qui établit une correspondance bi-
univoque entre 'ensemble des topologies sur C et un certain ensemble de sous-catégories
pleines de Hom(C®, Ens).

Exercice 6.5.2. — Soient C une catégorie équivalente a une catégorie € %, P une sous-
catégorie de Pro(C). Pour tout p € P, on désigne par X — X, le foncteur proreprésenté
par p. Une famille (X; — X),c; dans C est dite P-couvrante si pour tout p € P, la famille
(X;p = Xp)ier est surjective. Montrer qu'il existe une topologie T, sur C pour laquelle les
familles couvrantes soient exactement les familles P-couvrantes, et que 7), est la topologie
la plus fine sur C pour laquelle les foncteurs X — X, (p € P) soient des foncteurs fibres.
Montrer que la topologie T), fait de C un site ayant suffisamment de foncteurs fibres. Montrer
que pour toute topologie T sur C, parmi les topologies T’ plus fines que T qui ont assez de
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foncteurs fibres, il en est une moins fine : c’est la topologie Tp, ou P est la sous-catégorie
strictement pleine de Pro(C), équivalente a Point(C), décrite dans (??) ci-dessous.

Probléme 6.5.3. — Caractériser les sous-catégories (strictement pleines, stables par
%-limites projectives filtrantes...) P de Pro(C) qui peuvent se déduire d’une topologie
sur C comme image essentielle de Point(C~) (6.8.5). ©

6.6. — Soit
f:E—E'

un morphisme de %-topos, on en déduit un foncteur canonique

Point(f) = (p— f o p) : Point(E) — Point(E").

Lorsqu’on a deux morphismes de topos composables
el tp,

on vérifie trivialement que 'on a

Point(g /) = Point(g) - Point(f) : Point(E) — Point(E’) — Point(E").

Cela précise donc la dépendance fonctorielle (sans abus de langage pour une fois) de
Point(E) par rapport au topos E : si 7" est un univers tel que % € 7, on trouve un
(véritable!) foncteur

Point : (7-%-top) — (7~ cat)
de la catégorie des Z-topos qui sont éléments de 7 dans la catégorie des catégories éléments
de 7.

6.7. — Soit E un %-topos. Alors tout objet F de E définit un contrafoncteur
p+— F, = p*(F) : Point(E)’ — (%-Ens),

d’ou pour F variable un foncteur canonique

(6.7.1) E — Point(E) = Hom(Point(E)*, (%- Ens)),

qui par définition (6.5) est fidéle si et seulement si E posseéde suffisamment de points. (Le
foncteur (6.7.1) a une certaine analogie formelle avec une transformation de Fourier...)
Soit X un objet de E, qui définit donc un préfaisceau X sur

C = Point(E).
Nous pouvons donc définir la catégorie
Cy= Point(E)/)?
des morphismes p — X dans le catégorie C des préfaisceaux sur C, ie. la catégorie des

couples (p, &), ou p est un point de E et & un élément de )/(\(p) = X, fibre de X en p. Ceci
posé, je dis qu’on a une équivalence de catégories canonique

(6.7.2) C’ =Point(Ejy) > C,p , ou C = Point(E),

6. cf. 9.1.8 a) et e) pour des conditions nécessaires, et 9.1.12 b) pour des conditions nécessaires et suffisantes dans
les cas de Top(X), X espace sobre localement noethérien.
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dont la composée avec le foncteur d’inclusion C, ¢ — C n’est autre que le foncteur
Point(jy) : C' = Point(E,;y) — C = Point(E)
déduit par fonctorialité (6.6) du morphisme de localisation (5.2.1)
Jx * Exx — E.
C’est simplement le cas particulier de 5.12 obtenu en faisant E’ = P = (Ens).

Corollaire 6.7.3. — Soit E un topos. Si E a suffisamment de points, il en est de méme de tout
topos induit E;y (X € ob E). Inversement. si (X;),c; est une famille d’objets de E qui couvre
Pobjet final, telle que pour tout i € I, E;y, ait suffisamment de points, alors E a suffisamment
de points.

Pour la premieére assertion, soit f : X’ — X" un morphisme dans E,y qui n’est pas
un isomorphisme, prouvons qu’il existe un point g de E;x tel que f, ne soit pas un isomor-
phisme. Comme FE a assez de points, il existe un point p de E tel que f), : X, — X ne soit
pas un isomorphisme. Cela implique qu’il existe un ¢ € X, tel que le morphisme induit par
fp pourles fibres X, X de X, X sur X, en g ne soit pas un isomorphisme. Mais en vertu
de I'équivalence (6.7.2), g peut s’identifier a un point de E;y, et 'application X; — X/ qu’on
vient d’envisager n’est autre que I’application sur les fibres en g induite par f : X' - X",
d’ou la conclusion.

Inversement, supposons que les X; couvrent I'objet final de E, et que les E/y, aient assez
de points, prouvons qu’il en est de méme de E. Soit f : X’ — X" un morphisme dans E
qui n’est pas un isomorphisme. Il existe donc un i € I tel que f; : X/ — X/ n’est pas un
isomorphisme, ou I'indice i indique la restriction a X;. Il existe donc un point p; de E,x, tel
que f;, © X/, — Xj, ne soit pas un isomorphisme. Désignant par p I'image de p; dans
E par le morphisme de localisation E;x, — E, cela signifie que X, — X n’est pas un
isomorphisme, ce qui prouve que E a assez de points.

Remarque 6.7.4. — L’argument précédent montre que si (p,) est une famille conservative
de points de E, alors la famille des points de E,;y qui sont au-dessus d’un des p, (famille
indexée par I’ensemble somme des E Pa) est conservative. De méme, si les X; couvrent 'objet
final de E, et si pour tout i € I, P; est un ensemble conservatif de points de E)x , alors
I'ensemble des points de E images des p € P, pour les morphismes de localisation E;x, —> E
((i € I et p variables) est conservatif.

6.8. — Soient E un topos, p un point de E. On appelle voisinage du point p du topos E un
couple (X,u),ou X € ob Eetu € X,,. Envertu de (6.7.2), on peut aussi interpréter u comme
un relévement de p en un point du topos induit E; . Introduisant le foncteur fibre ¢, associé
au point p, on peut aussi interpréter un voisinage du point p comme un objet de la catégorie
E, (sous-catégorie pleine de (E °); @ formée des objets dont la source est dans E C E). Cette
derniére catégorie, i.e. la catégorie des couples (X, u) comme ci-dessus, s’appellera comme
de juste la catégorie des voisinages du point p du topos E; on la note aussi Vois(p). Comme ¢,
est exact a gauche et que les limites projectives finies sont représentables dans E, les limites
projectives finies sont représentables dans la catégorie Vois(p), et le foncteur canonique
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Vois(p) — Ey commute (??). A fortiori, la catégorie opposée Vois(p)® est filtrante. De plus,
il est clair (I 3.4) qu’on a un isomorphisme canonique, fonctoriel en F € ob E

(6.8.1) pp(F)=F, ~ lg)n F(X).
Vois(p)®

En d’autres termes le foncteur @, «fibre en le point p » est isomorphe a la limite inductive
filtrante des foncteurs représentés dans le topos E par les voisinages du point p de E. On voit
méme que le foncteur fibre est ind-représentable (I 8), ce qui signifie aussi qu’il est représen-
table par un pro-objet (X;);c; de E, ou I est un ensemble ordonné filtrant tel que I € %. En
effet, en vertu de loc. cit., il revient au méme de dire que la catégorie Vois(p) admet une petite
sous-catégorie pleine cofinale. Or soit C une petite sous-catégorie pleine génératrice de E,
je dis que la sous-catégorie pleine C/(pp de Vois(p) = E/(pp, formée des voisinages (X, u) de
p tels que X € ob C (catégorie qui est évidemment petite) est cofinale dans Vois(p). Soit en
effet (X, u) un voisinage de p, il faut trouver un voisinage (X', u’) de p au-dessus de (X, u),
avec X’ € ob C. Or il existe une famille couvrante X/ — X, avec les X/ dans C, d’ou résulte
que les X,-’p couvrent X, donc il existe un X' = X,»’O etunu’ € XI’, tels que (X', u’) soit
au-dessus de (X, p), ce qu’on avait affirmé.

6.8.2. — Soient C un %-site, et p un point de C, i.e. un point du topos C™~. Désignons encore,
par abus de notations, par @ » la « restriction » du foncteur fibre ¢ » aC, ie. le composé ¢ po€s
nous écrirons aussi souvent, pour un objet X de C

X, = (pp(X) = e(X)p.

On appelle voisinage du point p dans le site C un couple (X,u),ou X € obCetu € X, =
®,(X). Ces voisinages forment encore une catégorie C,(pp, qu’on pourra noter Voisc(p).
Montrons que la catégorie Voisc(p)® est encore filtrante, qu’elle admet une sous-catégorie
pleine cofinale %-petite, et qu’on a un isomorphisme fonctoriel en le faisceau F sur C :

(6.8.3) F,= lim F(X).
Voisc(p)°
On note d’abord, en reprenant I'argument de (6.8.1), que si C’ est une sous-catégorie
pleine de C qui est topologiquement génératrice (II 3.0.1), alors Vois/(p)° est cofinale dans
Vois-(p)°. Prenant C’ € %-petite, on est donc ramené, pour établir ’assertion, au cas ou
C € %. Dans ce cas C est un %-topos, et on a un foncteur faisceau associé a : C— C~, qui
permet de construire sur C le foncteur fibre composé @,a. Appliquant (6.8.1) au topos Cet
a la sous-catégorie génératrice pleine C de celui-ci, on trouve que la catégorie C;(p,, o> qui est
manifestement isomorphe a Vois(p)°, est filtrante, et qu'on a un isomorphisme fonctoriel
en le préfaisceau Psur C:
@pa(P) = lim P(X).
X
Si F est un faisceau sur C, on a F = aF, et appliquant I'isomorphisme précédent a F consi-
déré comme préfaisceau, on obtient (6.8.3). En méme temps, cet argument établit la formule
plus générale

(6.8.4) (aP), ~ h_r)n P(X),
Voisc(p)°
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isomorphisme fonctoriel en le préfaisceau P arbitraire sur C, du moins lorsque C est petit.

Le cas général s’en déduit, en introduisant un univers 7 "tel que C € 7, en considérant ®p
sur C comme un foncteur fibre a valeurs dans (7-Ens), et utilisant la compatibilité de la
formation du préfaisceau associé avec ’agrandissement des univers (II 3.6).

6.8.5. — On a associé a tout point p du topos C~ un pro-objet du %-site C, défini par le
foncteur canonique Vois(p) — C, compte tenu du fait que la catégorie des voisinages de p
dans C est cofiltrante et admet une petite sous-catégorie pleine cofinale. On vérifie aussitot
que pour p variable, on obtient ainsi un foncteur

(6.8.5.1) Point(C~) — Pro(C).

Ce foncteur est pleinement fidéle. En effet, via les foncteurs fibres associés, il s’interpréte
comme un foncteur Fib(C) — Fib(C~) — Pro(C)". Le premier foncteur est une équivalence
en vertu de 4.9.4 (rappelé pour les foncteurs fibres en 6.3), et le deuxiéme est pleinement
fidele d’apreés le sorite général (I 8) des pro-objets.

6.8.6. — Prenons le cas particulier ou C est Z-petite et munie de la topologie chaotique, de
sorte que C = C. Je dis que dans ce cas le foncteur précédent est méme une équivalence de
catégories

(6.8.6.1) Point(C) = Pro(C).

En effet, il reste a prouver que ce foncteur est essentiellement surjectif, ce qui résulte du fait
que les foncteurs de la forme P — P(X) sur C sont des foncteurs fibres, et du fait évident
que toute limite inductive filtrante de foncteurs fibres sur un topos est encore un foncteur
fibre.

Identifiant C a une sous-catégorie pleine de Pro(C) (I 8), le foncteur
C — Point(é )

induit par un foncteur quasi-inverse de (6.8.6.1) est manifestement isomorphe au foncteur
canonique déja envisagé dans (4.6.2.2), dont le quasi-inverse envisagé peut étre considéré
comme le prolongement canonique (I 8), compte tenu du fait que Point(C) est stable par
petites limites projectives.

6.8.7. — Soit de fagon générale (X;);c; un pro-objet du %-site C, d’ot sur C~ un foncteur

(6.8.7.1) @(F) = lim F(X;),
1

et il est naturel de se demander, vu (6.8.5), quand ce foncteur est un foncteur fibre. On trouve
que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Le foncteur ¢ précédent est un foncteur fibre sur C™.
(ii) La «restriction » de @ a C est un foncteur fibre sur le site C (6.3).
(iii) Pour toute famille couvrante Y, — Y d’un objet Yde C, tout i, € I et tout morphisme
X; — Y il existe uni > i,, un @ et un morphisme X; — Y, rendant commutatif le
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diagramme

XioﬁY

En fait, la condition (iii) exprime simplement le fait que ¢|C transforme familles
couvrantes en familles couvrantes. Les implications (i) = (ii) = (iii) sont triviales, et
il reste & prouver (iii) = (i). Comme le foncteur ¢ est manifestement exact a gauche,
il reste a prouver (4.9.4) qu’il transforme familles couvrantes F,, — F dans C~ en
familles couvrantes, i.e. que pour tout i, et tout x, € F(Xio), il existeuni > i, un a et
un y € F (X)), tels que x, et y aient méme image dans F(X;). Or comme F, — Fest
couvrante, il existe une famille couvrante Z, — X; de X, , tel que pour tout y I'image
inverse de x, dans F(Z,) se remonte en un élément d’un F,(Z,). Par hypothese (iii),
il existe un i > i, et un X; -morphisme X; — Z,. Alors I'image de x, dans F(X) se
remonte donc en un élément y d’un F, (X)), C.QFD.

Exercice 6.9. — Soient C un site € %, ¢ un foncteur fibre sur C, proreprésenté par un objet
(X})ier de Pro(C). Pour tout indice i € I, tout objet Y de C, tout morphisme u : X; — Yet
tout crible couvrant R de Y, choisissons un indice j > i tel que le composé X; — X; Ly
se factorise par R. Pour i fixé, soit J(i) 'ensemble formé de i, et des j obtenus pour Y, u,
R variables ; pour une partie I’ de I, soit de méme J(I') la réunion des J(i) pouri € I'.
D’autre part, si I’ est une partie finie de I, soit m(I’) € I un majorant de I’, et pour une
partie quelconque I’ de I, soit M (I") la réunion des M (I"), ou I"” parcourt I’ensemble des
parties finies de I'. On suppose qu’on choisit la fonction I’ — m(I") de fagon que pour I’
réduit & un élément i, on ait m(I') = i, ce qui implique que pour toute partie I’ de I, on a
I’ ¢ M(I'). Considérons les itérés (M J)" de application M J de 'ensemble des parties de
I dans lui-méme, et soit, pour toute partie I’ de I, P(I") la réunion des (M J)"(I").

a) Montrer que pour toute partie I’ de I, P(I") est une partie filtrante de I pour l'ordre
induit, et que I est réunion filtrante croissante des P(I’), lorsque I’ parcourt ’en-
semble des parties finies de 1.

b) Montrer qu’il existe un cardinal ¢ € %, ne dépendant que du cardinal card fI(C) = a,
tel que pour toute partie finie I’ de I, on ait card(P(I")) < c. (Si a est infini, on peut
prendre ¢ = 29).

¢) Montrer, en utilisant 6.8.7, que pour toute partie I’ de I le foncteur ¢, sur C prore-
présenté par le pro-objet (X;);c;s est un foncteur fibre sur C, et que le foncteur fibre
@ est limite inductive filtrante des foncteurs @;/, lorsque I’ parcourt 'ensemble des
parties finies de 1.

d) En conclure qu’il existe une petite sous-catégorie pleine @ de Fib(C) = Fib(C), telle
que tout objet de Fib(C) soit limite inductive filtrante d’objets de @. (Si a est infini,
on peut prendre @ de cardinal < 2%°; si a est fini, on peut prendre & = C bien sr).

Exercice 6.10. — Soient C un U -site, D une U -catégorie ou les petites lim filtrantes sont
représentables, Fais(C, D) la catégorie des faisceaux sur C a valeurs dans F (I 6.1). Définir,
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en étendant (6.8.3), un « foncteur fibre »
(6.10.1) F — F, : Fais(C, D) — D.

Sidans D les l(ln finies sont représentables, et commutent aux h_r)n filtrantes, alors le foncteur
précédent est exact a gauche.

7. Exemples de foncteurs fibres et de points de topos

7.1. Cas de Top(X) pour un espace topologique X. — Soit x un point de X. Regardons
Pensemble ponctuel {x} comme un espace topologique, et considérons I'inclusion

iyt {x} —X.
En vertu de 4.1.1 il définit un morphisme de topos (défini a isomorphisme unique pres)
(7.1.1) Top(i,) : Top({x}) — Top(X).
D’autre part, on peut identifier Pa Top({x}) (2.2), et on trouve ainsi un point p, de Top(X) :
(7.1.2) Dy P — Top(X),

défini par x a isomorphisme unique pres. Le foncteur fibre associé est donné par la formule
bien connue [T F], résultant d’ailleurs immédiatement de I 5.1 :

(7.13) Pi(F) = F, = F, = lim F(U),
Usx
la limite étant prise suivant les voisinages ouverts U de x dans X.

Comme on sait que Top(X) est isomorphe a Top(X,},) (4.2.1), on voit plus généralement
que tout point de X, i.e. toute partie fermée irréductible Z de X, définit un point de
Top(X), ou encore un foncteur fibre sur Top(X), qu’on notera encore F — F,. Revenant a
sa définition par la formule (7.1.3) sur X}, on trouve

(7.1.4) Fz= lim FQU),
UNnZ#¢

la limite inductive étant prise suivant les ouverts U de X qui rencontrent Z.

7.1.5. — 1l est bien connu que les foncteurs fibres F — F,(x € X) forment déja une fa-
mille conservative. C’est particulierement évident sur I’'interprétation des faisceaux sur X
en termes d’espaces étalés, la fibre de F en x n’étant alors autre que sa fibre au sens des
espaces fibrés sur X. On notera que 'ensemble d’indices de la famille conservative de fonc-
teurs fibres envisagée est X, donc est %-petite.

7.1.6. — Envertude 4.2.3, la catégorie Point(Top(X)) est équivalente 4 la catégorie associée
al’ensemble X, ordonné par larelation de spécialisation. En d’autres termes : tout foncteur
fibre sur Top(X) est isomorphe & un foncteur fibre F — F,, ou Z est un élément uniquement
déterminé de X, i.e. une partie fermée irréductible uniquement déterminée de X ; d’autre
part, si Z, Z' € X, alors 'ensemble Hom(F,, F,/) est vide ou réduit a un point, ce
dernier cas se présentant si et seulement si Z est une spécialisation de Z' dans X, i.e. si
et seulement si Z C Z’ comme partie de X. Lorsque X lui-méme est sobre, on peut dans
ces énoncés remplacer X, par X lui-méme.
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On notera que le groupe des automorphismes d’un foncteur fibre de Top(X) (opposé
au groupe des automorphismes du point correspondant de Top(X)) est toujours réduit au
groupe unité (plus généralement, 4.2.3 nous apprend la méme chose pour le groupe des au-
tomorphismes de tout morphisme de topos associés a des espaces topologiques). C’est 1a
un phénomene tres spécial au cas particulier envisagé : voir 'exemple 7.2, ainsi que VIII
7. Dans le cas des topos associés a des « problémes de modules » (cf. par exemple [10]),
les groupes d’automorphismes des foncteurs fibres ont d’ailleurs une interprétation remar-
quable, comme les groupes d’automorphismes des structures algébriques (sur des corps al-
gébriquement clos) qu’on se propose de classifier.

7.1.7. — Onvient de voir comment on peut reconstituer un espace sobre X (oul’espace sobre
Xop @ssocié a un espace topologique quelconque), du moins en tant qu’ensemble ordonné
par la relation de spécialisation, a l'aide du topos Top(X) (qu’il suffit méme de connaitre
a équivalence pres), comme 'ensemble des classes d’isomorphie de « points » de Top(X).
D’apreés ce qui a été dit dans 2.1, on reconstitue également la topologie de X, i.e. la famille
de ses ouverts, de la facon suivante : pour tout sous-objet U de l'objet final e de E, soit
Pt(U) 'ensemble des x € X tels que U, # ¢ (qui s’identifie d’ailleurs, en vertu de (6.7.2),
a Pensemble des classes d’isomorphie de points du topos induit Ej;;). Alors U — Pt(U) est
un isomorphisme d’ensembles ordonnés de 'ensemble des sous-objets de e sur 'ensemble
des ouverts de X.

7.1.8. — La détermination 7.1.6 de la catégorie des points du topos Top(X) défini par un
espace topologique X conduit a adopter la terminologie suivante pour les points p, p’ d'un
topos quelconque E : on dit que p est une spécialisation de p’, ou que p’ est une générisation
de p, lorsqu’il existe un morphisme de p’ dans p (au sens de la catégorie Point(E) de 6.1).
Ces relations sont encore transitives, mais on trouve facilement grace a 6.8.6 des exemples
ou p et p’ sont chacun spécialisation de l'autre, sans que p et p’ soient isomorphes (ni a
fortiori égaux). La catégorie des générisations d’un point p du topos E, par quoi on entend
la catégorie Point(E),,, joue a certains égards un role analogue a celui du passage au localisé
d’un schéma en un point. Ce role sera précisé au VI 8.4 avec la construction du topos localisé
de E en le point p, dont la catégorie des points est canoniquement équivalente a la catégorie
des générisations de p.

Exercice 7.1.9. — Soit E un %-topos. Prouver que E est équivalent a un topos de la forme
Top(X), ou X est un espace topologique € %, si et seulement si il satisfait aux deux condi-
tions suivantes :

a) La famille des sous-objets de I’objet final e est génératrice pour le topos E.
b) E a suffisamment de points (6.5). (Cette condition n’est pas superflue : cf. 7.4.)

Comparer avec 7.8 c).

Exercice 7.1.10. — Soient X un espace topologique muni d’un groupe d’opérateurs G
(X,G € U) et soit E = Top(X, G) (2.3).
a) Montrer que pour tout objet (X', G) de E, le topos induit E; x/ ¢, est canoniquement
équivalent au topos Top(X’, G) (comparer 5.7).
b) Lorsque G opere proprement et librement sur X’ (Bourbaki, Top. Gen. Chap. III 4),
montrer que le morphisme d’espaces a opérateurs (X', G) — (X'/G, e) induit (4.1.2)
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une équivalence de topos
Top(X', G) — Top(X'/G).

c) Conclure de b) qu’il existe un objet Z de E tel que le topos induit E,, soit équivalent
a Top(X), le foncteur de localisation E — E,, étant isomorphe au foncteur « oubli
des opérations de G ». (Calquer le raisonnement de 5.8.3)

d) Conclure de c) que tout foncteur fibre sur E est induit, via le foncteur « oubli des
opérations de G », par un foncteur fibre sur Top(X), donc définissable par un point de
Xsob'

e) Déterminer la structure de la catégorie Point(E) (a équivalence prés) en termes de
Pespace a opérateurs (X, G). En conclure en particulier que deux points de X,
définissent des foncteurs fibres sur E isomorphes si et seulement si ils sont conjugués
sous l’action de G.

Exercice 7.1.11. — Soit X € % un espace topologique. Prouver que le V-topos TOP(X) (2.5)
a suffisamment de points. Plus précisément, pour tout objet X’ de TOP(X), et tout x’ € X',
définir un foncteur fibre F = Fy/ ,» sur TOP(X), ne dépendant que du « germe » d’espace
(X', x") au-dessus de X, et prouver que cette famille de foncteurs fibres est conservative
(et indexée par un ensemble d’indices 7-petit). Montrer, en utilisant un systéme projectif
filtrant convenable (X7, x});c;, avec I non %-petit, que I'on n’obtient pas de cette facon tous
les foncteurs fibres du 7Z-topos TOP(X). Montrer que 'ensemble des classes d’isomorphie
de tels foncteurs fibres n’est pas de cardinal € 7.

7.2. Points d’'un topos classifiant B;. — Soient E un %-topos, G un Groupe de E, d’ou
un topos classifiant By (2.4). Si e est le Groupe ponctuel, les morphismes e - G — e
définissent (4.5) des morphismes de topos (compte tenu que B, =~ E)

(7.2.1) E — B; — E,
dont le composé est isomorphe a id;, d’ot1 par passage aux catégories de points des foncteurs
(7.2.2) Point(E) — Point(B;) — Point(E),

dont le composé est isomorphe a I'identité. Utilisons le fait que le premier morphisme de
topos (7.2.1) s’identifie & un morphisme de localisation relativement a objet E; = G de Bg
(5.8), d’our résulte en vertu de (6.7.2) que le premier foncteur (7.2.2) s’identifie au foncteur
naturel « d’inclusion »

(7.2.3) Point(BG)/EG — Point(Bg),

ou EG désigne le préfaisceau p’ = (Eg), sur Point(Bg). Comme E couvre évidemment
I'objet final de By, ses fibres (E), sont non vides, d’ou résulte que (7.2.3) est essentiellement
surjectif, ce qui signifie que tout foncteur fibre sur B est induit (a isomorphisme preés) par un
foncteur fibre de E, via le foncteur « oubli des opérations de G » Bz — E. On en conclut en
particulier que si E a suffisamment de points (resp. une petite famille conservative de points)
il en est de méme de Bg.
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Remarque 7.2.4. — On peut aller plus loin et déterminer (& équivalence preés) la structure
de la catégorie C' = Point(B) en termes de la catégorie C = Point(E) et du préfaisceau
en groupes

G : p—> Gp : C° — (Groupes)
sur celle-ci. Définissons en effet une nouvelle catégorie C, ayant mémes objets que C, et
telle que pour deux objets p, g de C, on ait

Homy (p. q) = Home(p. ) X G(p),

la composition des fleches dans C, étant induite par celle de C, et par la loi de groupe du
préfaisceau G. La donnée d’un foncteur @; : C; = D dans une catégorie quelconque D
équivaut alors a la donnée d’un foncteur ¢ : C — D, muni d’'une opération du préfaisceau
G sur ce dernier (i.e. la donnée, pour tout p € ob C, d’une opération de (A;(p) sur @(p), satis-
faisant a une condition de fonctorialité évidente pour p variable). Utilisant cette observation,
on définit un foncteur canonique

(7241) [ Cl — C/,

correspondant au foncteur ¢ : C — C’ de (7.2.2), associant & tout point p de E le point
@(p) induit sur B, avec les opérations naturelles de G\(p) = G, sur ce dernier, provenant
des opérations de G, sur les X, lorsque X parcourt Bg. On laisse au lecteur le soin de
prouver que (7.2.4.1) est une équivalence de catégories, en utilisant la structure (7.2.3) du
premier foncteur de (7.2.2), et en notant que le foncteur naturel d’inclusion C — C; admet
une structure analogue, relativement a 'image inverse P; du préfaisceau P’ = I/Z\G sur C’.

7.2.5. — On conclut en particulier que les classes d’isomorphie de points de By correspondent
exactement aux classes d’isomorphie de points de E : tout point du topos classifiant Eg est
induit, a isomorphisme non unique preés, par un point de E. En particulier, lorsque E est le
topos ponctuel P, donc que G est un groupe ordinaire, alors la catégorie Point(Bg;) est
un groupoide connexe a groupe fondamental G : tout foncteur fibre sur B; est isomorphe
(de facon non canonique) au foncteur @ « oubli des opérations de G », et le monoide des
endomorphismes de ce dernier foncteur est le groupe G (donc tout endomorphisme de w est
un automorphisme).

Exercice 7.2.6. —  a) Soit (Tors) la catégorie des couples (I', P) € %, avec I' un groupe
et Pun torseur a droite sous I'. La foncteur (I", P) — I’
(7.2.6.1) (Tors) — (Groupes)
est un foncteur cofibrant. Avec les notations de 7.2.4, considérons le foncteur
G:Cc — (Groupes),
et soit D’ la catégorie cofibrée sur C° image inverse de la catégorie cofibrée (7.2.6.1),

D la catégorie fibrés correspondants sur C, ayant méme catégories fibres que D’, de
sorte que pour p € ob C, on ait

D, = catégorie des G -torseurs a droite.

Construire des foncteurs canoniques
(7.2.6.2) D — C' =Point(B;) , C' — D,
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quasi-inverses ['un de I’autre. En particulier, en conclure que la catégorie des points de
B au-dessus d’un point donné p de E est canoniquement équivalente a la catégorie
des torseurs a droite sous le groupe G,,.

b) Soit & = (G,),c; un systéme projectif strict de Groupes du #%-topos E (I € % un
ensemble préordonné filtrant), d’ol1 un topos classifiant By, en calquant la définition
de 2.7.1. Déterminer la catégorie des points de Bg, en calquant a). (NB. On remplacera
les catégories (Tors) et (Groupes) par les catégories de systémes projectifs indexés par
I de ces catégories.) En conclure que si I admet un ensemble cofinal dénombrable,
alors tout foncteur fibre sur By, est isomorphe a un foncteur induit par un foncteur
fibre de E (via le foncteur « oubli des opérations de G »), ce dernier étant déterminé a
isomorphisme non unique pres.

¢) Prenant pour E le topos ponctuel, de sorte que & est un pro-groupe ordinaire, montrer
que la conclusion de b) est également valable si I est quelconque, mais en revanche &
est profini (i.e. les G; sont finis) : tout foncteur fibre est isomorphe au foncteur « oubli
des opérations de G ».

d) Prenant toujours le cas ou E est le topos ponctuel, donner un exemple d’un fonc-
teur fibre sur By, pour un systéme projectif convenable ¥ = (G;);c;, qui n’est pas
isomorphe au foncteur « oubli des opérations de G ».

e) Considérons € = (G,) comme un Groupe du topos I, et soit 7 une gerbe sur I de lien
G [3]. Montrer comment on peut « tordre » le topos classifiant Bg; a ’aide de la gerbe
T, pour obtenir un topos B;, limite inductive de sous-catégories B’ (i) équivalentes
(non canoniquement) aux topos classifiants B . Montrer que le topos B; admet un
foncteur fibre si et seulement sila gerbe T'est « neutre », en établissant une équivalence
de catégories entre la catégorie des foncteurs fibres de B% et la catégorie des sections
de T sur I. En conclure, si les G; sont commutatifs, de sorte que la classification des
gerbes sur I de lien & se fait par l(iLn(z)Gi = H?*(1,%) (loc. cit), un exemple d'un

I
topos (non «vide » (2.2)) de la forme B§ qui n’a pas de points. (Prendre un exemple

3 Him®@
oul(%n G; #0)

7.3. Points des topos C; exemples de %-topos C dontla catégorie des points ne soit
pas équivalente a une petite catégorie. — Soient E un %-topos, (¢;);c; une famille fil-
trante de foncteurs fibres sur E. Il résulte des propriétés d’exactitude des foncteurs lim (I 2.8)
que le foncteur ¢ = h_n)l @; est également un foncteur fibre : toute limite inductive filtrante
de foncteurs fibres est un foncteur fibre. Par suite, la catégorie Fib(E) admet des %-limites
inductives filtrantes (et le foncteur d’inclusion Fib(E) -» Hom(E, (%-Ens)) y commute) ;
en d’autres termes, la catégorie Point(E) admet des %-limites projectives filtrantes. Ce fait
a déja été utilisé dans exercice 7.1.11 pour donner un exemple de « grosses » catégories de
foncteurs fibres.

On peut construire des exemples nettement plus simples, avec des topos de la forme
E = 6, C € %, en utilisant (6.8.6.1). Ceci nous donne aussitot des exemples ou Fib(é) n’est
pas équivalente a une catégorie € % i.e. ol le cardinal de 'ensemble des classes d’isomorphie
d’objets de cette Z-catégorie n’est pas € %. Ceci signifie que la catégorie Pro —(C) n’est pas
équivalente a une catégorie € %. Il suffit par exemple de prendre pour D = C° la catégorie
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des ensembles finis de la forme [0, #], oi n > 0 est un entier, auquel cas Ind(D) ~ Pro(C)® est
équivalente a la catégorie des ensembles non vides. Le topos E est dans ce cas la catégorie
bien connue des ensembles cosimpliciaux. On pourrait aussi prendre pour C la catégorie des
ensembles finis non vides, on trouve que la catégorie des points sur le topos C des ensembles
simpliciaux est équivalente a la catégorie des ensembles profinis, ou encore a la catégorie
des espaces compacts totalement discontinus.

7.4. Topos non vides sans points. — L’exemple suivant est d@t & P. Deligne. (Pour un
autre exemple, cf. 7.2.6 €).) On prend un espace compact K muni d’une mesure y, et I'en-
semble ordonné U des parties mesurables de K a ensemble de mesure nulle pres. On fait de
U une catégorie U telle que obU = U, les morphismes de U étant les « morphismes d’in-
clusion » entre éléments de U. On fait de U un site en prenant la prétopologie pour laquelle
Cov(E) (pour E € U) est formé des familles dénombrables d’éléments E; de E majorés par
E, telles que E soit la réunion des E; a ensemble de mesure nulle prés. On en déduit un
Topos Top(u) = U™, admettant 'ensemble des sous-objets de 1'objet final comme famille
génératrice (lequel topos semble avoir échappé a I’attention des probabilistes). Ce topos est
un « topos vide » (2.2) si et seulement si ¢ = 0. D’autre part, la catégorie des points de ce
topos est équivalent a la catégorie discréte définie par 'ensemble des points x € K tels que
u({x}) # 0 (démonstration au lecteur). Elle est donc vide si K n’admet pas de tels points,
par exemple si K est le segment unité de la droite, avec la mesure induite par la mesure de
Lebesgue.

Exercice 7.5. — (catégories karoubiennes et morphismes de topos)®

a) Soient C une catégorie, X un objet de C, p un endomorphisme de X. On dit que p est
un projecteur si p2 = p. Prouver que si p est un projecteur, pour que Ker(id y, p) soit re-
présentable, il faut et il suffit que Coker(id y, p) le soit, et que les deux objets de C ainsi
obtenus sont canoniquement isomorphes. On dira alors que la projecteur p admet une
image, et Ker(idy, p) ~ Coker(id y, p) est appelé I'image du projecteur p ; on I'identifie
suivant le contexte a un sous-objet ou a un objet quotient de C. Un objet isomorphe a
un Im p, pour un projecteur convenable p dans X, est appelé un facteur direct de I'objet
X de C. On dit que C est une catégorie avec facteurs directs, ou une catégorie karou-
bienne, si tout projecteur dans un objet de C admet une image. Si F : C - C’ est un
foncteur qui commute aux noyaux ou aux conoyaux, alors F transforme un projecteur
admettant une image en un projecteur admettant une image(”.

b) Montrer que pour toute catégorie C, on peut trouver un foncteur ¢ : C — kar(C) de
C dans une catégorie karoubienne (déterminée a équivalence pres), tel que pour toute
catégorie karoubienne C’, le foncteur

f fop : Hom(kar(C),C') — Hom(C,C’)
soit une équivalence de catégories; on appellera kar(C) ’enveloppe de Karoubi de la
catégorie C. (Hint : prendre pour ob kar(C) 'ensemble des couples (X, p), avec X €

ob C et p un projecteur dans X, et pour Hom((X, p), (Y, q)) la partie de Hom(X,Y')
formée des f : X — Ytels que f = qfp.) Montrer que ¢ est pleinement fidéle.

6. Comparer I 8.7.8.
7.N.D.E. : Pas besoin de conditions sur Fici, tous les foncteurs préservent les projecteurs admettant des images.
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Soit F : E — E’ un foncteur d’une catégorie dans une autre. Montrer que si F
commute a un certain type de limites inductives ou projectives, il en est de méme
de tout facteur direct de F. En particulier, si E et E’ sont des %-topos et si F est un
foncteur image inverse pour un morphisme de topos E’ — E, alors il en est de méme
de tout facteur direct de F; par suite, la catégorie Homtop(E’, E) est karoubienne, et
en particulier la catégorie Point(E) est karoubienne.

Montrer que pour toute Z-catégorie C, la catégorie Ind(C) est karoubienne (ot Ind(C)
est formée avec les systémes inductifs de C indexés par un ensemble préordonné fil-
trant I € %). (Si C € %, utiliser par exemple le fait (7.3) que Ind(C) est équivalente a
la catégorie Fib((C°)) = Point((C°))°.) En conclure une autre construction de kar(C)
comme sous-catégorie pleine de Ind(C) formée des images dans Ind(C) des projecteurs
d’objets X de C.

Exercice 7.6. — (Morphismes essentiels de topos, points essentiels).

a)

b)

©)

d)

Soit f : E — F un morphisme de topos. Montrer que les conditions suivantes sont
équivalentes :

i) f) existe, i.e. f* admet un adjoint a gauche.

ii) f* commute aux %-limites projectives.

ii") f* commute aux %-produits.
On dira alors que f est un morphisme essentiel du topos E dans le topos E’.

Montrer que si f satisfait a ces conditions, il en est de méme de tout facteur direct
de f. (Utiliser 1.8 et 7.5 ¢).)
Soit E un topos. On appelle point essentiel du topos E tout point p : P — E de E tel
que p, existe. Montrer que si E = Top(X), X espace topologique, et si p est le point
de E défini par un x € X, alors p est essentiel si et seulement si x admet un plus petit
voisinage ouvert U (ce qui signifie, si les points de X sont fermés, que x est un point
isolé de X). Pour qu'un morphisme de topos f : E — F soit essentiel (a)), il faut que
f transforme points essentiels en points essentiels, et cette condition est également
suffisante lorsque E admet suffisamment de points essentiels (i.e. si la famille de ces
points est conservative) (cf. d)).
Pour qu’un point p du topos E soit essentiel, il faut et il suffit que le foncteur fibre
associé soit représentable par un objet X de E. Pour que le foncteur covariant ¢ :
E — (Ens) représenté par un objet donné X de E soit un foncteur fibre (i.e. définisse
un point, nécessairement essentiel, de E), il faut et il suffit que X soit connexe non
vide (4.3.5), et projectif (i.e. que le foncteur ¢ transforme épimorphismes en épimor-
phismes). (Hint : montrer d’abord que pour que ¢ commute aux sommes, il faut et il
suffit que X soit connexe non vide, puis utiliser le critere 4.9.4.) En conclure une équi-
valence entre la catégorie Pointess(E) et la sous-catégorie pleine Pde E formée des
objets connexes non vides projectifs.
Montrer que la topologie de P induite par celle de E est la topologie chaotique. En
conclure I’équivalence des conditions suivantes sur E (due a J.E ROOS [12 c), prop.
1]) : (i) La famille des points essentiels de E est conservative ; (ii) La sous-catégorie
pleine Pde E formée des objets connexes-non vides projectifs est génératrice ; (iii) £
est équivalent a un topos de la forme C, ou C est une catégorie équivalente a une
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e)

f)

g)

h)

catégorie € % (ou, si on préfere, C € %). (Utiliser c) et le fait que si Pest génératrice,
le foncteur naturel E — P~ est une équivalence de catégories.)

La catégorie des points essentiels d’'un topos E est karoubienne (cf. (7.5 c)). Soit C une
catégorie équivalente a une catégorie € %. Prouver que le foncteur pleinement fidele
canonique (4.6.2)

C — Point(@)
se factorise par un foncteur

C — Pointess(é\),

qui fait de Pointess(C) une enveloppe de Karoubi (7.5 b)) de C. En particulier, ce fonc-
teur est une équivalence de catégories si et seulement si la catégorie C est karoubienne.
(Hint : utilisant c), prouver que tout point isolé de Cest isomorphe a un facteur direct
d’'un X € obC.)

Soient C et C’ deux catégories équivalentes a des catégories € %. Prouver que le
foncteur pleinement fidéle canonique (4.6.2)

Hom(C,C') — Homtop(@, 6’)

prend ses valeurs dans la sous-catégorie pleine Homtopess(é ,C") des morphismes
essentiels de topos (a)), et que le foncteur induit

Hom(C,C') — Homtopess(@, 6’)

est une équivalence de catégories si et seulement si C est vide ou C’ est karoubienne.
(Utiliser g) ci-dessous.)

Soient C une catégorie équivalente a une catégorie € %, et E un topos. Définir une
équivalence entre la catégorie Homtopess(@ , E) des morphismes essentiels de topos
¢ - E, et la catégorie Hom(C, Pointess(E)). (Utiliser b) et le fait que C a suffisam-
ment de points essentiels).

Soit C une catégorie finie. Prouver que tout point de C est essentiel, et que Point(@)
est équivalente a une catégorie finie. (Noter que 'enveloppe de Karoubi de C est finie,
et utilisant (6.8.6.1), se ramener a prouver que si C est une catégorie karoubienne finie,
alors le foncteur canonique C — Pro(C) est une équivalence de catégories). Utilisant
b), et conclure que tout morphisme de topos C’ > C est essentiel, et Hom(C,C’) >
Hom(é, c’ ) est une équivalence si et seulement si C est vide ou C’ karoubienne.
Soit X un espace topologique, f : Top(X) — P le morphisme de topos déduit de
Papplication continue de X dans ’espace ponctuel. Montrer que f est essentiel si et
seulement sil’espace X est localement connexe, i.e. satisfait la condition suivante : pour
tout x € X et tout voisinage ouvert U de x, la composante connexe de x dans U est
un voisinage de x, ou encore : pour tout ouvert U de X, les composantes connexes de
U sont ouvertes. (cf. 8.7 1) pour généralisation).

Exercice 7.7. — (Points inhabituels d’un topos classifiant)\”).

7. cf. aussi 7.2.6 d).
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Soit G un monoide. Pour que G contienne un élément g tel que g # e, g* = g, il
faut et il suffit que le topos classifiant B; admette un point essentiel qui n’est pas
isomorphe au point banal (correspondant au foncteur fibre « oubli des opérations de
G »). (Utiliser 7.6 e)).

Soit G le monoide additif des entiers > 0. Montrer que tout point essentiel du topos
classifiant B est isomorphe au point banal. Construire un point de B; qui n’est pas
isomorphe au point banal. Montrer que la catégorie Point(B;) n’est pas équivalente
a une catégorie € %.

Exercice 7.8. — (Topologie sur Point(E), et topos associés aux ensembles ordonnés).

a)

b)

d)

Soit E un topos. Désignons par Point(E) 'ensemble des classes, a isomorphisme preés,
de points de E. Pour tout ouvert U de E, soit U’ 'ensemble des classes de points
p de E tels que U, # ¢. Montrer que U +— U’ est une application croissante de
I’ensemble ordonné Ouv(E) des ouverts de E dans 'ensemble des parties de X =
Point(E), et que cette application commute aux Inf finis aux Sup quelconques. En
conclure que 'ensemble des parties de X de la forme U’ définit sur X une topologie
(dite topologie canonique sur I’ensemble des classes de points du topos E). Montrer que si
E a suffisamment de points, 'application U + U’ est un isomorphisme de 'ensemble
ordonné Ouv(E) avec I’ensemble ordonné Ouv(X).
Soit @ € % un ensemble ordonné admettant des Inf fins et des Sup quelconques, qui
définit donc une catégorie cat((J) ayant des produits finis et des sommes quelconques.
Nous dirons qu’une famille de morphismes U; — U de méme but U est couvrante si U
estle Sup des U;. Supposant que dans cat(()) les sommes sont universellesi.e. que dans
O les Sup quelconques commutent aux Inf, on définit ainsi sur cat(() une topologie
qui en fait un site, d’ou un topos cat(¢)~, noté aussi simplement O~. Montrer que ¢
est canoniquement isomorphe a Ouv(O~).

Montrer que la catégorie Homtop(E, O~) est équivalente a la catégorie associée
a l'ensemble ordonné des morphismes d’ensembles ordonnés @ — Ouv(E) qui
commutent aux Inf finis et aux Sup quelconques. (Utiliser le critére 4.9.4.) Si O’
est un ensemble ordonné satisfaisant aux mémes conditions que O, conclure que
Homtop(O~,0'”) est équivalente & la catégorie associée a I'ensemble ordonné de
tous les morphismes d’ensembles ordonnés @ — @’ qui commutent aux Inf finis et
aux Sup quelconques.
Montrer que pour que le topos E soit équivalent a un topos de la forme 07, avec O
comme dans b), il faut et il suffit que la famille des ouverts de E soit génératrice dans
E. Pour qu’il soit équivalent a un Top(X) pour X € %, il faut et il suffit qu’il satis-
fasse a la condition précédente et qu’il ait suffisamment de points. Supposant réalisée
la premiére condition, exprimer la seconde en termes de la structure de 'ensemble
ordonné () = Ouv(E), en utilisant la derniere assertion de b).
Définir un morphisme de topos canonique

E — Ouv(E)~,

qui soit universel (a équivalence prés) pour les morphismes de E dans des topos en-
gendrés par leurs ouverts (cf. c)).
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e) Soit X’ un petit sous-ensemble de X = Point(E), qu’on munit de la topologie induit
par celle de X. Définir un morphisme canonique de topos

Ouv(E)~ — Top(X'),

qui est une équivalence lorsque la famille X’ de points de E est conservative. En
conclure alors un morphisme canonique de topos

E — Top(X').

Donner une caractérisation universelle (a équivalence preés) de ce morphisme de topos
pour les morphismes du topos E dans des topos de la forme Top(Y'). (Noter a ce propos
qu’a équivalence pres, Top(X') ne dépend pas de la petite famille conservative de
foncteurs fibres choisie, ou ce qui revient au méme (4.2), que X ; ne dépend pas a
homéomorphisme prés du choix d’une telle famille).

f) Supposons que la catégorie Point(E) ne soit pas équivalente a une petite catégorie
(cf. 7.3), et que E admette une petite famille conservative de foncteurs fibres. Montrer
que si une telle famille est prise assez grande, la partie X’ de Point(E) qu’elle définit
n’est pas un espace topologique sobre pour la topologie induite.

g) Pour les relations avec I'exercice 7.6, cf. 8.

8. Localisation. Ouverts d’un topos

8.1. — Soit C une catégorie, et T(X) une relation faisant intervenir un objet X de C. On
dit que la relation T'(X) est stable par changement de base (en X), si pour tout morphisme
X' - X de C, la relation T(X) implique T(X"). Il revient au méme de dire que la sous-
catégorie pleine R de C, formée des objets X de C tels qu’on ait T'(X), est un crible (I 4.1).

Remarque 8.1.1. — Supposons que C soit une %-catégorie (I 1.1), de sorte que C peut étre
identifié & une sous-catégorie pleine de C(11.4). T est parfois commode d’étendre la défini-
tion de la relation T'dans ob C en une relation T'portant sur un objet Fde C en désignant par
T(F) la relation : pour toute fleche X — F dans 6, avec X € obC, on a T(X). La relation
T'(F) est évidemment encore stable par changement de base en F. Désignant encore par R
le sous-objet de I'objet final e de C défini par le crible R de C (I 4.2.1), la relation T'(F) peut
aussi s’exprimer par HornAC(F , R) # @, i.e. elle signifie que I'unique morphisme F — e se
factorise par le sous-objet R de e.

8.2. — Supposons maintenant que C soit un site. Une relation 7' (X) en un argument X €
ob C est dite stable par descente si pour toute famille couvrante (X; : X; - X);c; d’'un objet
X de C, larelation « T'(X;) pour tout i € I » implique la relation 7'(X). On dit que T est une
relation de nature locale si elle est stable par changement de base (8.1) et stable par descente.
Lorsque C est une %-catégorie, et que T est déja supposée stable par changement de base,
i.e. qu’elle est définissable par un crible R de C, qu’on identifiera a un sous-préfaisceau du
préfaisceau final sur C, on voit aussitét que C est de nature locale si et seulement si R est
un faisceau. Ainsi, les relations de nature locale en un argument X € obC correspondent
exactement aux sous-faisceaux du faisceau final de C, i.e. aux sous-objets de l'objet final du
topos C~. Elles ne dépendent donc essentiellement que du topos C~ défini par le site C
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(comme toutes les notions importantes associées a un site !). En termes du sous-faisceau R
du faisceau final, la relation T'(X) s’exprime comme Hom(e(X), R) # @. Elle se prolonge
canoniquement en la relation T~ (F) : Hom(F, R) # @ sur le topos C™.

Remarque 8.2.1. — Avec la notation introduite dans 8.1.1, pour un préfaisceau F sur C,
comme Hom(F, R) ~ Hom(a(F), R), la relation T'(F) équivaut a la relation T(a(F)).

Définition 8.3. — On appelle ouvert d’un %-topos E tout sous-objet de I'objet final ey, de E ;
si X est un objet de E, on appelle parfois ouvert de X tout ouvert du topos induit E,y, i.e. tout
sous-objet de X.

On appelle ouvert d’un U-site C un ouvert du %-topos associé C~.

On notera que, les objets finaux de E étant canoniquement isomorphes, I’ambiguité in-
troduite dans 8.3 par le choix de e inoffensive; on peut aussi, de fagon plus intrinseque
mais moins maniable du point de vue pratique, définir les ouverts de E comme étant les
sous-catégories pleines R de E qui sont telles que la relation ' € ob R pour un objet Fde E
soit une relation de nature locale. De méme, les ouverts d’'un %-site C correspondent biuni-
voquement aux sous-catégories pleines de C telles que la relation F € ob R pour un objet
de C soit de nature locale ; cette notion est donc essentiellement indépendante de I'univers
choisi %. Enfin, en vertu de ce qui a été dit dans 8.2, une relation de nature locale sur un
topos (ou sur un site) est essentiellement la méme chose qu’un ouvert dudit topos (ou du
site).

8.4. Exemples d’ouverts. —

8.4.1. — Soit X un espace topologique, et interprétons Top(X) (2.1) comme la catégorie des
espaces étales sur X. Comme il est clair que les monomorphismes dans Top(X) sont les
applications injectives, il s’ensuit que les ouverts du topos T'(X) s’identifient aux ouverts
de l'espace X. Plus généralement, les ouverts d’un topos Top(X, G) (2.4) s’identifient aux
ouverts de X invariants par 'action de G.

8.4.2. — Les ouverts d’'un %-topos E forment un ensemble %-petit (I 7.4) ordonné par l'in-
clusion, admettant des sup quelconques et des inf finis. Il admet I’objet initial (ou « objet
vide ») ¢ comme plus petit élément, et I'objet final e de E comme plus grand élément.
Ces deux éléments ne sont identiques que si E est un « topos vide » (2.2).

8.4.3. — Soit G un Monoide dans E, d’ou un topos B (2.6), catégorie des objets de E sur
lesquels G opeére a gauche. L’objet final e; de B est I'objet final ey de E avec opération
triviale de G. On voit par suite que I’ensemble ordonné des ouverts de B est canoniquement
isomorphe a la catégorie des ouverts de E. En particulier, si E est le topos ponctuel donc
G est un monoide ordinaire, 'ensemble des ouverts de B est exactement formé de deux
¢léments, savoir ¢ et eg.

8.4.4. — Si E est un topos de la forme 6, ou C est une %-catégorie, alors (8.1) I'ensemble
ordonné des ouverts de E est isomorphe a 'ensemble ordonné des cribles de C.

8.4.5. — Soit X un espace topologique sobre non discret. Montrer que TOP(X) (2.5) a des
ouverts qui ne proviennent pas d’ouverts de X, i.e. d’ouverts de Top(X), par image inverse
a l’aide du morphisme canonique (4.10.1) TOP(X) — Top(X).
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8.5. Exemples de relations de nature locale. — Pour tout objet X du topos E, on désigne
par F — Fy le foncteurs de localisation jy : E — E;x,Y = Y X X (5.2).

85.1. — Soitu : F — G un morphisme de E. La relation en ’argument X € ob E,

uy . Fy = Gy estun monomorphisme (resp. un épimorphisme, resp. un isomorphisme)
est une relation de nature locale. En particulier, si G est un Groupe de E, la relation « Gy
est le groupe unité sur X » est de nature locale ; 'ouvert de E qui lui correspond est appelé
le cosupport du Groupe G.

8.5.2. — Soientu, v : F 33 G deux morphismes de E. La relation en ’argument X € ob E
uX = UX . FX e GX

est une relation de nature locale. En particulier, si G est un Groupe de E, et u une section de
G (4.3.6), la relation en X

la section uy du Groupe Gy de E,y est nulle

est de nature locale ; ouvert de E qui lui correspond est appelé le cosupport de la section u
du Groupe G.

Remarque 8.5.3. — Lorsque E = Top(X), le cosupport d’un faisceau en groupes G, re-
sp. d’une section d’un tel faisceau G, n’est autre que I'ouvert de X complémentaire du sup-
port de G resp. du support de u dans la terminologie classique [TF].

8.5.4. — Soit P(f) une relation en 'argument f € ftC, C un site. Lorsque dans C les
produits fibrés sont représentables, on dit que la relation P(f) est stable par changement de
base (resp. stable par descente), resp. de nature locale) sur le but (ou sur la base, ou « en bas »),
si pour tout morphisme f : X — Yde C, larelation en 'argument Y’ € ob Cjy :

«le morphisme f’ : X' = X Xy Y’ — Y’ déduit de f par changement de base par le
morphisme structural Y’ — Y satisfait P(f”) »

est stable par changement de base, resp. stable par descente, resp. est de nature locale.
Lorsque la topologie de E est définie a ’aide d’une prétopologie, on dit que la relation P(f)
est de nature locale sur la source (ou « en haut ») si pour tout morphisme f : X — Yde Cet
toute famille (g; : X; = X);cr de Cov(X), la relation P(f) équivaut a la relation « P(fg;)
pour tout i € I ». Lorsque Cov(X) est formée de toutes les familles couvrantes de C, cette
condition signifie donc aussi que la relation en I'objet X’ du site induit C;y

P(fg),olg : X' - X estle morphisme structural

est de nature locale. Noter que si la relation P(f) est de nature locale en haut, elle est a
fortiori de nature locale en bas.

8.5.5. — Prenons par exemple C = (Sch), catégorie des schémas € %, avec la topologie
fidelement plate quasi-compacte (SGA 3 IV 6.3) ou une topologie moins fine. Alors chacune
des propriétés suivantes d’un morphisme est de nature locale en bas :

surjectif, radiciel, universellement ouvert, universellement finie, propre, quasi-compact,
quasi-compact et dominant, homéomorphisme universel, séparé, quasi-séparé, localement
de type fini, localement de présentation finie, de type fini, de présentation finie, un isomor-
phisme, un monomorphisme, une immersion ouverte, une immersion fermée, une immer-
sion quasi-compacte, affine, quasi-affine, fini, quasi-fini, entier, plat, fidélement plat, net,
lisse, étale
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(EGA1V 2.6.4,2.7.1 et EGAIV 17.7.1). D’autre part, munissons (Sch) de la prétopologie pour
laquelle, pour tout schéma X € %, Cov(X) est formé des familles de morphisme (f; : X; —
X);er qui sont surjectives et telles que les f; soient plats et localement de présentation finie.
Alors chacune des propriétés suivantes est de nature locale en haut :

localement de type fini, localement de présentation finie, de type fini, plat, net, lisse, étale.
(EGAIV 17.7.5, 17.7.7).

Exercice 8.6. — Soit f : E — F un morphisme de %-topos. Considérons la relation en
l'argument X € ob F: le morphisme induit E; s+ x) — F;x est une équivalence de topos.
Prouver que cette relation est de nature locale.

Exercice 8.7. — (Partitions d’un topos, somme de topos). Soit E un %-topos. Une famille
(e;);jer d'ouverts de E, i.e. de sous-objets de I'objet final e de E, est appelée une partition
de e (ou encore, du topos E) si le morphisme canonique l;c;e; — e est un isomorphisme,
ie (I14.6.2)) sieestlesupdese; etsii# jimpliquee; Ne; = Jp.

a) Montrer que pour que la famille (e;);c; d’objets de E soit une partition de E, il faut et
il suffit que le foncteur

(8.7.1) E—T]E.
i

défini par les foncteur de localisation E — E|, soit une équivalence de catégories.

b) Soit réciproquement (E;);c; une famille de %-topos, avec I € %. Prouver que E =
11, 1 E; est un %-topos (qui sera appelé le topos somme de la famille des topos (E;);c)-
Définir une partition (e;);c; de E et des équivalences de catégories Ej, ~ E;, de
telle facon que les foncteurs de projection E — E; s’identifient aux foncteurs de
localisation E — Ej, .

c) Soit E le topos somme de la famille des topos (E;);c;. Montrer que pour tout i € I le
foncteur projection E — E; est de la forme uj, ou

(8.7.2) u, . E,— E
est un morphisme de topos. Prouver que pour tout %-topos F, le foncteur v = (v o
Upier

(8.7.3) Homtop(E, F) — H Homtop(E;, F)

]

est une équivalence de catégories.

d) Soit (e;);cy une partition du topos E. Pour tout morphisme de topos g : F — E, la
famille (f;),cr. avec f; = g*(e;), est une partition de F, et les morphismes induits g; :
Ej, — F;. permettent de reconstituer g (a isomorphisme unique pres), le foncteur g*
s’identifiant au produit cartésien des foncteurs g; (compte tenu des équivalences du
type (8.7 1)). En conclure une description compléte de la catégorie Homtop(F, E), en
termes des catégories de la forme Homtop(F', E;), ou F’ est un topos de la forme
F;s (f sommande directe de l'objet final de F) et E; = E,..
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e) En particulier, si F est connexe non vide (cf. 4.3.5) i.e. si pour toute partition (f;);c;
de Fil existe uni € I et un seul tel que f; # ¢, prouver que le foncteur canonique

(8.7.4) H Homtop(F, E;) — Homtop(F, E)
iel
déduit des morphismes de topos (8.7.2) est une équivalence de catégories. Plus par-
ticuliérement, la famille des morphismes de topos (8.7.2) induit une équivalence de
catégories

[ ] Point(E) = Point(E).
iel
f) Une partie I de I’ensemble des ouverts de E est appelée une partition réduite de E sila
famille identique (e;);c; indexée par I est une partition, et siles e; sont # ¢ . Montrer
que la relation de raffinement (I 4.3.2) entre partitions réduites fait de I’ensemble P
des partitions réduites un ensemble ordonné %-petit, tel que la borne supérieure de
deux éléments de Pexiste. On trouve ainsi un systeme projectif strict (/) ,c p, qui sera
considéré comme un pro-ensemble et noté z,(E). On I'appelle le pro-z, du topos E.
g) Prouver que z,(E) pro-représente le foncteur

Tw— f,.f"(T)=T(E,Tg) : (%-Ens) — (%-Ens)

associé au morphisme canonique f : E — Pde E dans le topos ponctuel P (4.3). En
particulier, pour que ce foncteur soit représentable, il faut et il suffit que z,(E) soit
essentiellement constant, i.e. isomorphe (en tant que pro-ensemble) a un ensemble
« ordinaire », qui sera noté encore z,(E). Pour que 7,(E) soit réduit a un point, il faut
et il suffit que FE soit « connexe non vide ». Pour que z,(E) soit vide, il faut et il suffit
que E soit le « topos vide » (2.2).

h) Supposons E quasi-compact, i.e. que tout recouvrement de son objet final e admette
un sous-recouvrement fini. Montrer qu’alors z,(E) est un ensemble profini, et peut
s’identifier par suite (moyennant I’équivalence de catégories bien connue entre pro-
objets de la catégorie des ensembles finis, et espaces compacts totalement discontinus)
a un espace compact totalement discontinu, qu’'on notera également z,(E).

i) Soit X un espace topologique, 7,(X) 'ensemble des composantes connexes de X,
considéré comme un pro-ensemble constant. Définir un morphisme canonique de pro-
ensembles

(8.7.5) 7,(X) — 7. (Top(X)),
ou ce qui revient au méme, une application canonique
(8.7.6) (X)) — l(ln 7,(Top(X)).

Montrer que le premier morphisme est un isomorphisme si et seulement si X est
homéomorphe a un espace somme d’espaces connexes (ce qui est le cas en particulier
si X est localement connexe).

j) Supposons que X soit un schéma quasi-compact. Prouver qu’alors (8.7.6) est bijectif.
k) Etablir le « caractére fonctoriel » en X des morphismes (8.7.5) et (8.7.6), en précisant
pour commencer le sens de cette expression.
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1) (Comparer 7.6 i)). Montrer que les deux conditions suivantes sur le %-topos E sont
équivalentes : (i) Le morphisme canonique de E dans le topos ponctuel est « essentiel »
(exercice 7.6 a)) i.e. le foncteur I — Iy de (%-Ens) dans E commute aux produits
indexés par des ensembles € %. (ii) Pour tout objet X de E, le topos induit E,;y a un
7,(E,;x) qui est un ensemble ordinaire, i.e. X est isomorphe a la somme d’une famille
d’objets connexes de E. - On dit alors que E est un topos localement connexe (comparer
2.7.5).

Exercice 8.8. — (Morphismes dominants de topos).

a) Soit f : E’' — E un morphisme de topos. Montrer I’équivalence des conditions
suivantes :
(1) fo(@pr) = ¢p (00 ¢, = ¢ désignent les objets initiaux de E, E").
(ii) Pour tout objet X de E qui est « non vide » i.e. non isomorphe a ¢, f*(X) est
un objet non vide de E’.
(ii") Comme (ii), avec X un sous-objet de l'objet final ey de E, i.e. X un ouvert du
topos E.
On dit alors que le morphisme f de topos est dominant.

b) Soit f : X' — X une application continue d’espaces topologiques, d’ott un mor-
phisme de topos Top(f) : Top(X’) — Top(X) (4.1). Montrer que Top(f) est dominant
si et seulement si f est dominant, i.e. f(X') est dense dans X.

c) Montrer que si f : E’ — E est un morphisme « conservatif » de topos (6.4.0), i.e. tel
que f* soit fidéle, alors f est dominant. Montrer que le réciproque n’est pas nécessai-
rement vraie, méme pour un morphisme de localisation E;;; — E, ou U est un ouvert
du topos E, ((Montrer que dans ce cas f n’est conservatif que si U est 'objet final de
E (donc si f est une équivalence de topos), et utiliser I’exemple b).)

d) Soit f : X' — X une fleche dans un topos E. On dit que f est un morphisme dominant
dans le topos E si le morphisme correspondant des topos induits E;xy; — E;x (5.5.2)
est dominant. Montrer que cette propriété ne dépend que de I'image f(X’) de X’ dans
X, en tant qu’élément de ’ensemble ordonné ouv(X) des sous-objets de X. Montrer
que le morphisme E;y, — E,x est conservatif si et seulement si f est couvrant.

9. Sous-topos et recollement de topos
9.1. Sous-topos et plongement de topos. —

Définition 9.1.1. —  a) Un morphisme de topos f : F — E est appelé un plongement si le
foncteur f, : F — E est pleinement fidéle (i.e. si le morphisme d’adjonction f* f, — idp
est un isomorphisme).

b) On appelle sous-topos d’un topos E une sous-catégorie strictement pleine E’ de E qui est
un topos et tel que le foncteur d’inclusion« : E' — E soit de la formei,,oui : E' - E
est un morphisme de topos (i.e. (3.1.1) a admet un adjoint a gauche i* qui est exact d
gauche). Le morphisme i (qui est déterminé a isomorphisme unique prés) est alors appelé
le morphisme d’inclusion du sous-topos E' dans E.

Remarque 9.1.2. —  a) Il est clair que le morphisme d’inclusion d’un sous-topos est un
plongement, et qu’une sous-catégorie E’ du topos E est un sous-topos si et seulement
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b)

d)

si c’est I'image essentielle d’un foncteur image directe f,, associé a un morphisme de
topos g : F — E qui est un plongement.

11 résulte aussitot des définitions qu un morphisme de topos f : F — E est un plon-
gement si et seulement s’il est isomorphe a un morphisme composé

FLELE

ou g est une équivalence de topos et i le morphisme d’inclusion d’un sous-topos E’ de
E. Ce dernier est déterminé de facon unique par les conditions précédentes, comme
Pimage essentielle de f,, et la factorisation précédente est également unique a iso-
morphisme unique prés. Bien entendu, il y a lieu en pratique d’identifier, au moyen de
g, Fau sous-topos E’ de E (comparer 3.4.1).

Une équivalence de topos (3.4) u : E 5 E, définit de facon évidente une bijec-
tion entre 'ensemble des sous-topos de E et 'ensemble des sous-topos de E;. En ef-
fet, u, étant une équivalence de catégories, établit une bijection entre I’ensemble des
sous-catégories strictement pleines de E et 'ensemble des sous-catégories strictement
pleinesde E; (3 E' C E correspondant I'image essentielle E| de u,|E’), et on constate
aussitot que E’ est un sous-topos de E si et seulement si E{ est un sous-topos de E.

On peut donc, pour I’étude des sous-topos, se ramener au cas ou E est de la forme C,
ou C est un petit site. Dans ce cas, il résulte de I 5.5 qu’une sous-catégorie strictement
pleine E’ de E est un sous-topos si et seulement si le foncteur d’inclusiona : E' - E
admet un adjoint & gauche qui est exact a gauche (cela implique donc déja que E’ est
un topos), et que ’ensemble de ces sous-topos est en correspondance biunivoque avec
I’ensemble des topologies T’ sur C qui sont plus fines que la topologie donnée T de
C, en associant a toute telle T’ la sous-catégorie strictement pleine (C,T")~ de C~,
formée des faisceaux pour la topologie T'. Ceci montre en méme temps, pour tout
U-topos E : une sous-catégorie strictement pleine E’ de E est un sous-topos si et
seulement si le foncteur d’inclusion a : E’ — F admet un adjoint a gauche qui est
exact a gauche ; 'ensemble ordonné €(E) des sous-topos de E est U -petit, et toute partie
de E(E) admet une borne supérieure et une borne inférieure.

Si E' et E” sont deux sous-topos du topos E, leur intersection est un sous-topos de
E. En effet, comme cette intersection est strictement pleine, on est ramené au cas
ou E est de la forme C~. Avec les notations de c), E’ et E” correspondent alors a
deux topologies T’, T” sur C plus fines que T, et il suffit de voir qu’alors E' n E”
est la catégorie des faisceaux pour la topologie T" borne supérieure de T de et de T".
Indiquons la démonstration de ce fait (qui aurait di figurer en corollaire apres II 4.4
oull 5.5!). Soit E” la catégorie des faisceaux pour 7", évidemment contenue dans
E’ et E” donc dans E' n E”. Soit, pour toute sous-catégorie pleine D de E, t(D) la
topologie la plus fine parmi celles pour lesquelles les éléments de D sont des faisceaux
(I12.2). Les inclusions E” € E'NE"” C E’, E” impliquent évidemment t(E"), t(E") <
H(E'NE") <t(E"),dautre partona (14.4.4) «(E')=T',t(E")=T",((E")=T",
de sorte que les inégalités précédentes et la définition de 7" comme borne supérieure
impliquent que T"” = t(E' N E”),donc E' N E" C E”, C.QFD.
Plus généralement, cet argument montre que si T’ est une topologie borne supérieure
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d’une famille quelconque de topologies (T}), la catégorie E’ des faisceaux pour T’ est
I'intersection des catégories E; de faisceaux pour les T;. On en conclut en particulier :

Proposition 9.1.3. — Soit E un topos. Alors pour toute famille de sous-topos (E;);c; de E,
Pintersection ﬂie ; Ei est un sous-topos de E.

Proposition 9.1.4. — Soienti : E' — E un plongement de topos, et F un topos. Le foncteur
(9.14.1) f —iof : Homtop(F, E') — Homtop(F, E)

est pleinement fidéle, et son image essentielle est formée des morphismes de toposg : F — E
tels que I'image essentielle de g, soit contenue dans celle de i.

Considérons en effet le diagramme commutatif évident

Homtop(F,E’) ————— Homtop(F, E)

|

Hom(F,E') ——— Hom(F, E),

ou les fleches verticales sont les foncteurs 4 — h,,, qui sont pleinement fidéles par définition
de Homtop ( 3.2). D’autre part la deuxiéme fléche horizontale G — i,G est pleinement
fidele, puisque i, l'est, donc il en est de méme de la premiére fleche horizontale. Reste a
prouver la caractérisation de I'image essentielle de (9.1.4.1). La nécessité de la condition
étant évidente par la formule (i f), = i, f,, il reste a prouver que si I'image essentielle de g,
est contenue dans celle de i, i.e. si on peut écrire g, = f,i,,avec f, : F — E’ unfoncteur,
alors g est dans 'image essentielle de (9.1.4.1). Il revient au méme de dire que f, admet un
adjoint a gauche qui est exact a droite. Or il est clair que f, admet g*i, comme adjoint a 434
gauche, et ce foncteur est exact a gauche, comme composé des foncteurs exacts a gauche g*
eti,, C.QFD.

Pour une réciproque de 9.1.4, cf. exercice 9.1.6.

Prenant pour F le topos ponctuel ( 2.2), on déduit en particulier de 9.1.5 :

Corollaire 9.1.5. — Si f : E' — E est un morphisme de plongement de topos, le foncteur
correspondant

(9.1.5.1) Point(f) : Point(E’) — Point(E)

est pleinement fidele.

Exercice 9.1.6. — (Plongements de topos et 2-monomorphismes).
Soiti : E' — E un morphisme de topos.

a) Si F et G sont deux topos au-dessus de E’, définir (avec les notations de 5.14 a)) un
foncteur canonique

(9.1.6.1) f+— f =i : Homtop ,,(F,G) — Homtop (F,G).
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b) Supposons que i, en tant que 1-fleche de la 2-catégorie des 7-%-topos (3.3.2), soit un
2-monomorphisme, i.e. tel que pour tout Z-topos F qui soit élément de 7, le foncteur
(9.1.4.1) soit pleinement fidéle. Montrer que pour tout couple de %-topos F, G (pas
nécessairement € 7) le foncteur (9.1.6.1) est pleinement fidéle.

c) Montrer que i est un plongement si et seulement si i est un 2-monomorphime. (Pour
la suffisance, appliquer b) a des topos induits E/y, et E/,, et utiliser 5.14 c)).

d) Soit g : F — E un morphisme de topos, et supposons que le 2-produit fibré (5.11)
F' = F x3% E' existe (condition toujours vérifiée, comme ’a montré P. DELIGNE®).
Soit j : F' — Fle morphisme de projection. Prouver que si i est un plongement, il en
est de méme de j. (Utiliser c), et noter que la stabilité de la notion de 2-monomorphisme
par 2-changement de base est formelle). Dans le cas ou E’ est un sous-topos de E et
i : E' - E est le morphisme canonique d’inclusion, 'image essentielle de F’ par j,

435 (qui est un sous-topos de F quine dépend pas de 'indétermination dans la construction
d’un produit 2-fibré) s’appelle le sous-topos de F image inverse parg : F — E du sous-
topos E’ de E.

e) Avec les notations de la fin de d), choisissons comme produit 2-fibré le sous-topos de
F image inverse du sous-topos E’ de E. Soit X un objet de F. Montrer que pour que
X appartienne a F’, il faut qu’il satisfasse la condition suivante : pour tout objet U de
F, désignant par g;; : Fyy — E la morphisme de topos induit par f, ona g;,.(X|U) €

T,

ObE’,ou X|U =(X xU —p—2—> U) est la «restriction de X a U ». (NB : On peut noter
que siiy : Fyy — Festlinclusion canonique, on a gy = g o iy, d’ou gy, (X|U) =
g, (iy, . (X|U)) = g,(Hom(U, X)) ot Hom(U, X) est I'objet défini dans 10.1 plus bas).
Probléme Réciproquement, la condition précédente sur X est-elle suffisante pour que
X appartienne a F’ ? Il revient au méme de demander si la sous-catégorie strictement
pleine de F formée par ces objets X est un sous-topos de F

f) Soient X un objet de E, X" = i*(X), et i;y : E/y, — E;x le morphisme de topos
induit par i (5.10.1). Montrer que si i est un plongement, il en est de méme de i,y.
(Utiliser d) et 5.11). Réciproquement, si (X ), est une famille d’objets couvrant I'objet
final, et si pour tout a, i,y, est un plongement, il en est de méme de i.

Exercice 9.1.7. — (Sous-topos et ensembles multiplicatifs de fléches).

a) Soienti : E’ — E un morphisme de topos, S 'ensemble des fleches u de E telles que
i*(u) soit un isomorphisme, et considérons le foncteur canonique induit par i* (cf. [2,
Chap I] ou la preuve de VI 6.2) :

(9.1.7.1) p: E[ST'1— E’.

Montrer que i est un plongement si et seulement si le foncteur précédent p est une
équivalence de catégories, et dans ce cas .S admet un calcul des fractions a gauche et un
calcul des fractions a droite. (Utiliser [2, Chap 1 1.3]). Dans ce cas, i’image essentielle

436 de i, se retrouve a partir de .§ comme formée des X € Ob(E) tels que pour tout
u:Y - Y’ dans S Hom(u, X) : Hom(Y', X) - Hom(Y, X) soit bijective.

8. N.D.E. : Voir aussi [16] proposition 4.47.
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Nous supposons désormais que i est un plongement. Montrer que pour tout topos F,
le foncteur

f*+— f*i* : Hom(E', F) — Hom(E, F)

induit une équivalence entre la catégorie des f* provenant de morphismes de topos

f i F - E’ (ie. exacts a gauche et admettant un adjoint a droite) et la catégorie des

foncteurs g* : E — Fprovenant de morphismes de topos g : F — E, et tels que g*

transforme objets de S en isomorphismes.

Soit S une partie de F/ E, ou E est un %-topos. Montrer que .S est associé a un sous-

topos E’ de E par le procédé de a) si et seulement si S satisfait aux conditions sui-

vantes :

ST 1) S contient les fleches inversibles, est stable par composition et par changement
de base.

ST 2) Siun composé vu est dans S, alors u € S si et seulement si v € S.

ST3) Siu : X — Yest tel qu’il existe une famille couvrante Y; — Y, i € I, tel que
u; - X; = X XyY; = Y, estdans S pour tout i € I, alorsu € S.

Montrer qu’on obtient ainsi une correspondance biunivoque entre I’ensemble des
sous-topos E’ de E, et 'ensemble des parties S de FI E satisfaisant aux conditions
ST 1), ST 2), ST 3). (S étant donné, lui associer une %-topologie T, plus fine que la
topologie canonique T'de E, dont les familles couvrantes (X; — X);c; sont celles pour
lesquelles I'inclusion X’ < X de I'image des X; est € .S. Montrer que la catégorie des
faisceaux pour T’ est équivalente & un sous-topos E’ de E, et utiliser II 4.4. pour
prouver que celui-ci redonne .S.

Montrer que S est connu quand on connait la partie S, de .S formée des monomor-
phismes. Montrer que 'application .S — .S établit une bijection entre I’ensemble des
parties S de Fl E satisfaisant les conditions ST 1) a ST 3) de c), et I’ensemble des par-
ties de FI E formées de monomorphismes et satisfaisant aux mémes conditions ST 1)
a ST 3).
Soit (E});cy une famille de sous-topos de E, et (S;);c la famille des parties correspon-
dantes de FI E. Montrer que ﬂie / S; satisfait aux conditions ST 1) a ST 3) de c), donc
correspond & un sous-topos E’ de E, et que ce dernier est le sous-topos engendré par
les E;, i.e. la borne supérieure (cf. 9.1.2 c)) des sous-topos E;.
Soit A une partie de F/ E. Montrer qu’il existe une plus petite partie .S de F! E parmi
celles contenant A et satisfaisant aux conditions ST 1) & ST 3), et que S correspond au
plus grand sous-topos E’ de E tel que la partie multiplicative de F! E correspondante
contienne S. Montrer que S est égale a la réunion des parties A, (n > 0) de F! E,
construites par récurrence de la fagon suivante : Aj = A, A, est formée des fleches
u : X — Yquisont d’un des trois types suivants (i) a (iv) :
(i) uestinversible, oule composé de deux fleches de A,,, ou déduit par changement
de base d’une fleche de A,,.
(if) u est 'un des facteurs d’une fleche composées dont 'autre facteur ainsi que le
composé sont dans A,,.
(iii) u est une somme d’une petite famille de fleches € A,,.
(iv) 1 existe un épimorphisme Y’ — Y, telque '’ = X' = X Xy Y’ - Y’ déduit de
u par changement de base soit dans A,,.
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Avec les notations de e), soient A la réunion des S;, S la partie de FI! E déduite de
A par le procédé de f), et E’ le sous-topos correspondant de E. Montrer que E’ est
I'intersection (= borne inférieure) des sous-topos E;.

Exercice 9.1.7.2. — (Factorisation canonique d’un morphisme de topos).

a)

Soit f : F — E un morphisme de topos. Montrer qu’on peut trouver une factorisa-
tion de f, a isomorphisme pres, en

i

f’
(9.1.7.3) F— E' > E,

b)

©)

d)

ou f' est conservatif (i.e. (6.4.0) f'* est conservatif, ou encore fidéle) et ol i est un
plongement, et que cette factorisation est unique a équivalence pres (cf. 9.1.4). Pour
ceci, introduire I'ensemble S, C FI E des fleches u de E telles que f *(u) soit un
isomorphisme, prouver que S satisfait aux conditions de 9.1.7. c), prendre pour E’
le sous-topos correspondant de E, et définir f'* par (9.1.7.1), qui correspond a un
morphisme de topos f’ grace a 9.1.7 b).

Le sous-topos de E défini par le plongement i est appelé le sous-topos de E image du
morphisme de topos f. Montrer que c’est le plus petit des sous-topos E| de E tels que f
se factorise, a isomorphisme pres, a travers Ej, i.e. (9.1.4) le plus petit des sous-topos
de E contenant 'image de f, (ou encore, I'image essentielle de f,). Pour que f soit un
plongement, il faut et il suffit que f induise une équivalence /' de E avec son image;
pour que f soit conservatif, il faut et il suffit que son image soit égale a E tout entier.
Supposons que f = Top(f;) soit associé a une application continue d’espaces topolo-
giques sobres f, : Y — X (4.1) Considérons la factorisation canonique de f, en

!

Io io
Y— X' = fo(¥) — X,
ou i est 'inclusion. Montrer que la factorisation canonique de f s’identifie alors a la
factorisation correspondante

Top(f{) Top(i
Top(¥) — 0 Top(x’) P9 on(x).

Soit Z le plus petit sous-espace sobre de X contenant X’ = f(Y), i.e. 'ensemble
des points x de X tels que {X} N X' soit dense dans {X}. (On notera que Z = X’
si les points de X sont fermés, ou si X' est une partie constructible de X supposé
localement noethérien). Alors f est conservatif, i.e. le sous-topos de E = Top(X)
image de F = Top(Y) par f = Top(f,) est égal a E lui-méme, si et seulement si
Z = X, i.e. siet seulement si f(Y) est trés dense (EGA IV 10.13) dans X. Ceci précise
dans quelle mesure il est licite de regarder la notion de morphisme conservatif de
topos comme la généralisation naturelle de la notion d’application continue surjective
d’espaces topologiques.

Soit

Y<—Y'

|

X~—X
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un diagramme cartésien d’espaces topologiques. Si Yet X’ sont des espaces discrets,
donc Y’ discret, alors le diagramme correspondant de topos est 2-cartésien (5.11).
(NB. Pour un contre-exemple lorsque I'on ne suppose plus Y, X' discrets, Y, X’ étant
des sous-espaces de 'espace séparé X, cf. 9.1.10 c)). En déduire un exemple d’un dia-
gramme 2-cartésien de topos

F<——F'

I

E~—F'

tel que f soit conservatif, mais f’ non conservatif, plus précisément E’ = topos ponc-
tuel, F’ = topos vide (2.2). (Prendre Y tel que I'image de Y dans X soit trés dense et
# X, et prendre X' réduit & un point qui n’est pas dans I'image).

Soit (E;);cy une famille de sous-topos d’un topos E. Prouver que E est le sup des E;
si et seulement si la famille des morphismes de plongement E; — E est conservative
(6.4.0).

Exercice 9.1.8. — (Sous-topos et points de E. Cas des espaces topologiques).
Soit E un topos.

a)

b)

©)

Soit Z une sous-catégorie pleine de Point(E) (ou ce qui revient au méme : une partie
de Ob Point(E)). Montrer que ’ensemble S(Z) des fleches de E qui sont transfor-
mées en bijections par les foncteurs fibre correspondants aux z € Ob Z satisfait aux
conditions de 9.1.7. ¢), et définit donc un sous-topos E; de E. Montrer que celui-ci ad-
met suffisamment de points, et que Z est équivalente a une sous-catégorie pleine de
Point(E ). Montrer qu’on peut obtenir par le procédé précédent tout sous-topos E’
de E qui admet suffisamment de points. (Prendre pour Z I'image essentielle du fonc-
teur (9.1.5.1.)). Montrer qu’on obtient une bijection entre 'ensemble des sous-topos E’
de E admettant suffisamment de points, et un sous-ensemble de 'ensemble des sous-
catégories strictement pleines Z de Point(E) qui sont stables par facteurs directs (I
10.6) et par petites limites projectives filtrantes (cf. 7.3.). (Probleme : Quelles sont les
sous-catégories de Point(E) qu’on trouve ainsi ? C’est essentiellement, sous une autre
forme, le probléeme déja soulevé dans 6.5.3., compte-tenu du dictionnaire 9.1.2 c). Noter
qu’en plus des conditions nécessaires signalées a I'instant, il y a aussi des conditions
plus subtiles sur la nature topologique de Point(E), genre, sobriété, cf. e)).

Soit (Z;);c; une famille de sous-catégories pleines de Point(E), et soit Z la sous-
catégorie pleine réunion des Z;. Montrer que le sous-topos correspondant E, défini
en a) est le sous-topos de E engendré par les E . (Utiliser 9.1.7. €)). En conclure que le
sous-topos de E engendré par une famille de sous-topos ayant suffisamment de points,
a également suffisamment de points.

Soit f : E’ — E un plongement de topos. Montrer que l'application U — f*(U)

(9.1.8.1) Ouv(E) — Ouv(E’)

est surjective, et en conclure que 'application

(9.1.8.2) Point(E") — Point(E)
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d)

e)

induite par f sur les classes d’isomorphie de points induit un homéomorphisme de
Point(E’) sur un sous-espace de Point(E), pour les topologies définies dans 7.8 a).
(Pour l'injectivité, utiliser 9.1.5.).

Soit f : X' — X une application continue, d’oil un morphisme de topos (4.1)

Top(f) : Top(X') — Top(X).

Prouver que ce dernier est un plongement si et seulement si la topologie de X’ est
image inverse par f de celle de X (i.e. , lorsque X' est un espace de Kolmogoroff, par
exemple un espace sobre, si et seulement si f induit un homéomorphisme de X'’ sur
un sous-espace de X). (Pour la nécessité, utiliser c), pour la suffisance, 9.1.7.2 c)).

Soit X un espace topologique sobre, et E = Top(X). Utilisant a) et d), établir un
isomorphisme d’ensembles ordonnés X’ — Ey/ entre 'ensemble des sous-espaces
sobres X’ de X (i.e. , lorsque X est séparé, entre I’ensemble de toutes les parties de X
et ’ensemble des sous-topos de E ayant suffisamment de points. Montrer que Ey/ est
équivalent a Top(X"). Si (X/);cy est une famille de sous-espaces sobres de X, montrer
qu’il existe un plus petit sous-espace sobre X’ de X contenant les X/, égal ala réunion
des X/ silest fini ou X est séparé, et que Ey/ est le sous-topos de E engendré par les
E X! (Utiliser b)).

Donner un exemple d’un topos E de la forme Top(X), et d’un sous-topos E’ quin’a
pas suffisamment de points, et méme qui est non vide (2.2) sans points. (Prendre E de
la forme 0 E’ =U", ouU est 'ensemble ordonné défini dans 7.4. Ou mieux, prendre
Pexemple de 9.1.10 b), qui montre qu’on peut prendre pour X n’importe quel espace
compact non vide sans point isolé).

Exercice 9.1.9. — (Cas des topos définis par un ensemble ordonné).

a)

b)

©)

d)

On utilise le yoga de 7.8 b) et c), donnant un dictionnaire entre, d’'une part les topos
engendrés par leurs ouverts et les morphismes de tels topos, d’autre part les ensembles
ordonnées ayant des Sup quelconques, des Inf finis et ou le Inf de deux éléments est
distributif par rapport aux Sup quelconques, les morphismes entre de tels ensembles
ordonnés étant les applications croissantes commutant aux Inf finis et aux Sup quel-
conques.
Soit Euntopos, f : E’ — E un plongement de topos. Montrer que pour toute famille
génératrice (X;);cy dans E, la famille (f*(X;));cs est génératrice. En déduire que si E
est engendré par ses ouverts, il en est de méme de E’ (Utiliser 9.1.8. c)).
Soit f : E’ — E un morphisme de topos engendrés par leurs ouverts, associé a un
morphisme g : @ — (' sur les ensembles ordonnés correspondants. Montrer que f
est un plongement si et seulement si g est surjectif, et g est surjectif sur les graphes
des relations d’ordre, i.e. Pordre de (0’ est quotient de celui de 0.
Soit E un topos de la forme O~ comme dans a). Déduire de b) et c) une correspondance
biunivoque entre ensemble des sous-topos de E, et I’ensemble des relations d’équi-
valence R dans O ayant les propriétés suivantes, analogues aux conditions ST 1) a ST
3)de 9.1.7 ¢) :
Q0 1) Larelation R est compatible avec les Inf finis, ou encore : si U, U’ sont équiva-
lents par R, il en est de méme de U N Vet U’ N Vpour tout V € O.
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Q0 2) La relation R est compatible aux Sup quelconques, ou encore : si U; est équi-
valent a U/ pour tout i € 1, alors Sup, U; est équivalent a Sup, U;.

Montrer que si des sous-topos E; de E correspondent aux relations d’équivalence

R,;, alors le sous-topos engendré par les E/ correspond 4 la relation intersection des R;.

Exercice 9.1.10. — (Intersection de sous-espaces; nouveaux topos sans points; non existence
du complémentaire d’un sous-topos).
Soient X un espace topologique, E = Top(X) = Ouv(X)~ (2.1).

a)

b)

d)

Soit R la relation suivante sur Ouv(X) : (U,U’) € R < U N U’ est dense dans U
et dans U’. Montrer que R est une relation d’équivalence satisfaisant les conditions
Q0 1) et Q0 2) de 9.1.9 d), et définit donc un sous-topos E’ de E. Montrer que pour un
point x € X, le point correspondant est dans I'image essentielle de Point(E’) si et
seulement si x est épais i.e. appartient a I'adhérence de l'intérieur de X. Montrer que
E’ est le topos vide (2.2) si et seulement si X est vide.

Si X est sobre, montrer que la catégorie Point(E") est équivalente & la catégorie défi-
nie par le sous-ensemble ordonné de X (pour la relation de spécialisation) défini par
les points épais de X. Montrer que siles points de X sont fermés (resp. si X est noethé-
rien) alors les points épais de X sont les points isolés de X i.e. tel que {x} soit ouvert
(resp. sont les points maximaux de X). En conclure que si X est un espace topologique
séparé non vide sans points isolés, alors le sous-topos E’ de E = Top(X) est un topos
non « vide » qui n’a pas de points.

Soit X' une partie de X, et Ey/ le sous-topos de E associé a X’ par le procédé 9.1.8.
a). Montrer que si X’ est dense, alors Ey, contient E’. Montrer que si X est sobre
et si X’ et X" sont deux parties sobres de X, leur intersection X’ N X” est sobre et
Exinx» C Ex/NEyn,etquel'inclusion peut étre stricte ®. (Prendre un espace séparé
X non vide admettant deux parties disjointes denses X', X"). Montrer que I'inclusion
précédente est une égalité si et seulement si le sous-topos Eys N Ey» aassez de points.
Montrer qu’il en est ainsi si X’ ou X" est une partie localement fermée de X.

Soit X' une partie de X, et X" le complémentaire de X’. Un sous-topos Fde E contient
les E ) pour x € X" si et seulement si il contient Ey» (cf. 9.1.8 b)). En conclure que
si X” est réunion de parties localement fermées de X (par exemple si les points de
X" sont fermés), alors I'ensemble des sous-topos F de E dont l'intersection avec E y
est le sous-topos vide Top(@) contient un plus grand élément (qui mérite alors le nom
de sous-topos de E complémentaire faible de Ey, cf. 9.1.13), que si Ex» N Exn est
le sous-topos vide (condition qui n’est pas satisfaite si X # @ et si X' et X” sont
tous deux denses dans X, X, X', X" étant sobres, cf. c)). Montrer que lorsque cette
condition est en défaut, alors dans '’ensemble ordonné des sous-topos de E, le Inf de
deux éléments n’est pas distributif par rapport aux Sup quelconques. (Le rédacteur
ignore s’il est distributif par rapport aux Sup finis ; cf. cependant 9.1.11 e) et 9.1.12 d)).

Exercice 9.1.11. — (Sous-topos des topos localement noethériens. Cas des espaces noethériens).

a)

Soit f : E’ — E un plongement de topos. Montrer que si X est un objet prénoe-
thérien de E (i.e. (VI 1.30) toute suite croissante de sous-objets de x est stationnaire)

8. Voir cependant 9.1.11 b) ci-dessous pour le cas X localement noethérien.
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b)

d)

e)

f)

alors X' = f*(X) est un objet prénoethérien de E’. (Introduisant les topos induits
E'/xr et E/y, et utilisant 9.1.6 e), se ramener d’abord au cas ou X est l'objet final e
de E, donc X' est I'objet final ¢’ de E’. Noter ensuite que toute suite croissante de
sous-objets de ¢’ définit, par application de f,, une suite croissante de sous-objets de
f+(e') = e). En conclure que si E admet une famille génératrice formée d’objets pré-
noethériens (resp. si E est un topos noethérien, resp. localement noethérien (VI 2.11)
alors E’ satisfait a la méme condition. (Utiliser 9.1.9 b)).
Soit E un topos localement noethérien (VI 2.11). Montrer que tout sous-topos de E est
de la forme E, (9.1.8 a)), pour une sous-catégorie pleine convenable Z de Point(E).
(Utiliser a) et le théoreme de DELIGNE que tout topos localement noethérien admet
suffisamment de points). En conclure que si E est de la forme Top(X), ou X est un
espace topologique sobre localement noethérien, alors Z — E, est un isomorphisme
de 'ensemble ordonné des sous-espaces sobres de X, avec I’ensemble ordonné des
sous-topos de X. (Utiliser 9.1.8 e)). L’intersection de sous-espaces sobres Z; (est né-
cessairement sobre et) définit I'intersection des sous-topos E, (contrairement a ce
qui peut se passer dans le cas général (9.1.10 c)).
Soient X un espace sobre localement noethérien, X’ une partie de X, X” son com-
plémentaire. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) X' est constructible.
(i) X’ et X" sont sobres.
(iii) X' est sobre, et le sous-topos Eys & Top(X') de E = Top(X) admet un sous-
topos « complémentaire » (cf. 9.1.13.
(iv) L’intersection des sous-topos Ey/ =~ Top(X') et Exy» ~ Top(X"”) de E =
Top(X) est le sous-topos « vide » de E.
Montrer que si E’ et E” sont deux sous-topos de E, ils sont complémentaires faibles
si et seulement si ils sont complémentaires (9.1.13).
Soit X un espace sobre noethérien. Montrer I’équivalence des conditions suivantes :
(i) Tout sous-espace sobre X’ de X est constructible, i.e. (c)) son complémentaire
est sobre.
(i bis) Pour tout point maximal x de X, X — {x} est sobre, i.e. {x} est constructible.
(i) X est fini.
(iii) Tout sous-topos de Top(X) admet un sous-topos complémentaire (cf. 9.1.13).
(iv) Dans’ensemble ordonné des sous-topos de Top(X), le Inf de deux éléments est
distributif par rapport aux Sup quelconques.
(Utiliser ’'argument de 9.1.10 d), grace a la formule d’intersection prouvée en b)).
Soit X un espace localement noethérien. Montrer que dans I'ensemble ordonné des
sous-topos de Top(X), le Inf de deux éléments est distributif par rapport aux Sup finis.
(Se ramener au cas X sobre, et utiliser b)).
Pour tout sous-espace sobre Z de I’espace sobre localement noethérien X, soit T, la
topologie sur la catégorie Ouv(X) des ouverts de X pour laquelle une famille d’inclu-
sions U; — U est couvrante si et seulement siona U N Z = | J. U; N Z. Montrer que
Z — T, établit une bijection (renversant les relations d’inclusion) entre I’ensemble
des sous-espaces sobres Z de X, et 'ensemble des topologies sur Ouv(X) plus fines
que la topologie canonique Ty. (Utiliser b) et 9.1.2 c)).
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g) Soit X un espace topologique sobre. Une partie X’ de X est sobre si et seulement si
son complémentaire est réunion de parties localement fermées; si X est localement
noethérien, cela signifie aussi que X’ est « proconstructible » (EGA IV 1.9.4). Mon-
trer qu’il existe sur X une topologie T/, de telle facon que les parties fermées de

Xeons' = (X, T, ) soient les parties sobres de X. Supposons désormais X locale-

ment noethérien, X, n’est donc autre que I'espace X, de EGAIV 9.1.13. Déduire

alors de b) et c) que ’ensemble ordonné X des sous-topos de Top(X) est isomorphe

a 'ensemble ordonné des parties fermées de X, et dans cette correspondance, les
sous-topos admettant un complémentaire correspondent aux parties a la fois ouvertes
et fermées de X ;. Montrer que X, est localement compact, et qu’il est compact
si et seulement si X est noethérien i.e. le topos Top(X) est noethérien.

h) Soit E un topos localement noethérien. Supposons qu’il ait la propriété envisagée dans
9.1.14 b) (condition peut-étre toujours remplie...). Montrer que les images essentielles
des foncteurs canoniques Point(E’) — Point(E), ou E’ parcourt 'ensemble X des
sous-topos de E, définissent dans 'ensemble X = Point(E) des classes d’isomorphie
de points de E un ensemble de parties, qui est I’ensemble des parties fermées pour une
topologie T, sur X, et qu’on obtient de cette facon un isomorphisme d’ensembles
ordonnés entre 'ensemble X des sous-topos de E et 'ensemble des parties fermées de

X cons- En conclure que dans X, le Sup de deux éléments est distributif par rapport aux

Inf quelconques. Montrer que X ., qui n’est pas nécessairement %-petit, a un espace
sobre associé (4.2.1) qui est %-petit.

Exercice 9.1.12. — (Topos finis). Un topos E est dit fini s’il est équivalent a un topos de la
forme C, avec C une catégorie finie.

a) (Dictionnaire). Soit 7 un univers tel que € 7. Soit (Karfiness) la 2-catégorie défi-
nie comme 2-sous-catégorie pleine de la catégorie (Cat)y, formée des catégories élé-
ments de 7 qui sont Karoubiennes et équivalentes a une catégorie finie et (Topfin) la
2-catégorie définie comme la 2-sous-catégorie pleine de (7-%- Top) (3.3.1) formée des
%-topos finis qui sont € 7. Montrer qu’on a des 2-équivalences quasi-inverses I'une

de lautre :
(9.1.12.1) c—C: (Karfiness) — (Topfin)
(9.1.12.2.) E — Point(E) : (Topfin) — (Karfiness).

(Utiliser 7.6 h), e)).

b) Montrer qu’'un topos fini est noethérien VI 2.11.

c) Montrer que tout sous-topos d’un topos fini E est un topos fini. Plus précisément, si
E est équivalent a C, ot C est une catégorie karoubienne finie (ou, plus généralement,
équivalente a une catégorie finie), montrer qu’on obtient un isomorphisme ordonné
entre 'ensemble des sous-topos E’ de E et 'ensemble des sous-catégories strictement
pleines C’ de C qui sont karoubiennes (ou, ce qui revient au méme, stables dans C
par facteurs directs), en associant a toute C’ I'image essentielle de f, : L 6,
ou f : C'" — C est le foncteur d’'inclusion. (Utiliser 5.6. pour s’assurer que f, est
pleinement fidele, et b) et 9.1.11 b) pour le fait que tout sous-topos E’ de E s’obtient
comme indiqué).
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d)

e)

g)

Soit E un topos fini. Construire sur ’ensemble fini X = Point(E) des classes d’iso-
morphie de points de E une topologie qui en fasse un espace topologique sobre, et
telle que 'ensemble ordonné des sous-topos de E soit canoniquement isomorphe a
Iensemble des parties fermées de X. (Prendre la « topologie constructible » €, de
X, définie via la relation d’ordre (x < y) < (x est un facteur direct de y), pour laquelle
I’adhérence d’un point x est formée des y tels que y < x). En particulier 'ensemble X
des sous-topos de E est fini, et le Inf y est distributif par rapport aux Sup quelconques.
Soit C une catégorie équivalente a une catégorie finie. Montrer que pour toute sous-
catégorie pleine C’ de C, il existe sur C une topologie T, pour laquelle une famille
(X; = X);c; est couvrante si et seulement si pour tout Y € Ob C’, la famille des ap-
plications Hom(Y, X;) - Hom(Y, X) (i € I) est surjective. Montrer que la catégorie
des faisceaux sur (C, T/ ) est équivalente a C' et que C' — T/ estune bijection (ren-
versant les relations d’ordre) entre I’ensemble des sous-catégories strictement pleines
C' de C qui sont karoubiennes (ou, ce qui revient au méme, stables dans C par fac-
teurs directs), et 'ensemble des topologies (Il 1.1) sur la catégorie C. (Utiliser c) et 9.1.2
c)). En particulier, si C est un site dont la catégorie sous-jacente est équivalente a une
catégorie finie, alors le topos C~ est un topos fini.

Soit f : C' — C un foncteur de %-catégories, avec C équivalente & une catégorie
finie. Montrer que le morphisme de topos f : ¢ - C (4.6) est conservatif si et
seulement si tout objet de C est isomorphe a un facteur direct d’un objet dans I'image
de f. (Se ramener au cas ou f est une inclusion f : C’' & C, avec C’ comme dans c)).
Soit C la catégorie ayant deux objets e ('objet final) et g, et, en plus des fleches iden-
tiques, trois fleches f : a = e, g : e = a, p = gf (donc p> = p). Montrer que E = ¢
a, en plus des sous-topos E et Top(@), exactement un sous-topos E’, savoir E’ = {/e\} ;
par suite, pour tout sous-topos E” de E, E” # Top(@), ona E' N E" # Top(Q).

Exercice 9.1.13. — (Sous-topos complémentaires d’un topos).

Soient E un topos, E’ et E” deux sous-topos. On dit que E’ et E” sont complémentaires
l'un de lautre si E' N E” = Top(@), E' V E” = E (ou le signe Vv désigne le Sup dans
Iensemble ordonné des sous-topos de E).

On supposera que dans 'ensemble X des sous-topos de E, le Inf de deux éléments est
distributif par rapport au Sup fini.

a)

Si E' et E” sont complémentaires, E” est le plus grand parmi les sous-topos E{
de tels que E' N E{ = Top(®) (i.e. E” est un complémentaire faible de E’, dans la
terminologie de 9.1.10 d)).

b) Montrer que les conditions suivantes sur E sont équivalentes :

(i) Si E' et E” sont deux sous-topos de E tels que E” soit un complémentaire
faible de E’, alors E” est un complémentaire de E’.

(ii) Pour tout sous-topos E’ de E tel que E’ # E, il existe un sous-topos E” de E
tel que E” # Top(@) et E' N E” = Top(Q).

(ibis) SiE’et E” sont deux sous-topos de E tels que E” soit maximal dans ’ensemble

des sous-topos E{ tels que E' N E{ = Top(@), alors E” est un complémentaire
de E.

Montrer que méme si E est un topos fini (9.1.12), ces conditions ne sont pas néces-
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sairement vérifiées (9.1.12 g)). Elles le sont cependant si E est de la forme Top(X), X
un espace localement noethérien. (Utiliser 9.1.11 b)).

Un sous-topos E’ de E est appelé complémenté s’il admet un complémentaire (com-
parer 9.1.12 c)). Prouver que ’ensemble des sous-topos complémentés est stable par
Inf et Sup finis, et par complémentarité, et que cette derniére transforme Inf en Sup,
Sup en Inf.

Enoncer les duales des observations a), b), c) (qui étaient en fait des énoncés généraux
triviaux sur un ensemble ordonné abstrait X; noter que 'hypothése faite sur X est en
fait autoduale).

9.1.14. — Questions ouvertes®). Soit E un topos.

a)

b)

a’)

Dans I'ensemble des sous-topos de E, le Inf de deux éléments est-il distributif par
rapport aux Sup finis ?

Soient E’, E” deux sous-topos de E tels que E = E’ v E”. Alors est-il vrai que tout
point de E est isomorphe a I'image d’un point de E’ ou d’un point de E” ?

On notera que si la réponse a b) est affirmative pour E et tout ses sous-topos, alors
la réponse a a) est affirmative du moins pour le cas de sous-topos ayant suffisamment
de points (donc pour tous les sous-topos, si E est localement noethérien (9.1.11 b)).
La réponse a a) (et, a fortiori a b)), n’est pas connue cependant pour tous les topos
noethériens. Cependant la réponse a a) et b) est affirmative si E est de la forme Top(X),
X est un espace localement noethérien (9.1.11), ou si E est un topos fini (9.1.12).

On notera que a) peut se reformuler sous la forme suivante (appliquée a tous les
sous-topos Fde E) :

Si E' et E” sont deux sous-topos d’un topos F, tels que le morphisme canonique

(cf. 8.7 b))

(9.1.14.1) E'UE" — F

soit conservatif (ce qui signifie aussi E = E’' vV E” (9.1.7.2 €)), alors il en est de méme
pour le morphisme déduit par 2-changement de base F; < F, ou F; est un sous-topos
de F.

On a une reformulation analogue b’) de b), en prenant un changement de base
F; — Fpar un topos ponctuel F; (2.2). On voit donc qu’'une réponse affirmative a a),
b) résulterait d’une réponse affirmative a la question suivante (ou on prend pour F
n’importe quel sous-topos de E) :

Si E’ et E” sont deux sous-topos du topos F, dont le Sup soit F i.e. tel que le mor-
phisme de topos (9.1.14.1) soit conservatif, alors ce morphisme est-il méme universel-
lement conservatif, i.e. reste-t-il conservatif aprés tout 2-changement de base | — F?

Cet énoncé a un sens, griace au résultat de DELIGNE (voir [16] proposition 4.47)
affirmant l'existence des 2-produits-fibrés de topos. Voir cependant 'exemple 9.1.7.2
d).

D’autre part, on voit par 9.1.11 h) qu’une réponse affirmative a b) fournirait dans
le cas localement noethérien une réponse affirmative a la question suivante :

9. N.D.E. : Des réponses positives aux questions a) et d) ont été apportées dans [17].
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d) Dans I'ensemble ordonné X des sous-topos de E, le Inf de deux éléments est-il dis-
tributif par rapport aux Sup quelconques (pas nécessairement finis) ?
Cela signifie aussi que X s’interpréte comme I’ensemble ordonné des « sous-topos
fermés » d’un topos convenable E, . (savoir %, oti I'ensemble ordonné opposé X°
de X, considéré comme une catégorie, est munie de sa topologie canonique, cf. 7.8
b)), qui est engendré par les sous-objets de 'objet final, donc est treés proche d’un
espace topologique ordinaire. Il resterait a étudier ce topos E.,, ./, en s’inspirant des
exemples 9.1.11 g) et 9.1.12 d), et notamment a déterminer s’il est noethérien si E
Pest, ce qui revient a la question suivante pour les sous-topos F de E, qui a un sens
indépendamment de d) :
e) Soient F un topos noethérien, (E;);c; une famille de sous-topos de E dont I'intersec-
tion soit Top(@). Alors existe-t-il une sous-famille finie ayant la méme propriété ?
Dans un ordre d’idées assez différent, rappelons également la question soulevée
dans (9.1.6 €)), qui mériterait d’étre éclaircie.

9.2. Cas des sous-topos ouverts. —

9.2.1. — Soit U un ouvert d’un topos E, i.e. un sous objet de 'objet final e de E (8.3). Consi-
dérons le morphisme de localisation (5.2)

Comme U — e estici un monomorphisme, le foncteur j, (qui s’interpréte comme le foncteur
oubli) est pleinement fidéle, donc son biadjoint j, 'est également (I 5.7). En d’autres termes,
le morphisme de localisation j (9.2.2) associé a un ouvert U du topos E est un plongement de
topos (9.1.1 a)).

Un plongement de topos F — E est appelé un plongement ouvert s’il est isomorphe au
plongement de topos défini par un ouvert U de E. Un sous-topos E’ (9.1.1 b)) de E est appelé
un sous-topos ouvert s’il est défini a I’aide d’un ouvert de E, i.e. si le morphisme d’inclusion
canonique E’ — E est un plongement ouvert. On notera que 'ouvert U de E associé a un
plongement ouvert de topos j : E' — E est déterminé de fagon unique comme égal au sous-
objet ji(e’) de e, ou e’ désigne I'objet final de E’. Par suite, on trouve une correspondance
biunivoque entre ouverts U de E et sous-topos ouverts de E.

Remarque 9.2.3. — Conformément aux définitions précédentes, le sous-topos ouvert de E
associé a I'ouvert U de E est la sous-catégorie strictement pleine de E image essentielle du
foncteur image directe
j* : E/U — E

On se gardera de confondre cette sous-catégorie de E avec la sous-catégorie strictement
pleine, image essentielle de j,, formée des objets X de E tels que le morphisme structural
X — e se factorise par U. Il est clair cependant que ces deux sous-catégories se déterminent
mutuellement, et qu’elles sont canoniquement équivalentes. C’est pourquoi certains auteurs
ont pu étre tentés d’appeler (voire, ont pu appeler) « sous-topos ouvert défini par U » la
sous-catégorie strictement pleine image essentielle de j,, dont la description en termes de
U est plus simple que celle de I'image essentielle de j,. Cette terminologie ne présente pas
d’inconvénient tant qu’on ne se propose pas d’étudier d’autres sortes de sous-topos que
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des sous-topos ouverts. Comme ce n’est pas notre cas, nous ne suivrons pas ici les auteurs
sus-mentionnés.

Pour la commodité du lecteur, nous allons résumer les propriétés spéciales les plus im-
portantes des plongements ouverts :

Proposition 9.2.4. — Soit
j:U—E

un plongement ouvert de topos (9.2.1). Alors le foncteur j, adjoint a gauche de j* existe, de
sorte qu’on a une suite de trois foncteurs adjoints

-k

j!7 .] s .]* :

Ji

u / E
j*

De plus :

a) Le foncteur j, et le foncteur j, sont pleinement fidéles.

b) Le foncteur j, commute aux produits fibrés, aux produits indexés par des petits ensembles
I # ¢, et aux limites projectives relatives a de petites catégories d’indices co-filtrantes (I
2.7).

c) Pour tout objet X de E, le morphisme d’adjonction

Wi*X)— X

est un monomorphisme.

Démonstration. On peut supposer que j est le morphisme de localisation défini par un ouvert
U de E. Alors a) est mis pour mémoire, b) provient de l'interprétation de j, comme un
foncteur oubli et du fait que U — e est un monomorphisme. Enfin c) est immédiat en notant
que la morphisme envisagé n’est autre que le morphisme déduit de 'inclusion U — e par le
changement de base X — e, compte tenu que par changement de base un monomorphisme
est transformé en monomorphisme.

Remarque 9.2.4.1. — On peut trouver des plongements de topos j : E’ — E tels que j
existe, mais que j, ne commute pas aux produits de deux objets, ni aux limites projectives
cofiltrantes (exercice 9.5.9 c)).

9.2.5. — Soit maintenant

g EE —E
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un morphisme de topos quelconque, et soit U" = g*(U) I'image inverse de I'ouvert U de E.
On a vu dans 5.11 que le diagramme de topos

!’ j, !
E'lyy —— > F

Ely—2 - E

est 2-cartésien. On en conclut en particulier que I'image inverse par g d’un sous-topos ouvert
de E (cf. 9.1.6 d)) est un sous-topos ouvert de E’, ou ce qui revient au méme, que la notion de
plongement ouvert de topos (9.2.1) est stable par 2-changements de base dans la 2-catégorie
des %-topos (éléments d’'un univers donné 7).

Notons aussi que pour que le morphisme de topos g : E' — FE se factorise, a isomor-
phisme prés, par j : E;; — E, il faut et il suffit évidemment que j' : E;;, — E’ soit une
équivalence de catégories, ce qui signifie encore que U'inclusion U’ & ¢’ (= objet final de
E') est un isomorphisme. Ceci précise donc 9.1.4, en caractérisant de facon simple I'image
essentielle du foncteur envisagé dans loc. cit.

9.2.6. — Appliquons 9.2.5 au cas ou E’ est de la forme E,y, ou V est un deuxiéme ouvert
de E, g étant le morphisme de localisation. Alors U’ = U NV, et on trouve que le produit
2-cartésien de E;;; et Ejy sur E s’identifie & E;;;4;~ On en conclut qu’une intersection finie de
sous-topos ouverts de E est un sous-topos ouvert de E, plus précisément 'application (9.2.6.1)

U — sous-topos de E défini par U

commute aux intersections finies.

Exercice 9.2.7. — Prouver que l'application (9.2.6.1) commute également aux Sup quel-
conques. (Utiliser 9.1.7.2 e)).

9.3. Construction du sous-topos fermé complémentaire d’un sous-topos ouvert. —

9.3.1. — Soient T un espace topologique, et U un ouvert de T, de sorte que Top(U ) s’identifie
a un sous-topos ouvert de Top(T) (notations de 2.1). Soit Y'le sous-espace topologique fermé
de T complémentaire de U. On peut alors, (a équivalence preés) considérer Top(Y') comme un
sous-topos de Top(T), savoir le sous-topos formé des objets F de Top(T) dont la restriction a
U est objet final de U. Cette description d’une sous-catégorie de E = Top(T) garde un sens
chaque fois qu’on a un topos et un ouvert U de celui-ci, et on verra qu’elle fournit toujours
un sous-topos de E. De plus, il est immédiat dans le cas particulier envisagé d’abord (et avec
la terminologie introduite dans I’exercice 9.1.13) que Top(Y') et Top(U) sont des sous-topos
complémentaires I'un de Iautre (utiliser 9.2.5 et 9.1.7.2 e)). Il en sera encore de méme dans
le cas général, et nous verrons que cette propriété caractérise de fagon unique le sous-topos
envisagé. Il mérite donc a tous points de vue, le nom de sous-topos fermé complémentaire
de Pouvert envisagé U, ou du sous-topos ouvert défini par U. Le détail de la construction de
ce topos F, et du foncteur image inverse i* : E — F, sera donné dans la présente section,
tandis que la section 9.4 en développera les premiéres propriétés.
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9.3.2. — Soient donc, comme dans 9.2.1, E un topos, U un ouvert de E, et considérons le

morphisme de localisation
(9.3.2.1) j:U=Ey—E,

qui est un plongement ouvert.
Pour tout objet X de E, posons

(9.3.2.2) X =U [] x.
UxX

ou 'amalgamation est faite pour les projections canoniques

pr, :UXX —U, pr,:UXX—X

On a donc un diagramme cocartésien (I 10) dans E, dépendant fonctoriellement de X :

pry
UXX——X

(9.3.2.3) pr,

U——— Xy

On notera que dans I'exemple envisagé dans 9.3.1, X est canoniquement isomorphe a

i,i*(X) (oui : Y — Testlinclusion), et X — Xy s’identifie au morphisme d’adjonction.

Proposition 9.3.3. — Avec les notations précédentes, on a ce qui suit :

a) Pour tout objet X de E, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe un objet Y de E et un isomorphisme X ~ Y.

(ii) Le morphisme canonique X 4 Xy est un isomorphisme.

(iii) Le morphisme canonique pr, : X XU — U est un isomorphisme (i.e. j*(X) est

un objet final de E,;).
b) Pour tout morphisme

m: E— X'

dans E, les conditions suivantes sont équivalentes :
(i’) Le diagramme

X— " X

!

Xogg — Xy

est cartésien.

(ii") Le morphismemXidy : X XU — X' X U est un isomorphisme, i.e. j*(m) est un

isomorphisme.
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c) le foncteur
X — XDU

de E dans E est exact a gauche, transforme les familles épimorphiques en familles épi-
morphiques, commute aux limites inductives filtrantes et aux sommes amalgamées.

Démonstration. On démontre d’abord la proposition dans le cas ou E est de la forme C, ou
C est une petite catégorie, et pour cela on est ramené par 1.3.1 au cas ou E est le topos
«ponctuel » (Ens), ou la proposition est évidente. On passe de la au cas général par les
procédés standard de II 4, par utilisation du foncteur « faisceau associé ».

Proposition 9.3.4. — Avec les notations de 9.3.2, la sous-catégorie strictement pleine & de
E définie par les sous-objets X de E tels que j*(X) soit un objet final de U (cf. 9.3.3 a)) est
un sous-topos de E, i.e. (9.1.1 )) c’est un topos, et le foncteur d’inclusion i, : F — E est
le foncteur image directe par un morphisme de topos i : F — E, dont le foncteur image
réciproque est le foncteur X — i*X = Xpy. Le morphisme d’adjonction X — i*i, X est le
morphisme canonique X — X de (9.3.2.3)

Démonstration : Pour tout objet X de E, désignons par u(X) le morphisme canonique X —
X¢y- Le morphisme u(X) est fonctoriel en X et pour tout objet X, u(Xpy) est un isomor-
phisme. Il résulte alors formellement et trivialement de ces deux propriétés que le foncteur
i* est adjoint a gauche au foncteur i, et que le morphisme d’adjonction est u(X). Comme le
foncteur X — Xy est exact a gauche, le foncteur i* est exact a gauche. Il résulte alors de
II 5.5 que F est un topos, et de la définition 3.1 que le couple (i*,i,) est un morphisme de
topos.

9.3.5. — Le sous-topos F de E décrit dans 9.3.4 est appelé le sous-topos fermé de E com-
plémentaire de 'ouvert U de E, ou (au choix) du sous-topos ouvert de E correspondant a
U. Conformément a 9.1.1 b), le morphisme i : F — E construit dans 9.3.4 est appelé le
morphisme d’inclusion. Une sous-catégorie pleine J de E est appelé un sous-topos fermé de
E s’il existe un ouvert U de E tel que F soit le sous-topos fermé complémentaire de U. On
notera que cet U est déterminé de facon unique comme i (¢p+), ou ¢+ est I'objet initial de
F,égal ai*(¢g); onlappelle aussi louvert de E complémentaire du sous-topos fermé T et le
sous-topos de E défini par U s’appelle aussi le sous-topos ouvert de E complémentaire de F .
Enfin, un plongement de topos (9.1.1a)) i : F — E est dit plongement fermé si le sous-topos
correspondant de E est fermé.

Si G est un Groupe sur E, s € Hom(eg, G), on appelle support de G (resp. de s) le sous-
topos fermé de E complémentaire de 'ouvert cosupport de G (resp. s) (8.5.1, 8.5.2).

9.3.6. — Avec les notations de 9.3.2 et 9.3.4 on trouve donc deux morphismes de topos

(9.3.6.1) ulL el

définissant cinq foncteurs formant deux suites de foncteurs adjoints (j, j*, j,) et (i*,i,) :

(9.3.6.2) u E 7.
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Le foncteur
(9.3.6.3) p=ij* U — F

est appelé le foncteur de recollement relatif a 'ouvert U de E; plus généralement si U et F
sont deux topos quelconques, un foncteur p : U — F est appelé foncteur de recollement s’il
est exact a gauche et accessible (1.9.2), ou ce qui revient au méme (I 8), s’il admet un pro-
adjoint. Les raisons de cette terminologie vont apparaitre dans 9.4.1 d) et 9.5.4 ci-dessous.

9.4. Premieres propriétés du sous-topos fermé 7 etdei : 5 — E. —

Proposition 9.4.1. — Les notations sont celles de 9.3.2 et 9.3.4

a) Le foncteur i, : F — E transforme les familles épimorphiques en familles épimor-
phiques. Il commute a la formation des sommes amalgamées et des limites inductives
filtrantes.

b) Pour tout objet X de E tel que le morphisme de projection U X X — U soit un épimor-
phisme, le morphisme d’adjonction X — i,i* X est un épimorphisme.

c) Le couple de foncteurs (i*, j*) de E dans F et U respectivement est conservatif (I 6.1)
i.e. un morphisme m de E est un isomorphisme si et seulement si i*(m) et j*(m) sont des
isomorphismes (ceci équivaut a dire que le couple de foncteurs (i*, j*) est fidéle (6.4.0)).

d) Le foncteur de recollement p = i*j, : U — F est un foncteur exact a gauche et accessible
(I9.2), ou ce qui revient au méme (I 8.) il admet un pro-adjoint o : ProF — Proll.

Démonstration : a) résulte le 9.3.3 c). Pour démontrer b) il suffit de se reporter a la définition
(9.3.2.2) de Xy compte-tenu de ce que i.i* X = Xpy; (9.3.4). L’assertion c) résulte de 9.3.3 b).
Les foncteurs i, et j, sont exacts a gauche et par suite p est exact a gauche. Le foncteur j,
est un foncteur image directe par un morphisme de topos et par suite il est accessible (I9.5) ;
on note qu’un topos est une catégorie accessible (I 9.11.3)). Comme le foncteur i* commute
aux limites inductives (c’est un foncteur image réciproque), le foncteur p composé de deux
foncteurs accessibles est accessible.

Proposition 9.4.2. — Soit E' un topos. Alors le foncteur h — io h :
Homtop(E’, ) — Homtop(E’, E)

est pleinement fidéle, et son image essentielle est formée des morphismes de toposg : E' - E
tels que g*(U) soit un objet initial ¢+ de E’.

Par 9.1.4, on sait que le foncteur envisagé est pleinement fidéle et que g est dans son
image essentielle si et seulement si pour tout objet X’ de E’, 'objet g,.(X') de E appartient
ad,ie. quona

@) J¥(g.(X")) =~ ey pour tout X’ € Ob E’.
Or, posons U’ = g*(U), et considérons le diagramme de topos

-
J
r ————E'

o [

Ey— o F

’
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il est clair qu’on a un isomorphisme canonique
J¥ (g (X)) = gy, (' (X"),

d’autre part il est immédiat aussi que le foncteur j'* est essentiellement surjectif, donc la
condition (**) équivaut a la condition

") gu+(Y') =~ ey pour tout Y’ € Ob E; ,.

Utilisant la propriété d’adjonction de gy;., et g77, on voit aussitot que cela signifie que gf;(Y)
est un objet initial de E;;, pour tout objet Y de E,;;, ou encore (utilisant que I'objet initial
de Ej;, est strict (Il 4.5) qu’il en est ainsi pour Y = ¢;;, objet final de 2. Mais cela signifie
aussi que l'objet final U’ de E ;U , est initial, ou, ce qui revient manifestement au méme, si
et seulement si U’ est un objet initial ¢/ de E’. C.QF.D.

Corollaire 9.4.3. — Soient g . E' — E un morphisme de topos U’ = g*(U), U’ = E;;, et
F' le sous-topos fermé de E' complémentaire de 'ouvert U’ , enfini’ : F' — E' le morphisme
d’inclusion. Alors le morphisme de topos g o i’ : F — E se factorise d isomorphisme preés en
un morphisme de topos g4 : F' — F, et le diagramme de topos correspondant

o

T ! E’
&F / g
F E

Résulte formellement de 9.4.2 et des définitions.

Avec la terminologie introduite dans 9.1.6 d), on peut donc dire, en particulier, que I'image
inverse par un morphisme de topos g : E’ — E d’un sous-topos fermé F de E est un sous-
topos fermé F' de E’ (savoir le sous-topos fermé complémentaire de 'ouvert U’ = g*(U),
ou U est 'ouvert de E complémentaire de F).

(9.4.3.1)

est 2-cartésien (cf. 5.11).

Corollaire 9.4.4. — Soient E un topos, U un sous-topos ouvert de E, F le sous-topos fermé
complémentaire.

a) Ona
UnNnT =2Top(@) ., UVTI =E,

ou le signe V désigne le Sup dans I’ensemble de tous les sous-topos de E (9.1.2 c)). (Avec
la terminologie introduite dans 9.1.13, U et F sont des sous-topos de E complémentaires
l'un de lautre).

b) U (resp. F) est le plus-grand parmi les sous-topos E’ de E tels que l'on ait E' N F &
Top(@) (resp. U N E' = Top(D)).

Démonstration.

a) la premiére relation revient a dire que si E’ est un toposet g : E’ — FE est un
morphisme de topos qui se factorise & isomorphisme prés par U et par F, alors E' &
Top(@); or en vertu de 9.2.5 et 9.4.2, 'hypothése signifie que g*(U) est a la fois un
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objet initial et un objet final de E’, d’ou1 la conclusion. Pour la deuxiéme relation, on
note que par 9.1.7.2 e) elle équivaut a 9.4.1 c).

b) Supposons que E' N F & Top(@); en vertu de 9.4.3 E' N F est équivalent au sous-
topos de E’ complémentaire de g*(U),ou g : E’ — E est le morphisme d’inclusion,
donc la condition envisagée signifie que U’ = g*(U) est un objet final de E’, i.e. (9.2.5)
que E’ Cc U. Supposons que U N E’ = Top(@); en vertu de 5.11 I/ N E’ est équivalent
a Ej;,, donc la condition envisagée signifie que U’ est objet initial de E’, i.e. (9.4.2)
que E' Cc 7.

Corollaire 9.4.5. — Soit (7 ;);c1 une famille de sous-topos fermés du topos E, et pour tout
i €1, soit U; louvert de E complémentaire de T ;. Alors le sous-topos de E intersection de 7 ;
(9.1.3) est un sous-topos fermé, dont I'ouvert complémentaire est U = Sup, U;.

Cela résulte formellement de la propriété universelle de I'intersection comme 2-produit
et de 9.4.2, compte tenu que pour un morphisme de topos g : E' - E, g*(U) = Sup, g*(U;)
est un objet initial si et seulement si les g*(U;) le sont.

On prouve de fagon analogue :

Corollaire 9.4.6. — Avec les notations de9.4.5 supposons I fini. Alors le sous-topos de E borne
supérieure de F; (9.1.2 c)) est un sous-topos fermé de E, dont ouvert complémentaire est égal

a Ul_ U..
Exercice 9.4.7. — (Recollement de sous-topos). Soit E un topos.

a) Soient E’ un sous-topos de E, (.S;);c une famille d’objets de E recouvrant I’objet final,
et pour tout i € I, soit S/ I'image inverse de S; dans E', et E/ & E/, le sous-topos
de E; = E/5 image inverse par le morphisme de localisation E; — E du sous-topos
E' de E (9.1.6 d) et 5.11). Montrer que pour un objet X de E, X appartient & E’ si et
seulement si pour tout i € I, 'image inverse X|.S; de X dans E; appartient a E/.

b) Supposons que E soit de la forme C~, ou C est un %-site. Montrer que le préfaisceau
sur C

S+ ensemble des sous-topos du topos (C;5)~ & EJ g,

est un faisceau. E étant de nouveau quelconque, en conclure qu’il existe un élément
de E qui représente le foncteur

S +— ensemble des sous-topos du topos Ejg;

¢) Avec les notations de a), montrer que pour que le sous-topos E’ de E soit un sous-
topos ouvert (resp. un sous-topos fermé), il faut et il suffit que pour tout i € I, il en
soit de méme du sous-topos induit E; de E;.

Exercice 9.4.8. — (Intérieur, extérieur, adhérence et frontiére d’un sous-topos.) Soient E un
topos, E’ un sous-topos, i : E' —» E le morphisme d’inclusion.

a) Montrer que i, (¢/) est le plus grand ouvert U de E tel que I'on ait E’ |/ & Top(@),
ou U est le sous-topos ouvert de E défini par U. On appellera cet U, ou U, I’extérieur
du sous-topos E’ de E, et le sous-topos fermé de E complémentaire de U I’adhérence
de E'.
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b)

©)

d)

Montrer qu’il existe un plus grand ouvert V'de E tel que le sous-topos ouvert corres-
pondant V de E soit contenu dans E’. (Utiliser 9.2.7) On appellera ce V, ou V, Uintérieur
du sous-topos E’ de E. Les ouverts U et Vde E sont disjoints (U NV = ¢); le sous-
topos fermé de E complémentaire de Sup(U, V) = U I V s’appelle la frontiére du
sous-topos E’ de E.

Pour que E’ soit un sous-topos ouvert (resp. fermé) de E, il faut et il suffit qu’il soit
égal a son intérieur (resp. qu’il soit égal a son adhérence). Pour que la frontiére de E’
soit vide, il faut et il suffit que E’ soit un sous-topos ouvert et fermé de E, ou encore,
qu’il soit le sous-topos ouvert de E défini par un ouvert V' de E qui soit sommande
direct de I'objet final e, i.e. tel qu’il existe un sous-objet V' de e avec e ~ U LI V. Pour
que l'extérieur de E’ soit « vide » i.e. pour que ’adhérence soit égale a E, il faut et il
suffit que i : E’ — E soit dominant (8.8).

Soient S un objet de E, F = E g le topos induit, F' ~ Fg/ le sous-topos de F induit
par le sous-topos E’ de E. Montrer que 'extérieur (resp. I’adhérence, resp. U'intérieur,
resp. la frontiére) de F' est induit par I'extérieur (resp. ...) de E’.

Exercice 9.4.9. — (Sous-topos localement fermés d’un topos.) Un sous-topos F d’un topos E
est dit sous-topos localement fermé de E s’il est une intersection d’un sous-topos ouvert et
d’un sous-topos fermé.

a)

b)

©)

d)

Prouver que I'intersection d’une famille finie de sous-topos localement fermés de E
est localement fermé. Si g : E' — E est un morphisme de topos, prouver que I'image
inverse (9.1.6 d)) d’'un sous-topos localement fermé de E est un sous-topos localement
fermé de E’.

Soient X un espace topologique, et E = Top(X). Pour toute partie X' de X, consi-
dérons le sous-topos T(X') de E image essentielle de Top(X’) dans Top(X). Montrer
que si X' est une partie localement fermée, T(X") est un sous-topos localement fer-
mé de E, la réciproque étant vraie si on suppose de plus X et X’ sobres. Prouver que
X' +— T(X') établit un isomorphisme d’ensembles ordonnés entre I’ensemble des
parties localement fermées X’ de X et I'ensemble des sous-topos localement fermés
de E.

Soit F un sous-topos de E. Monter que tout sous-topos ouvert de F est induit par un
sous-topos ouvert de E. (Utiliser 9.1.8 c)). Montrer que F est un sous-topos localement
fermé de E si et seulement si c’est un sous-topos ouvert de son adhérence (9.4.8 a)). En
conclure, en utilisant 9.4.8 d), que la propriété pour F d’étre un sous-topos localement
fermé de E est une propriété locale sur E.

Soit F un sous-topos localement fermé de E. Montrer que parmi toutes les facons
d’écrire F comme un intersection d’un sous-topos ouvert I/ et d’un sous-topos fermé
F de E, il en est une avec U le plus grand possible, et 7 le plus petit possible. (Prendre
J = adhérence de F, et I/ = plus grand sous-topos ouvert induisant sur J le sous-
topos F.) Compatibilité de la formation de U, & avec la localisation sur E.

Exercice 9.4.10. — Développer la notion de sous-topos constructible, localement construc-
tible, quasi-constructible, localement quasi-constructible, sur le modele des notions familieres
dans le cas des espaces topologiques (EGA 0y 9.1, EGA IV 10.1). Dans le cas d’un topos
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de la forme Top(X), on retrouvera une bijection entre ’ensemble des parties constructibles
(resp. ...) de X, et Pensemble des sous-topos constructibles (resp. ...) de Top(X).

9.5. Le théoréme de recollement. —

9.5.1. — Soit f : A — B un foncteur entre deux catégories. Désignons par (B, A, f) la
catégorie suivante : les objets de (B, A, f) sont les triples

(X,Y,u)

ou X est un objet de B, Yun objet de A, et u un morphisme de X dans f(Y); les morphismes
entre deux objets (X,Y,u) et (X',Y’,u’") sont les couples (m,m’), ou m est un morphisme
de X dans X' et m’ un morphisme de Y dans Y, tels que le diagramme ci-aprés soit com-
mutatif :

X————f()

m\ \f(m')
!

u

X ——f(Y")
la composition des morphismes est définie de la maniére évidente.

9.5.2. — Remarquons que la catégorie (B, A, f) dépend de maniére fonctorielle du systéme
des données A, B, f, en un sens que nous laissons au lecteur le soin de préciser. En particulier,
si f’ est un deuxiéme foncteur de A dans B, alors tout morphisme de foncteurs

=
définit un foncteur (4, B, f) = (A, B, f’), qui est un isomorphisme siu : f — f’' lest.

9.5.3. — Revenons a la situation de 9.3, et considérons la catégorie (F,U, p) définie dans
9.5.1. A chaque objet X de E correspond un objet (i* X, j*X,h(X) : i*X — pj*X) de
(F,U, p) ou h(X) s’obtient en transformant par le foncteur i* le morphisme d’adjonction
X - j.j*(X)(onap=i*j, 9.3.6.3). On a donc défini ainsi un foncteur

(9.5.3.1) @ E—s (F,U,p).

Théoréme 9.5.4. —  a) Soient E un topos, Il un sous-topos ouvert de E, F le sous-topos
fermé complémentaire. Le foncteur

p=itj, U — F

est exact d gauche et accessible et le foncteur @ (9.5.3.1) est une équivalence de catégories.
b) Réciproquement, soient U et F deux topos et p : U — F un foncteur de recollement
(9.3.6) (i.e. accessible (19.2) et exact a gauche). La catégorie E = (F,U, p) est un topos.
Soient ¢+ un objet initial de I, e;; un objet final de U, et soit U = (¢p5,ey, p5 —
pley)) € Ob E. Le foncteur X — (¢, X, p5 — p(X)) induit une équivalence de U sur
E,y, donc avec le sous-topos ouvert U’ de E défini par U. Le foncteur Y — (Y,e,Y —
p(e)) est un plongement fermé (9.3.5), i.e. induit une équivalence de F avec un sous-
topos fermé F' de E. Les sous-topos U et F' sont complémentaires. Soit p' : U' — F'
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le foncteur de recollement. Les foncteurs p et p’ sont compatibles avec les équivalences
explicitées ci-dessus.

Définition 9.5.5. — Soient U et F deux topos et p : U — T un foncteur de recollement
(9.3.6). Le topos (F, U, p) est appelé le topos construit a partir de U et de F par recollement a
Paide du foncteur p.

9.5.6. — Démonstration de 9.5.4 a) ) La premiére assertion n’est qu’un rappel de 9.4.1 d). Le
couple de foncteurs (i*, j*) est conservatif, ou encore, fidéle (9.4.1 c)). A fortiori le foncteur
@ est fidéle. Montrons qu’il est pleinement fidéle. Il résulte de 9.3.3 b) que, pour tout objet
X de E, le diagramme ci-aprés est cartésien :

X JJ* X

| |

X —————————— 00", J" X

Soient alors X et Y deux objets de E, et (m,m’) :

i*X *j. X
ml i*j*m/t
i*Y i*j JjY;

un morphisme entre @(X) et @(Y). En utilisant la fonctorialité du produit cartésien et les
diagrammes (), on obtient un morphisme w : X — Y qui rend commutatif les diagrammes
ci-apres :

w

X Y X Y

*m, l*m e
JuJ X ——j,j'Y, X ——— i, i'Y
En appliquant respectivement les foncteurs j* et i* on obtient: j*w = m’, i*w = m.
Montrons maintenant que le foncteur @ est essentiellement surjectif. Soit (Y, X,u : Y —

i*j,.(X)) un objet de (F,U,i*j,). On en déduit un diagramme :
Jx X
iU l

. * PR .
Y—sii*j. X

9. Pour un énoncé de recollement plus général que 9.5.5, cf. exercice(!?).
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D’ou, en prenant le produit fibré, un diagramme cartésien :

w J.X

()

iu

iY A ¢

Nous laissons au lecteur, le soin de montrer que @(W) est isomorphe a (Y, X,u : ¥ —
i*j. (X)) et que le diagramme () est isomorphe au diagramme () relatif a W.

9.5.7. — Démonstration de 9.5.4 b). Nous nous bornerons a montrer que (¥,U, p) est un
topos. La démonstration des autres assertions est laissée au lecteur. Vérifions les propriétés
a), b), ¢), d) de 1.1.2.
a) Les limites projectives finies sont représentables : Clair car les catégories U et F sont
des topos et p commute aux limites projectives finies.

U
b) Les sommes directes sont représentables, disjointes et universelles : Soit (Y; — p(X})),
i € I, une famille d’objets de (&, U, p). Par définition des limites inductives, on a un

morphisme canonique
[Trxo— o] x0

iel iel
d’ot, en composant avec le morphisme [ [ #;, un morphisme

n: v — ] xo.
i€l iel
On vérifie immédiatement que ce dernier objet est la somme directe de la famille consi-

dérée, et que cette somme directe est disjointe et universelle.
c) Les relations d’équivalence sont effectives et universelles :

Soit
R, Y
w
f@
p(Ry) —————= p(X)
f

une relation d’équivalence sur I'objet Y5 p(X). Larelation Ry —=Y est alors une

u
relation d’équivalence sur Ydans 7, etlarelation R, ——= X estun relation d’équi-
U

valence sur X dans U. Les quotients Y/R;, p(X)/p(R,), X/R, sont représentables dans
J et U car ces catégories sont des topos. De plus, par définition des limites inductives,
le morphisme canonique p(X) — p(X/R,) se factorise par p(X)/p(R,). On en déduit,
par la fonctorialité des limites inductives, un morphisme canonique Y/R; 5 p(X/R,).
On vérifie que ce dernier objet est le quotient de Y 5 p(X) par la relation d’équiva-
lence considérée, que ce quotient est effectif (I 10) et que toutes ces propriétés sont
conservées par changement de base.
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d) (F,U, p) admet une petite famille génératrice. Cette propriété résulte de I 9.25 (compte
tenu de ce que p est accessible), en prenant B = 4; = (0 = 1), Ey = F, E; = U,
f*=p:E — E;,douHomg(B, E) = (F,U,p).

On peut aussi éviter le recours a I 9.25 (dont la démonstration donnée était assez
pénible!) et utiliser hypothése sur p sous la forme que p admet un pro-adjoint

o . Pro(F) — Pro(ll),

(cette interprétation (I 8) reposant sur (I 9), dont la démonstration est nettement plus
compréhensible). 1l suffit alors de noter que si C’ (resp. C”) est une sous-catégorie
génératrice de U (resp. F), et si pour tout X” € Ob C”, on représente 6(X") sous
forme d’un systéme projectif (6(X"););er(x’), ot 1(X") est un petit ensemble ordon-
né filtrant, alors la famille des objets de E qui sont, soit de la forme (¢p+, X', 5 —
¢(X")) avec X' € ObC’, soit de la forme (X", o(X");,uxr @ X" = plc(X"),),
ot X" € ObC”,i € I(X"), et uyn correspond par adjonction au morphisme cano-
nique o6(X"”) - o(X");, —est une famille génératrice (évidemment petite) si C’, C”
sont choisis petits. La vérification de ce fait est effectivement immédiate, et laissée au
lecteur.

9.5.4.8. — Utilisons les notations de 9.5.7 b), et montrons comment on peut expliciter, &
isomorphismes canoniques prées de foncteurs, le systéme de foncteurs (9.3.6.2), ou on fait
E = (&,U, p). Le détail des vérifications des assertions ci-dessous (essentiellement méca-
niques a 'aide de 9.5.4) est laissé au lecteur.

9.5.8.1. — Le foncteur

i (F, U p) — F
est donné par

*(X,Y,u: X+— p(Y)) =X.

9.5.8.2. — Le foncteur

i, : F—(F.Up
est donné par i, (X) = (X, e, X - p(e)) (e = objet final de U).
9.5.8.3. — Le morphisme d’adjonction

id — i i*

est isomorphe au morphisme fonctoriel

X—2 S xY)
X ple)

9.5.8.4. — Le foncteur
LG Up—U
est donné par J X, Y,u: X — pX)) =Y.
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9.5.8.5. — Le foncteur

iU —(F.Up)
est donné par @) =(F.Y, 05 — p(Y))
(¢ objet initial de)
9.5.8.6. — Le foncteur

Je t U — (F,U,p)
est donné par J.Y)=(p(Y),Y,id : p(Y) — p(Y)).
9.5.8.7. — Le morphisme d’adjonction

Wt —id

est isomorphe au morphisme fonctoriel

g ——p(Y)

e

X ——p(Y)
9.5.8.8. — Le morphisme d’adjonction
id— j.Jj"
est isomorphe aux morphisme fonctoriel

X —==p(Y)

ML lp(id)

p(V) —Ls p(¥)

Exercice 9.5.9. — (Propriétés d’exactitude d’un topos recollé.) Soient U, F deux topos, p :
U — F unfoncteur de recollement, E = (F,U, p)letoposrecollé,j : U — Eeti : F - E
les morphismes de topos canoniques, de sorte que p = i*j,.

a) Prouver que i* commute aux (petits) produits (i.e. (1.8 ou I 8) le foncteur i* admet
un adjoint & gauche i) si et seulement si il en est de méme de p, i.e. (loc. cit.) si et
seulement si p admet un adjoint a gauche o : F — U (ou encore si et seulement si le
proadjoint de p restreint a F (9.6.3) se factorise a isomorphisme prés par I/) : onaalors 470
o = j*i,. Donc les foncteurs de recollement p ayant cette propriété correspondent a
isomorphisme prées aux foncteurs ¢ : F — U qui ont un adjoint a droite, i.e. (1.6)
qui commutent aux %-limites inductives, ou encore qui sont continus. Lorsque J est
équivalent a un topos C~, ou C est un %-site, ces foncteurs correspondent donc a
isomorphisme prés aux foncteurs continus C — I/ (I 1.2 et I 1.7).

b) Supposons que le foncteur i, soit défini. Montrer que pour que /, commute a un type
déterminé de petites limites projectives, il faut et il suffit que ¢ : & — U y commute.
(Pour la nécessité, utiliser que j* commute aux petites limites projectives; pour la
suffisance, utiliser la description équivalente de E en termes de ¢ comme formé des
triples (Y, X,u)avecY € ObF, X € Obl,u : o(Y) - X.)
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¢) Déduire de a) et b) un exemple de plongement fermé de topos i : F — E tel que i,
existe, mais ne commute ni aux produits fibrés, ni aux limites projectives filtrantes. (Il
suffit de trouver un foncteur continu entre deux topos qui ne posseéde aucune de ces
deux propriétés d’exactitude.)

Exercice 9.5.10. — (Recollement de topos de la forme 6) Soient C une petite catégorie, et
E=C qui est un %-topos.

a) Se rappeler que les ouverts U de E correspondent aux cribles C' de C (I 4.1, 8.4.4,
E; étant alors équivalent a C’, le foncteur j* : E — E; s’identifiant au foncteur
restriction ??, i.e. le morphisme d’inclusion j : E,; — E étant 7 C - 6(4.6.1), ou
f 1 C' - Cestl'inclusion. Soit C” la sous-catégorie pleine de C complémentaire de
C' (i.e. ObC” est le complémentaire de Ob C’ dans ObC), g : C” — C l'inclusion.
Alors le sous-topos fermé F de E = G complémentaire du sous-topos ouvert défini
par C’, est canoniquement équivalent a C7, le morphisme d’inclusioni : & — E
s’identifiant a g : "= C

b) Considérer le foncteur

(9.5.10.1) h:C'”xC" —s (Ens), A(X',X")=Homc(X',X"),

et noter que C se reconstitue a isomorphisme prés, avec sa sous-catégorie pleine

C', par la connaissance des catégories C’, C” et du bifoncteur A (ce dernier pouvant
étre choisi arbitrairement). (Comparer 9.7.1 plus bas.) La donnée de A équivaut a celle
d’un foncteur C” — C’ = Hom(C’ 0 (Ens)), ou encore (III 1.2 et III 1.7) a celle d’'un
foncteur

(9.5.10.2) c:C"—

continu, i.e. (1.6) commutant aux petites limites inductives, ou encore, admettant un
adjoint a droite.

(9.5.10.3) p:C — C.

Montrer que p n’est autre que le foncteur de recollement associé au sous-topos ouvert
C'deE=C
c) Déduire de a) et b) que si on se donne un foncteur de recollement (9.5.10.3) entre
deux catégories de préfaisceaux, d’ou un topos recollé E, les conditions suivantes sont
équivalentes :
(i) E estéquivalent a un topos de la forme C
(ii) Le foncteur p commute aux petits produits (ou encore, il admet un adjoint a
gauche (9.5.10.2).
(iii) Le morphisme d’inclusion i : C” — E est «essentiel » i.e. i* commute aux
produits, ou encore i* admet un adjoint a gauche i,.
Lorsqu’il en est ainsi, expliciter une catégorie C telle que E = C aI'aide du bifoncteur
(9.5.10.1) défini par la restriction de (9.5.10.2) a C".
d) Montrer qu'un topos obtenu en recollant deux topos ponctuels n’est pas nécessaire-
ment équivalent a un topos de la forme C

Exercice 9.5.11. — (Morphisme d’un topos recollé dans un topos.)
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Soient: p : U — 5 un foncteur entre deux catégories, E = (J,U, p) la catégorie
«recollée » de 9.5.1, et Fune catégorie quelconque. Considérer le foncteur f +— po f:

7 : U =Hom(F,U) — F = Hom(F, F),
et définir une équivalence de catégories
Hom(F, E) > U, 7, 7).

Soit f : F — E un foncteur, et considérons ses composés avec les foncteurs cano-
niques j* : E - U eti* : E — F. Montrer que f commute & un type déterminé de
limites inductives (supposé représentable dans U et J, donc dans E) si et seulement
si j* feti* fy commutent. Montrer que si p commute & un type déterminé de limites
projectives (qui est donc représentable dans E), alors f y commute si et seulement si
il en est de méme de j* f et i* f.

Supposons maintenant que U et & soient des topos, et p un foncteur de recollement.
Soit F un topos, f : F — E un foncteur. Conclure de b) que f est un foncteur
image inverse associé a un morphisme de topos E — F'si et seulement si il en est de
méme des foncteurs j*f : F - U eti*f : F - F. Conclure de ceci et de a) que
Pon a une équivalence entre la catégorie Homtop(E, F), et la catégorie des triples
(f', ", uw),ou f' (resp. ") est un objet de Homtop(Y/, F) (resp. Homtop(&F, F)), et
ouu: f"* = po f'* est un homomorphisme de foncteurs F — F :si f est un objet
de Homtop(E, F), (f', f”,u) le triple correspondant, alors f' = f o j, f" = foi.
Préciser en quel sens on peut dire que c) fournit une caractérisation a équivalence pres
(dans une 2-catégorie de topos) du topos E en termes du triple (U, F, p).

Exercice 9.5.12. — (Recollement de deux espaces topologiques.)

a)

b)

Soient X un espace topologique, p : Top(X) — (Ens) = Top(pt) un foncteur de
recollement, i.e. (I 8) un foncteur proreprésentable, A € Ob Pro(Top(X)) 'objet qui
le pro-représente, E le topos déduit de p par recollement. Montrer que E est équi-
valent a un topos de la forme Top(Y') si et seulement si A est isomorphe a un objet de
Pro(Ouv(X)). En conclure que si X n’est pas vide, on peut trouver p tel que E ne soit
pas équivalent & un topos de la forme Top(Y).

Plus généralement, considérons un foncteur recollement p : Top(X) — Top(Y), avec
X, Y deux espaces topologiques. En déduire une application

¢ : X — ObPro(Top(Y))

(composée de X — ObPoint(Top(X)) — Ob Pro(Top(X)) (6.8.5) et du pro-adjoint o
de p. (N.B. pour x € X, ¢p(x) s’identifie a la fibre en x du faisceau de recollement (9.6.4)
défini par p.) Montrer que si E est équivalent a un topos de la forme Top(Z), alors ¢
prend ses valeurs dans I'image essentielle de Pro(Ouv(Y)).

Probleme. — A-t-on une réciproque ?

9.6. Faisceau de recollement. — Nous avons vu dans 9.5.4 que la donnée d’un topos E
muni d’un ouvert U revient essentiellement a celle de deux topos U et & et d’un foncteur
de recollement

(9.6.1)

p U —F
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i.e. d’un foncteur admettant un pro-adjoint
(9.6.2) o : Pro(#) — Pro(l).

D’apres le sorite sur les foncteurs proadjoints (I 8), le foncteur p est connu a isomorphisme
unique prés (et par suite le topos recollé E = (F,U, p) est connu a équivalence de topos
prés) quand on connait le foncteur o, ou encore, le foncteur induit par ¢

(9.6.3) o, . F —> Pro(l).

Le foncteur o est déterminé, a isomorphisme unique prés, par la propriété de commuter aux

petites limites projectives filtrantes et de prolonger le foncteur o,. D’autre part, pour qu’un
foncteur donné (9.6.3) soit isomorphe a un pro-adjoint, il faut et il suffit évidemment que
pour tout objet X de I/, le foncteur contravariant

Y —> HOmPrO(U)(Uo(Y), X)

sur J soit représentable, ou encore, que ce soit un faisceau sur F pour la topologie cano-
nique (1.2 iii)). On voit tout de suite que ceci signifie aussi que le foncteur opposé

(9.6.4) 62 F° —> Pro(l{)" C i/ = Hom(, (Ens))

est un faisceau sur F a valeurs dans Pro(X/)° (I 6.1). Ainsi, la donnée d’un foncteur de recol-
lement (9.6.1) équivaut aussi (a isomorphisme prés) d celle d’un faisceau sur F a valeurs dans
Pro(X)°. Le faisceau ainsi associé a un foncteur de recollement (ou a une situation (E, U, 5)
comme dans (9.3) s’appelle le faisceau de recollement associé au foncteur de recollement en-
visagé p (resp. a I'ouvert U du topos E).

Exercice 9.6.5. — Préciser 9.5.4 en un énoncé de 2-équivalence de 2-catégories, entre la
2-catégorie formée des couples (E, U) d’un topos E et d’un ouvert U dudit, et la 2-catégorie
formée des triples (U, 7, p) de topos U, F et d’un foncteur de recollement p : U — F
(la description explicite des 2-catégories en question étant a la charge du lecteur). Donner
une variante de cet énoncé faisant intervenir la 2-catégorie des triples (I, F, ¢), ou ¢ est
maintenant un faisceau sur F a valeurs dans Pro(X/)°.

9.7. Points d’un topos recollé. —
9.7.1. — Soient C une catégorie, et
u:D —C , v:D"—C

deux foncteurs pleinement fidéles, tels que les images essentielles C’, C” de u et de v soient
telles que
ObC'NObC"=¢ , ObC'UOLC”" =0ObC.

Supposons de plus que
X'eObC' , X"e€ObC” = Hom(X",X')=¢,
ou ce qui revient au méme, qu’on ait
Hom(v(A"),u(A")) = ¢ pour A’ € Ob D', A” € Ob D".

1l est alors immédiat que la catégorie C se reconstitue, a isomorphisme canonique prés, par
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la connaissance des catégories C’ et C” et du foncteur
(X', X")— Hom(X',X") : C'" x C" —> (Ens);
de méme, C se reconstitue a équivalence prés (celle-ci définie a isomorphisme unique pres)
par la connaissance de D’, D” et du foncteur
(A", A") — Homu(A"),v(A")) : D'° x D" — (Ens).

Cette remarque s’applique en particulier a la situation décrite dans la proposition suivante,
et nous montre que la catégorie Point(E) est déterminée, a équivalence prés, par la connais-
sance des catégories Point(Z() et Point(F) et d’un certain foncteur

Point(X)° X Point(#) — (Ens)
déduit du foncteur de recollement p : U — F.

Proposition 9.7.2. — Soient E un topos, U un ouvert de E, U = E;; et F le sous-topos fermé
de E complémentaire de U. Considérons les foncteurs p — pe j et q — q o i induits par les
morphismes d’inclusion j : U — Eeti : 5 — E:

(9.7.2.1) u : Point(l{) — Point(E), v : Point(¥) — Point(E).
Alors on a ce qui suit :

a) Les foncteurs précédents u et v sont pleinement fidéles, et tout point de E appartient a
Iimage essentielle de I'un ou Iautre des foncteurs u et v exclusivement.

b) Soient p et q deux points de E, tels que p (resp. q) appartienne a I'image essentielle de u
(resp. dev). Alors on a

(9.7.2.2) Hom(q, p) = ¢.

c) Soient p (resp. q) un point de U (resp. ). On a alors un isomorphisme, fonctoriel en
4, p) :
(9.7.2.3) Hom(u(p), v(¢)) ~ Hom(Pro(p)(p), g) ~ Hom(p, 6(q)),
ou
o : Pro(#) — Pro(l)
est le foncteur (9.6.2) pro-adjoint du foncteur de recollement p : U — F, et ot
p.U—F,

on a identifié (a équivalence pres) les catégories Point(l(), Point(F) a des sous-
catégories pleines de Pro(U), Pro(F) respectivement (6.8.5).

Démonstration

a) Lapleine fidélité de u et v est connue (9.1.4). L’assertion sur les images essentielles de u,
vrésulte des critéres 9.2.5 et 9.2.4 pour qu'un point P — E se factorise a isomorphisme
pres par U resp. &, compte tenu du fait que le topos ponctuel Pn’a que deux ouverts,
savoir 'objet initial et Iobjet final de P.

b) Compte tenu de a), 'assertion signifie que si le point p : P — E se factorise par I/, il
en est de méme de tout point p’ : P — F tel que Hom(p',p) # ¢. Orsia : p’ — pil
induit p*(e;) — p'“(ey), et alors p*(ey) = e, implique P (ey) = €y C.QFD.
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c) Grace au lemme 9.7.2.4 ci-dessous, appliqué aux inclusions j : & - Eeti : F — E,
on a un diagramme de foncteurs commutatif 4 des isomorphismes canoniques prés

Point({) ——*—— Point(E) <——~—— Point(§)

I | |

Pro(j,.) Pro(i,)
Pro(ll) ———— Pro(E) =<——— Pro(9),

ou les fleches verticales désignent les foncteurs pleinement fidéles canoniques (6.8.5).
D’autre part, comme i, admet un adjoint & gauche i*, Pro(i,) admet un adjoint a
gauche Pro(i*) ??, et on obtient finalement des isomorphismes fonctoriels

Hom(u(p), v(g)) = Homp, ) (Pro(j, )(p). Proi, ()
Homp, o) (Pro(i*)(Pro(j.)(p)), 4)
HomPrO(?) (Pro(l*J*)(P)7 q)7

ce qui n’est autre que la premiere formule (9.7.2.3), la deuxiéme étant alors triviale par
définition de ¢ comme pro-adjoint de p. Cela prouve donc 9.7.2, modulo le

Lemme 9.7.2.4. — Soit f : F — E un morphisme de topos. Alors le diagramme de foncteurs

Point(F) —='" . Point(E)

9.7.2.4.1) l l
Pro(f)
Pro(F) ——— = Pro(E)

est commutatif a isomorphisme canonique pres (les fléches verticales désignant les foncteurs
pleinement fidéles 6.8.5).

La vérification est immédiate & partir des définitions, et laissée au lecteur.

Corollaire 9.7.3. — Soit E un topos admettant assez de points, alors il en est de méme pour
tout sous-topos fermé J de E. Plus précisément, si (p;);c; est une famille conservative de points
de E, alors la famille des points de F, définie par la sous-famille (p;);c; formée des p; qui
proviennent de points de F, est conservative. (Comparer 6.7.3,6.7.4.)

En effet, soit f : X — Yune fleche de & transformée en isomorphisme par les foncteurs
fibre associés aux points envisagés de F. Comme i*i, =~ id#, on voit que i,.(f) : i,(X) —
i.(Y) est transformé en isomorphisme par les foncteurs fibre associés aux p; avec i € J;
il en est de méme pour les p; avec i € I — J, i.e. provenant de points de U, puisque j*i,
est le foncteur constant de valeur ’objet final. Donc i, (f) est un isomorphisme, donc aussi

f=iti,(f). C.QFD.

Remarque 9.7.4. — Si E est un topos ayant assez de points, il est clair qu'un ouvert U de
E est déterminé quand on connait la sous-catégorie pleine de Point(E) image essentielle de
Point(E;) ; en fait, si C est une sous-catégorie pleine de Point(E) définissant une famille
conservative de points de E, il suffit méme de connaitre la sous-catégorie C;;; des éléments
de C appartenant a 'image essentielle de Point(U). De ceci et de 9.7.2 a) il résulte qu'un
sous-topos fermé F de E est déterminé quand on connait I'image essentielle de Point(F)
dans Point(E) ou méme seulement 'intersection de celle-ci avec C.
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Exercice 9.7.5. — Soit E un topos. Pour tout sous-topos F de E, soit P(F) le sous-
ensemble de Point(E) formé des classes d’isomorphie de points de E qui se factorisent
par F. Ainsi, P(F) est homéomorphe a Point(F) (9.1.8 c)). Montrer que si F est un sous-
topos ouvert (resp. fermé, resp. localement fermé (9.4.9)) de E, alors P(F) est une partie
ouverte (resp. fermée, resp. . localement fermée) de Point(E). Montrer que lorsque E a
suffisamment de points, il en est de méme de tout sous-topos localement fermé de E, et
Papplication F — P(F) induit une bijection entre I’ensemble des sous-topos ouverts (re-
sp. fermés, resp. localement fermés) de E, et 'ensemble des parties ouvertes (resp. fermées,
resp. localement fermées) de Point(E). Généraliser les considérations précédentes au cas
ou on remplace Point(E) par n’importe quel sous-espace X de Point(E) correspondant a
une famille conservative de points de E.

9.8. Compléments sur certains topos liés aux espaces topologiques. — Nous indi-
quons dans ce numéro quelques compléments, qui seront donnés sous forme d’exercices.
Il est conseillé au lecteur de les parcourir, pour s’habituer au point de vue des topos dans
diverses situations de type classique.

Exercice 9.8.1. — (Descente de faisceaux sur un espace topologique.)
Soit f : X — Y une application continue d’espaces topologiques € %, d’ol1 un foncteur

[ Top(Y) — Top(X).

a) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) f* estfidele.

(if) f* est conservatif.

(iii) f(X) est une partie trés dense (EGA IV 10.1.3) de Y.
11 suffit pour ceci que f ou f, soit surjectif. Donner un exemple ou f* est fidéle et ou
[ = feop nest pas surjectif (prendre X discret, f injectif, £(X) = ensemble des points
fermés de Y, Y un espace topologique noethérien non discret). Donner un exemple ou
fsop €st surjectif mais non f, un autre ou f est surjectif mais non f,.

b) Supposons f(X) trés dense dans Y, et sa topologie quotient de celle de X. Prouver que
la fleche f de (Esp) est un morphisme de descente pour la catégorie fibrée des fais-
ceaux d’ensembles sur des espaces variables, i.e. que le foncteur f* induit un foncteur
pleinement fidéle de la catégorie Top(Y') dans la catégorie des objets de Top(X') munis
d’une donnée de descente relativement & f : X — Y. Se ramener un cas f surjectif,
et calquer le raisonnement de VIII 9.1 donné dans le contexte des topologies étales de
schémas.) Donner une réciproque.

c) Supposons que f(X) soit trés dense dans Y, que sa topologie soit quotient de celle de
X, et que les fibres de f soient connexes. Prouver que le foncteur f* est pleinement
fidele. (Calquer le raisonnement de SGA 1 IX 3.4.) Donner une réciproque, tout au
moins si les points de Y sont fermés.

d) Supposons que Y'soit réunion d’ouverts Y; au-dessus desquels X admette des sections.
Prouver qu’alors f est un morphisme de descente effective pour la catégorie fibrée des
faisceaux d’ensembles sur des espaces topologiques variables, i.e. que le foncteur en-
visagé dans c) est méme une équivalence de catégories.

Exercice 9.8.2. — (Topos quotients d’espaces topologiques. Etendues topologiques.)
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a) Soit
p
9.8.5.1) X, —__Z x, —/= X,
E—— P

un objet semi-simplicial tronqué a 'ordre 2 de la catégorie (Esp) des espaces topo-
logiques € %, d’ou par les foncteurs images inverses un diagramme de catégories de
faisceaux

py S
Top(Xy) ———= Top(X;) ——— Top(X>),

%

1%
(de facon plus précise, on a une catégorie cofibrée sur la catégorie des simplexes-
types 4,, 0 < n < 2). Montrer que la catégorie m de ce diagramme (i.e. la catégorie
des faisceaux d’ensembles sur X, munis d’'une donnée de descente relativement au
diagramme 9.8.2.1, i.e. d’un isomorphisme p}(F) =~ p3(F) tel que...), est un %-topos
T. (Pour un énoncé plus général de stabilité des topos par opérations l(ln cf. VI 8
Définir un morphisme de topos g : Top(X,) — T, et prouver que pour tout %-topos
E, Homtop(T, E) est équivalent via ¢* a la catégorie 1(21 du diagramme suivant de
catégories, déduit de (9.8.2.1) :

Homtop(Top(X,), E) ——> Homtop(Top(X,), E) —— Homtop(Top(X,), E).

b)

En particulier, soit R une relation d’équivalence dans un objet X de (Esp), i.e. (I 10.9)
un sous-objet R de X X X (N.B. I'inclusion R & X X X est continue, mais la topologie
de R n’est pas nécessairement induite par celle de X X X), tel que pour tout objet
Y de (Esp), Hom(Y, R) soit le graphe d’une relation d’équivalence dans Hom(Y, X).
On en déduit un diagramme de la forme (9.8.2.1), avec X, = X, X; = R, X, =
(R, p2)Xx R, py, ou py, p, sont les deux projections de R dans X, d’ou un topos, qu’on
notera Top(X)/R, ou méme Top(X/R), voire X/R, par abus de notations, et qui joue le
role d’un quotient de X par R, en un sens précisé par a). Supposons que la topologie
de R soit induite par celle de X X X, et que, désignant par X/R Pespace topologique
quotient ordinaire, X admette localement des sections sur X/R, prouver qu’alors T est
équivalent a Top(X/R). (Utiliser 9.8.1 d)).

Soit H — X un morphisme injectif de groupes topologiques, i.e. un monomorphisme
d’objets groupes dans (Esp), et soit R la relation d’équivalence qu’il définit dans X,
ie. R = H X X, avec p| = pr, et p, défini par 'action de H sur X via translations a
gauche. Montrer que pour que la topologie de R soit induite par celle de X x X, il faut
et il suffit que la topologie de H soit induite par celle de X. Donner des exemples ou
cette condition n’est pas remplie, et ou la topologie quotient ordinaire de X/H est la
topologie grossiere aveca) H = ZxXZ, X =R,etb) H =R, X = TxT,avec T = R/Z,
(« géodésiques du tore »). Prouver que les deux topos obtenus sont équivalents et ne
sont pas équivalents a Top(X/H) (qui est un topos final (2.2), ni a aucun topos de la
forme Top(Y)).
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Soit G un groupe topologique opérant sur un espace topologique X, d’ou de fagcon
bien connue un objet semi-simplicial

LOGXGXX - GxX = X.
B ——

Montrer que le topos T'qui s’en déduit en vertu de a) s’identifie a la catégorie des es-
paces X' a groupe d’opérateurs G au-dessus de X, tels que X’ — X soit un étalement
(compatible a I’action de G). En particulier, lorsque G est discret, on retrouve le topos
Top(X, G) de 2.3.

Les considérations qui précédent justifient la notation Top(X)/G, voire Top(X/G)
ou méme simplement X/G, pour le topos précédent T. On fera attention cependant
que lorsque G est un groupe discret (pour fixer les idées) opérant proprement sur X, de
sorte que 'espace quotient ordinaire X/G posséde des propriétés assez raisonnables,
le morphisme de topos naturel T — Top(X/G) déduit de la caractérisation universelle
a) de T'n’est une équivalence de topos que si G opére librement i.e. sans points fixes,
i.e. lorsque G X X — X X X est un monomorphisme ; donc dans le cas d’'une « pré-
relation d’équivalence » (ou « groupoide » au sens de (SGA 3 V 1) qui n’est pas une re-
lation d’équivalence, la notion de passage au quotient au sens des topos (ou « passage
au quotient fin ») ne correspond pas en général (via la correspondance X — Top(Y))
au passage au quotient topologique habituel.

Soit T'un %-topos. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) II existe une famille (S;);c; d’objets de T couvrant I'objet final de E, telle que
pour tout i € I, le topos induit T)g, soit équivalent a un topos de la forme
Top(X), avec X € (Esp).

(i") Il existe un S € Ob E couvrant l'objet final tel que le topos induit T)g soit
équivalent a un topos de la forme Top(X).

(i) Il existe un espace topologique X, et une pré-relation d’équivalence R dans X
(au sens de la catégorie (Esp)) qui soit étale (i.e. telle que p; : R — X soit un
étalement), tels que T soit équivalent a Top(X/R), ou les notations sont celles
de b).

481

On dira alors que le topos T est localement un espace topologique, ou encore que 7' 482

est une étendue topologique (ou simplement une étendue, si aucune confusion n’est a
craindre).

Montrer que le topos T construit dans a) a suffisamment de points, et plus précisément,
qu’il admet une famille conservative de points paramétrée par le (petit) ensemble X,.
En particulier, toute étendue a une petite famille conservative de points, donc a suffi-
samment de points. Lorsqu’une étendue T est réalisée sous la forme Top(X/R) comme
dans e) ii), prouver que tout point de T est isomorphe a I'image d’un point de Top(X),
donc est défini par un point ordinaire de X, (ou encore de X, lorsque X est sobre).
Montrer que le topos Top(X/G) de 2.3 est une étendue. (Utiliser sa description d) ou
7.1.10 c).) Montrer que pour tout x € X, le monoide des endomorphismes du point
de Top(X, G) = Top(X)/G défini par x est canoniquement isomorphe au groupe de
stabilité G, de x. En particulier, les points d’une étendue peuvent avoir des groupes
d’automorphismes non triviaux. Déterminer Point(J) pour I'étendue T définie par
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h)

une prérelation d’équivalence étale dans un espace X, et montrer que tout endomor-
phisme d’un point de T est un automorphisme.
Soit T'un topos. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
i) Pour tout point p de T, tout endomorphisme de p (resp. tout automorphisme de
p) est 'identité.
ii) Pour tout topos .S ayant suffisamment de point, et tout morphisme de topos
f S — T, tout endomorphisme de f (resp. tout automorphisme de f) est
I'identité.
Montrer de méme que les conditions suivantes sont équivalentes :

i") Pour deux points p, g de T, il existe au plus un morphisme de p dans q.

ii’) Pour deux morphismes f, g : § = T d’un topos S ayant suffisamment de
points dans T, il existe au plus un morphisme de f dans g.

Lorsque ces derniéres conditions sont vérifiées, on dit que le topos T est ponctuel-

lement rigide, ou simplement rigide. Montrer que si X est un espace topologique muni
d’une pré-relation d’équivalence étale R, I'étendue quotient T = Top(X)/R est rigide
si et seulement si R est une relation d’équivalence.
Soient (X, G) un espace topologique a groupe discret d’opérateurs, H un sous-groupe
distingué de G tel que l'opération induite de H sur X soit propre et libre, et soient
X' = X/H, G' = G/H, de sorte que G’ opére sur X’ de facon évidente. Prouver que
le morphisme de topos

Top(X,G) — Top(X',G")

induit par le morphisme canonique (X, G) — (X', G’) d’espaces a opérateurs (4.1.2)
est une équivalence de topos.

Montrer que I'ensemble des ouverts du topos Top(X/G) s’identifie a I'ensemble des
ouverts de X stables par I’action de G, ou encore a I’ensemble des ouverts de 'espace
topologique quotient X/G. En conclure que Top(X/G) est connexe si et seulement si
toute partie de X ala fois ouverte et fermée et stable sous ’action de G est vide ou égale
a X. Lorsque les composantes connexes de X sont ouvertes, Top(X/G) est connexe si et
seulement si G opére transitivement sur I'ensemble 7,(X) des composantes connexes
de X ; plus généralement 7y (Top(X/G)) (8.7 g)) est un pro-ensemble essentiellement
constant isomorphe a ’ensemble quotient 7y(X)/G.

Montrer que lorsque X est localement connexe et localement simplement connexe,
et T = Top(X, G) connexe i.e. G transitif sur z,(X), alors parmi toutes les facons de
réaliser Tal’aide d’un espace a opérateurs (X', G') (cf. ci-dessus pour certaines telles
fagons), il y en a une, unique a isomorphisme non unique prés, pour laquelle X'’ est
connexe et simplement connexe. Montrer que le choix d’un tel (X', G') revient au
choix d’un « revétement universel » de ’objet final de T, et que G’ est isomorphe au
groupe 7 (T') relatif & ce revétement universel (cf. 2.7.5).

(Hint : montrer que la donnée d’une équivalence de T'avec un Top(X, G) revient a la
donnée d’'un Gr-torseur P dans T, et que si (X, G) et P se correspondent, on a une
équivalence canonique Top(X) — T/P).

Conclure de ceci une démonstration triviale de la derniére assertion de c). Caracté-

riser les topos T équivalents a des Top(X, G), ou G est un groupe discret opérant sur
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un espace topologique localement connexe et localement simplement connexe en per-
mutant transitivement les composantes connexes, comme étant les étendues connexes,
localement connexes et localement simplement connexes dont le revétement univer-
sel Pde I'objet final ey de T soit tel que le topos induit T} p soit équivalent & un topos
de la forme Top(X) (ou, comme on dira simplement par abus de langage Tp « est » un
espace topologique).

Donner un exemple d’une étendue, localement isomorphe a R, qui est connexe et

simplement connexe mais qui n’est pas un espace topologique. (Prendre le revétement
universel de la droite R avec origine dédoublée.)
Un topos annelé (T', Op) (cf. § 11) est appelé une étendue différentiable (resp. une éten-
due analytique réelle. resp. une étendue analytique complexe) s’il existe des objets S; de
T couvrant 'objet final, tels que le topos annelé induit (7}, Of/E) soit équivalent au
topos annelé défini par une variété différentiable avec son faisceau de fonctions réelles
C® (resp. au topos annelé défini par un espace analytique réel, resp. au topos annelé
défini par un espace analytique complexe). Donner une description constructive de
ces topos annelés, du type de e) ii) (ou on prendra pour X respectivement une variété
différentiable, un espace analytique complexe ou un espace analytique réel). Donner
des exemples de tels topos annelés qui ne soient pas équivalents a des topos annelés
associés a des espaces topologiques, en reprenant les exemples envisagés dans c).

Exercice 9.8.3. — (Topos associés aux relations d’équivalence locales et aux feuilletages) (1.
Soit X un espace topologique.

a)

b)

Pour tout ouvert U de X, soit Quot(U) 'ensemble des relations d’équivalence dans U,
et pour un ouvert V' C U, considérons I'application naturelle Quot(U) — Quot(V),
d’ou un préfaisceau Quot , sur X. Soit Q y ou simplement Q le faisceau associé, et soit
r une section de Q (« relation d’équivalence locale sur X »). De la relation d’ordre sur
Pensemble Quot(U) des relations d’équivalence sur un ouvert U de X, déduire sur le
préfaisceau Quot, et sur le faisceau associé Q, une structure d’ordre i.e. une structure
de préfaisceau resp. de faisceau a valeurs dans la catégorie des ensembles ordonnés.
Considérer, pour toute relation d’équivalence R sur X, la section loc(R) de O qu’elle
définit. Soit E(r) ensemble des relations d’équivalence sur X telles que loc(R) soit
moins fine que r, et soit glob(r) la relation d’équivalence borne supérieure de E(r),
(dont le graphe est I'intersection des graphes des R € E(r)). Soit (U, ),c x une famille
de voisinage ouverts des x € X, et pour tout x € X soit R, une relation d’équivalence
dans U, dont le germe en x soit r,.. Pour toute famille 7’d’ouverts V, (x € X, x € V, C
U,), soit Ry la relation d’équivalence dans X engendrée par la famille des relations
R, |V,. Montrer que si 7"/ < 7'(dans un sens évident) on a Ry» > Ry, et que glob(r)
est la borne supérieure de la famille filtrante croissante de relations d’équivalence R
Donner un exemple ou glob(r) n’est pas dans E(r), i.e. ou il existe un a € X tel que,
pour tout voisinage ouvert W C U, de a, il existe un 7" = (V) et deux points y, z de
W qui sont équivalents pour R,, mais qui ne sont pas équivalents pour Ro. Montrer
que pour toute R € Quot(X) on a globloc(R) > R.

10. Cet exercice est donné sous toutes réserves, ayant été rédigé hativement et insuffisamment vérifié. Monsieur
N. SAAVEDRA a vérifié les parties a) a e). Priére au lecteur de nous communiquer ses observations éventuelles.
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©)

d)

g)

On dit que r est une relation d’équivalence locale précohérente (resp. cohérente) si
glob(r) € E(r) i.e. loc(glob(r)) < r (resp. si pour tout ouvert U de X, la restriction de
r a U est précohérente). On dit que r est globalement cohérente si elle est cohérente,
et si, de plus, r = locglob(r). On dit qu'une relation d’équivalence R sur X est
localement cohérente si r = loc(R) est cohérente, cohérente si de plus R = glob(r)
i.e. R = glob(loc(R)). Montrer que les relations d’équivalence localement cohérentes
r sur X correspondent biunivoquement aux relations d’équivalence cohérentes R sur
X, par r — glob(r) et R — loc(R);

Montrer que pour que r soit cohérente il suffit que pour tout a € X et tout voisi-
nage ouvert W' C U, de a, il existe un voisinage ouvert W C W’ de q, tel que
toute classe d’équivalence de R,|W soit contenue dans une composante connexe d’une
classe d’équivalence de R,|W' (afortiori, il suffit qu’il existe une famille fondamentale
de voisinages ouverts W, C U, de a tels que les fibres de la relations d’équivalence
induite R,|W, soient connexes). (Hint : se ramener a établir la pré-cohérence dans
le cas ou r est définie par une R € Quot(X), et noter dans ce cas que les fibres des
relations d’équivalence Ry, sont des parties relativement ouvertes - donc aussi relati-
vement fermées- des fibres de R). Montrer que pour qu’une relation d’équivalence glo-
bale R soit cohérente, il suffit qu’elle soit localement cohérente et que ses fibres soient
connexes ; prouver que cette condition est nécessaire si les fibres sont fermées. Donner
un exemple d’une relation d’équivalence a fibres connexes et localement connexes, et
qui n’est pas localement cohérente ( ?).

Soit f : X' — X une application continue. Définir un homomorphisme de pré-
faisceaux naturel f,(Quot, ) < Quot,, induisant un homomorphisme de faisceaux
f+(Qxr) < Qx dou f*(Qx) = Ox.Sir est une relation d’équivalence locale sur X,
on dit que f est une « application fibre » pour la relation d’équivalence locale r sur X,
si 'image inverse de r est la relation d’équivalence locale grossiére sur X’. Soit, pour
tout espace topologique X', Homfib.(X’, X) I’ensemble des applications continues
de X’ dans X qui sont des applications fibres relativement a . Montrer que pour X’
variable, on obtient un contrafoncteur en X'.

Supposons r cohérente. Montrer que le foncteur précédent est représentable par un
espace topologique X" au-dessus de X. Montrer que I'application fibre universelle
@ : X" — X est bijective, et que tout x € X" admet un voisinage ouvert U tel que
Papplication U — X induite par @ soit un homéomorphisme de U sur son image.
Montrer que les composantes connexes X" sont ouvertes et correspondent par la bi-
jection @ aux fibres de la relation d’équivalence R = glob(r). Donner un exemple ou la
restriction de @ aux composantes connexes de X" n’induit pas des homéomorphismes
de ces espaces avec leurs images dans X.

La relation d’équivalence locale r est dite ouverte si elle est une section du sous-
faisceau Qouv , de Q provenant du sous-préfaisceau Quotouv,, de Quot, dont la va-
leur en tout ouvert U de X est ’ensemble des relations d’équivalence ouvertes de U. On
dira que la relation d’équivalence locale r est strictement ouverte si elle est cohérente
et ouverte ou ce qui revient au méme, si elle est cohérente et si pour tout ouvert U
de X, glob(r|U) est une relation d’équivalence ouverte dans U. On dit que la relation
d’équivalence R dans X est strictement ouverte si elle est cohérente et si loc(R) est
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une relation d’équivalence locale strictement ouverte. Prouver que pour que r suppo-
sée ouverte soit strictement ouverte, il suffit qu’elle satisfasse a la condition envisagée
dans d); si r est localement définie par une R a fibres fermées, alors cette condition
est aussi nécessaire.

Soit F un faisceau d’ensembles sur X. Pour tout ouvert U de X, soit Quot(U, F) 'en-
semble des couples formés d’une relation d’équivalence R;; dans U et d’une relation
d’équivalence R dans F|U (F étant interprété comme espace étalé sur X) tels que le
morphisme structural p : F|U — U soit compatible avec les relations d’équivalence
Ry, Rpyy, et que le diagramme correspondant d’espaces topologiques

p q

U U/Ry

soit cartésien avec g un étalement (de sorte que F|U s’identifie a 'image inverse du
faisceau (F|U)/Rpy sur U/Ry). Montrer que les Quot(U, F) pour U variable défi-
nissent un préfaisceau sur X, dont le faisceau associé sera noté Q(F/X). Définir un
homomorphisme de faisceaux Q(F/X) — Q. Pour une section donnée r de Q , on
appelle r-structure sur le faisceau F toute section de Q(F/X) au-dessus de la section
donnée r de Q. Définir la catégorie Top(X/r) des r-faisceaux sur X, et définir un
foncteur conservatif en fidéle : « oubli de la r-structure » Top(X/r) — Top(X). Prou-
ver que dans Top(X/r) les limites projectives finies et les limites inductives finies sont
représentables, et que le foncteur précédent commute aux dites limites. En conclure
que dans Top(X/r) les sommes finies sont disjointes et universelles et les relations
d’équivalence sont effectives universelles. Prouver que Top(X/r) admet une petite fa-
mille génératrice. Donner un exemple avec r cohérente, ou Top(X/r) n’admet pas des
sommes directes infinies ( ?), donc n’est pas un topos.

Soit f : X — Y une application continue compatible avec R = glob(r). Définir un
foncteur

S o Top(Y) — Top(X/r)

dont le composé avec le foncteur d’inclusion Top(X/r) — Top(X) soit f*. Montrer que
si r est globalement cohérente et strictement ouverte (i.e. si R est strictement ouverte
et r = loc(R)), et si f est application canonique X — Y = X/R, alors f; est une
équivalence de catégories, donc Top(X/r) est un %-topos, et Top(X/r) — Top(X) est
le foncteur image inverse d’un morphisme de topos.
Conclure de 1) que si r est strictement ouverte, alors Top(X/r) est un topos, et le fonc-
teur d’inclusion Top(X/r) — Top(X) est le foncteur image inverse associé 4 un mor-
phisme de topos

p : Top(X) — Top(X/r).

Définir une loi fonctorielle du topos Top(X/r) et du morphisme de topos précédent p,
par rapport au couple (X, r) d’'un espace topologique X muni d’une relation d’équiva-
lence locale strictement ouverte. Montrer que si X’ — X est un étalement et si r’ est
I'image inverse de r dans X', alors le morphisme induit Top(X'/r’) — Top(X/r) est
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équivalent a un morphisme de localisation Top(X/r);r — Top(X/r), ou E est un objet
de Top(X/r) (déterminé a isomorphisme unique prés). Pour que E couvre 'objet final
de Top(X/r), il faut et il suffit que le saturé sous R = glob(r) de I'image de X’ dans X
soit égal a X.

1) Déduire de k) que Top(X/r) est une étendue rigide (9.8.2 h)). Montrer que si X est
sobre ’ensemble des classes d’isomorphie de points de Top(X/r) est homéomorphe,
pour sa topologie canonique (7.8) a 'espace topologique quotient X/ glob(r), et que
pour deux points de Top(X/r), provenant de points x et x’ de X, il existe au plus un
morphisme de 'un dans 'autre; il y en a effectivement un si et seulement si x” et x
sont équivalents mod glob(r) a des points x] et x; tels que x| générise x].

m) Etudier le morphisme de topos canonique Top(X) — Top(X/r), en notant que pour
tout objet U de Top(X/r) tel que le topos induit sur U « soit » un espace topologique
ordinaire, le morphisme induit Top(X),,*, — Top(X/r)/U «est» une application
continue d’espaces topologiques ordinaires X;; — U. Montrer que les fibres de 'ap-
plication X;; — U sont homéomorphes a des composantes connexes de I'espace X"
de f.

n) Soit X une variété différentiable munie d’un feuilletage, i.e. d’un sous-faisceau F lo-
calement facteur direct du faisceau tangent de X, stable par crochets. Définir sur X
une relation d’équivalence locale strictement ouverte associée au feuilletage, et définir
sur le topos quotient 7' = Top(X/r) un Anneau qui en fasse une étendue différentiable
(9.8.2 j)). Définir une équivalence de la catégorie des Modules localement libres sur
I’étendue différentiable T (appelés aussi fibrés vectoriels différentiables sur 7), et la
catégorie des Modules localement libres sur X munis d’une connexion relativement
au sous-fibré F donné du fibré tangent. Donner des variantes dans le cas analytique
réel et analytique complexe.

10. Faisceaux de morphismes

Proposition 10.1. — Soient E un topos, X etY deux objets de E ; le foncteur Z — Hompg(Z X
X,Y) ~Homg,_(Xz,Y) est représentable.

En effet, les limites inductives sont universelles dans E (I 4.3). Le foncteur Z — Z X X
commute donc aux limites inductives. Par suite, le foncteur Z — Hompg(Z X X,Y) trans-
forme les limites inductives de "argument Z en limites projectives. Il est donc représentable
(1.2.1).

10.2. — L’objet représentant le foncteur Z - Hompg(Z X X, Y) est noté Homg(X,Y) (ou
plus simplement Hom(X, Y)) et est appelé le faisceau des morphismes de X dansY. C’est un
bifoncteur en X et Y. On a donc un isomorphisme trifonctoriel.

(10.2.1) Homg(Z,Homg(X,Y)) ~ Homg(Z X X,Y).

Il résulte alors de la formule (10.2.1) que le bifoncteur (X, Y) = Hom(X, Y) transforme
les limites inductives de 'argument X (resp. les limites projectives de ’'argument Y) en li-
mites projectives dans E.
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Proposition 10.3. — Soitv : E — E' un morphisme de topos. Pour un objet variable X de
E et un objet variable Y de E’, on a un isomorphisme bifonctoriel.

(10.3.1) v, Homg(v*Y, X) ~ Homg/ (Y, v, X).

Démonstration. Pour tout objet Z de E’, on a une suite d’isomorphismes, fonctoriels en tout
les arguments :

Hompg/(Z,v, Homg(v*Y, X)) ~Homg(v*Z,Homg(v*Y, X)) (adjonction)

Homp(v*Z,Homg(v*Y, X)) ~Hompg(v*Z xv'Y, X) (10.2.1)
Homg(v*Z X v*Y, X) ~Homg(v*(Z XY), X) (v* exact a gauche)
Hompg(v*(Z X Y), X) ~Homg/ (Z XY,v,X) (adjonction)
Hompg/(Z XY,v,X) ~Homg,(Z,Homg/(Y,v,X)) (10.2.1)

Les deux membres de (10.3.1) représentent donc des foncteurs isomorphes, C.QF.D.

Corollaire 10.4. — Soient C un %-site, X un %-préfaisceau sur C, Y un %-faisceau sur C, 492
7 un univers contenant % tel que C soit 7-petit, C, le topos des 7-préfaisceaux sur C, Cy,

le topos des U-faisceaux sur C. Le préfaisceau Hom . (X,Y) est un %-faisceau. Soit X —

7
aX le morphisme canonique de X dans son faisceau associé. Le morphisme correspondant
Homc~ (aX,Y) —» Hoch (X,Y) est un isomorphisme. On a un isomorphisme canonique
v
HomeW(gX, Y)~ Homcgz(gX, Y).

10.4.1. — Supposons d’abord que C soit un petit site et que 7" = %. On a alors un morphisme
de topos : C, — CQZJ (4.8), d’ot1 (10.3.1) les assertions dans ce cas. Pour passer de la au cas
général, on remarque tout d’abord que le foncteur « faisceau associé » ne dépend pas de
Punivers (I1 3.6) et que le topos des Z-faisceaux sur C est équivalent au topos des Z-faisceaux
sur Cg; (IIT 4 et 1). Il suffit donc de démontrer le lemme suivant :

Lemme 10.4.2. — Soient E un %-topos, 7" un univers contenant %, EZ, le topos des
V-faisceaux sur E, X etY deux objets de E. Il existe un isomorphisme canonique Hom g(X,Y) ~
Hom Ey (X,Y).

10.4.3. — Le foncteur € : E — Eg:est pleinement fidele et exact a gauche. Par suite on a,
pour tout objet Z de E un isomorphisme

HomE(f(eEZ, eg Homg(X,Y)) ~ HomEi(eEZ XepX,€egY)

Mais tout objet de Exest limite inductive d’objets provenant de E, d’ou (10.2.1) I'assertion.
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10.5. — Soit v : E — E’ un morphisme de topos. On se propose de définir quatre mor-
phismes bifonctoriels.

@, : v*Hom(X,Y) — Hom(v*X,v"Y) , XetYobjetsde E’,
Y, :v,Hom(X,Y) — Hom(v,X,v,Y) , XetYobjetsdeE,
£, : Hom(y)X,Y) — v, Hom(X,v*Y) , X €obE,Y €obE’,
A, (X xXv*Y) —o(X)XY X €obE,Y €obE’,

ou, pour définir les morphismes =, et A, on suppose que le foncteur v* image réciproque
par v admet un adjoint a gauche v,.

10.5.1. — Définition de ¥,,. Soit X un objet de E. On a un morphisme d’adjonction v*v, X —
X, d’ou, pour tout objet Z de E’, un morphisme bifonctoriel v*(Z X v, X) - (v*Z) X X.
On a donc, pour tout objet Y de E, un morphisme trifonctoriel

Homg((v*Z)x X,Y) — Homg(v*(Z X v, X),Y).
On en déduit, par adjonction, un morphisme trifonctoriel
Hompg/(Z,v, Hom(X,Y)) — Hompg/(Z,Hom(v, X, v,Y));
d’ou le morphisme ¥,,.

10.5.2. — Définition de A,. Pour tout objet X de E, on a un morphisme d’adjonction X —
v*v, X, d’oui, pour tout objet Yde E, un morphisme bifonctoriel X Xv*Y — v*v)(X)X0*Y ~
v*(0(X) X Y); d’ou, par adjonction, le morphisme A,,.

10.5.3. — Définition de =,,. Soient X un objet de E, Z et Y deux objets de E’. Le morphisme
A, (X Xv*Z) - v)(X)X Z fournit un morphisme trifonctoriel Homg, (0)(X)X Z,Y) —
Hompg, (v)(X X v*Z),Y)); d’ou, par adjonction, un morphisme trifonctoriel

Hompg,(Z,Hom(v, X,Y)) — Homg,(Z,v, Hom(X, v*Y));
d’ou le morphisme =),
10.5.4. — Définition de @,,. Le morphisme trifonctoriel de (10.5.3)
Hompg/ (v,(Z) X X,Y) — Hompg/ (v,(Z X v*X),Y);

ou Z est un objet de E et X, Y sont des objets de E’, permet d’obtenir, par adjonction, un
morphisme trifonctoriel,

Homg(Z,v* Hom(X,Y)) — Homg(Z, Hom(v* X, v*Y));

d’ot une définition du morphisme @,,. Il existe une deuxiéme maniere de définir @,,. Soient
X, Y, Z trois objets de E’. Le foncteur v* : E’ — E fournit un morphisme trifonctoriel

Hompg/(Z X X,Y) — Hompg(v*(Z) X v*(X), v*Y);
d’ou, par adjonction, un morphisme trifonctoriel
Homypg,(Z,Hom(X,Y)) — Homg/(Z, v, Hom(v* X, v*Y)).
On a donc un morphisme bifonctoriel

Hom(X,Y) — v, Hom(v* X, v*Y);
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d’ou, par adjonction, un morphisme dont on laisse au lecteur le soin de vérifier que c’est
bien le morphisme @,, défini ci-dessus.

Proposition 10.6. — Soitv : E — E' un morphisme de topos.

1) Le morphisme¥, (10.5.1) est un isomorphisme pour tout objet Y de E si et seulement si le
morphisme d’adjonction v*v, X — X est un isomorphisme. En particulier, le morphisme
¥, est un isomorphisme pour tout couple d’objets (X,Y) si et seulement si le foncteur
v, . E - E’ est pleinement fidéle, i.e. si v est un plongement de topos.

2) Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Pour tout couple (X,Y) d’objets de E’, le morphisme @, (10.5.4) est un isomor-
phisme.
(ii) Le foncteur v* admet un adjoint a gauche v, et pour tout objet X de E et tout objet
Y de E’, le morphisme =, (10.5.3) est un isomorphisme.
(iii) Le foncteur v* admet un adjoint a gauche v, et pour tout objet X de E et pour tout
objet Y de E’, le morphisme A, (10.5.2) est un isomorphisme.

10.6.1. — La premiere assertion résulte immédiatement de (10.5.1). Il résulte aussi immédia-
tement de (10.5.2), (10.5.3), (10.5.4) que (iii) < (ii) < ((i) et le foncteur v* admet un adjoint a
gauche v)). Il reste donc a montrer que (i) implique que v* admet un adjoint a gauche, i.e. (1.8)
que (i) implique que v* commute aux petits produits. Soient e’ 'objet final de E’ et I un petit
ensemble. Comme v* est exact a gauche, v*(e’) est un objet final de E et comme v* commute
aux limites inductives v*(L;e’) =~ LI;v*(e’). Pour tout objet Yde E’, on a Hom(II;e’,Y) =~
II;Hom(e',Y) ~ II;Y et Hom(lI,v*(e’), v*Y) ~ II, Hom(v*(e'), v*Y) ~ IT;v*Y. Le mor-
phisme fonctoriel @, induit donc un isomorphisme v*I1;Y ~ II;0*Y dont on vérifie que
c’est 'isomorphisme canonique. C.QFD.

Corollaire 10.7. — Soient E un topos, Z un objet de E, j, : E;; — E le morphisme de
localisation (5.2), X, Y deux objets de E.
1) Il existe un isomorphisme bifonctoriel
JjyHom(X,Y) ~ Hom(j X, j5Y).
2) Soit X' un objet de E, . Il existe un isomorphisme bifonctoriel
Homp(jz X',Y) = jz, Homp, (X', j5Y).

3) SoitY' un objet de E/Z. Lorsque Z est un ouvert de E, il existe un isomorphisme bifonc-
toriel

Jjz. Hom(X',Y") 2~ Hom(j,, X', j,.Y").

Les assertions 1) et 2) se démontrent en remarquant que le morphisme A;  est un iso-
morphisme. Pour I’assertion 3), il suffit de remarquer que j,, est pleinement fidéle, car j,,
est pleinement fidele (I 5.7. a)).

Corollaire 10.8. — Soient E un topos, X, Y et Z troisobjetsde E, j, . E,, — E le morphisme
de localisation.

1) On a un isomorphisme canonique

Jjz+iyY ~Hom(Z,Y).
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2) On a un isomorphisme canonique

Homg(Z,Hom(X,Y)) ~ HomE/Z(j}X,jEY).

Soit e, 'objet final de E,, (ie. objetid, : Z — Z)). Il résulte de (10.2.1) qu’on a un
isomorphisme canonique

HOmE/Z(ez,j;Y) ~ J}K
d’ou, d’apres (10.7 2), un isomorphisme
Jz+iyY ~Hom(j ez, Y).

Comme jze; = Z, on a démontré 1). Démontrons 2). De (10.7), on tire un isomorphisme
canonique

Homg (ez.j7 Hom(X,Y)) ~ Homg (j7X.j7Y);
d’ou, par adjonction sur le premier membre,

Homg(Z,Hom(X,Y)) ~ HomE/Z(j}X,jEY).

11. Topos annelés, localisation dans les topos annelés

11.1.1. — Soit % un univers. On appelle %-topos annelé un couple (E, A) ou E est un %-topos
et A un objet muni d’une structure d’anneau. On appelle %-site annelé un couple (C, A)
ou C est un %-site et A un %-faisceaux d’anneaux sur C. On ne mentionne pas l'univers
lorsque le contexte ne préte pas a confusion. A un site annelé (C, A) est associé le topos
annelé (C™~, A). A un topos annelé (E, A) est associé le site annelé constitué par le site E et
le faisceau d’anneaux représenté par A.

11.1.2. — Soit (E, A) un topos annelé. On note 4FE (resp. E,) la catégorie des faisceaux
de A-modules (nous écrirons aussi A-Modules) a gauche (resp. a droite) unitaires. La caté-
gorie 4 E (resp. E,) est une catégorie abélienne (II 6.7). Soient M et N deux faisceaux de
A-modules a gauche (resp. a droite). Le groupe commutatif des morphismes de A-Modules
de M dans N est noté Hom (M, N).

11.1.3. — Soient A, B et C trois anneaux d’un topos E, M un faisceau de A — B bimodules,
N un faisceau de A—C bimodules a gauche. Soit e un objet final de E et posons Hom(e, B) =
I'(B), Hom(e, C) = I'(C). La structure de A— B bimodule de M fournit un homomorphisme
d’anneaux de I'(B)° dans 'anneau des endomorphismes du A-module M et de méme, la
structure de A — C bimodule de N fournit un homomorphisme d’anneaux de I'(C)° dans
I’anneau des endomorphismes du A-module N. On en déduit, par fonctorialité, une structure
de I'(B) — I'(C) bimodule sur le groupe commutatif Hom 4(M, N). En particulier, lorsque
A est un faisceau d’anneaux commutatifs, le groupe Hom 4 (M, N) est muni canoniquement
d’une structure de I'(A)-module.

11.1.4. — Soient E un topos, A et B deux anneaux de E, u : A — B un morphisme de
faisceaux d’anneaux, M un B-module (a gauche pour fixer les idées). Le faisceau M peut-étre
considéré comme un faisceau de A-modules par I'intermédiaire de u : pour tout objet X de
E, M (X) est muni de la structure de A(X)-module déduite de sa structure de B(X)-module
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et de ’homomorphisme u(X) : A(X) — B(X) par restriction des scalaires. On obtient ainsi
un foncteur « restriction des scalaires par u »

Res(u) : gE — 4 E.

11.1.5. — En particulier lorsque A = Z (faisceau constant Z i.e. faisceau associé au préfais-
ceau constant Z) et lorsque u : Z — B est 'unique morphisme canonique, on obtient un
foncteur de pF dans la catégorie , E qui n’est autre que la catégorie des faisceaux abéliens
notée E 4,. Ce foncteur est appelé le foncteur faisceau abélien sous-jacent.

Proposition 11.1.6. — Le foncteur restriction des scalaires par u commute aux limites induc-
tives et projectives. Il est conservatif.

La proposition est vraie pour le foncteur restriction des scalaires pour les modules or-
dinaires, i.e. lorsque E est le topos ponctuel. Elle est donc vraie lorsque E est le topos des
préfaisceaux sur un petit site. Il résulte alors de la détermination des limites inductives et
projectives a I'aide du foncteur faisceau associé (II 6.4) que la proposition est vraie dans le
cas général.

11.2.1. — Soient (E, A) un topos annelé, X un objet de E, jy : E,y — E le morphisme
de localisation 5.2. D’apres III 1.7 ou 3.1.2, le faisceau j} A est muni canoniquement d’une
structure d’anneau. Le faisceau d’anneaux j} A est noté le plus souvent A|X ou bien en-
core, abusivement, A. Sauf mention du contraire, le topos E,y sera annelé par A|X. Le
faisceau jy,jyA est muni canoniquement d’une structure d’anneau. Le morphisme d’ad-
jonction A — jy,jYA est un morphisme de faisceaux d’anneaux.

11.2.2. — Soit de plus M un A-module (& gauche pour fixer les idées). Le faisceau jx M est
muni d’une structure de A|X-module (Il 1.7 ; ou 3.1.2) ; d’ou un foncteur :

Jx P AE — AxEix

appelé foncteur de restriction a E,y, ou encore foncteur de restriction a X. Le foncteur
J% commute aux limites inductives et projectives (loc. cit.). Il est en particulier exact. Soit
maintenant N un A|X-Module. Le faisceau jy, N est un faisceau de jy, A| X-Modules (IIT 1.7
ou 3.1.2); d’ou, par restriction des scalaires par le morphisme d’adjonction A — jy.(A|X)
(11.1.4), un A-Module encore noté jy, N. On a donc défini un foncteur

Jx« aixEix — aE

qui commute aux limites projectives (11.1.6 et III 1.7). Pour tout A-Module M, le morphisme
d’adjonction M — jy, jxM est un morphisme de A-Modules. Pour tout A|X-Module N
et tout A-Module M, le morphisme d’adjonction M — jy,jxM définit un morphisme
bifonctoriel en M et N

(11.2.2.1) Hom 4 x(j5 M, N) — Hom, (M, jx.N).

Ce dernier morphisme est un isomorphisme i.e. les foncteurs j¥ et jy.. pour les A-Modules,
sont adjoints (III 1.7).
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11.2.3. — Les foncteurs jy et jy, pour les Modules, commutent au foncteur « ensemble
sous-jacent » (III 1.7 4)). Ils commutent donc aux foncteurs restriction des scalaires et en
particulier au foncteur faisceau abélien sous-jacent.

Proposition 11.3.1. — Soient (E, A) un topos annelé, X un objet de E. Le foncteur

Jx P AE — AxEix
admet un adjoint a gauche noté jx, : o xE;x — 4E et appelé le prolongement par zéro. Le
foncteur prolongement par zéro est exact et fidéle et commute aux limites inductives. Les fonc-

teurs jy, pour les Modules commutent aux foncteurs restriction des scalaires et, en particulier,
ils commutent au foncteur faisceau abélien sous-jacent.

L’existence du foncteur jy, résulte de IIl 1.7. Comme jy, est un adjoint a gauche, il com-
mute aux limites inductives (I 2). Pour démontrer les autres assertions, supposons d’abord
que E soit le topos des préfaisceaux d’ensembles sur une petite catégorie C contenant I’ob-
jet X. On sait alors que E,x est équivalent a la catégorie des préfaisceaux sur C,x et que,
modulo cette équivalence, le foncteur j} : E — E,x n’est autre que la composition avec le
foncteur d’oubli C;xy — C(I5.11). Il résulte alors immédiatement de la construction explicite
de jy (I 5.1) que pour tout A|X-Module N et pour tout objet Yde C, on a

N = @ Ny
u€Hom(Y,X)

d’ou I'exactitude de jy, et le fait que le prolongement par zéro commute aux foncteurs
restriction des scalaires dans ce cas. Dans le cas général, on peut supposer que E est le
topos des faisceaux sur un petit site C et que X provient d’un objet de C (1.2.1). Le topos
E,y est alors équivalent au topos des faisceaux sur C;y (muni de la topologie induite) (III
5.4) et le morphisme de topos jy : E;y — E provient du foncteur d’oubli C;,y — C qui est
continu et cocontinu (III 5.2). Il résulte alors de III 1.7) que le prolongement par zéro pour
les faisceaux s’obtient en composant le prolongement par zéro pour les préfaisceaux avec le
foncteur faisceau associé ; d’ou ’assertion d’exactitude et la commutation aux restrictions
des scalaires.

Pour démontrer la fidélité, il revient au méme de montrer que pour A|X-Module N, le
morphisme d’adjonction

ady : N — j%jix N

est un monomorphisme. Or, en notant j 3, le foncteur prolongement par zéro pour les pré-
faisceaux et a le foncteur « faisceau associé », on a un diagramme commutatif

ady e
N jXQ]}?!N

ajxjp N,
ou ad g est le morphisme d’adjonction pour les préfaisceaux. Le morphisme ad g est un mo-
nomorphisme d’apres ce qui précede, donc a(ad §) est un monomorphisme. De plus, comme
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le foncteur d’oubli C;y — C est continu et cocontinu, le morphisme canonique ajy — jya
est un isomorphisme (III 2.3). Par suite ady est un monomorphisme.

Remarque 11.3.2. — Soit N un A|X-Module. Le faisceau d’ensemble sous-jacent a jy N

n’est pas, en général, isomorphe au faisceau obtenu en prolongeant par le vide (?? et 5.2) le

faisceau d’ensemble sous-jacent a N. On prendra donc garde de ne pas confondre le foncteur

prolongement par zéro noté jx, @ 4 xE;x — 4E dans 11.3.1, et le foncteur prolongement

par le vide noté encore jy, : E;y — E dansIII 5.3 et IV 5.2. Dans la plupart des cas

rencontrés dans la pratique, ’abus de notations signalé ci-dessus n’ameéne pas de confusions.
sens

Lorsqu’une confusion est néanmoins possible, nous utiliserons les notations jg(b! et j§)° pour
désigner respectivement les foncteurs prolongement par zéro et prolongement par le vide.

Proposition 11.3.3. — Soient (E, A) un topos annelé et X un objet de E. Le A-Module
Jx1(AlX), noté le plus souvent Ay ou Ay g, est le A-Module libre engendré par X (Il 6.5)
i.e. pour tout A-Module M, on a un isomorphisme canonique, fonctoriel en M :

Hom (X, M) < Hom (Ay, M).

Soit (X;);e une famille topologiquement génératrice de E (11 3.0.1). La famille (A y,);e; est une
famille génératrice de la catégorie des A-Modules.

Soit e, I'objet final du topos E,y (exy = X 4 X). On a un isomorphisme
Hom 4 x(A|X, jx M) = Homg, (ex, jxM);
déduit de la section unité ey — A/X ; d’ou, par adjonction, un isomorphisme
Hom 4 (3% (A|X), M) = Homg(j$¥(ex), M).

Comme j§P(ey) = X, on obtient I'isomorphisme annoncé. La derniére assertion résulte de
I 6.6.

Remarque 11.3.4. — Soient A et B deux faisceaux d’anneaux sur un topos E, X un objet
de E et N un A|X-B|X-bi Module. Le faisceau abélien obtenu en prolongeant N par zéro est
muni canoniquement d’une structure de A-B-biModule ainsi qu’il résulte immédiatement
de sa description explicite (11.3.1). En particulier le A-module libre engendré Ay est un
A-biModule.

Exercice 11.3.5. — Soient E un topos, X un objet de E, x : P — E un point de E (6.1),
(x;);iey 1a famille des points de E,y au-dessus de x (en correspondance biunivoque avec la
fibre X, (6.7.2). Montrer que pour tout faisceau abélien M sur Ey, la fibre (jy, M), est
canoniquement isomorphe a @; M, .

12. Opération sur les modules

Proposition 12.1. — Soient (E, A) un topos annelé, M et N deux A-Modules a gauche
(resp. a droite). Le foncteur sur E qui a tout objet X de E associe le groupe commutatif
Hom (M,Hompg(X, N)) est représentable par un faisceau abélien noté Hom (M, N) (ou
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parfois Hom(M, N) lorsqu’aucune confusion n’en résulte). Pour tout objet X de E on a un
isomorphisme canonique

(12.1.1) Hom 4(M, N)(X) ~ Hom 4 x(jx M, j3xN).

On a un isomorphisme canonique Homg(X,N) = jy,jy¥N (10.8) et par suite
Hom (X, N) est muni fonctoriellement en X d’une structure de A-Module a gauche
(resp. & droite). Le foncteur X — Hompg(X, N) transforme les limites inductives de
Pargument X en limites projectives de A-Modules (10.2 et 11.2.3) et par suite le foncteur

X — Hom (M ,Hompg(X, N))

transforme les limites inductives de 'argument X en limites projectives de groupes com-
mutatifs, donc en limites projectives des ensembles sous-jacents. Il est donc représentable
(1.4 et 1.2) et Pobjet qui le représente est muni d’une structure de faisceau abélien. On a, par
définition, pour tout objet X de E, un isomorphisme canonique

(12.1.2) Hom (M, N)(X) = Hom(X, Hom (M, N)) ~ Hom,4(M,Hom(X, N))

et 'isomorphisme (12.1.1) résulte de (12.1.2), de I'isomorphisme Hom(X, N) & jy,jxN
(10.8) et des formules d’adjonction de 10.

12.2. — Le faisceau abélienne Hom (M, N) est appelé le faisceau des morphismes de
A-Modules de M dans N. C’est un bifoncteur en M et N. Il résulte de sa définition et de
(10.2) qu’il transforme les limites projectives de I'argument N (resp. les limites inductives
de M) en limites projectives de faisceaux abéliens. En particulier il est exact a gauche en
ses deux arguments.

Proposition 12.3. — Soient (E, A) un topos annelé, M et N deux A-Modules a droite (resp. a
gauche), X un objet de E :

a) On a des isomorphismes canoniques :
Hom, (M, N)(X) ~ Hom,(M, jx.jxN) = Homy x(jxyM, jxyN) = Hom,(jxjxM, N)
b) On a un isomorphisme canonique :
@y ! jxyHom,(M,N)~Hom, x(jxM,jxN)

Soit de plus P un A|X-Module a droite (resp. a gauche) :
c) On a un isomorphisme canonique :

d) On a un isomorphisme canonique :

Les isomorphismes de a) résultent de (12.1.2), de 'isomorphisme Hom (X, N) =~ jy.j3xN
(10.8) et des formules d’adjonction de 10.
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Démontrons d). Pour tout objet Y'de E,y on a la suite d’isomorphismes :
Hom(Y, jy Hom,(M,N)) ~ Hom(jy,Y,Hom,(M, N)) (adjonction pour les
faisceaux d’ensembles)
Hom(jy,Y,Hom (M, N)) ~ Hom,(M,Homg(jy,Y, N)) (12.2.1)
Hom(M,Hompg(jy Y, N)) ~ Hom (M, jx, HomE/X(Y,j;‘(N)) (10.7)
Hom,(M, jx, Homg, (Y, jyN)) ~Homy,x(jyM,Homg(Y,jyN)) (11.2.2.1)
Hom 4, x(jyM,Homg(Y, jxN)) ~ Hom(Y,Hom 4 x(jxy M, jx M)) (12.2.1)
503
Démontrons c). Pour tout objet Y de E, on a la suite d’isomorphismes :
Hom(Y, jx, Homy, x(jx M, P)) ~ Hom(jxY,Hom, x(jx M; P)) (adjonction)
Hom(jxY,Hom 4 x(jxy M, P)) ~ Hom 4/ x(jx M, HomE/X(j}‘(Y, P)) (12.2.1)
Hom, x(jx M, HomE/X(j}k(Y, P)) ~Hom (M, jy. HomE/X(j}‘(Y, P)) (11.2.2.1)
Hom (M, jy, HomE/X(j}Y, P)) ~Hom,(M,Hompg(Y, jy.P)) (10.3)
Hom,(M,Homg(Y, jy,P)) ~ Hom(Y, Hom (M, jy.P)) (12.2.1)

Démontrons d). Pour tout objet Yde E, on a la suite d’isomorphismes :

Hom(Y,Hom 4(jx,P, N)) ~ Hom4(jx, P, Homg(Y, N)) (12.2.1)
Hom(jx, P, Homg(Y, N)) ~ Hom, x(P, jy Homg(Y, N)) (11.3.1)
Hom 4, x (P, jx Homg(Y, N)) ~ Hom, x (P, HomE/X UxY,jxN)) (10.7)

Hom 4,y (P, HomE/X(j§(Y, JxN)) ~ Hom(j}Y,Hom ,x(P, jxN)) (12.2.1)
Hom(jxY,Hom y x(P, jyN)) = (Y, jx, Hom, x(P, jxN)) (adjonction)

Corollaire 12.4. — Soient C un U-site, A" un U-préfaisceau d’anneaux sur C, M un
U-préfaisceau de A’ -modules (a gauche pour fixer les idées), N un %-faisceau de A’ -modules
(a gauche). Notons A le faisceau associé a A’, de sorte que les faisceaux N et aM (faisceau as-
socié a M) sont des A-Modules. Le préfaisceau X — Hom 4/ |X(J'}“'(M, JxN) est un %-faisceau
abélien canoniquement isomorphe d Hom 4(aM, N).

En effet il résulte de II 5.5 et I 2.3 que le foncteur de localisation a C;y commute avec les
foncteurs faisceaux associés (pour C et C,y). Par suite, on a des isomorphismes fonctoriels
en l'objet variable X de C:

HOmAllx(.]}k(M,j;}N) ~ HOmAlx(Q]}k(M, j}k(N)
~ Homy x(jxaM, jxN) ~ Hom,(aM, N)(X).

Corollaire 12.5. — Soient E un topos, A, B, C trois faisceaux d’anneaux sur E, M un A — B 504
biModule, N un A — C biModule. Le faisceau abélien Hom 4(M, N) est muni canoniquement
d’une structure de B — C biModule. En particulier lorsque A est un faisceau d’anneaux com-
mutatifs et lorsque M et N sont des A-Modules, Hom ,(M , N) est muni canoniquement d’une
structure de A-Module. Les isomorphismes canoniquesb), c), d) de 12.3 sont des isomorphismes

de biModules.
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Nous nous bornerons a donner des indications. Pour tout objet X de E, ona Hom 4(M, N)(X) ~
Hom 4, x(jy M. jxN) (12.3). Par suite, le groupe commutatif
Hom (M, N)(X) est muni canoniquement d’une structure de B(X) — C(X) bimodule
(11.1.3) dont on vérifie qu’elle est fonctorielle en X. Les autres assertions sont laissées au
lecteur.

Corollaire 12.6. — Soient (E, A) un topos annelé, X un objet de A, N un A-Module (i gauche
pour fixer les idées). On a des isomorphismes canoniques de A-Modules :

Hom (X, N) = jy,jxN ~ Hom,(Ay, N);

la structure de A-Module sur Hom 4(Ay, N) provenant de la structure de biModule sur Ay
(11.3.4).

Le premier isomorphisme résulte de 10.7, le deuxiéme de I’isomorphisme de A-Modules
N ~ Hom (A, N) et de 12.3.

Proposition 12.7. — Soient (E, A) un topos annelé, M un A-Module a droite et N un
A-Module a gauche. Le foncteur qui a tout faisceau abélien P associe le groupe commutatif
Hom (M, Homy,(N, P)) est représentable par un faisceau abélien noté M @ 4 N et appelé le
produit tensoriel sur A de M et de N.

On a une injection canonique de Hom 4 (M, Homy(N, P)) dans ’ensemble

Hom(M,Hom(N, P)) ~ Hom(M x N, P); On constate aussitdt, en revenant aux défi-
nitions, qu’un morphisme f de faisceaux d’ensembles de M X N dans P provient d’une
élément de Hom (M, Hom (N, P)) si et seulement si pour tout objet X de E, f(X) :

505 M(X) X N(X) - P(X) est une application A(X)-bilinéaire de M (X) X N(X) dans P(X).
Appelons morphisme A-bilinéaire les morphismes de faisceaux d’ensembles de M X N dans
P qui possédent cette propriété. II s’agit donc de représenter le foncteur des morphismes
A-bilinéaires de M X N dans P. Pour cela on procéde comme dans le cas ordinaire i.e. comme
dans le cas ou E est le topos ponctuel. Considérons les huit morphismes :

(i) MXMXN — M XN 1<i<3

(i) MXNXN—MXN 4<i<6

() MXAXN — MxN 7<i<8$
définis par les formules :

(1) (my, my, n) — (m| + my, n)

(2) (my, my, n) —> (my, n)

(3) (ml s mZ’ I’l) — (m25 I’l)

(4) (m,ny,ny) — (m,ny +ny)

(5) (m,ny,ny) — (m,n;)

(6) (m, ny,ny) > (m, ny)

(7) (m,a,n)  +— (ma,n)

(8) (m,a,n) > (m, an);
ou la formule (i) décrit 'application (i)(X) pour les objets variables X de E. Notons L le

foncteur « faisceau abélien libre engendré ». I est clair que le plus grand quotient (au sens
des faisceaux abéliens) de L(M X N) qui égalise le morphisme L(1) a L(2) + L(3), L(4) a
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L(5) + L(6) et L(7) a L(8) représente le foncteur des morphismes A-bilinéaires de M X N
dans P.

12.8. — On constate que le foncteur P — Hom (N, Homy(M, P)) est aussi canonique-
ment isomorphe au foncteur des applications A-bilinéaires de M X N dans P. Par suite le
produit tensoriel M ® 4 N représente aussi le foncteur Hom 4 (N, Homg(M, P)). On a donc
des isomorphismes, fonctoriel en tout les arguments :

(12.8.1) Homz(M ® 4 N, P) ~ Hom,(M,Homy(N, P)),

(12.8.2) Homz(M ® 4 N, P) ~ Hom,(N,Homg(M, P)).

12.9. — Il résulte de (12.8), ou bien de (12.8.1) et de (12.2) que le foncteur ® 4 commute aux 506
limites inductives en ses deux arguments.

Proposition 12.10. — Soient C un %-site, A’ un préfaisceau d’anneaux sur C, M’ (resp. N')
un A'-module a droite (resp. a gauche), A, M, N les faisceaux associés a A', M’ et N' res-
pectivement. Le faisceau associé au préfaisceau X = M'(X) ® 4x) N'(X) (X € obC) est
canoniquement isomorphe au faisceau M @ 4 N.

Le préfaisceau X = M'(X) ® 4/(x) N'(X) peut se construire a partir des préfaisceaux
M', N’ et A’ par les opérations indiquées dans la démonstration de 12.7. Comme le foncteur
« faisceau associé » commute aux limites projectives et inductives finies et aux foncteurs
« objet abélien libre engendré », la formation du produit tensoriel commute au foncteur
« faisceau associé ».

Proposition 12.11. — Soient (E,A) un topos annelé, M un A-Module a droite, N un
A-Module a gauche, X un objet de E.

a) On a un isomorphisme canonique
Ix(M @4 N) = (jxM)®4 (jxN).
Soient de plus P un A/X-Module a droite et Q un A/X module a gauche.
b) On a des isomorphismes canoniques (formules de projection) :
Jxi(P®ux jixN)=(jixP)®4 N
JixiUxM ® 4 x Q) M ®, (jx0).

Démontrons a). Pour tout faisceau abélien R sur E,y, on a la suite d’isomorphismes fonctoriels en R :
Homgz(jx(M ® 4 N), R) ~ Homz(M ® 4 N, jx,.R) (11.2.2.1)
Homz(M ®4 N, jx,R) ~ Hom,(M,Hom (N, jx,R)) (12.8.1)
Hom,(M,Hom (N, jx,R)) ~ Hom,(M, jx, Homgz(jx N, R)) (12.3)
Hom, (M, jx, Homg(jy N, R)) =~ Hom, x(jxM,Homz(jxN,R)) (11.2.2.1)
Hom 4, x(jxM,Homy(jy N, R) ~ Homz(jyM ®, jyN, R) (12.8.1)

Exhibons le premier isomorphisme de b). Pour tout faisceau abélien R, on a une 507
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suite d’isomorphismes fonctoriels en R :

Hom z(jx (P ®4x jxN), R) 2 Hom (P ® 4 x jxN,jxR) (11.3.1)
Hom (P ®ax JxN,jxR) ~Homy,x(P,Hom,(jy N, j¥xR)) (12.8.1)
Hom 4, x(P,Hom,(jx N, jxR)) =~ Hom, x(P, jy Hom (N, R)) (12.3)

Hom x(P, jy Hom (N, R)) ~ Hom,(jy,P,Hom (N, R)) (11.3.1)
Hom ,(jy,P,Hom (N, R)) ~ Hom,(jx,P ®4 N, R) (12.8.1)

Le deuxiéme isomorphisme s’obtient de maniére analogue a I’aide de (12.8.2).

Corollaire 12.12. — Soient E un topos, A, B, C trois faisceaux d’anneaux sur E, M un B— A
biModule, N un A — C biModule. Le faisceau abélien M @ 4 N est muni canoniquement d’une
structure de B — C biModule. En particulier, lorsque A est un faisceau d’anneaux commutatifs
et lorsque M et N sont des A-Modules, M ® 4 N est muni canoniquement d’une structure de
A-Module. Les isomorphismes de 12.9 sont des isomorphismes de biModules.

Pour tout objet X de E, j3 M est un A|X-Module a droite sur lequel opére, a gauche,
l'anneau B(X) et de méme, jx N est un A/X-Module a gauche sur lequel opére, a droite,
C(X). Par fonctorialité, le faisceau abélien j5 M ® 4,x jxN = jx(M ® 4 N) est muni d’une
structure de B(X) — C(X) «objet », structure qui varie fonctoriellement en X. Par suite
M ® 4 N est muni d’une structure de B —C biModule. Cette structure de B(X)— C(X) objet
sur jy(M ®, N) se reflete de facon évidente sur le foncteur « morphisme A-bilinéaire ».
On constate alors que, lorsque A est commutatif et lorsque M et N sont des A-Modules,
les structures de A-Modules a droite et a gauche qu’on obtient sont « égales » et par suite
M ® 4 N est dans ce cas un A-Module. La derniére assertion est laissée au lecteur.

Corollaire 12.13. — Soient (E, A) un topos annelé, M un A-Module a gauche (resp. a droite),
X un objet de E. On a (avec la notation Ay de 11.3.3) un isomorphisme canonique

résulte des formules de projections (12.11).

Proposition 12.14. — Soient E un topos, A et B deux faisceaux d’anneaux sur E, M un
A-Module a droite, N un A — B biModule, P un B-Module a droite. On a un isomorphisme
canonique

Homg(M ® 4 N, P) ~ Hom,(M,Hompg(N, P)).

De (12.8.1) on tire un morphisme A-bilinéaire canonique Hom (N, P) X N — P; d’ou, en
se restreignant a Hom (N, P) X N (qui est un sous-faisceau), un morphisme A-bilinéaire
Hom (N, P) X N — Pdont on vérifie immédiatement qu’il est B-linéaire sur le deuxiéme
facteur. On a donc un morphisme canonique de B-Modules Homg(N, P)®4 N — P; d’ou
une application canonique, fonctorielle en M :

(12.14.1) Hom 4(M,Hompg(N, P)) — Homg(M ®, N, P).

Montrons que ce morphisme de foncteurs est un isomorphisme. Comme les deux membres
transforment les limites inductives de M en limites projectives, il suffit de montrer que
(12.14.1) est un isomorphisme, lorsque M parcourt une famille génératrice de la catégorie
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E 4. 1l suffit donc de montrer que (12.14.1) est un isomorphisme lorsque M = Ay ou X est
un objet de E. La vérification est alors immédiate.

13. Morphisme de topos annelés

Définition 13.1. — Soient (E, A) et (E', A’) deux topos annelés. Un morphisme de topos an-
neléu : (E,A) - (E', A") est un couple (m,0) oum : E — E' est un morphisme de topos
(3.1) et : m*A’ — A est un morphisme d’Anneaux.

13.1.1. — Comme le foncteur m* : E’ — E est adjoint a gauche au foncteurm, : E — E’,
se donner un morphisme de topos annelés (m, 0) : (E, A) — (E’, A") revient a se donner un
morphisme de toposm : E — E’ et un morphisme de faisceaux d’anneaux @ : A’ —» m_ A.

13.2. — A un morphisme de topos annelés u = (m, 0) : (E, A) — (E’, A*), on associe deux
foncteurs remarquables entre les catégories de Modules :

13.2.1. Le foncteur image directe pour les Modules :— Soit M un A-Module a gauche (resp. a
droite). L’objet m, M est muni canoniquement d’une structure de m,A-Module; d’ou par
restriction des scalaires par le morphisme canonique ®’ : A’ — m,A, un A’-Module noté
u, (M) et appelé I'image directe de M par le morphisme u.

13.2.2. Le foncteur image réciproque pour les Modules :— Soit N un A’-Module a gauche
(resp. a droite). L’objet m* N de E est muni canoniquement d’une structure de m* A’-Module
a gauche (resp. a droite). Le A-Module a gauche A®,, % ,»m* N (resp. a droite m* N ®,,% 4+ A)
ou A est muni de la structure de m* A’-Module définie par 6 : m*A’ — A, est noté u* N et
est appelé I'image réciproque du Module N par le morphisme de topos annelé u.

13.2.3. — On notera que pour tout A-Module M, le faisceau d’ensembles et le faisceau abé-
lien sous-jacent a u, M est le faisceau m, M. Aussi emploie-t-on le plus souvent la notation
u, pour désigner le foncteur m, :image directe pour les faisceaux d’ensembles. En revanche
pour un A’-Module N, le faisceau d’ensembles ou le faisceau abélien sous-jacent a u* N
n’est ni égal ni isomorphe en général a m* N (sauf toutefois lorsque 6 est un isomorphisme).
Il y a donc lieu de distinguer entre 'image réciproque pour les Modules et 'image réci-
proque pour les faisceaux d’ensembles ou les faisceaux abéliens. On utilise le plus souvent
la notation u=' : E’ — E pour désigner le foncteur m* image inverse pour les faisceaux
d’ensembles. Le foncteur u~! est appelé le foncteur image réciproque « ensembliste » par le
morphisme de topos annelé u, par opposition avec 'image réciproque « au sens modules »

u®*.

Définition 13.3. — Soient (C, A) et (C’, A") deux U-sites annelés. Un morphisme de sites
annelésu : (C,A) - (C’, A") est un couple (m,0) ou m est un morphisme du site C dans le
site C' (4.9) et : m* A" — A un morphisme d’Anneaux.

13.3.1. — Un morphisme de topos annelé est un morphisme de %-sites annelés. Un mor-
phisme de sites annelés donne naissance a un morphisme entre les topos annelés corres-
pondants (11.1.1 et 4.9.1).

Proposition 13.4. — Soitu : (E, A) - (E’, A’) un morphisme de topos annelés.
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a) Pour un A-Module a gauche (resp. a droite) variable M, et pour un A’-Module a gauche
(resp. a droite) variable N, on a des isomorphismes bifonctoriels canoniques (dits isomor-
phismes d’adjonction) :

(13.4.1) Hom 4 (u* N, M) ~ Hom 4/ (N,u, M),
(13.4.2) u, Hom ,(u*N, M) ~ Hom 4/ (N ,u, M).

b) Pour un objet variable X de E’, on a un isomorphisme canonique, fonctoriel en X :
(1343) U*As( — AM—I(X),

ou Aly et A1y, désignent les Modules libres engendrés (11.3.3).

¢) Lorsque A’ est commutatif et lorsque le morphisme canonique u™' A’ — A est central
(resp. lorsque le morphisme canonique u™' A’ — A est un isomorphisme) on a, pour un
A’-Module d droite M variable et un A’-Module d gauche N variable, un isomorphisme
bifonctoriel canonique :

(13.4.4) WM u*N~u"(MQ®yu N)
(resp. (13.4.5) WM, u'N=~u'(M®, N)).

On a tout d’abord un isomorphisme canonique Hom, (u* N, M) ~ Hom,-1 4/ w'N,M)
(12.14), puis un isomorphisme Homu_lA,(u_lN, M) ~ Homy/ (N,u M) (II 1.7); d’ou

(13.4.1). Exhibons I'isomorphisme (13.4.2). Pour tout objet X de E’, on a la suite d’isomor-
phismes fonctoriels :

Hom (X, u, Hom 4(u* N, M)) ~Hom(u~' X,Hom ,(u* N, M))  (adjonction),

Hom , (u* N, Hom g(u~' X, M)) ~ " " " " (12.1),

Hom , (u* N, Hom z(u~' X, M)) ~ Hom 4, (N,u, Hom(u~' X, M)) (13.4.1),

Hom 4, (N, Homg/ (X,u, M)) ~ " " " " (10.3.1),
" " " "~ Hom,/(X,Hom 4/ (N, u,M)) (12.1).

La formule (13.4.5) s’obtient alors a partir de la formule 13.3.2. par adjonction (définition du
produit tensoriel (12.7)). La formule (13.4.4) se déduit de (13.4.5) en utilisant la commutativité
du produit tensoriel lorsque ’anneau de base est commutatif (12.8). Enfin, pour démontrer
(13.4.3), on considere la suite d’isomorphismes

Hom, (u*A’y, M) ~Homy/ (A, u, M) (13.4.1),

Hompg/ (X,u M) ~ " " " (11.3.3),
" " "~ HomE(u_lX,M) (adjonction),
Homy (A, -1, M)~ " " " (11.3.3).

Corollaire 13.5. — Soient (E, A) un topos annelé, x : P — E un pointde E, F — F, le
foncteur fibre associé (6.1). Le foncteur fibre en x transforme le produit tensoriel des A-Modules
en produit tensoriel (ordinaire) des A,.-modules.

Le produit tensoriel dans P est le produit tensoriel ordinaire des modules (P le topos
ponctuel est la catégorie des ensembles). L’assertion résulte donc de (13.4.4).
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Corollaire 13.6. — Soitu : (E, A) - (E’, A’) un morphisme de topos annelés. Le foncteur
u, image directe pour les Modules a droite ou a gauche commute aux limites projectives et en
particulier est exact a gauche. Le foncteur u* image réciproque pour les Modules da droite ou d
gauche commute aux limites inductives et en particulier est exact a droite.

Ceci résulte de la formule (13.4.1) (I 2.11).

13.7. — On notera que le foncteur u*, image réciproque pour les Modules, n’est pas, en
général, exact, alors que le foncteur u~!, image réciproque ensembliste, est exact. On peut
cependant affirmer I'exactitude de u* lorsque le morphisme canonique u~' A’ — A est plat
(a droite ou a gauche) (V 1.8). C’est en particulier le cas lorsque le morphisme canonique
u"'A’ - A est un isomorphisme.

13.8. — Soient C un %-site, A’ un préfaisceau d’anneaux sur C, et notons A le faisceau
associé a A’. La catégorie des préfaisceaux de A’-modules qui sont des faisceaux est équi-
valente a la catégorie des A-Modules. On utilise parfois la notation Hom,/ (M, N) pour
désigner le groupe Hom 4 (M, N) (11.1.2). De méme, et abusivement, on utilise les notations
Hom 4, (M, N)et M ® 4 N pour désigner les faisceaux Hom 4 (M, N) et M ® 4 N. Lorsque
A’ =k, est le préfaisceau constant, défini par un anneau ordinaire k, on écrit aussi Homy,
® au lieu de HomkE, ®kE

Exercice 13.9. — Topos localement annelés (cf. [9] pour plus de renseignements dans I’ordre
d’idées qui suit).

Soit (E, Of) un topos commutativement annelé. Pour X € ob E et f € Up(X), soit Xy
le plus grand sous-objet de X sur lequel f soit inversible.

a) Montrer que pour X' € ob E,y, fy/ est inversible si et seulement si le morphisme
structural X’ — X se factorise par X , et que pour f, g € Of(X), ona

ng=anXg

b) Montrer que les conditions suivantes (i) a (iii) sont équivalentes :
(i) Pour X €obEet f,g € Up(X), ona

Xy CSup(Xs, X,)

(if) Pour X € obE et f, g € Op(X) tels que f + g soit inversible, on a X =
Sup(X p, Xp).
(iii) Pour X € obEet f € Og(X),ona

X = Sup(Xf, Xl—f)'

Montrer que ces conditions impliquent la condition suivante (iv), et sont équi-
valentes a cette derniére si E a suffisamment de points :
(iv) Pour tout point p de E, 'anneau fibre O , est un anneau local.

Lorsque les conditions équivalentes (i) a (iii) sont satisfaites, on dira que (E, O) est
un fopos localement annelé, et on dit de méme qu’un site annelé est un site localement
annelé si le topos annelé correspondant est un topos localement annelé.

c) Soient (E,Uf) et (E', OF/) deux topos localement annelés, et f un morphisme de to-
pos annelés du premier dans le second. Montrer que la condition (i) suivante implique
la condition (ii) et lui est équivalente si E a suffisamment de points :
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d)

f)

g)

(i) Pour tout X € ob E' et s’ € O/ (X'), posant X = f~1(X), s = f*(s'),ona
X!, = f(xy.

(ii) Pour tout point p de E, posant p’ = f(p), 'homomorphisme naturel sur les
fibres
OE’,p/ — OE,p
est un homomorphisme local d’anneaux locaux.

Lorsque la condition (i) est satisfaite, on dira que f est un morphisme de topos lo-
calement annelés, ou encore un morphisme admissible de topos localement annelés si
une confusion est a craindre. On désigne par Homtoplocan(E, E') la sous-catégorie
pleine de la catégorie Homtopan(E, E’) de tous les morphismes de topos annelés de
E dans E’ définie par les morphismes admissibles de E dans E’.

Supposons que (E, Of) soit le topos annelé associé a un espace topologique annelé
(X,0y) (2.1). Montrer que pour que (E, OF) soit localement annelé, il faut et il suffit
que (X, Oy) soit localement annelé, i.e. que pour tout x € X, la fibre O X.x SOit un an-
neau local. (Noter que dans le critére (iv) de b), il suffit de prendre le point p dans une
famille conservatrice de points de E). Soit f : (X,0x) = (X',Ox/) un morphisme
d’espaces annelés, ou Oy et Oy sont des faisceaux d’anneaux locaux. Montrer que le
morphisme de topos annelés correspondant Top(X, Oy) — Top(X',Oy/) est admis-
sible si et seulement si il en est de méme pour le morphisme f, i.e.; si et seulement si
pour tout x € X, Oxs ¢y = Ox , est un homomorphisme local d’anneaux locaux.
Soient (E,OF) et (E',Of/) deux topos localement annelés, tels que E ait suffisam-
ment de points et que (E’, O/) soit équivalent au topos annelé défini par un schéma
(X', 0x); prouver que la catégorie Homtoplocan(E, E’) est équivalente a une caté-
gorie discréte, i.e. que c’est un groupoide (tout morphisme est un isomorphisme) rigide
(les groupes d’automorphismes des objets sont les groupes unité).

(Hint : se ramener au cas ou (E, Of) est le topos ponctuel annelé par un corps). On
se rappellera que, par contre, Homtop(E, E’) n’est pas en général équivalent a une
catégorie discréte, méme si E et E’ sont des topos définis par des schémas (et méme
si E est le topos ponctuel), cf. 4.2.3.

Soient E un topos localement annelé, P le topos annelé défini par I'espace annelé
Spec k, ou k est un corps. Montrer que les morphismes admissibles de topos localement
annelés P — FE correspondent aux couples (p, u) d’un point p de E, et d’une injection
de k(p) dans k. ou k(p) est le corps résiduel de I'anneau local Of ,. Généraliser en un
énoncé exhibant les morphismes admissibles d’un topos localement annelé ponctuel
dans E (généralisant EGA 1 2.4.4).

On appelle point géométrique d’un topos localement annelé E tout morphisme ad-
missible dans E du topos localement annelé défini par un espace annelé de la forme
Spec(k), ou k est un corps algébriquement clos. Définir la catégorie des points géomé-
triques de E (sous-entendu : correspondants a des corps k € %), notée Ptgéom(E), et
un foncteur canonique Ptgéom(E) — Point(E). Montrer que ce foncteur est fidele
si et seulement si E n’a pas de point i.e. Point(E) est la catégorie vide.

Soient E un %-topos, V'un univers tel que U € V.Définir une 2-catégorie (7-%- Top),g
en termes de l'objet E de la 2-catégorie (7-%-Top) (3.3.1), en s’inspirant de
5.14 a). Lorsque E est annelé par un Anneau A, définir de méme une 2-catégorie
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(V-%-Topan),, et lorsque E est localement annelé, utilisant la notion de morphisme
admissible (cf. c)), définir une 2-catégorie (7-%-Topanloc),g, admettant Ptgéom(E)
(cf. f)) comme sous-catégorie pleine.

14. Modules sur un topos défini par recollement

14.1. — Soient (E, A) un topos annelé, U un sous-topos ouvert de E, Fle sous-topos fermé
complémentaire, j : U — Eeti : F — E les morphismes canoniques (9.3). Le topos U est
annelé par j*A (11.2.1) et le morphisme de topos i, complété de maniére évidente, devient
un morphisme de topos annelés. Dans ce numéro, le topos F sera annelé par le faisceau i* 4,
noté A|F, et le morphisme j, complété de maniere évidente, est alors un morphisme de topos
annelés.

14.2. — On a donc deux morphismes de topos annelés :
j WU, AlU) — (E,A)eti: (F,A|F) — (E, A);

d’ou cing foncteurs entre les catégories de Modules (a gauche pour fixer les idées) corres-
pondantes :

Jr

14.2.1 S S
V4N j*
(1421 (qol) ~——— (LE) i (arF)
Jx <
—_—

Chaque foncteur du diagramme (14.2.1) est adjoint & gauche a celui qui se trouve au-dessous
de lui.

14.3. — On sait que le foncteur X — (j*X,i*X;i*X — i*j,j*X) est une équivalence de
E dans le topos (U, F,i*j,) (9.5.4). Cette équivalence induit une équivalence entre les caté-
gories de Modules correspondantes et par suite le foncteur P — (j*P,i* P;i*P — i*j,j* P)
est une équivalence, notée @, de la catégorie 4 E dans la catégorie (4gU, 4 rF,i*j,). Les
foncteurs de (14.2.1) composés avec @ ou @~! sont alors les foncteurs :
Do, 1 M (ML, M: M 5 7, M),
j*e®@ ! 1 (M,N;N - i*j, M)~ M,
Doj M- (M,0,0-i*j M),
Doi, : N (0,N;N - 0),
i*o® ! : (M,N;N = i*j,M)~ N.
Le lecteur pourra, a titre d’exercice, expliciter les différents morphismes d’adjonction.
14.4. — Notons
(14.4.1) i' 1 yE — ypF
le foncteur défini par la formule :

(14.4.2) it \(M,N; N5 i*j, M) = Ker(u).
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og .l P \ . . . .
Proposition 14.5. — Le foncteuri- est adjoint a droite au foncteuri,. Le morphisme d’adjonc-
. P . . .1 .
tioni i~ — id est un monomorphisme. Les foncteursi- (pour des anneaux variables) commutent
aux foncteurs restriction des scalaires.

11 est clair que tout morphisme
(0,N50) — (M, N; N = i*j, M)
se factorise d’une maniére unique par (0, ker(u) ; 0) ; ce qui démontre la propriété d’adjonc-
tion. Les autres assertions sont triviales.
Proposition 14.6. — Pour tout objet P de 4 E, on a les suites exactes fonctorielles en P :
(14.6.1) 0— jij*P — P — i, i*P — 0;
(14.6.2) 0— iji*P — P — j, j*P,

ou les fléches non triviales sont les fléches d’adjonction.

Remarquons d’abord qu’une suite
(M',N';u') N (M,N,bl) N (M”, N”;u")
de (4pU, o/pF;i*J,) est exacte si et seulement si les suites correspondantes

M — M-—M"
N — N — N”

sont exactes.
Les suites (14.6.1) et (14.6.2) sont transformées par I’équivalence @ en des suites du type
(14.3) :

0— (M,0;0) — (M,N;u) — (O,N;0) — 0
0 — (0,ker(u);0) — (M, N,u) — (M, i*j, M;id).

La vérification de I'exactitude de ces suites est triviale.

14.7. — La suite exacte (14.6.2) permet d’obtenir une nouvelle interprétation du foncteur
i)i*. En effet soit X un objet de E. De (14.6.2) on tire la suite exacte de groupes commutatifs :

0 — Homg(X,i,i'P) — Homg(X, P) — Homg(X, j,j*P).

Notons encore U l'ouvert de E, objet final du sous-topos ouvert U. Il résulte des propriétés
d’adjonction des foncteurs j,, j* et jf™* que le groupe Homg(X, j, j* P) est canoniquement
isomorphe a Homg(X X U, P) et que le morphisme Homg(X, P) - Homg(X, j.j*P) n’est
autre que le morphisme défini par le monomorphisme X X U — X (5). En d’autres termes

(8.5.2) :

Proposition 14.8. — Les sections dei,i' Psur E,y sont les sections de Psur E, y dont le support
(9.3.5) contient F . En d’autres termes, i,i' P est le plus grand sous-faisceau de P a support
contenu dans F.
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14.9. — Par abus de langage, on dit parfois que i, i' Pest le sous-Module de P défini par les
sections de Pa support dans F. Il résulte de 8.5.3 que cette terminologie ne fait qu’étendre
aux topos généraux une terminologie utilisée pour les topos de faisceaux sur des espaces
topologiques.

Proposition 14.10. — 1) Le foncteur P + i i* Pest isomorphe au foncteur P — i, i*A® 4
P
2) Le foncteur P+ i'i* P est isomorphe au foncteur P — Hom 4(i,.i* A, P).

La suite exacte (14.6.1) s’écrit, dans le cas particulier ou Pest le A-Module A :
(14.10.1) 0— Ay — A— i, i"A—0

ou Ay est le A-Module libre engendré par I'ouvert U correspondant au sous-topos ouvert
U (9 et 11.3.3). Pour tout A-Module P, les A-Modules j,j* P et j,j*P sont canoniquement
isomorphes respectivement a Ay ® 4 P et Hom 4(Ayy, P) (12.3. et 12.6). De plus, les mor-
phismes canoniques jj*P — Pet P — j, j* Pproviennent, modulo ces isomorphismes, du
monomorphisme A; — A. On tire donc de la suite exacte ??, deux suites exactes (12.2 et
12.11) :

Jj*P— P — i i"AQ®, P —0,
00— HomA(i*i*A, P)y— P — j j*P,

d’ou les isomorphismes annoncés par comparaison avec (14.6.1) et (14.6.2).
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