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1. Introduction

Le résultat principal de ce papier (le théoréme 1, dit « de fusion ») peut
s’énoncer simplement :

« Etant donnés deux complexes dyadiques S et Sy tels qu'un
morceau de la frontiére de S; forme la frontiére d’un ouvert
borné O disjoint de S7 qui contient Ss, si la distance séparant
S1 et S5 est suffisamment grande devant la taille des cubes
dyadiques considérés alors on peut construire un complexe Ss
tel que S»U.S3 remplisse O, avec une borne inférieure uniforme
sur la rotondité des polyédres construits et leurs sous-faces. »

Le lecteur qui se risquerait & effectuer un dessin en dimension 2 n’aurait
probablement aucun mal & compléter deux complexes dyadiques d’orientations
différentes en s'imposant une borne inférieure raisonnable sur les angles des seg-
ments qui s’intersectent. Il obtiendrait d’ailleurs vraisemblablement des bornes
inférieures sur la rotondité et la distance entre les deux complexes meilleures
que celles du théoréme 1. Bien évidemment les choses se compliquent en dimen-
sion plus grande, en particulier faute d’outils descriptifs « morphologiques »
efficaces. En outre des problémes supplémentaires surviennent lorsque n > 4,
rendant les représentations beaucoup plus difficiles.

Nous donnons d’abord une définition simple et intuitive (définition 1) des
polyédres euclidiens convexes de R™ en tant qu’intersection compacte de demi-
espaces affines, équivalente a celle des polytopes (propriété 1) et amenant na-
turellement la définition des faces et des sous-faces (définition 2). On pourra
lire & ce sujet larticle d’Andrée Bastiani [Basb9] pour des définitions plus gé-
nérales dans des espaces topologiques. Nous introduisons une quantité (la ro-
tondité, définition 4) permettant de controler la forme d’un polyédre donné en
considérant le rapport compris entre 0 et 1 des rayons d’une boule inscrite et
d’une boule circonscrite ; plus ce rapport est proche de zéro, plus le polyédre
est aplati. Enfin pour formaliser 'idée intuitive de familles de polyédres de
méme dimension qui se raccordent bien entre eux nous définissons la notion de
complexe (définition 5), en imposant que les polyédres et leurs sous-faces de
dimensions inférieures soient d’intérieurs disjoints deux a deux (hormis ceux
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FIGURE 1. Fusion & la main de deux complexes bidimensionnels et
les constantes de forme obtenues

qui sont confondus) ; c’est le cas par exemple des complexes dyadiques, abor-
dés dans la section 3. La notion de rotondité est généralisée aux complexes en
considérant la rotondité minimale parmi les polyédres et les sous-faces, de facon
& pouvoir minorer la rotondité de la sous-face la plus aplatie.

Avant d’énoncer le plan de 'article donnons rapidement et sans démons-
tration une application possible de ce résultat inspirée de Reifenberg [Rei60]
pour trouver des ensembles de mesure minimale parmi certaines classes topo-
logiques. Par exemple, trouver parmi une classe § stable par des déformations
lipschitziennes un ensemble F € § tel que

d : d
HAE) = i HF), (1)
la mesure utilisée ici étant la mesure de Hausdorff d-dimensionnelle H¢ avec
0 < d < n (on pourra trouver plus de détails dans le livre de Mattila [Mat95]).
Notons que la technique utilisée reste valable pour la minimisation de fonction-
nelles ensemblistes plus générales.
Considérons un polyédre n-dimensionnel § (convexe par définition, de roton-

o
dité R(d)) et ¢ € 4. Notons I la projection radiale sur 96 qui & z € 6 \ {c}
associe 'unique intersection de la demi-droite [c, ) avec 8. Posons d =n — 1
et soit £ C & une sous-partie fermée H%-mesurable telle que H(E) < oo. En
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calculant la valeur moyenne de H%(Ils.(E)) lorsque ¢ parcourt & \ E on peut
montrer en utilisant Fubini qu’il existe une constante K > 0 ne dépendant que
de d et n telle que

3¢ € 6: (s () < KR(5)2"HI(E). 2)

En utilisant par exemple le théoréme d’extension lipschitzienne de Kirzbraun
[Kir34] on peut montrer que pour tout complexe S de rotondité R(S) et toute
sous-partie fermée FE telle que E C U(S) on peut trouver une application
lipschitzienne ¢ telle que ¢(F) est inclus dans les faces de S et

HY(G(E)) < KR(S)™*'HY(E). 3)

En continuant les projections radiales dans les sous-faces de dimension infé-
rieure qui ne sont pas entiérement recouvertes on peut méme effectuer cette
construction en codimension n — d > 1 quelconque, et imposer que ¢(E) soit
une union finie de sous-faces de dimension au plus d de S.

Supposons que E € §. Lorsque E est rectifiable, par un lemme de type Vitali
on peut recouvrir ' & une partie de mesure arbitrairement petite prés par
une union finie de complexes dyadiques disjoints dont les orientations suivent
la direction des plans tangents approximatifs de F. D’aprés le théoréme 1 il
est alors possible de relier tous ces complexes dyadiques en un complexe plus
grand S de fagon a avoir a la fois E C U(S) et R(S) > C ou C ne dépend
que de n. En projetant préalablement E sur ses plans tangents approximatifs
et en composant avec les projections radiales mentionnées plus haut on peut
construire une application lipschitzienne v telle que cette fois E' = ¢ (FE) soit
une union finie de sous-faces de dimension au plus d de S et

HYE') < (1 + e )HYE). (4)

En minimisant parmi les éléments de § qui sont des unions de sous-faces de

dimension au plus d de S (il y en a un nombre fini) on peut trouver un ensemble
polyédrique optimal E” qui vérifie en particulier

HYE") < HUE') < (1 + ) HY(E). (5)

Par ailleurs pour toute déformation lipschitzienne I de E’ a lintérieur de
U(S"), d’aprés (3) et puisque E” est optimal on a
HUE") < KC™2HA(F) (6)
c’est & dire que E” est M-quasiminimal avec M = KC~2% qui ne dépend que
de d et n.
Pour résumer en considérant une suite minimisante Ej de §, c’est a dire
telle que
li Y(EBy) = inf HUF 7
Jlim HUE) = nf HO(F) ™)
il est donc possible de construire automatiquement une suite minimisante d’en-
sembles quasiminimaux polyédriques de §. Dans ce cas un résultat de Guy
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David dans [Dav03] établit la semi-continuité inférieure de la mesure par pas-
sage a la limite, ce qui n’est généralement pas le cas et constitue une difficulté
technique pour la recherche de minimiseurs.

Une version détaillée de ce processus d’optimisation polyédrale devrait faire
I'objet d’un prochain article. Notre méthode pourrait par ailleurs permettre
de généraliser en dimension et codimension quelconques un résultat de Thierry
De Pauw dans [DP07] basé sur un théoréme d’approximation polyédrale d’en-
sembles rectifiables de dimension 2 dans R3, dans un cadre de recherche de
minimiseurs de taille pour les courants entiers.

Le plan de 'article est le suivant.

La section 2 est consacrée aux définitions et propriétés immédiates des po-
lyedres et complexes euclidiens. En particulier nous démontrons le lemme 3 de
suspension tubulaire, un outil qui permet de remplir de polyédres un ouvert en
forme de tube dont la frontiére est portée par un complexe n — 1-dimensionnel
en construisant un complexe n-dimensionnel qui remplit son adhérence en s’ap-
puyant sur le complexe-frontiére. Ce résultat suppose de prendre les précau-
tions nécessaires pour s’assurer que les polyédres construits sont d’intérieurs
disjoints, comme indiqué dans le lemme 1, et permet de controler la rotondité
du complexe obtenu en fonction de la forme du tube.

La section 3 est consacrée aux complexes dyadiques et & la démonstration du
théoréme 1 par récurrence sur la dimension n. On commence par le démontrer
en dimension 2 (lemme 5). Puis 'induction est prouvée par le lemme 10. En
supposant que les bases des deux complexes dyadiques & faire fusionner sont
I'image 1'une de l'autre par une rotation planaire paralléle aux cubes il est
possible de travailler couche par couche. Il est en outre possible d’imposer que
I’angle de rotation soit arbitrairement proche de zéro. Nous obtenons ces deux
conditions en décomposant une isométrie affine de changement de base entre
les deux complexes dyadiques en un produit de rotations planaires, puis en
décomposant chaque rotation en un produit de rotations d’angle suffisamment
proche de zéro. 11 suffit alors de remplir des couches de transitions en « oignon »
pour passer de S; a S et supposant p suffisamment grand, le nombre total de
couches ne dépendant que de n et du choix de I'angle de rotation maximal.

On effectue alors des suspensions tubulaires autour des différentes couches
en utilisant le théoréme en dimension inférieure pour compléter les parties man-
quantes de la frontiére des couches. L’un des problémes techniques est qu’on
ne dispose pas de bornes uniformes sur le diamétre des tubes utilisés pour les
suspensions. Il font donc creuser des canalisations (définition 15) a la surface
des deux complexes a fusionner, qui peuvent s’imbriquer de maniére complé-
mentaire (lemme 9). Ces canalisations sont obtenues en étudiant des complexes
dyadiques bidimensionnels. Nous prouvons le lemme 6 dit « du laboureur » qui



6 V. FEUVRIER

permet de creuser des sillons dans un complexe dyadique bidimensionnel de fa-
gon a ce que le talus de ces sillons (le complémentaire des cubes enlevés) forme
lui aussi quasiment des sillons, avant de généraliser en dimension plus grande.

La derniére section est une étude de différents cas intervenant dans la dé-
monstration du lemme du laboureur. Etant donné le nombre élevé de cas a
considérer, nous utilisons un algorithme et son implémentation en langage C
pour terminer la démonstration.

Je tiens a remercier Guy David pour son constant soutien, ses nombreux
conseils et suggestions.

2. Polyédres et complexes euclidiens

Un demi-espace affine A est la somme directe d’un hyperplan affine H avec
une demi-droite RTu oll u est une direction non paralléle & H, c’est & dire

A={x+ru:xz € Hetr>0}. (8)

On dira qu’une intersection de demi-espaces affines est un polyédre, au sens de
la définition suivante.

DEFINITION 1 (Polyédres). — Un polyédre 6 de dimension n est une partie
compacte de R™ d’intérieur non vide, obtenue par intersection finie de demi-
espaces affines.

En ne gardant que les demi-espaces affines dont la frontiére intersecte § sur
une sous-partie de dimension de Hausdorff égale & n — 1 on vérifie facilement
que parmi toutes les familles de demi-espaces affines qui peuvent convenir il en
existe une minimale pour l'inclusion ; on la notera A(J).

En autorisant des parties compactes non vides mais d’intérieur vide on gé-
néralise aussi la définition & des polyédres de dimension k < n en considérant
la dimension & du plus petit sous-espace affine qui les contient, noté Affine(d).
Dans ce cas les différents opérateurs topologiques usuels (frontiére, adhérence
ou intérieur) seront pris relativement & ce sous-espace affine minimal, de méme
que les demi-sous-espaces affines dans A(d). Par convention, on considére que
les singletons sont des polyédres de dimension 0, égaux & leur intérieur et de
frontiére vide.

Avec ces conventions, un argument simple de convexité permet d’établir la
correspondance entre la dimension de Affine(d) et la dimension de Hausdorff
de §, qu’on note dimd.

2.1. Sous-faces et suspensions de polyédres. — Les polyédres tels qu’on
les a définis sont convexes et possédent des faces et des sous-faces.

DEFINITION 2 (Sous-faces). — Soit 6 un polyédre n-dimensionnel tel que
A(0) = {A1,..., Ay} et {A,..., AL} une famille de sous-parties de R™ telle
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FI1GURE 2. Un polyédre (ici un cube) et ses sous-faces visibles en
dimension 3

que A, = A; ou A, = 0A; pour 1 < i < p. En posant o = (); A}, si « # 0 on
dira que « est une sous-face de §, et plus précisément :

- sidima < dimd on dira que « est une sous-face stricte;

— sidima =dimd — 1 on dira que « est une face;

— st dima = 0 (autrement dit si « est un singleton) on dira que a est un
sommet, et on le confondra souvent avec le point qu’il contient.

On note F(6) l'ensemble des sous-faces de § (dont & lui-méme) et pour 0 <
k < dimé l’ensemble des sous-faces k-dimensionnelles

Fr(0) ={a € F(0): dima = k}. (9)

La encore on généralise naturellement cette définition a des polyédres de
dimension & < n. On peut vérifier aisément que les sous-faces sont elles-mémes
des polyédres, et que les sous-faces des sous-faces de § sont aussi des sous-faces
de 0. En outre les faces sont d’intérieur disjoint, et leur union forme la frontiére
du polyédre. On peut méme écrire que

i= || a (10)

acF(9)

ot LI désigne une union disjointe, 'intérieur des sous-faces étant pris a chaque
fois relativement au sous-espace affine engendré correspondant.

De facon & rendre plus lisibles certains des énoncés & venir on va encore se
doter de la définition suivante.
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FI1GURE 3. Suspension d’un polyédre § par rapport & un point =
coplanaire ou non

DEFINITION 3 (Suspension). — Pour une partie A C R™ et x € R™ on définit
la suspension de A par rapport & x par
SA,2)={ty+(1—t)z:ye A ettel01]}. (11)

Pour une partie A on note (A) son enveloppe convexe, c’est a dire linter-
section de tous les convexes qui la contiennent. Il est facile de vérifier que si A
est convexe, pour deux points quelconques x et y on a S(A4,z) = (AU {z}) et
S(S(A,z),y) = S(S(A,y), )

Pour une partie A C R on note I’ensemble de ses points extrémaux
Extrem(A) ={x € A: x ¢ (A\ {z})}. (12)

Avec ces notations on peut donner la caractérisation suivante, qui établit I’équi-
valence entre les polyédres de la définition 1 et les polytopes. Il est possible de
la démontrer (ce qu’on ne fera pas ici) par récurrence sur le nombre de points
de Extrem(d) pour l'implication 1 = 2, par récurrence sur la dimension de
6 pour I'implication réciproque, et en utilisant le théoréme de Krein-Milman
dans les espaces euclidiens [KM40] pour le dernier point.

PROPRIETE 1 (Polytopes). — Pour toute partie convexe compacte non vide
6 C R™, les deux énoncés suivants sont équivalents :

(1) Extrem(d) est finie;

(2) & est un polyeédre.
En particulier, si § est un polyédre alors Extrem(d) = Fo(9).

Etant donné un compact A C R™, donnons-nous trois quantités permettant

de controler sa forme, et en particulier dans le cas d’un polyédre de donner une
borne inférieure implicite sur les angles que font ses faces entre elles.

DEFINITION 4 (Rotondité). — Les constantes de forme d’un compact A C R™
sont :
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— le supremum des rayons des boules incluses relativement au sous-espace
affine engendré (avec la convention sup () = 0) appelé rayon intérieur

R(A) =sup{r > 0: 3z € R", A D B(x,r) N Affine(A4)}; (13)

— Vinfimum des rayons des boules qui le contiennent (avec la convention
inf () = 0) appelé rayon extérieur

R(A) =inf{r >0: 32 € R", A C B(x,7)}; (14)

— le rapport des deuz (avec la convention R(A) = 1 lorsque R(A) = 0) appelé
rotondité R(A)
R(A)=="<-¢€]0,1]. 15
()= €0 (15)

On dira que plus R(A) est proche de 1, plus A est arrondi.

Dans le cas d’une partie convexe et lorsqu’il est non nul, le supremum dans
le calcul de R(A) est atteint par compacité, on parle alors d’une boule inscrite
dans A, centrée sur un orthocentre. Lors de la suspension d’un polyédre § par
rapport & un point x non coplanaire, il est possible de donner des bornes sur
les constantes de forme du polyeédre obtenu en fonction de la distance de x a
un orthocentre de § et au sous-espace Affine(d). La propriété suivante pourrait
étre donnée sous une forme plus précise mais elle suffira amplement pour la
suite.

PROPRIETE 2. — Lorsque § est un polyédre, les sous-faces de S(0,x) sont de
trois sortes :

— {a} lui-méme (lorsque x ¢ 6 ou x € Fy(0));

— des sous-faces de § ;

— des suspensions de sous-faces de § par rapport 4 x.

Pour tout compact K C)0,+o0o[? il existe des constantes c1 et ¢1 strictement
positives telles que pour tous polyédre § avec un orthocentre o et x € R™\

Affine(6), si
(d(x,Afﬁne((S)), d(x,o)) c K (16)
d(z,0) R(6)
alors
R(S(0,2)) < c1R(5) et R(S(5,7)) > caR(6). (17)
Démonstration. — Le premier point est évident si I’on se référe a la propriété 1

et en particulier & la minimalité pour la convexité des sommets de S(9, ).
Pour vérifier le second point, notons :
-6 =800,x);
— H = Affine(9) ;
— o un orthocentre de ¢ ;
— B une boule inscrite dans ¢ de centre o;
— B la boule de centre o et de rayon 2R(4) (dés lors 6 C B);
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FIGURE 4. Rayon intérieur d’une suspension de polyédre

— ¢/ un point du segment [, 0].

Le probléme peut se ramener a trouver une boule B(o',r) incluse dans S (B, ),
et une boule B(o,7) contenant S (E, sc) Appelons C le cone de sommet z
engendré par B (par hypothése d(z, H) > 0 donc z ¢ H), et B’ la plus grande
boule de centre o contenue dans C. Son rayon R’ vaut R(0) cos a ot «v est angle
(non orienté) entre la normale & H et la droite (z,0). Or

cosa = d(z, H)
d(z, o) (18)
donc
R = RO (19)

Les boules images de B’ par ’homothétie de centre et de rapport v > 0 sont
toutes contenues dans le cone C, en particulier la boule B” de centre ¢’ obtenue
avec y = % par exemple. Choisissons o' comme le milieu du segment [x,0] et
posons

Puisque par définition R(0) < R(J) il vient encore

1 d(z,H) d(z,o0)
=g d(z,0) R(9) BO). )

Par construction B(o',r;) C C et B(d',ry) C S(H,z), donc B(d',r;) N
B(o',ry) CCNS(H,z) C ¢, et finalement r = min(ry,r5) convient. On obtient
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donc les bornes suivantes en fonction de K :

qu>1.“%ﬂjmm<L1$”»1a®

== 9 d(x, 5
(= Z)( | (9) (22)
R®q<mm<z%0)3@y
R(5)
O
2.2. Complexes polyédriques et graphes. — Dans ce qui va suivre, pour

en ensemble S fini de polyédres k-dimensionnels de R™ on notera :
— l'union des polyédres

ues) = s (23)
ses
— I’ensemble des sous-faces

F($) = F0); (24)
6es
— lensemble des sous-faces k’-dimensionnelles (pour 0 < k' < k)

Fi () = | Fw (6); (25)

ses
— ’ensemble des faces de la frontiére
Fo(S) ={a € Fr1(S): V(B,7) € S*,a # SN~} (26)

La définition suivante permet de formaliser ’idée intuitive de grilles de poly-
édres qui se raccordent bien entre eux.

DEFINITION 5 (Complexes). — Lorsque toutes les sous-faces de S sont d’in-
térieurs (relativement au sous-espace affine engendré correspondant) disjoints
deux & deux, autrement dit si
[e]
Y, 0) € (F(S))*:a#f=anp=0 (27)
on dira que S est un complexe k-dimensionnel.
Les constantes de forme de S sont les extrema de celles de ses sous-faces de
toute dimension et seront notées avec des lettres rondes :
R(S) = max R(§) R(S)= min ~ R(§) R(S)= min R(5). (28
( ) dEF(S) ( ) 7( ) 66]:(5')\.7:0(5’)7( ) ( ) SEF(S) ( ) ( )
On peut par exemple vérifier que pour tout polyédre § et 0 < k < dim d I’en-
semble F(0) est un complexe, de méme que Fy(S) lorsque S est un complexe
k-dimensionnel et 0 < k' < k. Dans le cas d’un complexe n-dimensionnel S, on
a aussi par définition U (S) = U(Fs(5)).
Pour les besoins des constructions & venir on devra par ailleurs utiliser des
ensembles finis de points munis d’une structure connective non orientée. Se-
lon la terminologie usuelle on appellera de tels ensembles graphes, au sens de
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la définition suivante. On notera qu’il ne s’agit pas seulement ici de graphes
abstraits, mais bien du plongement des objets correspondants dans R”.

DEFINITION 6 (Graphes). — Un graphe G = (T, A) est la donnée d’un couple
formé de deux ensembles :

— lensemble des sommets, une partie finie non vide de R™ appelée support
de G ;

— un ensemble d’arétes A C P2(T) qui contient des doublons de sommets
distincts formant des segments ouverts disjoints deux & deux, c’est a dire que

V({a,b},{c,d}) € A*: {a,b} # {c,d} =]a,b]N]c,d[= 0. (29)

Puisque les arétes d’un graphe ainsi défini forment un complexe de dimension
1 (car supposées d’intérieurs disjoints), on se réserve le droit d’user parfois
d’une terminologie identique pour les deux types d’objets. Lorsqu’une aréte
{z,y} € A on dira que les sommets x et y sont voisins, et on confondra souvent
cette aréte avec le segment [z, y]. Pour tout sommet = € T on appelle ordre de
x le nombre de ses voisins :

O(z) = #{y € T: {x,y} € A}. (30)
Cette définition peut encore s’étendre au graphe tout entier :
OG) = max O(x). (31)

Dotons-nous encore de la terminologie qui suit afin de décrire la structure
des graphes :

— pour k£ > 1 on dira qu’un chemin de longueur k est un k + 1-uplet de
sommets (z1,...,2x41) € T tel que Vi € {1,...,k}: {zs, xi11} € A;

— un k-cycle est un chemin de longueur k£ dont les deux extrémités sont
égales, et les k — 1 autres sommets le composant distincts deux & deux. Par
exemple, si {z,y} € A le triplet (z,y,x) est un 2-cycle;

— on dira que G est connexe s’il existe un chemin qui le parcourt en entier ;

— on dira que G est linéaire si O(G) < 2, s’il ne posséde aucun 3-cycle et s'il
est connexe;

— on dira que G est cyclique 8’1l existe un cycle qui passe par tous ses som-
mets.

2.3. Suspension de complexes par rapport a4 un graphe linéaire. —
On suppose qu’on dispose d’un complexe k-dimensionnel S, d’un graphe linéaire
G = (T, A) et d’'une application p de S dans T, appelée choix de suspension.
Posons

S"'={anp: {p(a),p(B)} € A}

32
S*=S5Sus (32)
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et pour 0 € S* on notera

o [W@)sises
pr= {{pm),p(m} sses. (%)

Avec ces notations on va donner une définition pour la suspension de S par
rapport a G.

DEFINITION 7 (Suspension de complexe). — La suspension S(S, G, p) du com-
plexe k-dimensionnel S par rapport au graphe linéaire G selon le choix p est
Uensemble des polyédres (6 U p*(0)) de dimension k + 1 obtenus lorsque & par-
court S* :

S(S,G,p) = {0’ = (5Up*(6)) : 6 € S* et dimo’ =k + 1} (34)

Lorsque S(S,G,p) est un complexe on dira que p est un choiz adapté a la
SUSPENSION.

Il est clair qu’'une suspension de complexe n’est en général pas un complexe,
on peut donner I'exemple simple de deux polyédres et d’'un graphe & un seul
sommet situé sur I’origine d’une demi-droite qui intersecte l'intérieur de chacun
des polyédres : dans ce cas les suspensions respectives des deux polyédres ne
sont pas d’intérieurs disjoints.

En fait, il est nécessaire que toute demi-droite dont l'origine est I'un des
sommets du graphe ne rencontre au maximum qu’une seule fois 'union des
polyédres mis en correspondance avec ce sommet par le choix p. Pour formaliser
cette idée, pour deux parties A et B de R™ on dira que A est en occlusion simple
par rapport a B si

V(z,y) € Ax B: [z,y] N A= {x}. (35)

En particulier lorsque A est la frontiére d’un ouvert borné U cette propriété est
équivalente au fait que U soit étoilé par rapport a tout point de A. De maniére
plus générale on se donne aussi la définition suivante dans le cas de la suspension
d’un complexe k-dimensionnel S par rapport a un graphe G = (T, A).

DEFINITION 8 (Occlusion simple). — On dira que S est en occlusion simple
par rapport & G avec le choix p si les trois conditions suivantes sont réalisées :

(1) les polyédres de S ne rencontrent pas les arétes de G ;
(2) pour tout sommet x € T, ’ensemble

Up—@zn= | o (36)
5eS: p(6)=z
est en occlusion simple par rapport G x ;
(3) pour toute aréte {z,y} € A :
— U(p~H(x))NU(p~1(y)) est en occlusion simple par rapport au segment
[z, 9] ;
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FiGure 5. Exemples de suspensions de complexes avec choix
adapté; les exemples du bas et de droite vérifient en plus les hy-
pothéses du lemme 2 d’occlusion totale, le second avec un graphe
cyclique

~Up Y x)USUP L (x))NUP (y)),y) est en occlusion simple par

rapport au point .

Avec cette définition on va étre en mesure de donner des conditions suffi-
santes pour que la suspension d’un complexe en occlusion simple par rapport

4 un graphe linéaire soit encore un complexe.

LEMME 1 (Condition suffisante de suspension adaptée)

Soient S un compleze k-dimensionnel, G = (T, A) un graphe linéaire et p

un choix de suspension vérifiant les propriétés suivantes :

— S est en occlusion simple par rapport & G avec le choiz p;

— il existe une famille (kg)zer d’ouverts deux & deux disjoints de R™ tels

que :
~Vz €T, Ky est étoilé par rapport & x et U(p~1(x)) C Ky ;

— st x ety sont deux sommets voisins de G alors en notant

Kgy = U [u, ] (37)

(u,0)ERg XKy
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pour tout z € T\ {z,y} on a k, Nkyy =0;
— si {a,b} et {c,d} sont deux arétes distinctes du graphe alors kqp N
Ked =0 (cette condition impliquant la précédente lorsque G est cyclique).

Alors §(S, G, p) est un complexe k + 1-dimensionnel.

Démonstration. — Par définition les polyédres de S(S, G, p) sont de deux es-
peéces :
(1) ceux obtenus par suspension d’un polyédre de S par rapport & un sommet
de T';
2) ceux obtenus par suspension successive d'une face de S par rapport a
p P P 1YY
deux sommets voisins de T

Vérifions que I’ensemble des polyédres de ces deux espéces forme bien un com-
plexe. Considérons F' une sous-face d’un polyédre ¢ créé aprés suspension, elle
peut étre obtenue de quatre maniéres différentes :

(1) 6 est de premiére ou seconde espéce et F est une sous-face de S';

(2) ¢ est de premiére ou seconde espéce et F' = (F' U {z}) ou F’ est une
sous-face de S et x un sommet de G ;

(3) 0 est de seconde espéce et F = (F' U{z,y}) ou F’ est une sous-face de
S et x et y deux sommets voisins de G ;

(4) 6 est de seconde espéce et F' est une aréte de G.

Notons respectivement S, Sz, S3 et Sy les ensembles des sous-faces obtenues
aprés suspension et correspondant respectivement a ces quatre sortes (les en-
sembles S; sont deux a deux disjoints, puisque par construction une sous-face
ne peut étre que d’une seule sorte a la fois), ainsi

f(S(S,G,p)) :Sl USQI-'SS'-'S4. (38)

On va montrer que les polyédres de F(S(S, G, p)) sont d’intérieurs disjoints
deux a deux. Pour cela considérons (lorsque cela est possible(™)) pour 1 < i < 4
deux polyédres distincts F; et G; de S; et démontrons que

Y(i,j) € {1,2,3,4}%: F,n G, = 0. (39)

I y a un total de seize cas a considérer, qu’on peut ramener & dix & une
permutation des notations prés, et qu’on va traiter un & un en utilisant ces
notations :

— Fi est une sous-face d’un polyédre o de S

— Fy = (FyU{z}) ou F} est une sous face de ap € S;
- G = (G4 U {y}) ou G} est une sous face de B, € S';
— F3 = (FjU{a,b}) ou Fj est une sous face de a3 € S;

(D11 se peut que 'un des S; soit vide ou réduit a un seul polyédre ; dans ce cas-1a encore on
obtient ce qu’on cherchait, & savoir que les polyédres de J; S; sont d’intérieurs disjoints deux
a deux.
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- G4 = [u,v)].

[e] o
F1 NGy : Fi et G; sont d’intérieurs disjoints par définition puisque S est un
complexe.

o (o]
F; N G2 : remarquons d’abord que si Fj est une sous-face de G} elle est aussi
une sous-face de G (car y est en occlusion simple par rapport & G%) et donc

[e] [e]
Fy NGy = ). Supposons alors que F| ne soit pas une sous-face de G, posons
z = p(aq) et considérons les deux cas :

— si z # y alors par hypothése d’abord Fi C an C K, et G5 C By C Ry
donc G C Ry car K, est étoilé par rapport & y. De plus puisque y ¢ %
alors G2 N 0k, C G%. Dés lors puisque K, et k. sont disjoints il vient
FiNGy = FiNENG2NEy = F1NG2N0kyNOKk, C FiNG2NOky C F1NGY ;

— si z = y, puisque par hypothése y est en occlusion simple par rapport
a [y U Fy donc aussi par rapport a G5 U Fy alors F1 NGy = Fy NGY,.

Dans les deux cas, G est une sous-face stricte de G5 et puisque ’on a supposé
que F) n’est pas une sous face de G% alors F; N GY est soit vide, soit une
sous-face stricte de F}. Pour conclure, Iy NGy est donc soit vide, soit une sous-
face stricte de F et G5 (donc incluse dans leur frontiére) et par conséquent
F1 N G2 - @

F?l N Gos : remarquons d’abord que si F} est une sous-face de G4, elle est aussi
une sous-face de G3 (car aucun point de [c, d] n’est dans le sous-espace affine

[e] o
engendré par G% par hypothése d’occlusion simple) et donc F; NG5 = 0. Sup-
posons donc que F ne soit pas une sous-face de G% et posons z = p(aq). Quitte
a permuter les notations, il y a deux cas a envisager :
— si z # c et z # d alors de la méme fagon que pour le cas précédent on
a que G3 C Req et puisque [¢,d] C K q alors G3sNIk. q C G. Puisque par
hypothése k. q et &, sont disjoints alors F1 NGz = F1 NE, NGz NFEeq =
FlﬁGgmalﬁizﬂaHC,d C FlmGgmal‘iQd Cc Fy ﬂGg;
— si z = ¢, puisque [¢, d] est en occlusion simple par rapport & 83 U ay
donc aussi par rapport & G5 U Fy alors Fy N Gs = F1 N GS.
Dans les deux cas, G% est une sous-face stricte de G5 et puisque ’on a supposé
que Fy n’est pas une sous-face de G§ alors Fy N GY% est soit vide, soit une
sous-face stricte de Fy. Pour conclure, F1 NG3 est donc soit vide, soit une sous-
face stricte de Fy et G (donc incluse dans leur frontiére) et par conséquent

[e] o]
FiNnGs =10.

o [e]

F; N Gy : par hypothése d’occlusion simple les arétes du graphe ne rencontrent
pas les polyédres du complexe donc a fortiori F; N Gy = ().

o [e]
F2 N G2 : considérons les deux cas possibles :
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— sl & # y alors comme vu dans le cas (4,7) = (1,2), Fo N0k, C F} et
G2 N Ok, C GY avec par hypothése r, Nk, = (). Par conséquent, puisque
KzNky = 0 alors FoNGy = FoNR;NGoNKy = FoNdkyNG2NOky C FyNGY.
Or, puisque Fj et G% sont deux sous-faces strictes de Fy et Ga, alors
F5 N G4 est soit vide, soit une sous-face stricte de Fs et Go (donc incluse

dans leurs frontiéres) et par conséquent F» N Gy = (;

—sixz =y alors FoNGe = ((Fy N GY) U {z}). Remarquons ensuite que
par hypothése Fj # G (sinon Fy = Gs), et si Fj (respectivement G%) est
une sous face stricte de G% (respectivement F3) alors Fy (respectlvement

G2) est une sous-face stricte de Go (respectivement F) et alors F2 ﬂGg =
(). Supposons alors que Fj et G4 ne soient pas sous-face de respectivement
GY et Fj, alors Fy N GY est soit vide, soit une sous-face stricte de F3 et
GY. Par conséquent, Fy N G4 est une sous-face stricte de Fy et Go, donc

o [¢]
incluse dans leurs frontiéres et par conséquent Fh N Gy = (.

o
F2 N Gj : quitte & permuter les notations, il reste deux cas a étudier :

—six # cet x # d alors comme vu dans les cas précédents, Fp N
Ok, C Fj et G3 N Oke,q C GY. De plus par hypothése r, N keq = 0 d’ou
FrNGs = FQﬁ@ﬁGzzﬂm = Fgﬂafiwﬁngﬂalic,d C FéﬁGé Or F2/ et Gé
sont des sous-faces strictes de respectivement F, et G3, par conséquent
F5 N G3 est soit vide, soit une sous-face stricte de Fy et G (donc incluse

[e] [e]
dans leurs frontiéres) et finalement F» N G3 = 0;

— si x = c alors d’aprés la derniére hypothése de la définition de 1’oc-
clusion simple d’un complexe on sait que Fy U (G5 U {y}) est en occlu-
sion simple par rapport & x. On en tire que Fo N Gz = (FyU{z}) N
(GEU{z,y}) = (Fy N (G5 U{y})) U{z}). Par ailleurs, on sait aussi que
F} C Ry et Gy C Ry NRy, avec kg Nky = 0 et Ky qui est étoilé par
rapport a y. Il vient donc Fj N (G5U{y}) = F; N G5, dou on tire
F,NGs = (F5NGY) U{x}). Remarquons encore que si Fy est une sous-

o o
face de G% alors Fy est une sous-face de G3 et donc F5 N G3 = (). Sup-
posons alors que F ne soit pas une sous-face de G%, dans ce cas Fjy N G4
est soit vide, soit une sous-face stricte de Fy, donc ((Fy N G%) N{x}) est
une sous-face stricte de Fy. Puisque c’est aussi une sous-face stricte de G3
alors F N G5 est incluse dans la frontiére de Fy et G3 et par conséquent

F20G3:®.

FanN C:‘r)4 : remarquons que si u et v sont tous deux différents de z, puisque Fy C
Rz et que Ky N Ky = 0 alors Fy N [u,v] = 0 puisque [u,v] C Ky p. Supposons
ensuite que u = x par exemple, et raisonnons par ’absurde en supposant que
F5 N [u,v] # {u}. Dans ce cas F» est la suspension de Fj par rapport & u avec
F} C %y. En outre k,, étant étoilé par rapport a u et v ¢ k, on trouve que
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forcément [u,v] N F} # @, ce qui contredit ’hypothése que les arétes du graphe
ne rencontrent pas les polyédres de S.

1*33 N (3?3 : puisque Fj (respectivement G3) est de seconde espéce, par définition
de la suspension d’un complexe, F} (respectivement G%) est incluse dans 'in-
tersection de deux polyedres d; et dy de S (respectivement d3 et d4) tels que
p(d1) = a et p(d2) = b (respectivement p(d3) = c et p(ds) = d). Remarquons
alors que si Fj (respectivement G%) est une sous-face de G% (respectivement
FY) alors parmi tous les §; pouvant convenir on peut choisir d; = d3 et do = 0y
et donc {a,b} = {c,d}. Dés lors, F3 (respectivement G3) est une sous-face de

o [e]
G35 (respectivement F3) et donc par conséquent F3 NGz = @) ou F3 = G3. On
supposera donc que Fj N G% est soit vide, soit une sous-face stricte de Fj et
de G%. Quitte a permuter les notations il reste 14 encore trois cas a traiter
séparément :

— si{a,b}N{c,d} = 0 alors par hypothése k4 pNk¢,q = 0, de plus comme
vu dans les cas précédents, puisque F3 N Okqp C F4 et Gz N Okeq C G
alors F3NG3 = F5NEay NG3NReqg = F3N0kapy NG3NOkeqa C F5NGY;

—sia = cet b# d, puisque par hypothése Fj C R et G4 C Rq avec
kpNkg=10,b € kp et d € kg alors déja (F} U {b}) N (G4 U {d}) = F{NG5.
De plus Kap Nkg = 0 et kg q Nk = 0 avec F3 C Rap et G C Raq
donc F3NG3 = (FiU{a,b}) N(GL U {a,d}) = (F{U{a})N{(G5U{a}) =
(F{NGY)U{a}). Or puisque b ¢ ko et d ¢ K, alors ((FyNG5)U{a})
est une sous-face stricte de F3 et G3;

— sl a = ¢ et b = d alors puisque par hypothése [a, b] est en occlusion
simple par rapport & az U (5, F3 N G3 = ((F; N G%) Ua,b]). Or F;N G4
est soit vide, soit une sous-face stricte de F ou G% donc F3 N G5 est une
sous-face stricte de F3 et G3.

Dans les trois cas, F3 N G3 est une sous-face stricte de F3 et de G3 et par
conséquent F3 N Gs = 0.

o [e]

F3 N G4 : quitte & échanger les notations il y a trois cas a envisager :

— siu = aet v ="balors [u, v] est une sous-face de F3 et donc FsNG, =
0;

—slu =aetv#b, puisque F5 C Ry alors par hypothése v ¢ Fj.
En écrivant que F3 = (F} U {u,b}) = ((F} U {b}) U {u}), raisonnons par
I’absurde et supposons que Ju, v[NF3 # (). Puisque F3 est la suspension de
(F§ U {b}) par rapport & u et que v ¢ F3, le segment |u, v[ intersecte alors
(F3 U {b}) en au moins un point. Par hypothése, £, , Nk, = 0 avec k, , et
Kkp ouverts, donc on a aussi que Ky, , NFp = ), en outre (F§ U {b}) C &y car
Ky est étoilé par rapport a b. En résumé, en supposant que |u, v[NF3 # ()
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on obtient quatre comparaisons ensemblistes contradictoires :

Ju, v[ C Ky Ky NFp =0

(FLUDY) CRr Juoln (U (b)) £ 0. (40)

Par conséquent, Ju, v[NF5 est nécessairement vide ;

— sl u # a et v # b alors puisque [u,v] NKqyp = 0 (car [u,v] est inclus
dans louvert Ky, €t Ky NEap = 0) et F5 C Rgp (car kg et Ky étoilés par
rapport respectivement a a et b) on obtient que [u,v] N F3 = (.

o [e]
Dans les trois cas, on trouve bien que F3 NGy = 0.

o] (o]

F4 N Gy : par définition d’'un graphe ses arétes sont d’intérieurs disjoints donc
[e] [e]
FiNnGy = 0.

Ceci termine la démonstration que l'ensemble de polyedres S(S,G,p) est
un complexe k + 1-dimensionnel, puisqu’on a démontré que ses sous-faces sont
d’intérieurs disjoints deux a deux. O

Dans ce qui suit, on va devoir suspendre un complexe qui forme la frontiére
d’un ouvert de fagon & remplir de polyédres n-dimensionnel tout le volume
de cet ouvert. La notion d’occlusion totale va permettre de caractériser une
situation ou le remplissage se fait automatiquement.

DEFINITION 9 (Occlusion totale). — On dira qu’un graphe linéaire G est en
occlusion totale par rapport & un compleze n — 1-dimensionnel S avec le choix
p si p est surjectif et s’il existe un ouvert borné O et une famille d’ouverts deux
a deux disjoints (ky)zeT vérifiant les trois conditions suivantes :

(1) U(S) =00 et O = Usper Fe 5
(2) VYo € T': K, est étoilé par rapport a x et U(p~1(x)) C Ky ;
(3) V(z,y) e T?: {z,y} ¢ A=z =y ouFy NF, = 0.

Le lemme suivant justifie qu’en situation d’occlusion totale, la suspension va
remplir tout 'espace vide a l'intérieur de 'ouvert O.

LEMME 2 (Remplissage en occlusion totale). — Si le graphe linéaire G est en
occlusion totale par rapport au complexe S avec le choix p, et si p est un choix
adapté a la suspension alors S' = S(S, G, p) est un compleze qui vérifie

O cu(s). (41)

Si S wvérifie aussi les hypothéses du lemme 1 avec les mémes ouverts Ky
(qui, rappelons-le, établissent une condition suffisante pour un choiz adapté)
linclusion inverse est elle aussi vérifiée :

O =U(9"). (42)
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Démonstration. — D’abord on sait que S’ est un complexe, si de plus G est
réduit & un seul sommet le lemme est évident. Supposons donc & présent que
ce n’est pas le cas.

Par définition, un graphe linéaire non réduit & un seul sommet est tel que
chaque sommet a un ou deux voisins distincts. Dans le second cas, en notant x
un sommet de G et y et z ses deux voisins, puisque les (#,),p sont disjoints
deux a deux alors Ok, = (00 NR; \ (R UR;)) U (Oky NEg) U (Ok, NR5). De
plus par hypothése on a aussi que K, Nk, = () car y et z ne peuvent &tre voisins
(sinon (y, z, z,y) formerait un 3-cycle) donc Ok, NIk, = (). Cette union est par
conséquent une union d’ensembles disjoints deux a deux :

Oky = (00 NFEL \ (Ry URZ)) U (0ky NRg) U (0K, NRy). (43)
De méme si z a un seul voisin y alors
Oky = (00 NRL \ By) U (Oky NRZ). (44)

A présent, si on choisit @ € O on peut alors trouver z € T tel que a € 75 (en
effet, O C U,y k). Il nous faut considérer I'ordre du sommet z : supposons
d’abord que O(z) = 2 et notons y et z ses deux voisins distincts.

Si x = a alors puisque p est surjectif on peut trouver § € S tel que p(J) = z,
de plus par définition (6 U {z}) € S(S, G, p) donc a € U(S’).

Si z # a alors puisque x,a € K, et que K, est un ouvert borné, on peut
donc trouver b € Ok, tel que a € [b, z[. Et puisque &, est étoilé par rapport a
x alors on a aussi que |b, x] C k.. D’aprés (43) il nous faut considérer trois cas
possibles :

—sibe d0ONEK; \ (Fy UR;) alors puisque U(S) = 90O on peut trouver 6 € S
tel que b € . Remarquons aussi que puisque b ¢ K, UR, alors nécessairement
p(0) = z (en effet si p(6) = y par exemple alors par hypothése on aurait
que § C Ry ce qui est impossible car b € §). Donc (6 U {z}) € S(S,G,p), or
[b,2] C (U {x}) par conséquent a € (§U{z}) € S';

— si b € Ok, NF, alors notons c l'intersection de la demi-droite d’origine x et
de direction y_fc avec Ok,. Cette intersection existe car k, est un ouvert borné
et T € kg, et est unique car k, est étoilé par rapport a x. Puisque &, est étoilé
par rapport & y alors nécessairement ¢ ¢ Ok, (sinon on devrait avoir |¢, z[C Ky,
ce qui n'est pas le cas car |¢, z[C k).

A présent si on note H un 2-plan affine contenant les trois points z, y et a,
puisque ¢ € H il vient

H N Oky # HNOky NERy. (45)

En faisant U'intersection des membres de ’égalité (43) avec le 2-plan H, on
obtient

HNOk, =0 UF, UF, (46)
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avec
O'=HNoONE; \ (Ry UR>)
Fy =HNOky NFRy (47)
Fg :Hﬂ@/@zﬁ@.

En résumé, en se placant dans H on a montré que le fermé H N Ok, est
I'union disjointe de I'ouvert O’ et des deux fermés non vides F; et Fy, avec
Fy # H N 0Oky. 1l est facile de constater en plus que H N Jk, est connexe,
puisque c’est la frontiére de I'ouvert H Nk, de H, qui est borné et étoilé par
rapport & z. Par conséquent l'intersection de O’ et de F; n’est pas vide, en
d’autres termes :

D = HN0Oky NOO N Iky # 0. (48)

Notons d un élément de D, et démontrons & présent qu’il est possible de trouver
une face F' de S telle que d € F' et F' C kg N K.

Soient S; et Sy les sous-complexes de S formés des polyédres respectivement
inclus dans &5 et Ky :

Se={0€5:0 CR;} Sy, ={6€8:6 CRrRy}. (49)
Puisque par hypothése 00 = U(S) il vient
0NnF NEy=|J ond. (50)
5€5,,0/€8,

En outre, S, NS, = () donc par définition d’un complexe, 6 N ¢ est soit vide,
soit une sous-face commune de ¢ et ¢’. On remarque aussi que S, et S, ne
sont pas vides, car ils contiennent chacun au moins un polyédre qui contient d
(puisque d € 00 NE; NRy).

Considérons par ailleurs pour € > 0, la boule ouverte B, de centre d et de
rayon €, et notons

U. = B, N dO. (51)

Par hypothése O = |J, %t donc O C |J, r, en outre d n’appartient a aucun
des fermés ®; pour t ¢ {z,y}, donc il existe ¢y > 0 tel que pour tout € < ¢

U. C "y UTy. (52)

A présent considérons les deux cas possibles :

— si d n’est sommet d’aucun polyédre de S alors il existe €3 > 0 tel que
U, ne contient aucun sommet des polyédres de S pour € < €;. Dans ce cas,
puisque d ne peut étre que sur la frontiére de tout polyédre qui le contient
(car il est dans R N&y), Ue est donc l'intersection de B, et de 'union
d’une famille finie A4, ..., A,, de demi-hyperplans affines contenant d

Ue=B.nJ A (53)
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Chacun des A; N B, est un morceau d’un polyédre n — 1-dimensionnel §;
inclus dans & ou Ry, et il est clair que pour tout ¢, 0k, NIk, NOO contient
0A; N B, qui contient lui-méme d, JA; désignant ici la frontiére du demi-
hyperplan A; prise relativement a I’hyperplan entier. Si on considére par
exemple le sous-espace affine 9A; (de dimension n — 2), F' = §; N JA;
est une face de 1, et puisque S est un complexe alors F' est dans Ok, N
Oky N 0O (puisqu’on vient de voir qu’une boule n — 2 dimensionnelle
incluse dans F' y est déja, si la face entiére n’y était pas cela impliquerait
qu’un sommet d’un autre polyédre de S serait dans F' privé de ses propres
sommets, ce qui contredirait le fait que S est un complexe) ;

— si d est sommet d’un polyédre de S alors il existe €3 > 0 tel que U,
ne contient aucun autre sommet de S pour € < ¢5. Par un raisonnement
analogue sur un point e € 9k, Nk, NOO N B, distinct de d, il est possible
de trouver une face incluse dans 9k, N 0k, N OO qui contient d et e.

Dans les deux cas, on a donc trouvé une face F telle que
dec F CR; NF,;NOO. (54)

Il nous reste encore & vérifier que le polyédre (F U {z,y}) est de dimension n.
Puisque &, et k, sont respectivement étoilés par rapport & z et y, et F' C KNk,
alors le sous-espace affine minimal H’ de dimension n — 2 contenant F' ne
contient pas x et y, et sa direction n’est pas paralléle & celle de la droite (z,y),
donc (F,{x}) est de dimension n — 1 et ’hyperplan affine le contenant ne
contient pas y. Dés lors

((01Nd2) U {z,y}) € S(S, G, p) (55)

avec par construction, a € ({z,y,d}) C ({z,y} U (61 Nd2)), c’est a dire que
aclU(s);

— 81 b € Ok, N K, alors il suffit de refaire le raisonnement précédant en
permutant y et z.

Si O(x) = 1 alors en notant y le voisin de x il est possible de refaire un
raisonnement semblable en remplacant x. par (.

Pour conclure, dans tous les cas on a bien démontré que a € U(S’), c’est
a dire que O C U(S'). L'inclusion inverse est clairement vérifice dés que les
(Kz)zer vérifient les hypothéses du lemme 1, puisque dans ce cas tous les nou-
veaux polyédres créés lors de la suspension restent inclus dans (J, . Rz :

— les polyédres de premiére espéce obtenus par suspension par rapport a un
sommet z sont inclus dans &y ;

— ceux de seconde espéce obtenus par suspension par rapport a deux som-
mets voisins et y sont inclus dans k; U Ky.

O

A présent donnons une définition pour décrire la situation ot un complexe
combine les hypothéses des lemmes 1 et 2 par rapport & un ouvert en forme
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de « tube » parcouru par un graphe linéaire, en utilisant des parties (kz)zeT
obtenues par découpage du tube par des hyperplans perpendiculaires aux arétes
du graphe et pouvant étre placés a € prés.

Supposons que n > 2, considérons un complexe n — 1-dimensionnel S, un
ouvert O tel que 00 = U(S) et un graphe linéaire G = (T, A) tel que T' C O.

Pour deux sommets voisins « et y de G et r € —w w

, [ on notera
H(xz,y,r) 'hyperplan affine perpendiculaire & et passant par le segment [z, y] &
distance 7+ w de z, H" (x,y,7) le demi-espace affine de frontiére H(z,y,r)
qui contient x et H~ (x,y,r) autre demi-espace correspondant. Soit f une
application de T? dans R, anticommutative (c’est & dire telle que V(x,y) €

T?: f(x,y) = —f(y,2)) et vérifiant

d(z,y)
5

Supposons que #71' > 1, pour un sommet x € T selon les cas :

Vz,y} € A [f(z,y)] <

(56)

— 81 O(z) = 0 (dans ce cas G est réduit & un seul sommet par hypothése de
linéarité) on posera k., (f) = O;

— 81 O(x) = 1 alors soit y le voisin de z, on notera k,(f) 'adhérence de la
composante connexe de H™ (z,y, f(z,y)) N O qui contient x;

—si O(x) = 2 alors soient y et z les deux voisins distincts de x, on
notera k. (f) l'adhérence de la composante connexe de H*(z,y, f(z,y)) N
HY (2,2, f(x,2)) N O qui contient z.

Et pour finir on définit encore la famille de polyédres n — 1-dimensionnels S(f)
par

§eS(f)«= 3, x) e SXT:5=08Nk(f) et dimé=n— 1. (57)

DEFINITION 10 (Suspension tubulaire). — Soient S un complexe n—1-dimen-
sionnel, O un ouvert tel que 00 = U(S) et G = (T, A) un graphe linéaire tel
que T'C O. Pour € > 0 donné, on dira que S est e-tubulaire par rapport 4 G
et O si G est réduit a un seul sommet, ou s’il existe deux applications [ et
g: T? — R anticommutatives et vérifiant :

(1) Ha,yp e A -

(f(may)ag(x7y)) € |-

If(z,y) —g(z,y)| > €

(2) pour toute application anticommutative h: T? — R telle que min(f, g) <
h <max(f,g), S(h) est un compleze vérifiant les hypotheses des lemmes 1 et 2
par rapport au graphe G et O en utilisant les ouverts k. (h) et le choiz p de
suspension défini par p(0) = x < 6 C Ky (h).

2 ' 2 (58)
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Lorsque les hypothéses de la définition sont vérifiées, 9O admet un hyper-
plan tangent H"™~!-presque partout (en tant qu’union finie de polyédres n — 1-
dimensionnels). On notera -0 le sous-ensemble de JO ot un tel hyperplan
existe, et 7 (z) un vecteur unitaire normal & cet hyperplan lorsque z € 9+O.
Lorsque le graphe G est réduit a un seul sommet x on notera

a_=p-=d(x,00) 5= (H"(00))7"

<Tm(t),t—a> (59)
oy =P = sup d(z,t) n= | ) 3
tedo t€o+0 [t — ]

Lorsque #1 > 1 on notera § ’ensemble des applications anticommutatives
comprises entre f et g :

5= {h € RT”: h anticommutative et min(f, g) < h < max(f, g)} (60)

et avec ces notations on définit encore les quantités suivantes :

_ = min d(z, _ = inf d(z,00 N (rg(h) Ury(h
o-= min dzy) f-= Inf d( (ks (h) U iy ()
{zy}eA
z€[w,y]
o = max d(z,y) B+= sup sup d(z,1)
z,y}€ heF U
{x,y}eAtEBOﬁ( = (h)Uky (h))
z€[z,y]
T (61)
v = | sup H" 100 N k. (h))
heg
xzeT
(t),t —
, = . | <)t —z>|
heF It — z||
{zy}eA

t€0-ON(kiy () Uy (h))

Le lemme suivant permet d’évaluer les constantes de forme optimales des
polyédres d’une suspension de complexe e-tubulaire. Comme dans le cas de la
propriété 2, il serait possible de le donner sous une forme plus précise mais
celle-ci nous suffira pour la suite.

LEMME 3 (Rotondité d’une suspension tubulaire). — Pour toute partie com-
pacte K C|0,+oo[? il eziste des constantes ¢y et cy strictement positives telles
que pour tout complexe e-tubulaire S par rapport a un ouvert O et un graphe
G, si on peut trouver deux constantes p4 et p_ telles que

pt+ >R(S)>R(S)>p- >0 (62)

et
(n,nymeawffKﬂV)eK (63)
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alors on peut trouver h € § tel que S = S(S(h),G,p) est un complexe n-
dimensionnel vérifiant

R(S') < a1 R(S), R(S') > e2R(S) et U(S') = O. (64)

Démonstration. — On peut commencer par remarquer que le lemme est
évident si #T = 1. En effet, dans ce cas il suffit de considérer § € F(S), en
notant o un orthocentre de § et = € T il vient
nf- < d(x, Affine(s)) < 3,
B <d(z,0) < By (65)
p— <R(8) < py
d’ot1 on tire
775; < d(z, Affine(0)) <
ﬁJr d(l‘, O)
B- < dix, 0) < ﬁi
P+ R(9) p—
En appliquant la propriété 2 on obtient immédiatement les constantes désirées,
on supposera donc pour la suite que #71" > 1.

Soit § € Fi(S) une sous-face de dimension k¥ < n — 1 d’un polyédre de S,
considérons les deux cas :

— sl k=1 alors #F,_1(0) = 2;

—si k > 1, par hypothése ¢ est contenu dans une boule de centre ¢5 et de
rayon au plus p;. Notons respectivement Uy et Vj, la surface de la sphére unité
et le volume de la boule unité en dimension k. En rappelant que ¢ est convexe
et contenu dans une boule de rayon p, il vient

HEH96) < Uppli™ (67)
et puisque les faces de § sont disjointes et forment sa frontiére on a aussi
> H N a) =HEH(99). (68)
ae]-'k_l(é)

De la méme facon, les faces de § contiennent une boule £ — 1-dimensionnelle
de rayon au moins p_ et donc

#HFr1(0)Vi_1p" 1 < HF1(86). (69)
On peut alors tirer de (67) et (69) :
Ue [ po\F!
Fie1(6) < — | — . 70
#Ra(0) < o (2) (70)

Par conséquent, on peut donc trouver M > 0 ne dépendant que de K tel que
pour 0 < k <n — 1 et pour tout sous-complexe S’ C S

#Fi(S) < M#F,—1(5"). (71)
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Puisqu’on a supposé que G n’est pas réduit & un seul sommet alors A # (),
on peut donc counsidérer {z,y} € A et poser

w = min(f(z,y), g(w,y)) et v = max(f(z,y), g(x,y))- (72)

Fixons k € {0,...,n — 1} et considérons le sous-complexe Si(x,y) des sous-
faces de dimension k de S pour lesquelles il existe w €]u, v[ tel que hyperplan
affine H(z,y,w) intersecte leur intérieur sans les contenir :

Si(,y) = {6 € Fu(S): 3w €lu, o[, 6N H(z,y,w) # 0 et § ¢ H(z,y,w)}. (73)
Par ailleurs en prenant £ = n — 1 on sait que

U(Snfl(xﬂy))caOm U H(x,y,w) (74)

ulw<v

sinon il y aurait des polyédres de S qui pourraient étre découpés plusieurs
fois par les hyperplans H(xz,y,w) pour {z,y} € A, ce que les hypothéses du
lemme interdisent. On en déduit que les S,_;(x,y) (pour {z,y} € A) sont des
sous-complexes disjoints deux & deux de S qui vérifient

U(Sn-1(x,y)) C (ka(f) U ka(g)) N OO (75)

et on en tire
H*HUSn-1(2,9))) < H" H(ka(f) U ka(g)) NOO) < 29" (76)

En outre, tous les polyédres de S,,_1(x,y) contiennent une boule n — 1-dimen-
sionnelle de rayon au moins R(S) > p_ donc

Vn—l#Sn—l(xvy)pﬁ_l S Hn_l(u(sn—l(‘ra y))) (77)
d’ol on tire
45, 1(my) < -2 (78)
n—1\0,Y) > 35—
' P— 1V;L—l
et d’apres (71)
2nM net
3 #Sk(x,y) < T (7) <N (79)
k<n V-1 \p-

avec IN entier qui 1 encore ne dépend que du compact K.

A présent considérons un polyédre § € Si(x,y) et B une boule k — 1-
dimensionnelle de Affine(d) inscrite dans & centrée sur un orthocentre c et
de rayon R(4) (par hypothése, R(§) > p_). Notons encore :

v = inf{w € [u,v]: H(z,y,w) ﬂ(%% 0} 5T (w) = HM (z,y,w) NJ (80)
v' = sup{w € [u,v]: H(z,y,w) 037& 0y 6 (w)=H (x,y,w) N (81)

S(6w) = {{5+(w),6_(w)} siw elu’, o[ (52)

{6} si w ¢lu,v'[.
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Par construction H(z,y,u') N B = H(x,y,v')N B =0 (car B C §), 6t (w) et
d~ (w) sont deux polyédres k+ 1-dimensionnels pour v’ < w < v’, S(d, w) est un
complexe k-dimensionnel et il existe wy €]u’, v’ tel que ¢ € H(x,y,wp). Soient
¥ € dNH(x,yu)ety €6NH(z,yv) et posons B = S(B,z') US(B,y’).
Déja B’ C § par convexité, en outre B N HT(z,y,wo) et BN H™(x,y,w)
contiennent chacun une boule de rayon R(9)/2. En posant

Bt (w) =B'NH (z,y,w) et B~ (w) =B'NH™ (z,y,w) (83)

et en considérant une homothétie de centre 2’ il vient
w—u" R(J)

v ! : R(BT > —_— 84
w el s BB () 2 o A (84)
et de maniére symétrique
_ w—v" R())
A4 I R(B > - —. 85
w e fwo, /s BB () 2 2 2 (55)
Réciproquement,
R(o
v eluq.o'[: BB (w) > £ (86)
et
R(6§
Vw €]u’, wol: R(B™ (w)) > % (87)
Par ailleurs puisque par hypothése R(§) > p_ et R(5) < p,, alors
min(wg — u’, v’ — wg) > p—_(v’ —u) (88)
2p4
et en posant
1 siw <o
() = { min(w =l fw=v) oGy oy (89)
° v = dpy
1 siw > o
il vient
in R(a)> R(9). 90
aé?(lﬁw)*(a) > R(9) (90)
Avec nos notations, on peut donc écrire
N .
R(S(z,y.w)) > | min_ ds(w)R(S) o
6€SK(z,y)

ol S(z,y,w) désigne le complexe obtenu par découpage des polyedres de
Sn—1(z,y) par I'hyperplan H(z,y,w). Pour a € R et b €]0,+0o0] écrivons
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encore
1 sitw<a
% si w €la,a+ b/2]
Pap(W) = 04— w (92)

b2 siw €la+b/2,a+b|
1 siw>a+b

et remarquons que pour § € Si(z,y) on a
P
Ys(w) > TQSU’,v’fu’ (w) (93)
P+

avec v/ — v’ < 2p,. Par ailleurs il est facile de constater que
Y(a,b,0) € Rx]0,2p1] x [0,1[: H'({w € R: ¢op(w) < 0}) < bo < 2pio. (94)
D’aprés (79) il vient

su min w)R(S) > min su a.b (W 95
wE['Ev] 1<k<n-—1 1/’5( )7( ) 4p+ (a17-~~7(1N)E]RN wE[g?e] (b lb( ) ( )
3€Sk(,y) (b1,...,bn)€]10,2p4 1

et en utilisant (94)

Vo € [0,1[,Y(a1,...,an) € RN V¥(b1,...,bn) €]0,2p, ]V
H' {w €R: ¢op <0}) <2Npio. (96)

€

En prenant ¢ = NG

dans (96) et d’aprés (91) on peut donc trouver w, , €
[w, v] tel que

R(S(z3:102)) 2 1w RIS) = AR(S) (97)

avec 1a encore A > 0 qui ne dépend que de K. En posant h(z,y) = w, , et en

recommencant avec tous les couples de voisins du graphe, il est donc possible
de trouver h € § telle que :

R(S(h)) = AR(S) et R(S(h)) < R(S). (98)

Il nous reste encore a établir des relations uniformes sur les régularités aprés
suspension. Pour cela soit 6 € F(S’) une sous-face de S’ et rappelons que
comme vu dans la démonstration du lemme 1, § peut étre de quatre sortes :

—si d € F(S(h)) alors par définition
R(6) <R(S(h)) et R(6) > R(S(h)); (99)
—si 0 = [u,v] ot u et v sont deux sommets voisins du graphe, alors

R(8) = R(5) € [a_,a1] C | =R(S), =R(S)|; (100)
P+ p—
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—si d = S(F,u) ou F € F(S(h)) est une sous-face de S(h) et w € T un
sommet du graphe, notons ¢ un orthocentre de F'. On a
d(u, Affine(d)) c {776,1] ot diu,c) c [57ﬁ+}
d(u, c) By R(F) P+ p—

donc la propriété 2 nous donne des constantes a et b ne dépendant que de K
telles que

(101)

R(5) < aR(F) < aR(S(h)) et R(6) > bR(F) > bR(S(h));  (102)

-8 0 = (FU{u,v}) = S(S(F,u),v) o F est une sous-face de S(h) et
{u,v} € A deux sommets voisins du graphe, notons F' = S(F,u) et ¢’ un
orthocentre de F’. Déja, comme vu pour le cas précédent on a

R(F') <aR(S(h)) et R(F') > bR(S(h)) (103)
d’ot on tire d’apres (98)

R(F') > R(F') > bR(S(h)) > bAp_ et R(F') < apy. (104)

Par définition de la suspension tubulaire F C H(u, v, h(u,v)), F' C Ky, F' N
Ky = 0 et dim Affine(F) < n — 2, donc

(d(v, Affine(F")),d(v,c)) € [d(v, F'), B3] . (105)
Par ailleurs
d(v, F') € {WQ_,M,W(%M (106)

et donc d’apres (104)
d(v, Affine(F")) c [ min(a_, 3_) 1}
)7

d(U,C/) 2111&X(O[+,ﬂ+

d(v,c) _ [minm,ﬂ) max(a%m)}

R(F") 2ap, bAp_

(107)

d’ou on tire de nouveau d’apreés la propriété 2 et inégalité (103)
R(0) < dR(F') < adR(S(h)) et R(6) = VR(F') > R(S(h)  (108)

avec la encore a’ et b’ qui ne dépendent que de K.

En combinant l'inégalité (98) avec celles obtenues pour chacun des quatre
cas ((99), (100), (102) et (108)) on obtient les constantes ¢1 et co désirées, ce
qui termine la démonstration du lemme. O
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3. Raccordement de complexes dyadiques

On s’intéresse a présent a des complexes composés de cubes dyadiques de
R™. Un cube dyadique de pas r > 0 s’écrit comme le pavé [0,7]" dans une
base orthonormale adaptée. Un famille de tels cubes disposés sur un pavage
constitue naturellement un complexe.

DEFINITION 11 (Complexes dyadiques). — On appellera compleze dyadique
n-dimensionnel de pas r > 0 toute famille S de cubes dyadiques qui peut
s’écrire

S={rz+[0,7r]": z € Z} (109)

dans une base orthonormale adaptée.
On dira qu’un compleze T est dyadique en surface s’il existe un compleze
dyadique S tel que

Fo(T) = Fa(S). (110)

Comme précédemment on généralise la définition a des complexes dyadiques
de dimension k£ < n en se plagant dans un sous-espace affine. Lorsqu’un com-
plexe T est dyadique en surface il est clair qu’il existe un seul complexe dyadique
S avec les mémes faces sur la frontiére. On généralise donc naturellement a T'
les attributs de S propres aux complexes dyadiques (par exemple les propriétés
de groupement de la définition 12).

Les principales définitions ayant été données, on peut & présent énoncer le
théoréme principal.

THEOREME 1 (Fusion). — Il existe trois constantes strictement positives p, ¢1
et co ne dépendant que de n telles que pour tout compact K C R™, pour tout
ouwvert O C K et pour tous complexes n-dimensionnels S1 et Sy dyadiques
unitaires en surface vérifiant

US)) =K\O  U(Sy) CO in le—yll>p (11

m
(z,y)€U(S1)xU(S2)

on peut construire Ss tel que S’ = S1US2US3 est un complexe n-dimensionnel
vérifiant

Z/{(S/) =K ﬁ(S') < clﬁ(Sl U SQ) E(S/) > CQE(S]_ U Sg) (112)

Dans ce qui suit on notera ¢ une isométrie affine qui fait passer d’une base de
S1 & une base de S;. La démonstration va consister & combler I’espace compris
entre S7 et So par des couches successives de polyédres de fagon & former un
seul complexe plus grand, en raisonnant par récurrence sur la dimension n.
Auparavant, on va donner un lemme préliminaire.
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3.1. Subdivision. — Définissons une propriété caractérisant les complexes
dyadiques qui sont des subdivisions de complexes dyadiques plus grands.

DEFINITION 12 (Groupement). — Soit S un compleze dyadique de pas r et p
un entier non nul. On dira que S est p X p--- X p-groupé s’il existe un compleze
k fois
dyadique T de pas pr tel que U(S) =U(T).
Dans ce cas on dira que S est la p X p--- X p-subdivision de T, ou que T est
le pxXp--- X p-groupement de S.

On se réserve aussi le droit de parler de p; X ps ... X pg-groupements par la
suite (ou les p; sont des entiers non nuls pas forcément tous égaux) lorsque le
complexe S s’y préte. Pour simplifier les notations, on remplacera aussi parfois
pXpx... xpparp.

Etant donnés un entier m > 1 et un complexe dyadique en surface, le lemme
suivant permet de construire une couche de polyédres sur la frontiére de fagon a
le rendre mF-groupé en surface, tout en gardant un contrdle sur les constantes
de forme obtenues.

LEMME 4 (Subdivision). — Pour tout entier p > 1 il existe deuzx constantes ¢y
et co telles que pour tout complexe n-dimensionnel S dyadique en surface de
pas r il est possible de construire un compleze S’ O S dyadique en surface de
pas r/p, pt-groupé dans la méme base et vérifiant

d(z,U(S)) < 113

Jmax (z,U(S) <rv/n (113)

R(S") < eaR(S) R(S") > a1 R(9). (114)

Démonstration. — Considérons la famille T' des cubes dyadiques de pas r dans

une base adaptée & S qui ont au moins un point commun avec OU(S) et qui
sont d’intérieur disjoint avec tous les polyédres de S. Il est clair que S U T est
un complexe dyadique en surface de pas r qui vérifie 'inégalité (113), avec en
outre
USUT)NAU(S) = 0. (115)
Soit § € T et notons ¢s son centre. L’ensemble F,,_1(0) N Fy(T) contient des
cubes dyadiques n — 1-dimensionnels de pas r, qu’il est possible de subdiviser
chacun naturellement en p"~! cubes de méme dimension et de pas r/p. On
notera Es le complexe obtenu aprés subdivision des cubes de F,,—1(6) N Fy(T),
et

Fs = Fn_1(6) \ Fo(T). (116)
Par construction, F5 U Fs est un complexe n — 1-dimensionnel vérifiant
06 =U(Es U Fy) (117)

et en faisant la suspension des cubes de F5U Fj par rapport a ¢s on se retrouve
dans le cas particulier d’une suspension tubulaire par rapport & un graphe
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réduit & un seul sommet, avec des constantes S_, B4, 7 et n qui ne dépendent
que de p et n. Dés lors en posant

Ss = {S(a,q;): a€ FBsU Fg} (118)

on sait d’aprés le lemme 3 que S5 est un complexe n-dimensionnel vérifiant
U(Ss) =6 et

ﬁ(s@ < Clﬁ(Eg U F5) E(S(;) > coR(Es U Fy) (119)

avec ¢y et co qui dépendent uniquement de n et p.
Posons finalement
S'=85ulJSss. (120)
SeT
Par construction S’ est un complexe n-dimensionnel dyadique en surface de pas
r/p, p"-groupé, qui vérifie I'inégalité (113), ainsi que (114) d’apres (119). O

Dans la démonstration du théoréme qui va suivre, pour p > 1 et p’ > 0
donnés, en supposant que p > 3v/n + p’ et en appliquant le lemme 4 & S; et
So (quitte & enlever ensuite les cubes rajoutés a So qui ne sont pas dans O) on
peut aussi supposer que tous deux sont p x p-groupés (pour alléger les notations
on supposera qu’ils sont toujours unitaires, et on les notera encore S; et So)
et les hypothéses du théoréme resteront vérifices avec p’. En particulier si on
prend p > 3p’ + 3y/n, en notant

A={zeo:a@u(s)) > £}
O'=0\4

alors U(S1) C O’ C O et toute composante connexe de O’ contient une unique
composante connexe de U(S7). Par ailleurs, en ajoutant a S; tous les cubes
dyadiques unitaires possibles dans une méme base situés a distance au moins
p’ de U(S3) et inclus dans O on a U(S1) D A (car tout cube dyadique unitaire
qui intersecte A N O est a distance au moins p/3 — /n > p’ de U(S1)). Par
conséquent, quitte & subdiviser préalablement S; et Ss, & ajouter des cubes a .5;
et a travailler séparément dans les composantes connexes de O’ on va supposer
en plus que U(S2) est connexe, ce qui implique en particulier que OU(S2) lest.

(121)

3.2. Fusion en dimension 2. — Traitons d’abord le cas de la fusion de
deux complexes dyadiques bidimensionnels. On verra que la construction qu’on
va expliciter va étre encore réutilisable dans la suite de la démonstration en
dimension plus grande.

LEMME 5. — Le théoréme 1 est vrai lorsque n = 2.

Démonstration. — Supposons donc que n = 2, que les hypothéses du théoréme
de fusion sont vérifiées. Dans ces conditions, les portions de S; et Ss qui nous
intéressent sont deux graphes au sens de la définition 6, les arétes étant les
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faces (ou segments) qui sont respectivement dans la frontiére de O et de U(S7).
On va supposer qu’on dispose d’une distance p assez grande entre les deux
complexes pour faire toutes les constructions dont on va avoir besoin dans la
démonstration qui suit, on verra a la fin que p peut étre borné indépendamment
des complexes considérés.

Remarquons qu’une isométrie ¢ qui fait passer d’une base de S; a 'une
de S5 peut étre décomposée en une rotation linéaire ry d’angle 8 suivie d’une
translation 7 :

d) =TOTy. (122)

En faisant éventuellement une permutation et/ou des inversions des vecteurs de
la base de I'un des complexes, on peut aussi supposer que 'angle 8 est compris
entre —35 et 0 modulo 7. Pour tout entier p > 0, la rotation ry peut alors étre
décomposée en p rotations d’angle 6’ = % € [f%, O} :

ro = (rosp)” = (ro)". (123)

Enfin en posant " = 7 + %/ on constate que 6" = 20" modulo 7 et 1a encore

a des permutations/inversions prés des vecteurs des bases considérées, ry peut

s’écrire comme le produit de 2p rotations d’angle 0" € [1 - E]. Si l'on

construit successivement 2p — 1 complexes dyadiques en couronne autour de S
(en supposant p assez grand) dont une base est 'image de celle du complexe
précédant par une rotation d’angle 6”, le probléme de fusionner S; avec S se
rameéne & faire fusionner successivement deux & deux ces complexes.

De la méme facon en posant 6" = 6" — &, la composée de 2p rotations
d’angle 0" est une rotation d’angle égal a 6 modulo 7, avec

(124)

On supposera donc & partir de maintenant pour simplifier la démonstration
que
m
0 € [Bnin, Omax] C }0, Z[ (125)

oll Omin peut étre choisi arbitrairement proche de 7, au prix d’un nombre de
transitions p assez grand qui ne dépend pas des complexes a faire fusionner.

A présent considérons la subdivision 4 x 4-groupée du complexe Sy obtenue
en utilisant le lemme 4 avec p = 4 (on appellera aussi S2 le complexe obtenu,
et on supposera encore qu’il est unitaire pour ne pas surcharger les notations).
Chaque couple de faces distinctes de Fy(S2) ayant un point en commun peuvent
former un angle plat, aigu ou obtus. Dans ce qui suit, pour deux points a =
(a1,as) et b = (b1, by) de R? on notera dpax(a, b) la distance dite habituellement
« du maximum » qui les sépare, définie par

dmax(a,b) = max (Ja; — by, |az — ba]) . (126)



34 V. FEUVRIER

Considérons ’ensemble des points de coordonnées Z? + (%, %) dans une base

de S5 (les centres des cubes de Sy en font par exemple partie), et notons T le
sous-ensemble de ces points qui sont a I'extérieur de U(S2) et a distance % pour
la distance dax :
9 11 1
T=3z2€Z+ 33" dinax(2,U(S2)) = 5[ (127)
Cet ensemble de sommets peut étre muni naturellement d’une structure de

graphe, en posant que les voisins d’un point de T sont les points de T" & distance
minimale :

A={z,y} CT: 2z €T,y T\ {z} et
Vze T\ {a}, ||z — x| = |ly —=ll} (128)

Notons G le graphe formé du couple (T, A) et vérifions rapidement que G est
linéaire cyclique. D’abord tout point de 7" a au moins deux voisins car si x € T
alors il existe 2/ € Fo(S2) tel que 2’ € U(S2) et dpax(2’,z) = 5. On a vu
que z’ était le sommet d’un angle plat, aigu ou obtus, et on peut trouver 3’
et 2’ distincts dans Fo(S2) N OU(Ss) tels que d(z’,y') = d(a', 2’) = 1. puisque
I’on a subdivisé quatre fois alors nécessairement seul I'un des trois sommets
(2',y,2") de la frontiére du complexe peut étre le sommet d’un angle non plat.
Par conséquent on peut alors trouver y et z distincts et distincts de x dans
7% + (%, %) tels que dmax (v, y) = %, dmax(#/,2) = % et d(z,y) =d(z,z) = 1.
Par conséquent z a au moins deux voisins : y et z.

Raisonnons & présent par ’absurde et supposons que x a au moins trois
voisins distincts a, b et c¢. Par construction a, b et ¢ sont & distance 1 de x
donc forment les sommets d’un triangle rectangle isocéle dont z est le milieu
de T'hypoténuse et par exemple a est I'angle droit. Considérons alors 1'union
U des boules fermées de centres z, a, b et ¢ et de rayon % pour la distance
dinax (il s’agit en fait de quatre cubes dyadiques dans une base de Sy). Puisque
Pon a subdivisé S quatre fois alors U (S2) NU est forcément compris d’un seul
coté de la droite (b, c), ce qui implique soit que dpmax(a,U(S2)) = %, soit que
dinax(a,U(S2)) = 0. Dans tous les cas, on a une contradiction avec la définition
des points de T

On vient donc de montrer que tout sommet du graphe G a exactement deux
voisins. On a en outre supposé que OU(S3) est connexe, par conséquent G est
cyclique. Et puisque G a au minimum huit sommets (ce serait le cas si So n’était
composé que d’un seul cube) alors il ne contient aucun 3-cycle. Par conséquent
G est bien linéaire cyclique.

Soient u et v deux réels tels que 1 < u < v < % On définit une bande en
forme de couronne autour de S; & distance comprise entre u et v :

Kup={zeR": v <d(z,U(S2)) < v} (129)
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La frontiére de cette bande a une composante connexe « extérieure » située a
distance v de U(Sz) :

K, = {z € R": d(z,U(S2)) = v}. (130)

Lorsque v est fixé, YVu < v on peut trouver un entier p tel que % < v—u, donc
en subdivisant p fois Sy, si § € S; et 6 N K, # O alors d(§,U(S2)) > u. On va
alors compléter S en lui rajoutant tous les cubes inclus dans O, de pas zlv dans
la méme base et qui contiennent un point a distance au moins v de U(Ss) :

St 51U{5: § C O et supd(x,U(S7)) 21}}. (131)
TES

On remarquera que par construction, tous les polyédres de S7 sont a distance
au moins u de U(Ss), donc que OU(S]) a une composante connexe incluse dans
Ku,v- La encore, pour simplifier les notations on notera encore Sy a la place de
S, puisque S vérifie aussi les hypotheéses du théoréme avec une autre constante
p-

Notons T” I’ensemble des sommets du graphe G qui sont alignés avec leurs
deux voisins. Remarquons que pour toute aréte {z,y} € A du graphe G,z € T’
ou y € TV car on avait subdivisé Sy quatre fois. Pour tout sommet x € T” soit
(d) la droite perpendiculaire a celle qu’il forme avec ses deux voisins, on notera
Cs le cone de sommet = et dont les points forment un angle (non orienté)
compris entre 0 et O,,;, avec la droite (d) :

Cy = {z eR": (z,9),(d) € [079mm]} . (132)

Nous allons a présent discuter des différentes configurations possibles des som-
mets du graphe.

Cas d’un angle plat. —
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Soient x et y deux sommets voisins du graphe tous deux alignés avec leurs
voisins (x,y € T'). Remarquons d’abord que puisque 'on a supposé que 6 €
[Omin, Omax] alors 051 N Ky, NC, est en occlusion simple par rapport a x (res-
pectivement 951 NK, , NC, par rapport a y). En outre, 051 N/, , NCy NC,, est
en occlusion simple par rapport au segment [z, y| : en effet, remarquons que les
faces de S7 qui sont dans cet ensemble forment un angle compris entre 6,,;, et
7 avec la normale & la droite (z,y), donc coupent la droite (x,y) en un point
extérieur au segment [z, y| car u > 1.

En choisissant 0, assez proche de 7 il est possible d’obtenir que tan Oy, >
%, et en prenant

1 1
-t 1
v 2 + 2tan O, (133)

on obtient que K, NC,NC, est un segment non vide paralléle & [z, y], de longueur
v > 0 qui ne dépend que de v et O, On notera H) une droite perpendiculaire
a ce segment, a distance A de I'une de ses extrémité (pour A € [0, v]).

Cas d’un angle aigu. —
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Traitons & présent le cas des angles aigus : soit z le sommet de ’angle, et y
et z ses deux voisins. Si Oy est suffisamment proche de 7, il est possible de
trouver une droite A paralléle a I’'un des vecteurs de la base canonique de S; et
telle qu’elle passe par des sommets de la frontiére de Sp, situés respectivement
dans IC,, , N Cy et Ky NC.. Sion suppose qu'on a assez subdivisé Sy (il suffit
que son pas soit inférieur & ﬁ par exemple) on peut aussi imposer que la
droite A ne coupe pas les segments [z, y] et [z, z] et méme, on peut trouver une
constante C' > 0 ne dépendant que du pas de subdivision et de 6,;, telle qu'on
puisse imposer d(z, A) > C.

Notons A* le demi-plan délimité par A qui contient 2, A~ I'autre demi-plan.
On rajoute alors a S; tous les cubes qui sont dans A~ N{t € R™: d(¢,U(S2)) <
v}. On prend cette fois-ci des droites Hy et H,, qui sont perpendiculaires & A
et a distance respective A et u de x, du co6té respectivement de y et de z, avec

par exemple

1 2

Ap€ (3, 3)

Cas d’un angle obtus. —



38 V. FEUVRIER

%

0
088

”””"’:’: :’:

XSS

QO
SRS

%

G0
%5
oo

o

303
0

ORI

B

¢
X
o

0
%8
%%

33
3

3

o
s
So%ele?

o
5
o

%

206
oo

oo
3
5
5

o
0%
o5
3
=3

So

R
3
%t

,
o

X

o
3
%
S
55

%%

S
o

%
RS
%%
6%%%

.

o

G55
<K

OOO0000000
p st SIS
SR RS OERRRRERILRRISESRRS =

Traitons & présent le cas des angles obtus : soit x le sommet de I'angle, et y
et z ses deux voisins. On va procéder quasiment de la méme fagon que pour les
angles aigus. Notons 3’ le voisin de y qui n’est pas z, 2z’ celui de z qui n’est pas
x. Si Onin est suffisamment proche de 7, il est possible de trouver une droite A
paralléle & I'un des vecteurs de la base canonique de S et telle qu’elle passe par
des sommets de la frontiére de Sy, situés respectivement dans /Cy, o, N Cy N Cyr
et Ky NC, NCy. Sion suppose qu’on a assez subdivisé Sy (il suffit que son
pas soit inférieur & ﬁ par exemple) on peut aussi imposer que la droite A ne
coupe pas les segments [z, y] et [z, z] et méme, on peut trouver une constante
C > 0 ne dépendant que du pas de subdivision et de 6., telle qu’on puisse
imposer d(z,A) > C.

Notons At le demi-plan délimité par A qui contient z, A~ 'autre demi-plan.
On retire alors a 57 tous les cubes qui sont dans A~ N{t € R™: d(¢,U(S2)) > u}

(cette opération est possible sans modification des complexes initiaux si on avait



REMPLISSAGE POLYEDRIQUE DE ROTONDITE UNIFORME 39

supposé p > 2 par exemple, puisque dans ce cas on ne retire que ce qu’on avait
surajouté). On prend des droites Hy et H ;/L qui sont perpendiculaires a A et
a distance respective A et pu de z, du coté respectivement de y et de z, pour
A p €[4, 2] par exemple.

Conclusion. — Notons € = min (1/, %) et 3 le complexe composé des faces de
S et Sy incluses dans leurs frontiéres en « vis-a-vis » :
Y = {FE]‘—l(SlUSQ): FC@U(Sl) OchaU(Sg)ﬂb}. (134)

Il est clair que X est e-tubulaire par rapport & G et O en utilisant les droites
H)y et H, qu'on a construites pour le découpage. Considérons les hypothéses
du lemme 3, par construction on obtient facilement les bornes suivantes :

ay=a_=1 f_> g B+ <2v <100 7 € [cosbmax, cOsOmin]. (135)

Puisque comme on 'a vu, Onin, Omax, 4 et v peuvent étre choisis indépendam-
ment des complexes & fusionner il est clair qu’on peut trouver des constantes
P+, p— et un compact K qui ne dépendent pas de Sy et Sy tels que (61) et (62)
soient vérifiées, ce qui nous donne les constantes c; et ¢y recherchées. O

Cette démonstration va aussi nous servir a prouver le lemme 7, utile dans
la suite de la démonstration du théoréme de fusion en dimension plus grande.
Auparavant donnons quelques définitions.

DEFINITION 13 (Graphe canonique). — Soit S un compleze dyadique de pas
r, pour tout cube § € S notons ¢s son centre. Le graphe canonique G = (T, A)
associé a S est défini naturellement par

T ={cs: 6 €S} A={{z,yyCT: |z —y|=r} (136)

et on dira qu’un complexe dyadique est connexe, cyclique ou linéaire si son
graphe canonique [’est.

Plagons-nous temporairement dans R?, pour (z,y) € R? et r > 0 on notera
A(z,y,r) = [z, 2+ 1] X [y,y +7]
V(A(z,y,7)) = {A(@ +u,y +0,7): (u,0) € {=r,0,7}?}

V*(A(z,y,7)) = {A(x +u,y +v,7): (u,v) € {—r,0,7}? et |u+v| =7}

(137)

En remarquant que ces définitions ne dépendent pas du choix de la base de

cube dyadique considérée, on les généralise & des complexes dyadiques bidi-

mensionnels dans R™ (n > 2) en se plagant dans le 2-plan affine correspondant.

On dira que V(4) est 'ensemble des cubes voisins de §, V*(9) celui des cubes
tangents & 6. On notera aussi

Extrem(S) = {0 € S: #(V*(0)NS) =1}. (138)
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Si on considére un complexe bidimensionnel S et son graphe canonique as-
socié G = (T, A) on a par définition les équivalences

Y(a, B) € S%: {ca,cp} € A= a €V (B) & B €V(a) (139)

oil ¢, et cg désignent les centres de o et §. En remarquant que le graphe
canonique d’un complexe dyadique n’a jamais de 3-cycles on peut encore écrire :

S linéaire < S connexe et Vo € S: #(V*(§)NS) <2  (140)

S linéaire cyclique < S connexe et V§ € S: #(V*(0)NS) =2  (141)

S linéaire non cyclique = # Extrem(S) = 2 (142)
S linéaire cyclique = Extrem(S) = (). (143)

De facon a simplifier les énoncés par la suite, introduisons une notion pour
désigner des complexes dyadiques bidimensionnels composés de sous-complexes
linéaires en forme de sillons qui ne peuvent se rencontrer qu’en leurs extrémités.

DEFINITION 14 (Complexes sulciformes). — Soit S un compleze dyadique bi-
dimensionnel. On dira que S est un complexe quasi-sulciforme s’il existe une
partition (S;);er de S en sous-complexes linéaires n’ayant pas de faces com-
munes sur leur frontiére hors de leurs extrémités :

V(i,j) € I*: i # j = Fa(S; \ Extrem(S;)) N Fp(S; \ Extrem(S;)) =0 (144)

et dans ce cas on dira que les S; sont des sillons de S.
Si de plus les S; n’ont aucune face commune (extrémités comprises), autre-
ment dit si
Y(i,j) € I*:i# j = Fa(Si) N Fa(S;) =0 (145)
alors on dira que S est sulciforme. Si en outre tous les sillons de S sont cy-
cliques, on dira que S est sulciforme en cycles.

On pourra remarquer que dans le cas d’'un complexe sulciforme, les sillons
sont définis de maniére unique. Dans le cas d’un complexe 4 X 4-groupé, le
lemme suivant indique la possibilité d’y creuser des sillons (le complexe appelé
T), de sorte que les cubes qui restent dans le complémentaire et forment leur
« talus » (les complexes appelés Uy et Us) composent eux aussi des sillons,
éventuellement deux fois plus larges, mais qui ne peuvent se rencontrer qu’au
niveau de 'une de leurs extrémités.

LEMME 6 (Laboureur). — Soit S un complexe dyadique bidimensionnel 4 x 4-
groupé. On peut construire une partition de S par trois sous-complexes disjoints
T, Uy et Uy tels que :

(1) S=TuU, UuU;;

(2) T est sulciforme en cycles et Fo(S) C Fa(T), c’est a dire que les faces
de la frontiére de S sont des faces de la frontiére de T ;

(3) Uy est sulciforme ;
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FIGURE 6. Lemme 6 du laboureur appliqué & un complexe 4 x 4-groupé

(4) Uz est la 2 x 2-subdivision d’un complexe quasi-sulciforme U} ;
(5) Vo € Uj\Extrem(Uj): U(U1)NS = 0, c’est a dire que seules les extrémités
des sillons de U} peuwvent toucher les cubes de Uy .

Démonstration. — On se place dans R? et on suppose que 1’on dispose d'un
complexe dyadique unitaire S 4 x 4-groupé dans la base canonique de R2.

Notons D? I’ensemble des cubes dyadiques bidimensionnels unitaires dans la
méme base, les sous-ensembles finis de D? forment 1’ensemble des complexes
dyadiques unitaires par rapport & cette base. On notera ® ’application qui
enléve a un complexe dyadique les cubes situés sur sa frontiére :

. ) P(D?) — P(D?)
' {THD(T):T\{(SGT:#(V((S)HT)<9}. (146)

On définit alors la suite (S, )nen de complexes :
S0 =5 (147)
Sn+1 = D(Sp)

Pour tout complexe T, #9(T") < #T donc il existe un entier N tel que Vn >
N: S, =0.
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On va chercher dans un premier temps & montrer que

VT € P(D?): T est un complexe 4 x 4-groupé = D?(T) est 4 x 4-groupé.
(148)
Remarquons d’abord que puisque D(T) est défini & partir du 1-voisinage de
chacun des cubes de T, si T € P(D?), alors pour tous p,q € N, la restriction
de D(T) au carré [p,q)? (c’est a dire le sous-complexe

DDl = {3 € D(T)s 51 0} (149)

voir la définition 16) est connue a partir de la restriction de T'a [p—1,¢+1]? :
DDlpg> =2 (Tlp-1.4+12) - (150)

Par conséquent si I’on connait T'[j 192 alors on peut calculer 332(T)|[2710]2. Deés
lors, si 'on dispose d’'une méthode pour énumérer tous les D2(T(g 12j2) pour
tous les complexes T unitaires 4 x 4-groupés possibles (par rapport a l'origine
(0,0)) tels que U(T) C [0,12]2, et vérifier que les sous-complexes obtenus res-
treints & [2,10]% sont tous eux-mémes 4 x 4-groupés (par rapport a l'origine

(2,2)), ceci suffira & prouver que D? conserve la propriété de 4 x 4-groupement.
Dans un second temps, définissons pour n > 0 :

Ty = Sn \ Snp1 T=J Ton U= Tant1- (151)
neN neN

Si ’on prouve que pour tout complexe S 4 x 4-groupé par rapport a l'origine
(0,0), les cubes de la différence ensembliste S\ D(S) ont chacun deux voisins

tangents — ceci peut se faire autour du carré central [4,8]?, puisque S est
4 x 4-groupé — autrement dit si
V8 € (S\D(S))la,g2: # (V6N (S\D(9))l3,92) =2 (152)

alors on aura aussi démontré que T est sulciforme en cycles.

Il suffira pour conclure d’extraire de U deux sous-complexes U; et Us qui
justifient le lemme. Pour cela, on donnera aussi un algorithme qui permet de
dresser la liste de toutes les configurations possibles de (D(S) \ D?(S))]3,0)2 &
une isométrie laissant le carré [3,9]? invariant. On discutera ensuite des diffé-
rents cas trouvés, et de la fagon d’extraire des sous-complexes Uy et Us vérifiant
les propriétés annoncées, ce découpage pouvant étre déterminé localement par
pavage.

Les algorithmes et le programme en C, ainsi que la fin de la preuve sont
donnés en annexe. O

Pour alléger les énoncés & venir, on va généraliser la notion de sillons & des
complexes non dyadiques en définissant la notion de canalisation.

DEFINITION 15 (Canalisations). — Soient O un ouvert borné de R™, S un
complexe n — 1-dimensionnel, G une famille de graphes linéaires et ¢ > 0.
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On dira que le couple (S,G) est une e-canalisation de O si 00 = U(S) et si
pour toute composante connexe ) de O on peut trouver un sous-complexe ¥ de
S et un graphe G = (T, A) de G vérifiant :

TCQ 0N =UX) Y est e-tubulaire par rapport a Q et G. (153)

On peut par exemple vérifier sans probléme que les faces de la frontiére
d’un complexe sulciforme et les graphes canoniques de ses sillons forment une
canalisation. Il nous reste encore a établir un dernier lemme qui va clore notre
étude des complexes dyadiques bidimensionnels. Il sera utilisé dans le cadre
de la démonstration du théoréme de fusion en dimension n > 2. Pour deux
complexes bidimensionnels dyadiques unitaires S; et S de R2, on notera # un
angle de rotation pris modulo 7/4 qui fait passer d’une base de S; & une base
de Sg.

LEMME 7 (Canalisations complémentaires en dimension 2)
Il existe quatre constantes Omin, Omax, P, € €t un compact K CJ0,+oo[ tels
que

0<9min<9max<% pGN\{O} e>0 (154)

et pour tous complexes bidimensionnels dyadiques unitaires de R? tels que So
est 28 X 28-groupé, 0 € [Omin, Omax) €t

min T — > 8 155
(Iyy)eu(sl)xu(sﬂ\l yll (155)

alors il est possible de construire
— un ouvert O tel que U(S2) C O et

inf |z —y| > V2, (156)
(z,y)EU(S1)xO

— un complexe Ty dyadique de pas % dans la méme base que Sy (on notera
01 =U(T1)),
— un sous-complexe Ty 7 X T-groupé de S (on notera Oy = U(T3)) tel que
Fo(S2) C Fo(Tz), (157)

— un complexe unidimensionnel ¥ « placé & e-prés » (voir plus bas),
— trois familles Gy, G2 et G3 de graphes linéaires
vérifiant les propriétés suivantes :
(1) 07100722(2) et O1UO, C O
(2) G1 et un sous-complexe de Fo(Ty) forment une canalisation de O\ Oy ;
[e]

_ (3) Ga et un sous-compleze de SUFy(T») forment une canalisation de U(S2)\
(02 0U(R));
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U(Sh)

-0\ O1 US)\ O |10\ (01U02)

i |0

F1GURE 7. Canalisations complémentaires en dimension 2

(4) Gs et un sous-compleze de Fp(Th UTy) forment une canalisation de O\
(01 U 02) 5

(5) on peut trouver des constantes py et p_ telles que pour toutes les sus-
pensions tubulaires des canalisations mentionnées ci-dessus, les relations (61)
et (62) du lemme 3 sont vérifiées.

Par « placé a € prés » on entend que pour tout segment [z, y] € X, I'une de
ses extrémités peut étre déplacée a 'intérieur d’une boule de rayon € sans que
cela change quoi que ce soit aux cinq points exprimés plus haut.

Démonstration. — Appliquons d’abord le lemme 6 au 7 x 7-groupement de
Sy (qui est lui-méme 4 X 4-groupé car So est 28 x 28-groupé par hypothése) :
on obtient les trois sous-complexes T', Uy et Us annoncés dans ce lemme. On
notera G la famille des graphes canoniques associés aux sillons de T (ce sont
des graphes linéaires cycliques, car T est sulciforme en cycles), et on définit T
comme la 7 X 7-subdivision de T' (T% est bien un sous-complexe de Sy car T est
un sous-complexe du 7 x 7-groupement de S), et ouvert Oy par Oy = U(T3).

Considérons, pour r €]0,7/3[ et p € N\ {0} tel que % < ﬁ le complexe

T (r,p) de cubes dyadiques de pas 117 dans la méme base que S; et les ouverts
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O et O définis par :

Ti(r,p) ={0:Vz € é,r <d(z,U(T»)) < 6}
O=U{0: Yz €6,d(z,U(S2)) < 6}) (158)
01 =U(Ty(r,p)).

Soit 2 une composante connexe de O \ (O1 UO3) : d’apreés les conditions sur
r et p, sa frontiére a exactement deux composantes connexes, I'une portée par
des faces de la frontiére de Ti(r,p), l'autre par des faces de la frontiére de T
(on rappelle que T est le 7 x 7-groupement de T3). Notons respectivement t;
et to les complexes composés de ces faces : t1 C Fy(T1(r,p)) et to C Fo(T).

Utilisons a présent ce qu'on a vu dans la démonstration du lemme 5 en
dimension 2 : il est possible de choisir O pin, Omax €t v €]1,2[ qui vérifient (133)
de fagon a ce que tout complexe dyadique unitaire situé a distance au moins v
de U(S2) et de méme base que S, suffisamment subdivisé, puisse étre complété
pour former avec to et les cubes de t; en « vis-a-vis » une suspension tubulaire
par rapport au graphe utilisé dans la démonstration. On peut prendre r = 16—3,
ce qui nous assure :

7
r>2>wv r<§. (159)

On choisira p suffisamment grand (a la fois pour que ZZ) < ﬁ, et pour pou-
voir faire la méme construction que dans la démonstration du lemme 5), et on
notera 77 le complexe obtenu a partir de T3 (r,p) pour les valeurs correspon-
dantes, auquel on a éventuellement ajouté les cubes supplémentaires nécessaires
a la construction du tube. Ceci termine donc la démonstration du quatriéme
point, en notant Gs la famille des graphes utilisés pour les différentes compo-
santes connexes () possibles.

Considérons maintenant les graphes de G et subdivisons-les naturellement
sept fois (en rajoutant cing sommets uniformément répartis sur chaque aréte).
Les graphes obtenus sont toujours linéaires cycliques, notons G la famille qu’ils
composent. Soit {2 une composante connexe de O \ O; : par construction sa
frontiére est portée par un sous-complexe s de Fp(71), et il existe un graphe
g € G1 dont les sommets sont dans 2. En fait, ce sous-complexe est formé par
I’union des sous-complexes qui interviennent dans les suspensions tubulaires
des composantes connexes de O\ (O2 U O1(r,p)) (ceux qu’on a appelés ¢; dans
le cas précédant), et les arétes du graphe g sont situés a distance 7 d’une aréte
paralléle des graphes du cas précédant, a Uintérieur de U(S7). 1l est alors facile
de constater que puisque 'on a pu réaliser une suspension tubulaire avec t;
dans le cas précédant, on peut encore le faire avec s. Ceci termine alors la
démonstration du deuxiéme point. En outre, par construction d’aprés (155)
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et (158) on a

min [z —y|> min |z—y[|— min |z—y|>8-6=2>Vv2 (160)
xeU(Ty) z€U(S1) zeU(Tr)
yeU(S1) yEU(S2) yEU(S2)
donc (156) est vérifiée.

Revenons a présent & la construction qui intervient dans la démonstration
du lemme 6 (qui figure en annexe) : on a découpé le complexe T'\ | J, 1, t avec
des segments de longueur 2 longeant un 2 x 2 cube § de Uj, extrémal ou isolé
(#V*(8) < 1) pour séparer les sillons de Uy et Us. On notera X le complexe
de dimension 1 qui contient tous ces segments : puisque de fagon évidente, le
complexe formé des faces de la frontiére d’'un complexe dyadique linéaire est
en situation de suspension tubulaire par rapport a son graphe canonique, le
troisiéme point est démontré en prenant pour Gy la famille des graphes cano-
niques de U; et Uj. 11 est de plus tout a fait possible de découper les segments
formant ¥ (par exemple en leur milieu), et il est clair qu’on peut donner € > 0
ne dépendant pas de S7 et Sy tel qu'on puisse déplacer ces points a l'intérieur
de boules de rayon € sans que cela ne change l’existence de ces suspensions
tubulaires.

Tous les autres points du lemmes sont vérifiés par construction (l'existence
de p_, p4 et d'un compact K vérifiant (71) et (79) qui ne dépendent pas de S;
et Sy ayant été démontrée avec le théoréme de fusion en dimension 2 pour %
fixé). De plus, en prenant e assez petit, on peut trouver K suffisamment grand
qui ne dépend pas du choix de ¥ & € prés. O

3.3. Fusion en dimension quelconque. — Notre objectif est de démontrer
le théoréme de fusion de complexes dyadiques par récurrence sur la dimension
n dans le cas d’une rotation planaire : en découpant les deux complexes a faire
fusionner en « tranches » d’épaisseur 1 et paralléles au plan de la rotation, on
fera la fusion sur les portions planaires des frontiéres de la tranche en utilisant
I’hypothése de récurrence pour construire des « couvercles », puis on va exhiber
des graphes linéaires (en dimension 2) a U'intérieur des tranches pour faire une
suspension tubulaire remplissant les « boites » ainsi formée, et ainsi remplir
tout ’espace entre les deux complexes. Le probléme est qu’en dimension n > 2,
contrairement au cas précédent en dimension 2, les faces de la frontiére des
deux complexes en vis-a-vis peuvent étre trés éloignées les unes des autres (en
particulier si le complexe central a de larges morceaux de frontiére formés de
cubes alignés parallélement au plan de la rotation). On n’a alors plus de borne
sur les régularités des suspensions tubulaires, car la distance des points et des
arétes du graphe au tube n’est plus majorée indépendamment des complexes &
faire fusionner.

Pour contourner le probléme on se propose de généraliser le lemme 7 pour
montrer qu’il est possible de creuser des canalisations complémentaires dans
les deux complexes, de facon & ce qu’en les « encastrant » 1'un dans 'autre,
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on dispose d’'une borne supérieure a la distance séparant les faces en vis-a-
vis et perpendiculaires au plan de rotation. Avant de commencer définissons
la notion de restriction d’un complexe a un sous-ensemble, qui va nous étre
commode pour énoncer le lemme & venir.

DEFINITION 16 (Restriction d’un complexe). — Soient S un complexe n-
dimensionnel et A une sous-partie de R™, on définit la restriction de S a A
comme l’ensemble des intersections avec A des polyédres de S dont l'intérieur
est non disjoint de A :

SA:{(SQA:(SGSetgﬂA#@}. (161)

Il est facile de vérifier que lorsque A est une intersection finie de demi-espaces
affines (par exemple si A est un sous-espace affine, comme dans ce qui va suivre)
alors S|4 est encore un complexe lorsqu’elle est non vide.

Réciproquement on va utiliser des suspensions tubulaires bidimensionnelles
pour construire des suspensions tubulaires n-dimensionnelles par rapport & un
produit cartésien du tube bidimensionnel, flanqué de « couvercles » orthogo-
naux. Le lemme suivant permet d’évaluer les régularités extrémes obtenues lors
de cette opération.

On suppose que n > 2, que S est un complexe de dimension 1 de R2,
tubulaire par rapport & une graphe G = (T, A) et un ouvert O. Pour r > 0
on notera S’ le complexe obtenu par produit cartésien des cubes de S par
[—r,7]""2, O le produit cartésien de O par | — r,r[""2 et G’ = (T, A’) le
plongement de G dans R :

S'={6x[-rr]"?:5€ 5}
O' =0x]—r,r["?

/ (162)
T ={(z,y,0,...,0): (z,y) € T}
A/ = {{($7y’0,""0)7(x/7y/707"'70)}: {(x’y)7(x/7y/)} EA}'
Pour k € {0,...,n — 3} et 7 > 0 on notera
Oogy1 = O x [=r, 7] x {=r} x [—r,r]"737F
2k41 [=r, ] x {=r} x [=r7] (163)

Oapio = O x -7, r]k x {r} x [-r, r]”*?’*k

et on supposera aussi qu’il existe une famille de 2(n — 2) complexes n — 1-di-
mensionnels S, ..., Sy,—2) de R™ tels que

Vk € {17 . .72(TL - 2)} U(Sk) = Ok et Fa(sk) = S/|Ok~ (164)

LEMME 8 (Produit cartésien d’une suspension tubulaire)

Pour tout compact K CJ0,+oc[® et pour tout r > 0 il eviste un compact
K’ CJ0,+o0o[? tel que pour tout complexe unidimensionnel e-tubulaire S par
rapport a un ouvert O C R? et un graphe G, si on peut trouver deux constantes
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p+ et p_ telles que les relations (62) et (63) du lemme 3 sont vérifiées avec en
plus

Vke{l,....2(n—2)}: py > R(Sk) > R(Sk) > p_ (165)
alors la famille de polyédres n — 1-dimensionnels
S" =S Ul Sk (166)
k

est un complexe e-tubulaire par rapport a O et G' et il est possible de trouver
Pl et py qui vérifient (62) et (63) avec le compact K'.

Démonstration. — Remarquons d’abord que les polyédres des Sy sont tous
dans des hyperplans paralléles aux arétes du graphe. Dés lors les hypothéses
de suspension tubulaire sont automatiquement vérifices pour S” puisque les
hyperplans du découpage tubulaire n-dimensionnel sont le produit cartésien de
ceux de la suspension bidimensionnelle par R"~2, donc perpendiculaires aux
hyperplans contenant les polyédres des Si.

En notant o/, £, 7' et 1’ les constantes relatives a O', G’ et S” qui sont
définies dans (61) on peut déja donner immédiatement les bornes suivantes par

construction :
o =a_ B >min(b_,7)

oy =ay BL<Br+rvn-—2 (167)

/ B-
n e B tr/n=2 n,1

En outre la mesure n — 1-dimensionnelle des polyédres de S’ est obtenue
a partir de la mesure unidimensionnelle de ceux de S multipliée par (2r)" 2.
Si lon considére un sommet z € T et le sommet 2’ correspondant de T”, par
définition tous les polyédres du découpage tubulaire des S; qui vont étre mis
en correspondance avec x’ par le choix de suspension tubulaire sont inclus
dans le cylindre C = B(z,s) x [—r,7]"? ou B(x,s) désigne une boule 2-
dimensionnelle centrée en x et de rayon s = 2max (a4, 84). Par ailleurs, pour

tout k€ {1,...,2(n—2)} on a
H' YO N C) < us?(2r)" 73 (168)

ol u désigne le volume de la boule unitaire en dimension 2. On en tire
7€ (@) )T (@ + us) (2)" ) (169)
Dés lors, en prenant
pl =min(p_,7) ple=pr+rvn—-2 (170)

I'inégalité (62) est vérifiée pour S”, ce qui termine la démonstration du lemme.
O
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L]

FiGURE 8. Un exemple de complexe S; en dimension 3

\

\/\/\/ \ \

FIGURE 9. Le complexe Sz représenté autour du complexe de la
figure précédente

Poursuivons & présent notre construction de complexes « imbriqués » en
généralisant le lemme 7 des canalisations complémentaires en dimension n >
3. L’idée ici est de considérer des complexes dyadiques dans des bases ayant
subi une rotation planaire I'une par rapport a 'autre, parallélement aux deux
premiers vecteurs de ces bases. Dans ce cas, le lemme suivant indique qu’il est
possible de construire des canalisations & chaque « étage » paralléelement au 2-
plan de la rotation, tout en restant suffisamment loin du complexe « extérieur »
pour se laisser la place de construire des raccords.

On va donc supposer que n > 2, que S et S sont deux complexes dyadiques
n-dimensionnels unitaires tels qu'une base canonique de 57 soit 'image de celle
de S par une rotation affine d’angle 6 € [0 ”[ dans le 2-plan R? x {0}"~2.

’ 4
Pour simplifier on supposera qu’une base canonique de Sy est celle de R™, et
pour z = (z3,...,2,) € Z" 2 on définit le 2-plan affine

1 n—2
HZ:z+R2><{2} . (171)
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FicurE 11. Exemples de canalisations complémentaires en dimen-
sion 3, qui peuvent s’imbriquer I'une dans 'autre
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LEMME 9 (Canalisations complémentaires en dimension quelconque)
Il existe quatre constantes Omin, Omax, D, € et un compact K CJ0,+o0[ ne
dépendant que de n tels que

0<9min<9max<£ pEN\{O} e>0 (172)

et pour tous complezres dyadiques n-dimensionnels unitaires de R™ tels que S
est 28" -groupé, 0 € [Omin, Omax) €t

min z—yl >8 173
R N Lt 1 (173)
alors il est possible de construire
— un ouvert O tel que U(S2) C O et
inf d(x,U(51)) > V2, (174)

— un complexe Ty dyadique de pas %, 1x 1 x p"2-groupé dans la méme base

que S1 (on notera Oy =U(TY)),
— un sous-complexe Ty de Sz (on notera O2 = U(Ts)) tel que

max d(z,U(T3)) < 2v/n, (175)
IEU(SQ)

— un complexe unidimensionnel ¥ « placé & e-prés » (voir plus bas),

— une famille G de graphes linéaires
vérifiant les propriétés suivantes :

(1) 0710072:(2) et O1 U O9 CO,‘

(2) pour tout z € Z"2 tel que O N H, # 0, il existe un sous-complexe de
(Fo(Ty UT2) UX) g, et une sous-famille de graphes de G formant une canali-
sation de (ON H,)\ (O1 U0 UU(X)) (en se plagant dans le 2-plan H, ) ;

(3) on peut trouver des constantes py et p_ telles que pour toutes les sus-
pensions tubulaires des canalisations mentionnées ci-dessus, les relations (61)
et (62) du lemme 3 sont vérifiées.

Par « placé a e prés » on entend que pour tout segment [z,y] € 3, Pune
de ses extrémités peut étre déplacée a I'intérieur d’une boule 2-dimensionnelle
paralléle & H, et de rayon e sans que cela change quoi que ce soit aux trois
points exprimés plus haut.

Démonstration. — Prenons O,i, et Onax égales aux constantes du lemme 7 et
soient S7 et So deux complexes dyadiques vérifiant les hypothéses du lemme 9.
On va construire T et T, étage par étage, en découpant S; et Sy par des
tranches I, (pour z € (28Z)"~?) d’épaisseur 28 autour de H, :

I, =R? x (2 +[0,28]""2). (176)
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Fixons z € (28Z)"2 tel que S2|m. # 0 et notons Uy, ..., Us(n—2) les morceaux
de frontiére plane de I, de la forme (pour k € {1,...,n —2}) :

Usp—1 = R% x [0,28]% x {0} x [0, 28]"~3~*

177
Usi = R% x [0,28]% x {28} x [0,28]"3~F, a7)
Appelons aussi U7, ..., UQ*(H_Q) les « milieux » de ces morceaux (il s’agit de
deux 2-plans paralléles an plan de la rotation) :
Uspoq = R? x {14}F x {0} x {14}"—37F
ok—1 {14}7 > {0} x {14} )

Uy, = R% x {14}F x {28} x {14} 37k,

Constatons que pour 1 < j < 2(n — 2) les restrictions de Fy(S1) et de Fy(S2)
a U sont deux complexes dyadiques bidimensionnels unitaires, et notons-les
respectivement S1(j) et Sa2(j) :

5107) = (Fa(S1)lu; S2(4) = (Fa(S52))

En observant que les U sont des 2-plan affines paralléles, on va considérer
les projection respectives S} (j) et S5(j) de Si(j) et Sa(j) sur le 2-plan vec-
toriel parallele a UY, qu’on identifie a R2 pour ne pas alourdir les notations.

vs. (179)

Considérons la famille de complexes bidimensionnels de R? :

62:{15: M Sz \ US;(Z):K;{l,...,2n—4}ett;ﬁ(b}. (180)

leK I¢K

Par construction les complexes de G4 sont dyadiques unitaires, bidimensionnels
dans la base canonique de R2, 28 x 28-groupés, disjoints deux a deux et pour

tout j € {1,...,2(n—2)}, S5(j) est un complexe formé par une union disjointe
d’un ensemble G4 (j) de certains complexes de S, :
Vie{l,....2(n—2)}: 362(j) € &2, S3(3) = | | (181)
tEGQ(j)

Pour j fixé, soit Yo € Ga(j) et posons 31 = S7(j); appliquons alors le
lemme 7 des canalisations complémentaires bidimensionnelles & 31 et 3o (res-
pectivement notés S; et Sy dans I’énoncé du lemme 7) : on obtient les trois
complexes O1(j,Xs), O2(j,X2) et 3X(j, Xa) (respectivement notés Ty, Tr et X
dans I’énoncé du lemme), et les trois familles de graphes G;(j,22), G2(j, X2)
et G(4,%2). On va oter de ©1(j,%3) les cubes qui, dans la démonstration du
lemme 7 forment une couronne autour de Yo, c’est a dire ne garder que ceux
qui sont inclus dans l'union des cubes du complexe original X5 (en d’autres
termes, on ne garde que ceux qui peuvent « s’insérer » dans les trous qu’on a
creusés dans ¥y dans la démonstration du lemme) :

9/1(],22):{6691 (SCU(EQ)} (182)
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Plan de rotation

1 \17
i

FiGUurE 12. Un exemple en dimension plus grande

A/

Sa I—

I

S1 '

Ficure 13. Canalisations complémentaires du cas précédent

Toujours d’aprés le lemme 7, on sait que O3(j, 22) est sulciforme en cycles,
et d’aprés (157) que la construction effectuée préserve les cubes qui touchent
la frontiére de O :

Fo(X2) C Fo(O2(4, X2)). (183)
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Plan de rotation
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F1GURE 14. Les différents graphes utilisés pour les canalisations

Si ’on considére un sillon cyclique de ©3(j, X2) alors d’aprés le quatriéme point

du lemme, il existe un sous-complexe de Fy(01(j,X2)) qui est située en «vis-

a-visy, a lintérieur de 3o, et dont 'union des polyeédres (ici de dimension 1)

forme une courbe fermée de R? qui est la frontiére d’un ouvert borné. Si on

note (4, X2) 'union de tous ces ouverts, alors 0] (j, X2) C Q(j, X2) C U(X2).
Dans ces conditions, nos complexes vérifient les propriétés suivantes :

(1) ©2(j,%2) est 7 x 7T-groupé (d’aprés le lemme en dimension 2);

(2) G1(j,22) et un sous-complexe de Fy(01(j, X2)) forment une canalisation
de (7, %) \ U(©1 (4, X2)) ;

(3) Ga(j,22) et un sous-complexe de X(j, X2) U Fy(O2(4, X2)) forment une
canalisation de U(32) \ U(O2(j, X2) UX(j, 22)) ;

(4) G5(j,X2) et un sous-complexe de Fy(0](j, X2) U O2(j, X2)) forment une

canalisation de U(32) \ U(O] (j, X2) U O3(j, 32)).
En se rappelant que G5 est composée de complexes disjoints, on peut alors

définir :

1) = || ©16G,:%) G = U GG %)

22€62(j) 32€62(j)
()= || ©20i%:) G()= |J G20 %2)

32€62(7) 32€62(7) (184)
S0 = || 262 GG = |J Gs(.%)

3$2€62(7) ¥2e62(j)

o) = U Q6.2

£2€62(5)
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Les trois familles ©1(j), ©2(j) et X(j) forment bien des complexes car chacun
des éléments qui intervient dans les unions qui les définissent est inclus dans un
unique U(X2) € S,. Ces ensembles vérifient en plus les propriétés suivantes :

(1) ©2(j) est Tx 7-groupé, O2(j) C S5(j), Fo(95 (1)) C Fo(O2(4)) et (j) C
US3 (7))
(2) G1(j) et un sous-complexe de Fy(©1(j)) forment une canalisation de

Q@) \U(©1(5)) ;
(3) G2(j) et un sous-complexe de X(j)UF5(O2(4)) forment une canalisation

de U(55 (7)) \U(O2(5) UX(3)) ;
(4) G5(j) et un sous-complexe de Fy(01(5)UO2(5)) forment une canalisation

de U(53(5)) \U(O1(5) U O2(5))-
Considérons a présent ’ensemble K (j) des frontiéres communes des sillons
des O4(j, X2), lorsque X parcourt Sa(j) :

K(j) = {s=U(s1) NU(s2): T2 € G2(j), s # 0,
s1 et sg sillons de ©5(j,X2) et s1 # sa}.  (185)

K(j) est composé de courbes formées de segments paralléles aux vecteurs de la
base de S5. Soient p et 1 les constantes qui interviennent dans la démonstration
du lemme 7 en dimension 2, et éventuellement en ajoutant 1 & p on s’assure
qu’il est impair ; définissons alors le complexe composé de cubes dyadiques de
pas 1 dans la méme base que S§(j), situés & distance comprise entre 7 et 6 de

US3(j)) :
e1() = {(5: r< I;leigld(x,U(SS(j)) < 6} . (186)

Puisque les courbes de K (j) sont incluses dans U(S5(j)), elles ne rencontrent
pas U(O](j)). Considérons l’ensemble des extrémités de ces courbes (parmi
celles qui ne sont pas fermées) qui ne font partie d’aucune autre courbe de
K (j), et construisons a partir de ces points ’ensemble des segments dont I’autre
extrémité est le sommet le plus proche de U(S5(j)) : appelons ce nouvel en-
semble de segments K’(j). Ces segments sont d’intérieurs disjoints deux & deux
et des courbes de K(j) (car les extrémités des segments formant les courbes
de K(j) sont au moins a distance 7 les unes des autres, et situées a distance
au plus r + 1 < 3 d’un sommet de S5(j)), dés lors 'ensemble des segments de
K'(j) et ceux formant les courbes de K(j) (éventuellement en les découpant
aux endroits o ils se rencontrent) forme un complexe unidimensionnel.

Notons O(j) Pouvert de R? dont 'adhérence est 'union des cubes dyadiques
de pas % et a distance au plus 6 de U(S5(j)) :

€D

oy=Uu ({5; mind(z,U(S5(5))) < 6}) . (187)
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Par un argument similaire & celui utilisé dans la démonstration du lemme 7,
quitte & ajouter/enlever quelques cubes & ©)(j), on peut trouver une famille
G(j) de graphes linéaires formant avec le complexe unidimensionnel K’(j) U
Fo(01(4)) U Fs(S5(4)) une canalisation de O(j) \ U(S5(4)). De plus, si Pon
suppose que l'on a subdivisé de fagon naturelle les segments de K (j) en mor-
ceaux de longueur 1 (on notera K" (j) ce nouveau complexe) alors par le méme
argument, il est aussi possible de trouver une famille G'(j) de graphes for-
mant avec un sous-complexe de K'(j)U K" (j) UF9(0)(j)) une canalisation de
O\ UOBL(H)) UU(K'(j) UK"(5))). De plus, comme dans la démonstration
du lemme 7 il est possible de déplacer 'une des extrémités des segments de
K'(j) et K"(j) a lintérieur d’une boule de rayon e suffisamment petit pour
que les régularités extrémes des suspensions tubulaires restent comparables &
celles de S} (j) et S5(j), avec des constantes uniformes.
Définissons encore :

O71(j) = ©1(j) UOL() X'(j) =1() UK'(j) UK"(j)
1) =G(HVG'()  G30) =Gs() VG()

On dispose a présent de deux complexes qui vérifient les propriétés suivantes :

(188)

(1) G1(j) et un sous-complexe de Fy (0 (7)) UX'(j) forment une canalisation
de O(j) \ U(©1(4)) VU (7)) ;

(2) G4(j) et un sous-complexe de Fy (O (5)UO2(5)) forment une canalisation
de U(55(7)) \U(O7(j) U B2(5))-

Il est temps a présent d’utiliser toutes ces canalisations bidimensionnelles
pour construire 7} et T». On notera cette fois, pour ry < ro, z € (28Z)" 2 et

je{l,....2(n—2)}:

z+[0,28]% x [r1,72] x [0,28]" 3% sij=2k-1
2+ [0,28]% x [28 — 79,28 — 1] x [0,28]" 3% i j =2k

(189)
c’est a dire, les R2x V (ry, 79, 2, j) sont des « tranches » de I, & distance comprise
entre r1 et ro des portions planaires de sa frontiére. Commencons par oter de S
I’ensemble des cubes de sa frontiére qui ne sont pas dans U (02(5)) x V (0,2, 2, )
(cela revient & enlever sur une épaisseur de deux cubes, parallélement & la
frontiére de I, les cubes dont la projection sur R? a été enlevée dans le lemme 7)
en posant :

t2(2,5) = {0 € Salrzxv(0,2,2,5): 6 CU(O2(5)) x V(0,2,2,5)}. (190)

V(T’l,T‘Q,Z,j) = {

On définira aussi I'ouvert O(z) par :

WZUWX V(0,1,2,j). (191)
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Soient 2’ € (28Z)"2 et 5/ € {1,...,2(n — 2)} et notons S et S’ les sous-
complexes formés des cubes de Sp ayant au moins un sommet commun avec
ceux de Fy(S2), restreints respectivement a V' (0,1, z, ) et V(0,1,2',5'). Dans
ces conditions :

Slvo,1,2.59 = S V(01,2 (192)
Considérons alors les restrictions respectives de t2(z,5) a V(0,1,2’,5), et de
ta(2',j') A V(0,1, 2,7) : puisque d’aprés (157) seules les restrictions des cubes
ayant un sommet commun avec la frontiére de S5 qui n’avaient pas de sommet
commun avec la frontiére des S5(j) ont été enlevés a Sy pour former les t2(z, j)
quand on a utilisé le lemme 7 alors il vient

S C ta(z,]) ' C ta(+, ) (193)
et donc
t2(2, 7)1V (0,1,57,2)0v (0,1,5,2) = t2(2'5 5) v (0,1,57,2) v (0,1,5,2) - (194)

Puisque t2(z, j) et to(2,5') sont 7 x 7 x 2"~ 2-groupés, cette relation est aussi
vraie avec des couches d’épaisseur 2, dés lors ta(2,j)|v(0,2,5,-) = t2(2,7) et
ta(2', j) v (0,2,57,21) = t2(#', ') et on trouve finalement :

ta(z, 9)|v (02,502 = t2(2', 5) v (0,2,5,2)- (195)
En posant
Tr(2) = U t2(2,J) | U S2|re2x 2,252 (196)
1<j<2(n—2)

d’apres (194) T(2) est donc un sous-complexe de S tel que To(z)[ur est égal &
©2(j) si on identifie Ur avec R?. En outre Ty(z) vérifie (175) par construction,
puisqu’on a enlevé des polyédres sur une couche d’épaisseur 2 autour de la
frontiére de Ss.

Définissons par ailleurs t1(z, j) comme l'ensemble des cubes dyadiques de pas
% dans la méme base que S et qui sont inclus dans U(07(j)) x V(—1,1,7, 2) :

ti(z,4) ={6: 0 CU(O7(j)) x V(-1,1,5,2)}. (197)

Soient 2’ et j’ tels que V(—1,1,7,2) = V(=1,1,5',2') et I, # I, (c’est a dire
que I, et I, ont pour frontiére commune I'un des U qui est égal a 'un des
U}). On remarque déja que #1(s,j) est 1 x 1 x p"2-groupé et que

tl(za j)|V(—1,0,j,z) = tl(zlajl)h/(—l,o,j’,z’) (198)

puisque 'on a utilisé pour construire ces deux complexes respectivement les
restrictions de Sy et Sy a U et U, qui sont égales.
Construisons maintenant t}(z) comme l'ensemble des cubes dyadiques de

pas 117 dans la méme base que Sp, inclus dans R? x [1,27]"72 et a distance
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comprise entre et 6 de S :

th(z) = {(5: r< Iilei?d(x,U(Szhz)) < 6} : (199)

De méme on définit Pouvert O’(z) dont 'adhérence est composée des cubes
situés a distance au plus 6 :

O(z)zu({5: r;lei?d(x,U(Sg|12))<6}>. (200)

La encore, par un argument identique a celui utilisé dans la démonstration du
lemme 7 on peut montrer qu’il est possible, en ajoutant/supprimant quelques
cubes a t/(z), de faire des suspensions tubulaires(®) avec les faces en vis-a-vis de
t1(2)| ., et Sa|m,, pour tout 2" € z+{1,..., 26}" . En outre, il est possible de
le faire de fagon & ce que t}(z) soit 1 x 1 x p"~2-groupé (en ajoutant/supprimant
des paquets de cubes 1 x 1 x p"~2-groupés). On notera G(z) I’ensemble des
graphes utilisés pour réaliser ces suspensions tubulaires. Pour finir on pose :

Ti(z) = L] ti(zd) | uti(2). (201)

1<j<2(n—2)

Il ne nous reste plus qu’a montrer que T} (z) et Ta(z) vérifient les propriétés
annoncées dans le lemme & l'intérieur de I, : soit 2’ € [0,27]"2, et notons
v=(3,...,4) € R"2 Deux cas sont possibles :

—si 2/ + v € [2,26]"% alors Ta(2)|m_, ., est égal & Sy(2)|m_,, et Ti(2)|m_, .,
est égal & T7(z) donc on peut utiliser la famille des graphes de G(z) mentionnée
plus haut pour faire une canalisation de O'(2) N H,4» \U(T1(2) UTa(z));

—si 242 +v ¢ [2,26]"2 alors notons zmin €t Zmax respectivement les
coordonnées minimale et maximale de z’. La encore, considérons deux cas pos-
sibles :

— sl Zmin > 1 et zmax < 26 alors soit j tel que z+2"+v € V(1,2,4,2) :
on a démontré que Ga(j) et un sous-complexe de 3(j)UF5(O2(4)) forment

une canalisation de U(S5 (7)) \ U(O2(5) U X(4)). Dés lors en considérant
que les graphes de Go(j) sont des graphes du 2-plan Hgy .., et que le
complexe unidimensionnel ¥(j) est un complexe du 2-plan H, ./ alors il
vient que Go(j) et un sous-complexe de X(j) U Fo(T2(2)|n_, ,) forment

une canalisation de U(S2) N H 4. \ U(T2(2) UX(H)).
De plus, par le méme argument que dans le cas précédant, G(z) et

un sous-complexe de Fp((T1(2) U S2)|n_, ,) forment une canalisation de

(2Ici intervient le fait qu’on ait supposé p impair, pour que H, coupe les cubes de t}(z) en
passant par leur centre, et pas le long de leur frontiére.
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O'(z) N H,1 . \U(T1(z) US3). Rappelons que
Fo (Saln,.) € Fo (B, ) (202)

donc G(2)UGs(j) et un sous-complexe de X(j)UFp ((Tl(z) U Tg(z))|Hz+z,>

forment une canalisation de O'(z) N H,4, \ U(T1(z) UT5(z)). On notera
respectivement G'(z) et X(z) 'ensemble de tous les graphes et I’ensemble
de tous les complexes unidimensionnels () utilisés dans ce cas pour faire
les canalisations;

— sl Zmin = 0 ou si zmax = 26 alors soit j tel que z + 2/ + v €
V(0,1,4,2) : on peut refaire une démonstration analogue (cette fois en
utilisant les graphes Gi(j) et G4(j)) pour exhiber des canalisations de
O(2) N Hyp o \U(T1(2) U To(2)). Cette fois-ci on notera respectivement
G"(2) et ¥'(z) 'ensemble de tous les graphes et ’ensemble de tous les
complexes unidimensionnels () utilisés pour faire ces canalisations.

Il est temps de conclure en posant :

T1 = U Tl(Z) T2 = U TQ(Z)

z€(282)"~2 2€(28Z)7—2

5= |J =Z()u( 0= |J 0(xuof(y (203)
z€(282)" 2 2€(28Z)n—2

6= |J 9(xudx1ud:)
2€(28Z)"—2

On vient de démontrer les points 1 et 2 du lemme, I'existence des constantes
p+ et p_ ainsi que le compact K mentionnés dans le point (3) ont quant a elles
été obtenues en appliquant le lemme 7. O

A présent, on dispose de tous les lemmes nécessaires pour démontrer que le
théoréme 1 de fusion est une propriété inductive sur n pour n > 2.

LEMME 10 (Fusion en dimension quelconque). — Soit n > 3. Si le théoréme 1
est vrai en dimension n — 1, alors il est vrai en dimension n.

Démonstration. — On suppose que n > 2, que le théoréme de fusion est vrai
en dimension n — 1 et que Sy et Sy vérifient les hypothéses du théoréme de
fusion en dimension n.

L’isométrie affine ¢ de changement de base entre les deux complexes peut
étre décomposée en N = w rotations affines successives dans des plans
engendrés par des couples de vecteurs de la base canonique de S5 par exemple.
Il est donc possible, en ajoutant des couches de polyédres successives autour
de Sy et en supposant p suffisamment grand, de se ramener au cas ol ¢ est
une rotation d’angle # dans le plan engendré par deux vecteurs d’une base de
So. 11 suffira de réaliser la fusion en faisant N transitions pour démontrer le
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théoréme. Et comme dans le cas de la dimension 2 il est méme possible, en
insérant encore les étapes intermédiaires nécessaires, de supposer que

0 € [Omin, Omax) (204)

jus

avec Opmin < Omax deux constantes arbitraires prises dans ]O 1 [ Bien évi-
demment, le nombre de transitions & effectuer ne dépendra que de n et des
constantes Oy, et Oax choisies. Pour simplifier ’écriture de la démonstration,
en notant (ug,...,u,) une base canonique de So on supposera aussi, quitte a
permuter ses vecteurs, que ¢ est une rotation dans le 2-plan Vect(uq,us).

A présent supposons qu’on ait simplement subdivisé S, vingt-huit fois grace
au lemme 4 de subdivision, et appliquons le lemme 9 & S7 et & S5 : on obtient
les trois complexes Ty, T» et ¥ annoncés dans le lemme. D’aprés (175) on
sait que seuls les cubes qui étaient a distance au plus 24/n de la frontiére de
So n’apparaissent pas dans T, donc si I'on suppose que p est suffisamment
grand pour qu’on ait rajouté une couche d’épaisseur 2 de cubes autour de Ss
aprés subdivision, alors on peut supposer que To C Ss et que les complexes 71,
T et X vérifient toujours les propriétés annoncées. Pour simplifier encore, on
notera toujours Sy le complexe obtenu aprés y avoir découpé les canalisations
du lemme, au lieu de T,. Maintenant considérons le complexe 77 : il est de pas
% donc il suffit de subdiviser p fois Sy pour le raccorder a T7, la condition (174)
nous assurant qu’on dispose de I'espace nécessaire pour le faire. Par commodité
la encore on notera toujours S7 le complexe obtenu aprés raccordement.

Il est temps d’utiliser notre hypothése de récurrence. Considérons la famille
des hyperplans affines (pour 1 < k <2(n —2) et z € Z"2) :

Hy . =2+R?x R* x {0} x R"37F (205)

et les restrictions F,_1(S1)|m, . et Fn_1(S2)|m, . : lorsqu’elles sont non vides,
ce sont deux complexes n — 1-dimensionnels qui vérifient les hypothéses du
théoréme de fusion a ceci prés qu’ils ne sont pas forcément a distance suffisante
I'un de l'autre. Cependant on peut tout a fait supposer que ’on avait subdivisé
préalablement S; et Sy suffisamment pour que ce soit le cas (d'un nombre de
fois ¢ qui ne dépend pas des complexes considérés) et qu’on a jusqu'ici travaillé
sur des ¢"-groupements, de fagon & ce que 2%) > p' ou p’ est cette distance
minimale imposée par le théoréme en dimension n — 1 et p la constante donnée
par le lemme 9. En appliquant le théoréme de fusion en dimension n — 1 on
peut donc remplir toutes les composantes connexes de O N Hy , \ U(S2) de
complexes n — 1-dimensionnels, dont on notera © 'union.

Considérons maintenant le complexe unidimensionnel X, et notons ¥’ 'en-

. . —2
semble des produits cartésiens de ses segments par [—l l]n

5% : par une dé-
monstration analogue & celle du lemme 3 on peut montrer que parmi les posi-
tions a € prés des sommets de ¥ qui peuvent étre déplacés, il est possible d’en
trouver telles que les régularités extrémes des découpages des faces de © par les

polyédres de ¥’ dans les couches Hj, , peuvent étre bornées par des constantes
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multiplicatives ne dépendant pas de S; et So par rapport aux régularités de Sy
et SQ.

A présent il ne reste plus qu’a utiliser les graphes de la famille G fournie
par le lemme 9, puis le lemme 8 pour conclure : on peut faire des suspensions
tubulaires dans toutes les composantes connexes de O \U(O U S; U Sy UY') et
de ce fait, remplir toute I’adhérence de O de polyédres, de fagon & obtenir un
complexe n-dimensionnel vérifiant toutes les conditions voulues, ce qui achéve
la démonstration du lemme 10 et par 1a celle du théoréme 1 par récurrence. [

4. Preuve informatique du lemme du laboureur

On va a présent donner les algorithmes d’énumération annoncés dans le
début de la démonstration du lemme 6. Il y a en tout 2% = 512 cas a traiter,
qu’on pourrait ramener a 26 = 64 & des changements de base prés. Ce nombre
encore trop élevé justifie le recours & un outil informatique au lieu d’un travail
a la main fastidieux et guére intéressant.

Les algorithmes utilisés étant trés simples, on se dispensera de donner une
preuve détaillée de leur fonctionnement correct.

4.1. Méthode algorithmique. — Dans les algorithmes & venir, pour tout
complexe S dyadique unitaire, on va représenter S|[ 122 par une matrice d’en-
tiers M = (m; j) (i j)e{1,...,12}2> de taille 12 x 12, vérifiant I’équivalence suivante :

mij = 1& A(Z —-1,7—1, 1) € S|[0712]2 (206)
mi ;=0 A —1,7—1,1) ¢ S|jo,12
4.1.1. ©? et le 4 x 4-groupement. — Pour commencer on peut calculer trés

simplement le nombre d’éléments de V(A(x — 1,y — 1,1)) NS (pour (z,y) €
[2,11]?) en comptant le nombre de cases voisines de (x,y) égales & 1 dans la
représentation de S. On obtient alors l’algorithme 1.

Algorithme 1 Calcul de #(V(A(x — 1,y —1,1)) N .S)
Entrée: M € Mi5({0,1}) et (z,y) € {2,...,11}?
Sortie: s = #(V(A(z — 1,y —1,1))NS)
1. s<=0
2. pour tout (u,v) € {—1,0,1}* faire
3. si Mg qy,yto = 1 alors
4. s<=s+1

La représentation de ©(S) est alors obtenue en ne gardant que les cases pour
lesquelles ce nombre est égal a 9, c’est 'algorithme 2.

A présent en posant S’ = (D)?(S) lalgorithme 3 permet de vérifier si
S'|12,10)2 est 4 x 4-groupé (relativement & 'origine (2,2)).
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Algorithme 2 Calcul de la représentation de ©(S)
Entrée: M € Mi5({0,1})
Sortie: M’ € Mi2({0,1}) telle que M’ représente D(S)|(1,11)2
1. pour tout (z,y) € {1,...,12}? faire
2. my., <=0
3. pour tout (z,y) € {2,...,11}? faire
4. si #(V(A(x — 1,y —1,1)) N S) =9 alors
5. my , <=0

Algorithme 3 Détermine si S’|j3 102 est 4 x 4-groupé par rapport a l'origine
(2,2)
Entrée: M’ € Mq2({0,1})
Sortie: vrai si .5”“2710]2 est 4 x 4-groupé, faux sinon
1. pour tout (u,v) € {2,6} faire

2. pour tout (z,y) € {0,...,3}? faire
s ! !/

3. Si My 4y gty # My, alors

4. renvoyer faux

5. renvoyer vrai

Considérons I'ensemble des restrictions possibles au carré [0,12]? de com-
plexes unitaires 4 x 4-groupés par rapport a lorigine (0,0). Il est clair qu'il y
en a 2 et en les notant G; pour 0 < i < 2° on peut les paramétrer par :

Y(z,y) € {0,...,3}%, V(u,v) € {0,1,2}?:
ABu+z,3v + ) € G; & 25T <jmod 23* TV (207)

L’algorithme 4 est utilisé pour générer la représentation de G;.

Algorithme 4 Calcul de la représentation de G;
Entrée: i € {0,...,2° — 1}
Sortie: M = G;
1. pour tout (u,v) € {0,1,2}? faire
2. pour tout (z,y) € {0,...,3}? faire
si 23utY < j mod 23vtv+! alors
M3uta,3v+y < 1
sinon

S o

m3u+m,3v+y <=0
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En utilisant les quatre algorithmes précédents (1, 2, 3 et 4) on peut donner
l'algorithme 5 qui permet de vérifier si ®2 préserve la propriété de 4 x 4-
groupement (par rapport a l'origine (2,2)) pour tout complexe 4 x 4-groupé
(par rapport a lorigine (0,0)).

Algorithme 5 Vérifier si ©? préserve le 4 x 4-groupement

Sortie: vrai si ©2 préserve la propriété de 4 x 4-groupement, faux sinon
1. pour tout i € {0,...,2%} faire

2. M < G;

M <9D(M)

M <9D(M)

si M est 4 x 4-groupé par rapport a lorigine (2,2) alors
renvoyer vrai

sinon
renvoyer faux

® N oW

4.1.2. Découpage en complexes linéaires. — Sur le modéle de l'algorithme 1,
lalgorithme 6 permet de calculer le nombre d’éléments de V*(A(x — 1,y —

1,1))N 8.

Algorithme 6 Calcul de #(V*(A(z — 1,y —1,1)) N S)

Entrée: M € M2({0,1}) et (z,y) € {4,.. }2
Sortie: s =#V*(A(x — 1,y —1,1)) N S)
1. s<=0
2. pour tout (u,v) € {—1,0,1}?2 tel que |u+ v| = 1 faire
3. si Mg qy,yto = 1 alors
4. s<s+1

Il existe en tout huit isométries laissant le carré [3,9]? invariant (I'identité
et la symétrie par rapport au centre, les deux symétries par rapport aux dia-
gonales, les deux symétries par rapport aux médianes et les deux rotations
d’angles § et —7). On les notera ¢; pour 1 < i < 8. L’algorithme 7 permet de
vérifier si deux complexes restreints a [3,9]? sont égaux a une isométrie prés.

Pour finir, I'algorithme 8 vérifie que pour tout complexe S 4 x 4-groupé,
(S \ D(5))|[3,92 ne contient que des cubes & deux voisins tangents, et dans
le méme temps se charge de dresser la liste des configurations possibles de
(D(S) \ D2(9))|j3,02 lorsque S parcourt 'ensemble des complexes dyadiques
unitaires 4 x 4-groupés par rapport a 'origine (0, 0).

4.2. Implémentation en C. — Ce programme est la traduction en langage
C des algorithmes donnés plus haut.
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Algorithme 7 Déterminer si deux complexes sont égaux & une isométrie prés
Entrée: M, M' € M;2({0,1})
Sortie: vrai si les deux grilles restreintes a [3,9]% sont égales & une isométrie
prés, faux sinon
1. pour tout i € {1,...,8} faire

2. s < vrai

3 pour tout (z,y) € {3,9}? faire
4. si My .y # My, (2,y) alors

5 s < faux

6 si s alors

7. renvoyer vrai

8. renvoyer faux

Algorithme 8 Vérification que (S \ D(S5))|(3,92 est sulciforme en cycles et
liste des configurations possibles de (D(S) \ D?(S5))|3,92 pour tout complexe S
4 x 4-groupé

Sortie: s = vrai si pour tout complexe S 4 x 4-groupé :

Vo € (S\D(9))a,g2: #(V'(0) N (S\D(S))li3,912) = 2 (208)
faux sinon. L contient la liste des configurations possibles & une isométrie
pres de (D(S) \ D*(S))|13,9)2

. L&)

2. s < vrai

3. pour tout i € {0,...,2°} faire
M < M\ D(M)
si 30 € §'|u52: #(V*(A(z — 1,y — 1,1)) N S") # 2 alors

s < faux

M" <=D(M)\ D3(M)
si M" ¢ L a une restriction a [3,9]? et une isométrie prés alors
10. L<Lu{M"}

© o N0

1 |#include <stdio.h>
#include <stdlib .h>
#include <assert.h>

/* Taille des groupements considérés (ici 4x4) */
6 |#define N 4

/* Nombre de groupements dans une grille (ici 3x3) %/
#define M 3
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/% Une grille de taille 12x12 %/
typedef int GRID|M«N]|[Mx«N];

/* Un masque pour remplir les grilles 4x4—groupées */
typedef int MASK[M:M];

/* Le tableau des 2° masques possibles x*/
MASK masks[1<<M«M) |;

/* La liste des grilles trouvées, et le mombre l{_’)

éléments qu’elle contient x/

#define TAB GRID MAX 100
GRID tab grid [TAB_GRID MAX];
int tab_grid count=0;

/x Affiche une grille restreinte a [2,10> */
void print_ big GRID(GRID g){

int x,y;

for (x=N/2;x<Nx(M—1)4N/2;x++){

}

}

for (y=N/2;y<N%(M=1)4N/2;y++)

if (glx][vy])
printf ("#.");
else

printf("-_");
printf("\n");

/* Affiche une grille restreinte a [3,9]% %/
void print_small GRID(GRID g){

int x,y;

for (x=N—-1;x<Nx*(M-1)+1;x++){

}

}

for (y=N—1;y<Nx(M-1)+1;y++)
it (glx]ly])
printf ("#.");
else
printf("-_");
printf("\n");

65
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/x Copie la grille src dans dest */
void copy GRID(GRID src ,GRID dest){
int x,y;
for (x=0;x<MxN;x++)
for (y=0;y<M«N;y++)
dest [x][y]=sre [x][y];

}

/* Remplit le tableau de masques x/
void fill masks(void){
int i,j;
for (i=0;i<l<<MBM);i++)
for (j=0;j<MsM; j++)
masks[1][j]=(1 & (1<<j))!=0;
}

/* Remplit une grille selon un masque */
void fill GRID (MASK m,GRID g){
int X[9]={0,N,2«N,0,N,2«N,0 ,N,2«N};
int Y[9]={0,0,0,N,N,N,2xN,2xN,2xN};
int i,x,y,u,v;
for (1i=0;i<MsM;i++){
x=X[1i];
y=Y[i];
for (u=0;u<N;u++)
for (v=0;v<N;v++)
g[xtu] [yvl-m[i];
}
}

/* Calcul de 1’image de (w,y)€[0,12]* par I "homothétie
Bindex */
void isometric_transform (int *x, int *y,int index){
int z;
switch (index) {
case (1):
* X=N*M—1—%x ;
break;
case (2):
#* y=N*M-1—xy ;
break;
case (3):
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# X=NkM—1—%x ;
#* y=NskM—1—xy ;
break;

case (4):
Z=%X ;
*X=*Y ;
*Y=7;
break;

case (5):
Z=%X ;
*X=N*M—1—xy ;
*Y=2;
break;

case (6):
Z=%X ;
*X=*Y ;
*y=N*M-1—2 ;
break;

case (7):
Z=%X ;
*X=N*M—1—xy ;
*y=N*M-1—2 ;

/* Copie | ’image de la grille src par l’honuﬁhétiiJ
Gindez dans dest */
void copy isometric_transform GRID (GRID src ,GRID dest{_,)
int index){
int x,y,u,v;
for (x=0;x<M=N;x++)
for (y=0;y<MsN;y++){
u=x;
V=Y
isometric_transform(&u,&v,index);
dest [u][v]=src[x][y];

}

/* Détermine si 2 grilles restreintes a [2,9]° sont égalii
G4 une isométrie prés */
int compare isometric_transformed GRID (GRID gl ,GRID g2){
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int s,i,x,y;

GRID g;
for (i=0;i<8;i++){
s=1;

copy isometric_transform GRID (gl,g,i);
for (x=N—1;x<Nx*(M-1)+1;x++)
for (y=N—-1;y<N*(M-1)+1;y++)
s=s &k (g[x][yl==e2[x][y]);
if (s)
return 1;

}

return O0;

}

/* Ajoute une grille a la liste si elle n’y est pas dé]{i
a une isométrie prés */
void insert GRID (GRID g){
int i;
for (i=0;i<tab grid count;i++)
if ( compare_isometric_transformed_GRID(g,tab_gridu
1))
return;
assert (tab_grid count<T'AB GRID MAX) ;
copy  GRID(g,tab grid[tab grid count]);
tab grid count++;

}

/* Calcule #(V(A(z,y,1))NT) */
int neighbor count(int x,int y,GRID g){
int r=0,u,v;
for (u=—ILu<=L;u++)
for (v=—IL;v<=1;v++)
it (glxtul[yv])
r++;
return r;

}

/x Calcule #(V*(A(z,y,1))NT) */
int star neighbor count(int x,int y,GRID g)({
int r=0,u,v;
for (u=—IlLu<=L;u++)
for (v=—1;v<=IL;v++)
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if (((u==0)"(v==0)) & (g[xtul[y+v]))
r—++;
return r;

}

/* Calcule D(T) */
void dig  GRID(GRID g){
int x,y;
GRID h;
copy_GRID(g,h);
for (x=1;x<M«N—1;x++)
for (y=1;y<M«N—1;y++)
if (neighbor count(x,y,g)!=9)
hix][y]=0;
copy GRID(h,g);
}

/x Vérifie si une grille est bien 4Xx4—groupée par_|
rapport a l’origine (2,2) x/
void check GRID is 4 4 group(GRID g){
int u,v,x,y;
for (x=N;x<Nx(M-1);x++)
for (y=N;y<Nx(M-1);y++)
for (u=N/2;u<=N/2;u+=N)
for (v=N/2;v<=N/2;v+=N)
i (ghcul[ysv] g Neu] [Nev]) {
printf("Ceucomplexeun’estupasu4x4—groupé:\n{l’
)
print_big GRID(g);
abort () ;
}
}

/x Vérifie si une grille ne contient que des points c(i_’)
ordre 2 x/
void check GRID is cyclic(GRID g){
int k,x,y;
for (x=N;x<Nx(M-1);x++)
for (y=N;y<Nx(M-1);y++){
k=star neighbor count(x,y,g);
if ((k<1) && g[x][y]){
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printf("Ce_complexe_n’ estupasuune_restrictionud(_”
un_complexe_sulciforme_cyclique:\n");

print_small GRID(g);

abort () ;

}

/* Différence ensembliste entre 2 grilles x/
void substract GRID(GRID gl ,GRID g2){
int x,y;
for (x=0;x<NsM;x++)
for (y=0;y<Ns+M;y++)
g2[x][y]=g2[x]|[y] & !gl[x][y];
}

/* Fonction principale */
void main () {
GRID g,h;
int i;
fill masks () ;
for (i=0;i<l<<MM);i++){
fill GRID (masks[i],g);

copy _GRID(g,h);

dig_ GRID(g) ;

substract  GRID (g,h);
check GRID is cyclic(h);

copy _GRID(g,h);
dig_GRID(g) ;
check GRID is 4 4 group(g);

substract GRID (g,h);
insert GRID (h) ;
}
printf("Les_deux_propriétés\ntestées_sont_vérifiées \(g
") .
printf("Il_y_a_%i_complexes\ndans_la_liste .\n\n\n\n\n(i>
,tab_grid count);
for (i=0;i<tab grid count;i++){
printf ("\nComplexe_no _%i:\n",i+1);
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print _small GRID (tab grid[i]);

4.3. Résultats donnés par le programme. — Notre programme se com-
pile sans message d’erreur ni d’avertissement avec une version récente de gcc.
Il s’exécute en moins d’une seconde et imprime les résultats regroupés dans la
table 1.

4.4. Fin de la démonstration du lemme. — On a regroupé dans le ta-
bleau suivant les quatorze différentes configurations possibles & une isométrie
prés des cubes de U sur un voisinage de taille 6 x 6. Les traits en pointillés
délimitent un voisinage de taille 4 X 4 qui constitue les bords du motif de
pavage permettant de recouvrir U (puisqu’on a vu que D? préserve le 4 x 4-
groupement). C’est a dire que quel que soit le complexe original S 4 x 4-groupé,
toute restriction de U & z+ [—1,5]? pour z € (4Z)? est égale — & une isométrie
prés — a l'un des motifs du tableau, et toute restriction de U & z + [0, 4]
est égale a 'un des motifs du tableau délimité par les traits en pointillés. La
couche d’épaisseur 1 autour du carré en pointillés va étre utilisée pour calculer
le nombre de voisins des cubes dyadiques & l'intérieur des pointillés.

""""" 22 v 2 2
d
i 22 7
i d
224 v
d

Il nous reste encore a extraire de U les deux complexes Uy et Us annoncés.
Considérons le découpage présenté dans le tableau suivant : les hachures verti-
cales représentent U; les hachures verticales Us,. Les traits en gras définissent
une partition de U, en sillons, ou les endroits ot des cubes de U, touchent des
cubes de Uj.
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Les deux propriétés

testées sont vérifiées. Complexe no 5: Complexe no 10:
I1 y a 14 complexes o # o H#
dans la liste. e # - ##
o # HHEHHEHH
#H##H# - #HHHHH
# #
# #
Complexe no 1: Complexe no 6: Complexe no 11:
N S L #
CH## C# .
B e - #H#
- H## HHEHHHH
- ## - H##
- H## - H##
Complexe no 2: Complexe no 7: Complexe no 12:
N A I
L # C# .
S H## - #H##H# - S H##H
- H#H# - #H#H#H# - H#H#H
R C# .
C## C# .
Complexe no 3: Complexe no 8: Complexe no 13:
C# . o #
C# . L #
#H#HH# e # ##H#
#H##H# - #H#H#H# e - HH#H#
C#H . A
N S L #
Complexe no 4: Complexe no 9: Complexe no 14:
N SR Lo #
C## .
#H##H# - # -
#H#HH - # ###
C# . C# .
C# . C#

TABLE 1. Résultats imprimés par le programme
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=L

Si l'on observe les restrictions de U; au motif de pavage de taille 4 x 4
matérialisé par les traits en pointillé, on constate que U; est bien sulciforme en
cycles (c’est a dire que tout cube de U; a deux voisins tangents, éventuellement
a Vextérieur du carré). En outre Uy est bien 2 X 2-groupé (par rapport a une
origine placée au centre du carré du motif) et si on observe les partitions de
son 2 X 2-groupement Uj délimitées par les traits en gras, on constate bien que
chacun des cubes des sous-complexes a au plus deux voisins tangents, donc que
U} est quasi-sulciforme. De plus, les seuls cubes de Uj qui touchent des cubes
de U; sont des extrémités de Uj (c’est a dire qui ont au plus un voisin tangent
dans U)).

Une écriture formelle des explications qu’on vient de donner serait vrai-
semblablement fastidieuse et guére plus convaincante, on en restera la et on
considérera que les trois complexes T, Uy et Us qu’on a extraits de S vérifient
bien toutes les propriétés annoncées dans le lemme 6.
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