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Introduction

Cette thése est consacrée a 1’étude de différentes propriétés de modéles de populations
biologiques qui évoluent selon des dynamiques simples. Traditionnellement, la physique
statistique décrit des systémes composés d'un grand nombre d’objets en interaction,
comme les molécules d'un gaz : étant donné une description microscopique des dyna-
miques individuelles, la physique statistique a pour but d’étudier les comportements
collectifs qui émergent des « régles du jeu » microscopiques lorsque la taille du systéme
est grande. Plus récemment, la physique statistique s’est progressivement étendue a
I’étude d’autres systémes en-dehors de la physique, en particulier de nombreux modéles
récents sont inspirés par la biologie.

La physique statistique a ses origines dans ’étude des gaz et de la chaleur. Au XIX¢
siécle s’est imposée au fur et a mesure l'idée que la matiére est constituée d’entités
élémentaires appelées « atomes » et que la température correspond a leur agitation. La
théorie cinétique des gaz, a laquelle ont contribué aussi bien Bernoulli et Joule que Clau-
sius, Maxwell, Boltzmann et Gibbs, a permis progressivement de faire le lien entre les
quantités macroscopiques auxquelles étaient habitués les physiciens de ’époque, telles
que pression et température, et une description microscopique, newtonienne, des mouve-
ments des particules. La deuxiéme moitié du XIX® siécle a ainsi vu émerger la description
probabiliste, utilisée depuis, ainsi que l'introduction du concept d’entropie. Durant tout
le XX¢ siécle, la physique statistique a pu étre appliquée avec succes a tous les types de
systémes physiques rencontrés, quantiques ou classiques et devenir ainsi la seule branche
de la physique sans objet d’étude unique mais avec un outil spécifique : les probabilités.

Si les systémes étudiés initialement avaient une dynamique newtonienne avec une
énergie et des constantes du mouvement, trés vite, le formalisme probabiliste a pu étre
appliqué aux systémes dont la dynamique n’était plus déterministe mais aléatoire elle-
méme, comme en témoigne 1’étude du mouvement brownien par Einstein en 1905. Les
physiciens purent ainsi aborder tous les systémes pour lesquels seule une information
partielle sur leur dynamique est disponible, quitte & décrire la partie inconnue de la
dynamique par des variables aléatoires. La pertinence de la description par des variables
aléatoires de 'information manquante n’est pas absolue mais donne de trés bons résultats
pour de nombreux systémes. Les processus stochastiques ont alors pris leur essor en
mathématiques, en particulier depuis l'introduction du formalisme des chaines de Markov
en 1906.

Physique statistique et processus stochastiques ont donc été utilisés pour décrire tout
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viii Introduction

type de situations et on peut s’émerveiller du fait que ces domaines soient encore trés
vivants. Si d’un coté les divers domaines de la physique continuent de fournir des pro-
blémes toujours plus complexes aux physiciens statisticiens, un engouement supplémen-
taire est venu de la biologie. Celle-ci, dans les quarante derniéres années, a connu un
développement rapide et les biologistes sont passés d'une connaissance qualitative des
étres vivants a une connaissance plus quantitative. Tout d’abord, la biologie moléculaire
a rapproché des chimistes et physiciens les objets d’étude des biologistes et la précision
requise expérimentalement nécessite 1’adaptation de techniques issues de la physique
(marquage de molécules, déplacement d’objets microscopiques, etc.). Dans une seconde
phase, les résultats expérimentaux ont mis en évidence ’extraordinaire complexité des
mécanismes microscopiques a la base des fonctions vitales des individus : les outils statis-
tiques deviennent alors un moyen privilégié pour comprendre comment toutes les briques
élémentaires se combinent pour produire ce que nous observons a 1’échelle de I'individu
entier.

Un second tournant, et c’est celui sur lequel se base en partie cette thése, est la for-
mulation de la théorie de I'Evolution par C. Darwin dans la deuxiéme moitié du XIX®
siécle : sous sa forme initiale, cette théorie permet seulement de comprendre qualitati-
vement pourquoi et comment de nouvelles espéces apparaissent au cours du temps alors
que d’autres s’éteignent. En se basant sur des critéres anatomiques, les scientifiques ont
alors esquissé des arbres phylogénétiques entre les espéces afin de comprendre leur re-
lation de parenté. Les premiers modéles de population datent de la méme époque mais
n’intéressaient alors majoritairement que les mathématiciens. Ce n’est que depuis une
trentaine d’années et le séquencage de 'ADN que des données quantitatives existent
sur les relations entre espéces : la masse de données non seulement nécessite des outils
informatiques sophistiqués mais aussi permet de confronter a I’expérience de nombreux
modeles. En particulier, depuis trés récemment, des biologistes [BLQ™ 08| pensent pou-
voir lire les effets de la pression de sélection dans les mutations observées sur certains
genes.

Longtemps, I'intérét pour ces problémes d’inspiration biologique est resté ’apanage
des biologistes et des mathématiciens. La physique statistique s’est tournée vers les
modeéles d’évolution au moment ou les physiciens ont pris conscience des nombreuses
similarités de ces modeles avec des systémes de physique étudiés a la méme époque,
comme nous le verrons au chapitre 1. De nombreux outils étaient déja préts a I’emploi et
ont donné lieu & de nombreux résultats sur des systémes trés variés [Pel97, SHO5|. Nous
pouvons citer par exemple les processus de réaction-diffusion, largement étudiés en phy-
sique, qui peuvent tout aussi bien décrire la prolifération de bactéries ou la propagation
d’épidémie (avec ou sans guérison, avec ou sans immunisation). Dans de tels modéles,
les atomes et leurs niveaux d’excitation sont remplacés par les individus et leur état de
santé. Du point de vue statistique, la seule connaissance nécessaire est la connaissance
des régles microscopiques d’évolution des entités, & partir desquelles sont déduits les
comportements collectifs. La premiére partie de cette thése s’inscrit dans cette optique
et étudie I’évolution d’une population biologique dont on a modélisé la reproduction et
la mort des individus par des réactions de type A — 24 ou A — (; la question de la
survie ou de l'extinction se transpose alors dans le langage de la physique statistique
sous le nom de « transition de phase vers un état absorbant », alors que les individus
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et leurs enfants deviennent dans ce langage des marches aléatoires avec branchement.
Les quantités qui intéressent traditionnellement les physiciens sont les échelles typiques,
spatiales et temporelles, qui apparaissent dans ces systémes, de méme que ’étude des
transitions de phase qui sont des seuils qui séparent des comportements macroscopiques
distincts.

Dans une premiére partie, bien que ce que ne fut pas la démarche strictement chro-
nologique de nos travaux, nous nous sommes intéressés aux probabilités de survie d'une
population en présence de sélection. Si les propriétés des populations qui évoluent sans
sélection (neutres) sont bien comprises, les difficultés liées & la prise en compte de la
sélection font que I’étude des population sous sélection est bien plus récente et consti-
tue, aujourd’hui, un domaine actif de la dynamique des populations. Nous nous sommes
penchés sur la question de la survie d'une population lorsque la pression de la sélection
peut étre modélisée par un seuil d’adaptabilité qui augmente avec le temps et 'effet des
mutations génétiques par une marche aléatoire de 'adaptabilité d’un individu. Au-dela
de la modélisation par des marches aléatoires, le probléme peut se ramener a l'étude
d’équations (non-linéaires) de propagation de fronts. Ceux-ci apparaissent de maniére
récurrente en physique, que ce soit pour décrire la propagation d’une combustion ou la
maniére dont une instabilité se déplace dans un milieu et nous avons adapté un cer-
tain nombre de ces outils & la description, nécessairement simpliste, de populations en
présence de sélection.

Dans un second temps, ce sont les propriétés des généalogies des individus qui ont
attiré notre attention. Non seulement la question des généalogies est inhérente & toute
étude d’individus qui se reproduisent mais, de plus, de récents travaux ont montré des
connexions avec une certaine classe de systémes désordonnés traditionnels de la physique.
D’un point de vue purement conceptuel, ces systémes physiques (polymeéres dirigés, crois-
sance de surface, etc.) peuvent étre reformulés en termes de sélection de configurations
qui maximisent certains critéres. Parmi les similarités entre populations biologiques et
certains systémes désordonnés que nous avons explorées, nous nous sommes plus par-
ticuliérement focalisés sur les dges des ancétres communs les plus récents de groupes
d’individus. Plus précisément, & cause de la reproduction et de I'extinction de lignées,
tous les individus descendent d'un méme ancétre a condition de remonter suffisamment
loin dans le temps : nous nous sommes attachés a étudier quelques aspects statistiques de
la durée qui sépare les individus d’une génération de leur dernier branchement commun.

Ce mémoire est divisé en deux parties, chacune traitant d'un aspect spécifique du
travail effectué : la survie d’une population sous sélection et sa description par des
équations de front d’une part (chapitres 1 a 7), les généalogies et les temps de coalescence
avec et sans sélection d’autre part (chapitres 8 a 11).

Les deux premiers chapitres sont deux introductions aux domaines de la physique sta-
tistique sur lesquels sont basés les chapitres ultérieurs et se veulent étre indépendants.
Le chapitre 1 présente les modéles de population qui sont parmi les plus communs et que
nous avons utilisés. Autant que possible, les motivations biologiques sous-jacentes sont
mises en paralléle avec les concepts de physique statistique correspondants, afin de se
familiariser avec le vocabulaire, les notations et le formalisme. Le chapitre 2 est une intro-
duction & la physique de la propagation des fronts : nous y présentons le type d’équations
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non-linéaires et le type de solutions utilisées par la suite ainsi que les résultats existants.
En particulier, nous nous sommes intéressés plus précisément a la détermination de la vi-
tesse de propagation d’un front ainsi qu’a ses temps caractéristiques de relaxation apres
une perturbation localisée. Le point de vue est celui du physicien bien que de nombreux
résultats mathématiques existent aujourd’hui : la présentation de ces derniers se réduit
ici & une compréhension physique de leur signification. Ces deux premiers chapitres ne
comportent donc pas de résultats originaux, si ce n’est la méthode de calcul perturba-
tive des temps de relaxations d’un front en présence de conditions aux bords présentée
en section 2.4.2 : cette méthode a été développée pour les besoins spécifiques de notre
modéle et sa portée plus large justifie son inclusion dans un chapitre général traitant de
la propagation de fronts.

Les chapitres 3, 4, 5, 6 et 7 contiennent la partie originale de notre travail. Le chapitre
3 commence par définir le modéle de marches aléatoires avec branchements (la repro-
duction) et bords absorbants (la sélection) que nous avons étudié et se focalise ensuite
sur la transition de phase vers I'extinction que subit la population lorsque la sélection
devient trop forte. Les chapitres 4 et 5 étudient le méme modéle lorsque la population
est conditionnée a avoir une taille finale finie donnée. La dynamique « libre » conduit
soit a une extinction, soit a une croissance exponentielle de la population : seul un pe-
tit nombre d’évolutions conduisent & une taille finale finie aux temps longs. Nous nous
sommes attachés a étudier ce régime conditionné, en lien avec d’autres modeéles ou la
taille est fixée. Le chapitre 4, aprés avoir rappelé un certain nombre de résultats exis-
tants, montre comment ces résultats peuvent étre généralisés au modéle que nous avons
étudié et montre qu’'un régime quasi-stationnaire émerge d’un cété du point critique de
la transition de phase étudiée au chapitre 3. Le chapitre 5 montre comment construire un
processus biaisé qui est strictement équivalent au modéle de départ conditionné par une
taille finale donnée. Ce processus biaisé permet essentiellement, d’une part, de produire
des simulations numériques qui évitent 1’état absorbant pendant la durée de la simula-
tion, et, d’autre part, d’étudier plus facilement le régime quasi-stationnaire. L’étude de
ce dernier autour du point critique mis en évidence au chapitre 3 fait ’'objet du chapitre
6, dans lequel I'accent est mis sur le caractére universel d'un certain nombre de quanti-
tés. Enfin, le chapitre 7 étudie un modéle particulier, le modéle exponentiel, qui se révele
étre exactement soluble et qui permet ainsi d’aller plus loin que les chapitres précédents
dans I’étude du régime quasi-stationnaire.

La seconde partie s’articule autour de la caractérisation des généalogies dans divers
modeéles de population. Le chapitre 8 est une introduction générale aux processus de
coalescence. Les cas particuliers des coalescents de Kingman et Bolthausen-Sznitman
sont étudiés plus minutieusement et une revue est faite des situations connues ou ils
apparaissent naturellement. Ce chapitre ne contient aucune contribution originale et
vise juste & remettre en perspective les chapitres suivants.

Le chapitre 9 est une étude, principalement numérique, des modifications qui appa-
raissent dans les généalogies lorsque 'on introduit une structure spatiale : les individus
se meuvent sur un réseau mais ne peuvent subir de coalescence que s’ils sont sur le
méme site. Nous passons en revue les résultats connus sans sélection puis nous montrons
dans quelle mesure les modéles de population en présence de sélection sont similaires
aux polymeres dirigés ou aux processus de croissance de surface. Enfin, nous étudions
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les généalogies dans ces modéles issus de la physique statistique et montrons comment
ils s’insérent dans les modéles de coalescence introduits précédemment. Ces derniers
résultats font partie d’un travail en cours de rédaction.

Les deux derniers chapitres 10 et 11 reviennent sur des modéles de population sans
sélection, dont les propriétés stationnaires des généalogies sont bien connues. Le chapitre
10 décrit notre travail sur les propriétés dynamiques des généalogies dans le modele de
Wright-Fisher et présente la construction d’un processus de Markov sur les temps de
coalescence que nous utilisons pour caractériser les fluctuations temporelles de ’age de
I’ancétre commun d’une population. Enfin, le chapitre 11 fait le lien entre généalogies et
diversité génétique : aprés une bréve introduction sur la notion de diversité génétique,
nous montrons comment la connaissance des génomes de quelques individus dans une
population peut modifier I'estimation bayesienne de 1’age de I'ancétre commun le plus
récent de celle-ci.
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Chapitre

Populations et sélection

Ce chapitre introduit les notions et les motivations biologiques sous-
jacentes au reste de I'exposé ainsi que quelques modéles parmi les plus
simples et les plus utilisés dans les approches physiques et mathéma-
tiques de I’évolution des populations. La premiére section décrit le
contexte biologique et la théorie de ’Evolution ; la seconde section dé-
crit les modéles de reproduction couramment utilisés (Galton-Watson,
Wright-Fisher, etc.) et la troisiéme décrit différentes maniéres de modé-
liser simplement ’effet de la sélection sur une population. La quatriéme
section montre comment les idées précédentes ont ensemencé d’autres
domaines, comme l'informatique et certaines techniques numeériques en
physique statistique. Ce chapitre ne contient aucun résultat original.

1.1 Cadre biologique

1.1.1 La théorie de I'Evolution

Les bases de la théorie de I'Evolution des espéces biologiques telle qu’on la connait
aujourd’hui remonte a 1859, lorsque Charles Darwin (voir figure 1.1) publia son célébre
ouvrage L origine des espéces suite a son voyage autour du monde & bord du Beagle en
tant que naturaliste. Il énonce dans cet ouvrage les lois de la sélection naturelle qui, selon
lui, explique la variété d’espéces biologiques, tant celles que 'on observe actuellement
que celles dont I’étude des fossiles nous apprend 'existence par le passé. Ces lois sont
aujourd’hui largement acceptées. La sélection naturelle explique comment les espéces se
créent et disparaissent en tentant de s’adapter & leur milieu environnant. Plus précisé-
ment, I'un de ses mécanismes principaux est la [utte pour la survie qui émerge entre les
individus d’'une méme espéce ou d’espéces différentes dans des milieux ou les ressources
sont rares. Cette lutte pour la survie a pour conséquence de sélectionner les individus
qui sont les mieux adaptés a I’environnement du moment. D’autre part, I’accumulation,
par transmission héréditaire, de transformations favorables différentes d’un individu a
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un autre, a pour conséquence l’émergence de nouvelles espéces a partir d'une méme
population initiale.

Cependant, I'origine des variations entre in-
dividus et leur transmission héréditaire étaient
encore inconnues au XIX¢ siécle. Ainsi, Dar-
win les considére comme spontanées et s’ap-
puie sur les idées de Lamarck pour tenter
d’expliquer 'apparition et la disparation d’or-
ganes devenus utiles ou inutiles. Ce n’est qu’au
XX¢ siécle, avec 'avénement de la génétique
et la découverte de 'acide désoxyribonucléique
(ADN) et de ses propriétés, que les variations
entre individus sont expliquées par ’apparition
de mutations sur ’ADN d’un individu. Depuis,
la théorie de I’évolution darwinienne a été af-
finée et développée bien au-delad de I'ouvrage
fondateur de Darwin et on pourra se reporter a

|Gou02] pour une description actuelle détaillée
de la théorie. F1G. 1.1: Charles Darwin (1809-1882),

biologiste et naturaliste bri-
tannique, auteur de [’Origine
des especes.

La révolution qui a suivi la découverte de
I’ADN a permis non seulement d’élucider les
mécanismes a la base de la théorie de Darwin
mais aussi de quantifier les différences entre
espéces. En effet, chaque individu est caractérisé par sa séquence ADN, c’est-a-dire par
une séquence de quatre lettres A, G, C, T. Chaque géne peut apparaitre sous la forme
de différents alléles, correspondant a des séquences ADN légérement différentes. Une
distance entre alléles (et donc entre individus) peut alors étre définie en comptant le
nombre de différences entre les deux séquences. Ces différences étant liées aux mutations
qui se sont produites dans les lignées, elles sont un vestige quantitatif de I’évolution des
lignées depuis un ancétre commun ancien et permettent, idéalement, de combler certaines
lacunes dans les fossiles biologiques. En particulier, elles permettent une reconstruction
d’arbres phylogénétiques qui relient les espéces les unes aux autres et estiment les ages
de leurs ancétres communs les plus récents.

Les briques microscopiques du modéle (reproduction, mutations de différents types,
etc.) étant & présent relativement bien connues, de multiples modéles ont été développés
pour reproduire la diversité des espéces observées et leurs origines. Cependant, la grande
variété de mécanismes et de situations possibles rend ’analyse ardue et on a recours a des
modeéles simplifiés pour expliquer et reproduire les différentes observations des biologistes
et naturalistes. De la sont nées les idées de populations structurées et de fitness décrites
dans la section suivante et le probléme est ainsi passé entre les mains des physiciens et
mathématiciens [Pel97] qui ont pu mener des calculs élaborés sur les modéles les plus
simples présentés ci-dessous.
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1.1.2 Notion de population structurée

Méme si ’ADN des individus peut étre aujourd’hui séquencé, le lien entre les séquences
ADN et les fonctions des individus n’est pas si simple. Or ce qui contréle 1’évolution
et la survie d’un individu dans son milieu est ’ensemble des fonctions qu’il peut y
effectuer. De plus, a séquences ADN identiques, une multiplicité d’autres facteurs peut
affecter les fonctions d’un individu, comme 1’age ou les maladies. Loin des mécanismes
moléculaires de ’ADN, il faut donc adopter une description heuristique de 1’évolution
des fonctions d’un individu. Ainsi, dans un souci de simplification, un individu ne sera
pas caractérisé par une séquence de millions de bases A, G, C et T mais par un état
interne plus simple & décrire. D’autre part, I’environnement géographique de I'individu
influe & la fois sur sa survie et sur sa proximité avec les autres individus. Une population
structurée [WH98, MD86| est une population ot les individus sont caractérisés par un jeu
de paramétres internes (adge, emplacement, capacité & accomplir une action) pertinents
dans la situation que 'on cherche a décrire.

Un exemple simple de population structurée est la répartition des individus en classes
d’age : a chaque age sont associées certaines qualités, telles la capacité de reproduction
et la capacité a survivre jusqu’a atteindre la classe d’age supérieure. Une modélisation
commune en écologie est celle des modéles de Leslie |Les4b| ou & chaque classe d’age
sont attribués deux nombres, le taux de fécondité et le taux de survie. La description du
nombre moyen d’individus dans chaque classe aux temps longs s’obtient par un simple
exercice d’algeébre linéaire.

Le deuxiéme type de population structurée trés répandu est le modéle de métapopu-
lations et schématise la répartition spatiale des individus : les individus sont regroupés
par démes [WAO1| ou métapopulations de telle sorte qu’a I'intérieur d’un méme groupe,
ils interagissent tous les uns avec les autres et que, d’'un groupe a l'autre, ils n’inter-
agissent pas. Les seuls contacts entre métapopulations correspondent aux individus qui
voyagent d’un groupe a un autre. Cette approche n’est qu'une approximation mais elle
permet, par exemple, de décrire de maniére satisfaisante certaines situations de propaga-
tion d’épidémies [CBBV07], dés lors qu'une approche de type champ moyen suffit pour
décrire les interactions entre individus d’une méme ville ou d’'un méme pays. D’autre
part, dans un contexte génétique, la séparation géographique peut mener a I’émergence
de nouvelles espéces locales, comme I’a observé Darwin chez certains oiseaux des iles
Galapagos : dans le cas de faibles flux de migrations, la variabilité génétique est plus
faible a I'intérieur d’un déme qu’entre deux démes distincts, si bien que ’accumulation
locale de mutations peut mener a ’apparition de nouvelles espéces locales.

Mathématiquement, les populations structurées sont décrites par des graphes dont les
sommets correspondent aux états des individus (localisation géographique, classes d’age,
etc.) et dont les arétes décrivent ’évolution des individus d'un état a un autre. C’est
pour cette raison qu’un langage géographique sera utilisé par la suite et qu'un certain
nombre de résultats dérivés pour des géométries particuliéres pourront étre adaptés a de
tels modéles.

Malheureusement, si elle est formulée trop simplement, cette approche ne donne que
des valeurs moyennes pour les tailles de population et suppose que les individus sont
indépendants : il n’y a donc ni saturation de la population, ni compétition entre espéces.
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t=20
D2
t=1
D3 D1
t=2

F1G. 1.2: Reproduction dans le modeéle de Galton-Watson : a chaque pas de temps,
chaque individu se divise indépendamment des autres en k individus avec une
probabilité p..

Elle est cependant largement utilisée en écologie pour prédire les répartitions en classes
d’age et les densités de peuplement, mais aussi l'effet d’'une modification du milieu. En
cas de compétition (systémes de prédateur-proie), les équations d’évolution deviennent
non-linéaires (couplages entre les espéces) et 'évolution du systéme ne se réduit plus a
de 'algébre linéaire mais a un systéme dynamique plus complexe, avec potentiellement
des points fixes et des cycles limites (cf. les équations de Lotka-Volterra par exemple).

1.2 Modéles simples de reproduction sans sélection

Nous présentons ici les modéles les plus répandus de reproduction de population que
nous utiliserons par la suite et en profitons pour expliquer les quantités pertinentes pour
chacun d’entre eux.

1.2.1 Individus indépendants : le processus de Galton-Watson

Le processus de Galton-Watson est 1'un des processus stochastiques les plus élémen-
taires pour décrire la reproduction des individus d'une population. Il fut introduit pour
la premiére fois par Francis Galton en 1873 pour expliquer I'extinction des surnoms dans
I’aristocratie victorienne puis il fut résolu, presque immédiatement, par lui-méme et le
révérend H. R. Watson [GWT74]. L’aspect stochastique permet de prendre en compte la
variabilité du nombre d’enfants d’un individu et, ainsi, d’étudier I’évolution moyenne de
la taille d'une population et ses fluctuations.

Dans ce modéle de reproduction, les individus sont supposés indépendants et ont les
mémes propriétés. A chaque génération, chaque individu disparait et laisse place a k
descendants, ol k est une variable aléatoire & valeurs entiéres distribuée selon une loi
pi- Le cas k = 0 correspond a la mort de l'individu et a 'extinction de sa lignée. Pour
k =1, il n’y a aucun changement dans la taille de la population : I'individu survit sans
se diviser. La simplicité du processus fait que de nombreux résultats sont connus pour
ce modele et nous nous proposons d’en faire une bréve revue.
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L’évolution de la taille moyenne N; de la population est donnée par :

(Neys) = (Z m) — (V) (L1)

Aux temps longs, deux comportements sont donc possibles selon la valeur du nombre
moyen k d’enfants par individu : si k& < 1, la taille moyenne décroit exponentiellement
vers 0 alors que pour k > 1, elle croit exponentiellement. Cela met déja en évidence
I'existence de deux régimes possibles séparés par la valeur seuil k = 1.

Cette transition s’observe aussi sur une quantité qui nous intéressera par la suite :
la probabilité d’extinction Q.(t) d’un individu c’est-a-dire la probabilité que toute la
descendance d’un individu initial & ¢ = 0 se soit éteinte avant l'instant ¢. Autrement
dit, Q.(t) est la probabilité que N; = 0 sachant que Ny = 1. Dans le cas d’individus
indépendants, nous pouvons écrire une équation trés simple sur I’évolution de Q. (t). Pour
cela, séparons la durée t entre la premiére génération et les t — 1 suivantes : durant la
premiére génération, I'individu initial se divise en k individus avec une probabilité p;. La
probabilité que 'individu initial se soit éteint au temps ¢ est donc égale a la probabilité
que les lignées de ses k enfants se soient éteintes pendant les ¢t — 1 générations suivantes.
Durant celles-ci, les k individus vont évoluer indépendamment et la probabilité que toutes
leurs lignées se soient éteintes est donc égale au produit des probabilités d’extinction de
chacune des lignées. Mathématiquement, nous avons 1’équation de récurrence suivante

pour Qc(t) :
t)=> peQe(t — 1)F (1.2)

avec la condition initiale Q.(0) = 0, puisque nous commengons avec une population de
taille Ng =1 # 0.

Cette récurrence est du type : Q.(t) = F. (Q.(t — 1)) avec une fonction d’itération F,
donnée par :

= ZPka (1-3)

qui n’est autre que la fonction génératrice des nombres py. Elle satisfait, en particulier,
les propriétés suivantes :

F.(0) = po, (probabilité de mort)

F.(1) = %, (normalisation des probabilités) (1.4)
F!(1) =k, (nombre moyen d’enfants)

F’'(Q) > 0. (convexité)

L’étude de la probabilité de survie se raméne ainsi a I'étude du systéme dynamique
spécifié par (1.2). Le comportement aux temps longs de Q.(t) découle des propriétés de
la fonction F, : pour ¢t — o0, Q.(t) tend vers le seul point fixe stable Q¥ de F, dans
[0, 1]. Celui-ci dépend de la valeur de k :
— pour k <1, QF =1 : la lignée de I'individu initiale est stire de s’éteindre aux temps
longs et la probabilité de tomber dans 1’état absorbant est donc 1;
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— pour k> 1,0on a0 < Qf <1 et le systétme a une probabilité non nulle d’échapper
a I'état absorbant N = 0 aux temps longs : si elle survie, la population croit alors
exponentiellement.

Cet exemple simple montre comment ’étude de la transition vers la phase inactive
(population éteinte) se raméne a ’étude d’un systéme dynamique. Nous verrons dans le
chapitre 3 comment cette approche se généralise en présence d’une structure spatiale.

Dans la version du modeéle en temps continu, les probabilités p; sont remplacées par
les taux (3, définis de la maniére suivante : pendant un intervalle dt, chaque individu
a une probabilité [rdt de disparaitre et de laisser place a k enfants. Cela se reformule
en termes de processus de réaction-diffusion [Hin00, Odo04] en disant qu’un individu se
divise selon 1'une des réactions :

AP kA

et la population vide V; = 0 est le seul état absorbant. La probabilité d’extinction Q. ()
satisfait & présent une équation différentielle 9,Q. = f.(Q.) avec f.(Q) = >, B(Q"—Q)
et tend vers QF tel que f.(QF) = 0.

1.2.2 Saturation et taille constante : les modéles de
Wright-Fisher et Moran

Dans le processus de Galton-Watson, les individus sont indépendants et la population
peut croitre indéfiniment : cette modélisation ne s’applique qu’aux milieux dans lesquels
la taille n’est pas limitée par les ressources. Pour prendre en compte cette limitation, nous
supposerons que la population est arrivée a saturation et la taille de la population est
maintenue constante par un processus externe que nous ne nous attacherons pas a décrire.
Une description parmi les plus simples de la reproduction dans une telle population est
le modeéle de Wright-Fisher [Fis30, Wri31].

Dans ce modeéle, les générations ne se recouvrent pas et la population a une taille fixée
N. De la génération t a t + 1, tous les individus sont renouvelés. Chaque individu a ¢t + 1
a un parent tiré aléatoirement dans la génération précédente.

Dans la limite de grande taille NV, un individu au temps ¢ a ainsi un nombre d’enfants
dans la génération ¢ + 1 distribué selon une loi poissonienne. En particulier, le nombre
moyen d’enfants par individu est 1 (taille constante) et la fraction moyenne d’individus
n’ayant pas d’enfants dans la génération suivante est égale & e~ dans la limite de grande
population.

L’aspect non réaliste des générations qui ne se recouvrent pas disparait dans le modele
de Moran [Mor58]. La encore, la taille de la population reste fixée égale & N. A chaque pas
de temps, une paire d’individus est tirée aléatoirement uniformément dans la population :
le premier d’entre eux se divise en deux individus et le deuxiéme meurt (si le méme
individu est choisi lors des deux tirages, alors rien ne change). Le modéle de Moran
présente plusieurs avantages. Dans certains cas, il permet d’écrire des récurrences plus
simples & résoudre et permet de passer plus facilement & la limite de temps continu®.

Pour cela, il suffit de tirer une paire d’individus avec une probabilité adt pendant un intervalle de
temps infinitésimal dt.
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F1G. 1.3: Reproduction dans les modéles de Wright-Fisher (gauche) et Moran (droite)
pour une taille de population N = 6.

Il est possible d’introduire facilement de la sélection dans ces deux modéles en brisant
I'uniformité du tirage aléatoire du parent d’un individu. Pour cela il suffit d’affecter
un coefficient w; a chaque individu d’une génération et il est choisi comme parent d’'un
individu de la génération suivante avec une probabilité w;/(3_; w;). En particulier, cela
permet de décrire comment un alléle bénéfique A (de poids w4) porté initialement par
un unique individu qui vient de subir une mutation envahit une population d’individus
portant lalléle B tel que wg < wy. Le temps de fization T, est alors le temps moyen
au bout duquel toute la population porte 'allele A. De nombreuses variantes découlent
de ses modeles et permettent d’étudier la maniére dont certaines caractéristiques sont
répandues dans la population (cf. chapitre 11).

Ces deux types de dynamique sont généralement choisis dans les modéles de popula-
tions structurées ot les métapopulations sont supposées de taille constante au cours du
temps. Les échanges entre métapopulations correspondent alors & 1’échange des positions
de deux individus. Bien qu’ils ne permettent pas de décrire la reproduction sexuée, ils
s’appliquent cependant aux populations sexuées lorsque ’on ne considére que les carac-
téres ne provenant que d’un seul des deux parents (chromosome Y et noms de famille
chez les hommes, ADN mitochondrial chez les femmes, etc.). La reproduction sexuée
complique I'étude des parentés : lorsque 1'on remonte les lignées, le nombre d’ancétres
d’un groupe d’individus en reproduction sexuée ne décroit pas strictement vers 1, alors
qu’en reproduction asexuée, le nombre d’ancétres d’un groupe est décroissant dans le
temps et tend vers 1 loin dans le passé.

1.3 Sélection et fitness

1.3.1 Evolution et physique statistique

Dans les modeles précédents, la sélection naturelle a été négligée. Celle-ci revient
a classer les individus selon leur niveau d’adaptation a leur environnement et a les
faire évoluer selon ce classement. En particulier, on s’attend a ce qu’un individu génére
une proportion future de la population d’autant plus grande qu’il était adapté a son
milieu. De plus, 'apparition de mutations favorables met le systéme hors d’équilibre : des
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individus de plus en plus adaptés apparaissent continuellement éliminant par compétition
les moins adaptés et la population progresse en moyenne au cours du temps.

Le moyen le plus simple est d’attribuer a chaque phénotype, c’est-a-dire a ’ensemble
des traits d’un individu, un nombre, appelé fitness ou « trait » dans la littérature, qui
caractérise son adaptation au milieu environnant. Ce trait structure alors la population
en classes, des individus les plus adaptés & leur milieu et qui ont le plus de chances
de survie aux individus les moins adaptés voués & une disparition rapide sous l'effet de
la compétition. Communément, le fitness d’un phénotype est défini comme le nombre
moyen attendu? d’enfants d'un individu ayant un tel phénotype. Pour un individu décrit
par un état interne C (son phénotype), le fitness peut étre représenté par une fonction
f(C). 1l est réducteur de décrire la capacité de survie par un simple nombre mais cette
image simpliste permet d’aller loin dans la compréhension des mécanismes de sélection.
Bien qu’il ne corresponde pas directement & un parameétre mesurable, le fitness capture
I’essentiel de la dynamique de sélection. Au cours de la reproduction, des mutations
peuvent apparaitre et I’enfant d’un individu de phénotype C peut avoir un phénotype C’
différent avec une certaine probabilité de mutation W (C — C’).

La sélection est imposée, par exemple, en limitant les ressources du milieu ou en
introduisant des prédateurs. Quelle qu’en soit la cause, I'un des effets de la sélection est
de réduire la taille de la population par rapport a ce que serait son évolution libre. A
chaque génération on élimine ainsi des individus aléatoirement dans la population avec
un biais dépendant de leur fitness. En particulier, ce sont les individus avec les fitnesses
les plus bas qui verront leurs lignées s’éteindre le plus rapidement et on observe une
progression globale du fitness moyen d’une population.

Plusieurs grandes classes de progression du fitness au cours du temps ont été propo-
sées. Dans le premier cas, le fitness moyen augmente réguliérement au cours du temps
et finit par trouver son maximum, autour duquel il se stabilise. Cela correspond a une
exploration réguliére de l'espace des configurations phénotypiques C ou les individus
trouvent facilement des fitnesses meilleurs. Dans le deuxiéme cas, I’évolution est carac-
térisée par 'alternance de deux phases, I'une ot le systéme tend vers un équilibre autour
d’un maximum local de fitness, 'autre ou se produit, suite a une séquence de muta-
tions favorables chez un individu, un saut relativement rapide vers un autre maximum
local de fitness (quasispecies model). Cette derniére dynamique n’est pas sans rappeler
I’évolution de systémes désordonnés en physique statistique ou le systéme reste bloqué
dans des minimaux locaux d’énergie et saute parfois d’'un minimum local & un nouveau
minimum. L’analogie peut étre poussée plus loin en posant pour la fonction de fitness
f(C) = €PF©) ot F(C) est I'équivalent d’une énergie pour la configuration C et 3 'équi-
valent d’une température inverse de sélection. De la méme maniére qu’on caractérise un
systéme physique par son paysage énergétique, on peut définir un « paysage de fitness »
pour ce type de modeéle. Plusieurs types de paysages ont été étudiés dans la littéra-
ture (voir [Pel97, JKO6] pour de nombreuses références bibliographiques), dont les cas
extrémes sont les suivants :

1. le cas particulier sans sélection ou F(C) ne dépend pas de la configuration (flat

2Le nombre moyen attendu d’enfants est le nombre obtenu en moyennant le nombre d’enfants d’un
individu sur un grand nombre de réalisations de 1’événement de reproduction pour un individu de
fitness donné : pour une réalisation donnée, le nombre réel d’enfants peut étre différent.
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F1G. 1.4: Evolution du fitness d’une population dans un paysage de fitness rugueux

(image reprise de [Jai07]) : le fitness de la population est représenté par X et
celui du génotype le plus représenté a chaque pas de temps par +. Chaque saut
de fitness global est précédé de I'apparition dans la population d’un individu
meilleur que les autres qui va proliférer trés rapidement.

fitness landscape [DP82|, cf. par exemple le processus de Galton-Watson de la
section précédente) ;

. le cas d’un paysage trés lisse ot F'(C) varie lentement et n’a au plus qu'un extremum
local qui est alors un extremum global (smooth fitness landscape) : dans ce cas-la,
le fitness augmente de maniére réguliére jusqu’a ce que la population atteigne le
phénotype optimal® ou bien diverge avec le temps si F/(C) n’est pas bornée ;

. le cas d’un paysage rugueux ot F(C) est trés irrégulier avec un grand nombre de
maxima locaux : le systéme a une évolution intermittente alternant les phases ou
il se stabilise pendant une durée assez longue sur un maximum local et celles ot il
trouve un autre maximum local et se déplace rapidement vers celui-ci [Jai07| (voir
figure 1.4).

L’analogie de ce dernier cas avec les milieux désordonnés fait que les outils développés
pour étudier ceux-ci peuvent étre adaptés a I’étude de ces modeéles d’évolution. Cepen-
dant, méme si ce dernier cas semble plus proche de I’évolution aux temps géologiques des
espéces biologiques [Gou02], il ne nous intéressera pas directement dans cet exposé bien
qu’il serait pertinent d’y prolonger certains résultats, en particulier ceux de la partie II
sur les généalogies. Nous nous focaliserons ici sur les cas ou la sélection introduit une
compétition permanente entre les individus.

3¢f. I'exemple particulier du Fujiyama landscape [Pel97).
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1.3.2 Différents régimes de compétitions entre mutations

Dans les modéles d’évolution précédents, les mutations favorables sont celles qui ont
la probabilité la plus grande de se répandre dans toute la population. Cependant, si elles
sont fréquentes, il faut s’attendre & ce que seules certaines d’entre elles parviennent a
éradiquer les autres et a se fixer dans la population [GL9IS].

Si le délai entre les apparitions de deux mutations successives est trop long, alors
la population passe d’un stade d’équilibre & un autre en un temps correspondant a la
prolifération de la mutation favorable dans toute la population (cas a de la figure 1.5).
Cependant, si ces deux échelles de temps deviennent comparables, alors les mutations
favorables vont entrer en compétition entre elles. La figure 1.5, extraite de [FD07|, explore
les différents scénarios possibles de compétition entre mutations et exhibe deux scénarios
possibles selon les échelles de temps d’apparition de mutations et de prolifération dans
la population :

— leffet de mutations multiples (cas d) correspond a une situation ou c’est le cumul
de mutations favorables sur un méme alléle qui lui permet d’éliminer les autres et de
se fixer. Pour cela, il faut non seulement les mutations favorables soient fréquentes
mais aussi que le temps de fixation soit du méme ordre que le délai entre deux
mutations favorables.

— Deffet d’interférence clonale (cas c), pour reprendre le vocabulaire de [GL9§|, au
contraire, survient lorsque les deux temps (apparition d’une mutation et fixation
dans la population) sont comparables et qu’ils sont suffisamment longs : dans ce
régime, les mutations sont suffisamment fréquentes pour entrer en compétition mais
encore trop rares pour se cumuler pendant la phase de compétition. La fixation d’un
allele et I’élimination des autres sont alors dues a des fluctuations statistiques durant
le processus de reproduction.

Ces modeles contiennent différents parameétres (fréquence des mutations, avantage
reproductif des mutations, taille de la population) ajustables, dont les variations pro-
duisent les différents régimes d’évolution ci-dessus. Néanmoins, pour toute une gamme
de valeurs de ces paramétres, la comparaison [FDO07]| des différentes échelles de temps
qui apparaissent dans le probléme semble indiquer des liens avec des propagations de
fronts : la répartition des fitnesses des individus entre le meilleur individu et le der-
nier, ainsi que la dynamique de ces fitnesses, ressemble qualitativement & un front qui
se dirige vers les fitnesses les meilleurs. De plus, les ordres de grandeur des différents
temps caractéristiques obtenus par une étude de ces régimes de sélection exhibent des
similarités avec des quantités similaires qui apparaissent dans I’étude de fronts.

De tels régimes peuvent étre décrits par la méthode proposée dans [PK07| obtenue
en incluant un fitness multiplicatif dans le modéle de Wright-Fisher introduit en section
1.2.2:

1. la reproduction est décrite par le modele de Wright-Fisher ot un poids w; est
affecté a chaque individu (son parent est choisi avec un poids w;/ >~ w;);

2. lors de la reproduction, chaque enfant hérite du poids w; de son parent a une
mutation prés : une mutation peut survenir avec une probabilité pu; lorsqu’elle
survient, son fitness est multiplié par 1 + s ol s est un nombre aléatoire positif
(bénéfice de la mutation).
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F1c. 1.5: Compétition entre différentes mutations favorables selon les échelles de temps
des différents phénomenes (repris de [FD07]). Pour se fixer, une mutation favo-
rable doit apparaitre puis s’étendre a la population. Si les mutations favorables
sont trop rares (cas a), les mutations se succédent et se fixent les unes aprés
les autres. Pour une population plus grande ou des mutations plus fréquentes
(cas b), des mutations concurrentes (B par rapport & A, D par rapport a C,
etc.) surgissent avant la fixation de la premiére et entrent en compétition :
ce cas regroupe des caractéristiques communes aux deux cas suivants c et d.
Le cas ¢ correspond & celui de l'interférence clonale : avant que A n’ait pu se
fixer, une nouvelle mutation B est survenue et a éliminé A puis a été éliminée
a son tour par C' qui s’est finalement fixée. Le cycle recommence ensuite. Le
dernier cas, d, correspond & une domination par mutations multiples : A, B
et C' sont en compétition mais la domination de B n’est plus assurée par des
fluctuations statistiques de la fréquence de chacune mais par l'apparition d’une
nouvelle mutation D qui, cumulée, donne 'avantage décisif & B par rapport a
A et C. Dans ce cas-la, sont éliminés ceux qui ne réussissent pas a accumuler
suffisamment de mutations favorables.
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Ce modele prédit (voir [PK07]) une croissance linéaire pour (lnw;) aux temps longs
pour une population de taille N. Comme annoncé ci-dessus, un certain nombre de carac-
téristiques de ce modéle semblent étre semblables aux modéles que nous avons considérés
(cf. chapitres suivants) et pose la question de 'universalité des résultats obtenus. De
méme 'interprétation en termes de records de [PKO7| n’est pas sans rappeler les argu-
ments phénoménologiques de [BDMMOGb|. Enfin, la formulation précédente du modéle
décrit en [PKO07| se rapproche de la dynamique des polymeéres dirigés en dimension 1+ 00
que nous étudierons plus précisément au chapitre 9.

1.3.3 Modélisation par des marches aléatoires avec branchement

Dans la suite, nous dévierons un peu de la description précédente en repérant les
individus non pas par le nombre moyen de leurs enfants qui survivent, le fitness au sens
strict, mais par un nombre réel x que nous appellerons I’adéquation ou encore une fois
le fitness par abus de langage, qui mesurera la capacité d’un individu a se développer
dans son environnement. Cette quantité sera liée a sa survie a long terme mais ne sera
pas, a strictement parler, reliée & son nombre d’enfants a la génération suivante.

Chaque individu est ainsi représenté par un nombre réel x, d’autant plus grand que
I'individu est bien adapté. L’hérédité correspond a la transmission de ce nombre du pa-
rent a I'enfant et les mutations sont représentées par un bruit lors de cette transmission.
Mathématiquement parlant, lors de la reproduction d’un individu dont le trait (ou fit-
ness par abus de langage) est x, chacun de ses n enfants nait avec une adéquation x + ¢;
ol les ¢; sont des variables aléatoires non corrélées. Une mutation est ainsi d’autant plus
favorable que le bruit €; associé prend une grande valeur. Dans la description précédente,
on remarque que ce trait se comporte comme une coordonnée spatiale ou la diffusion
(biaisée ou non) serait I’analogue des mutations. Tout un langage spatial (« position »,
« coordonnées », « diffusion » ) sera utilisé par extension pour décrire le trait (ou fitness).

Au niveau de I’évolution et de la transmission du fitness z, les modéles utilisés par la
suite sont les suivants :

temps et espace discrets : ’adéquation est une variable entiére (sur réseau) et a chaque
pas de temps, un individu se reproduit selon le processus de Galton-Watson défini
précédemment et les enfants sont positionnés aléatoirement sur les sites voisins
de celui du parent (diffusion a partir de la coordonnée du parent). Ce modéle a
I’avantage de donner lieu & des simulations numériques aisées.

temps et espace continus : le fitness d’un individu exécute une marche aléatoire au
cours du temps et, pendant une durée dt, chaque individu a une probabilité Sydt
de se diviser en k individus avec le méme fitness que le parent. Ici, les mutations
ne se produisent plus nécessairement au moment de la division mais les résultats
restent les mémes. Ce modéle donne lieu a un traitement analytique plus simple,
dans la mesure ou il utilise des équations différentielles plutot que des équations
aux différences finies mais il pose des problémes numériques de discrétisation.
Ces deux derniers modeéles correspondent a des marches aléatoires sur réseau ou sur
R avec branchements en k nouvelles marches aléatoires.
Un dernier modéle [BDMMO06a|, peu réaliste du point de vue de la biologie, peut
étre introduit en liaison avec d’autres domaines de la physique statistique, comme par
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exemple avec les polymeres dirigés [BD04| : le temps est discret et, a chaque pas de
temps, un individu de fitness = produit dans chaque intervalle [y,y + dy| un enfant
avec une probabilité i (y — z)dy (Poisson point process). On supposera que la fonction
1 décroit suffisamment vite en 400 pour éviter qu’il n’y ait trop d’enfants vers 4oo
(afin d’éviter tout probléme de divergence avec les modes de sélection considérés par la
suite) ; en —oo, le nombre d’enfants est régulé par la sélection décrite ci-dessous. Un cas
particulier de ce modéle fait I'objet du chapitre 7.

Ces trois types de modéles sont ainsi reliés au probléme physique de marches aléa-
toires avec branchements dont nous étudierons certaines propriétés dans les chapitres
ultérieurs. Contrairement aux modéles de la section 1.3.1, les individus ne sont pas ca-
ractérisés par un état interne sous-jacent (comme leur génome ou leur phénotype) dont
dépendrait le fitness mais directement par celui-ci.

Au niveau de la sélection, le but est d’éliminer les individus avec les fitnesses les plus
bas, ¢’est-a-dire les individus les moins adaptés a leur environnement. Nous distinguerons
deux principaux types de sélection (cf. figure 1.6) :

la sélection interne : si les ressources du milieu sont insuffisantes, la population ne
peut excéder une certaine taille NV et les individus entrent en compétition. A chaque
pas de temps, on sélectionnera donc les N meilleurs individus et a chaque création
d’un individu supplémentaire dans la population, on éliminera celui qui a le fitness
x le plus bas. Nous qualifions cette sélection d’interne car elle induit une interaction
entre les individus via leurs fitnesses alors que les propriétés du milieu restent
constantes au cours du temps. L’influence de la sélection sur la vitesse d’évolution
et sur les généalogies des individus a déja été étudiée dans [BDMMO06a, BDMMO7].

Cette sélection peut étre « adoucie » en prenant non pas les N meilleurs mais NV
aléatoirement parmi les 2N meilleurs ou en utilisant une distribution de Fermi-
Dirac pour sélectionner les survivants mais on notera que la sélection reste indé-
pendante du milieu et ne dépend que des fitnesses relatifs des individus.

la sélection externe : on suppose ici que la sélection est due & un mécanisme externe
qui élimine les individus selon leur fitness et que les individus ont des évolutions
indépendantes. Le cas le plus abrupt correspond a un seuil avangant avec une
vitesse constante v tel que tous les individus dont le fitness x passe sous le seuil sont
immédiatement éliminés. La encore, la sélection peut étre adoucie en supposant
que les individus sont tués avec un taux Gy(x — vt) dépendant de leur fitness = a
I'instant ¢ et tel que Fy(z) — 0 lorsque z — +o0 et Gy(z) — +o0 lorsque z — —o0.
En présence de sélection externe, les individus sont indépendants et leur survie
n’est liée qu’a leur interaction avec l’environnement. On notera le paralléle avec
des modeéles purement géographiques (chaque individu est repéré par sa position
et diffuse) on le taux d’extinction dépend de la position : cela explique pourquoi
nous considérerons également des modéles ot la position est multi-dimensionnelle.

Une différence majeure entre ces deux méthodes réside dans la question de la survie de
la population : dans la sélection interne, comme la taille de la population est maintenue
constante, la question de la survie ne se pose pas, alors qu’en sélection externe, si le seuil
avance trop vite, la population a une probabilité non nulle de s’éteindre. La question
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— Marche aléatoire avec branchements sans sélection :

. 134
5 7k (CNA XD
FOT t\/%«ﬂlz%/wi/ﬂ\(/m
RSP 0 P (AN,
¢ T i A
PRV eg%ﬁ@%\’m n/\/t\k

LR ik A2 1, ORI

/{// UL XN A LB

s

_ - Ty, R il X NG S
- - HAZE AE T NI A 1K K VA

-7 !

7 a4 PREENT van
7 AU XD

\/j/ N ,‘am;/#/«/ni/ﬂv\/u\ J7 00

I
AT ARy R Tt i

2
¢ - APT ) 74 e e
S IR A

AN
>

R iy 2Ky D M

-

/{// UL XN A LB

_ - =Ty 1 K i, X PRI IARY
- - HAZE AE T NI A 1K K VA

2 RN AT 1<
NP /A S

F1G. 1.6: Effet des sélections interne (taille constante) et externe (augmentation du fit-
ness seuil) pour une méme marche aléatoire avec branchements.
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de l'extinction en sélection externe fera l'objet du chapitre 3. L’allure du profil de la
population et sa dynamique conditionnée sur la survie de la population feront I'objet
des chapitres 5 et 6.

L’un des résultats de nos travaux est la mise en évidence de caractéristiques communes
entre ces deux types de sélection. Ces résultats sont présentés au chapitre 6, ot nous
montrons que la relation entre la taille et la vitesse est la méme dans les deux types de
sélection.

Mathématiquement, I'évolution de la répartition des fitnesses d’une population se
réduit a I’étude d’équations de propagation de front, comme nous le verrons dans les
chapitres ultérieurs : la population est constamment régénérée a l'avant et éliminée a
I’arriére par sélection. L’idée de la description d’une population par un front est déja
présente dans la littérature [TLK96, RWC03, FD07, RBWO07| et exhibe le méme type
de propriétés : en particulier, les effets de taille finie sont importants et, souvent, méme
a des tailles de l'ordre de 10°°, les corrections & la limite de taille infinie ne sont pas
négligeables. Le lien explicite entre nos modéles est les propagations de front sera présenté
a partir du chapitre 3.

1.4 Quelques modeéles actuels de population en
dehors de la biologie

La modélisation de la sélection naturelle et de la dynamique des populations a eu des
applications dans des domaines autres que la biologie. Nous présentons ici deux exemples
de modéles de populations abstraites utilisés en informatique et en physique statistique
hors d’équilibre. La caractéristique commune de ces deux applications est d’utiliser la sé-
lection et la reproduction pour renforcer ’exploration numérique de domaines de I’espace
des configurations difficiles d’accés par une dynamique « non biaisée ».

1.4.1 Les algorithmes génétiques en informatique

De nombreux problémes d’informatique consistent a trouver des configurations satis-
faisant & une liste de contraintes. La méthode la plus brutale consiste & énumérer toutes
les configurations possibles jusqu’a trouver une solution. Cependant, lorsque ’espace des
combinaisons est trop vaste, cette méthode s’avére inefficace. Il faut alors développer des
méthodes, plus ou moins justifiées mathématiquement, pour accélérer la recherche de so-
lution, comme par exemple des algorithmes génétiques.

Considérons I'exemple d’un probléme d’optimisation d’une fonction F' suffisamment
compliquée pour que les méthodes standard échouent. Pour reprendre l'exemple de
[FHO4|, nous cherchons par exemple un réseau de plusieurs espéces chimiques en inter-
action qui produisent des oscillations de période donnée (origine du rythme circadien) :
une configuration est spécifiée par la donnée du nombre d’agents, des réactions dans
lesquelles ils interviennent, des taux de réaction et des conditions initiales. La fonction
a optimiser est la distance (par exemple I’écart maximal dans le temps) & une sinusoide
de référence. La recherche d’une solution par algorithme génétique consiste a considérer
N systémes avec des configurations différentes puis a itérer la procédure suivante :
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1. on regarde le résultat produit par chacun des N systémes, i.e. la valeur de la
fonction F' & optimiser pour chacun d’eux;

2. on élimine la fraction d’entre eux qui correspond aux plus mauvais résultats (va-
leurs de F' les plus éloignées de l'extremum visé) ;

3. on duplique les meilleurs d’entre eux;

4. on ajoute des mutations aléatoires aux systémes, i.e. on ajoute un bruit sur les
taux de réaction ou bien une espéce ou une réaction supplémentaire, et/ou on
effectue des croisements, i.e. on permute des valeurs de parameétres ou des réactions
chimiques entre les individus;

5. on recommence a ’étape 1 avec la nouvelle population.

Cet algorithme est directement inspiré des modéles d’évolution : le génotype est remplacé
par des valeurs de paramétres d’un systéme, le fitness est remplacé par la fonction F' a
optimiser, la sélection correspond a I'étape 2 ci-dessus, la reproduction a ’étape 3 et les
mutations correspondent a 1’étape 4.

L’efficacité des algorithmes repose sur le fait que ceux-ci vont explorer I'espace des
configurations en ne s’éloignant jamais des solutions potentielles grace a I'étape de sé-
lection. Leur difficulté d’utilisation réside dans le choix des taux de mutations : trop
de mutations violentes dispersent la population dans l'espace des phases, trop peu de
mutations empéchent une convergence rapide de I'algorithme. De plus, cette méthode ne
garantit pas de trouver la solution optimale et peut étre bloquée dans des minima locaux
de F' et ne convient que si 'on se contente de solutions approchées. Par sa procédure
de tatonnement dans l’espace des phases, elle se rapproche, dans le cas de problémes
biologiques, de la véritable évolution biologique.

1.4.2 Evaluation numérique de fonctions de grandes déviations
hors d’équilibre

Un certain nombre de techniques de simulations numériques en physique statistique
se heurtent au probléme de l’échantillonnage de l'espace des phases avec les bonnes
probabilités. Il existe un certain nombre de méthodes (Monte-Carlo) pour produire des
configurations arbitraires avec les bons poids a 1’équilibre. Néanmoins, hors équilibre,
la détermination de fonctions de grandes déviations nécessite, par définition, de pro-
duire des événements rares, qui sont eux aussi, par définition, difficiles a produire par
une dynamique naturelle (i.e. suivant la dynamique markovienne qui définit le modéle).
Nous présentons ici un exemple simple d’algorithme utilisé dans [GKP06] pour me-
surer des fonctions de grandes déviations de courant dans un systéme hors équilibre
(totally asymmetric exclusion process). Soit C une configuration du systéme et notons
M(C — (') le taux de transition d’une configuration C vers une configuration C’. Soit
J(C,C’) la quantité échangée lors du passage de C a C' qui nous intéresse. Pour une
séquence de configurations (Cy,Cy,...,Cr), nous nous intéressons a la distribution de
Qr = J(Co,C1) + ...+ J(Cr_1,Cr) au bout d’'un temps long. La fonction génératrice de
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Q; s’écrit donc :

(€9) = Y M(Co— C)M(C — Ca) ... M(Cr_y — Cp)e M/ CoCt-4J(CrorCr))
Cl,‘..,CT
= Z ]/\/Z\(Co —>Cl)]\/4\>\(61 HCQ)...]/W\)\(CT_l —>CT)
C1,....Ce

ott la matrice M. » est définie par :
M\(C —C') = M(C — C')e M), (1.5)

Aux temps longs, (—AQr) est dominée par la contribution de la valeur propre u(\) avec
la partie réelle la plus grande de la matrice M), :

<6*)\QT> o eTr)

Pour déterminer p(A), il faut a priori diagonaliser la matrice M, A qui est de grande taille.
Numériquement, itérer cette matrice est aussi difficile a cause de sa taille. De plus, simuler
directement 1’évolution induite par M(C — C’) nous prive des événements trop rares.
L’idée présentée dans |[GKPO6] est alors d’interpréter M. A, qui n’est plus markovienne
car la normalisation des colonnes est perdue, comme une matrice qui décrit I’évolution
d’une population. Plus précisément, réécrivons M) sous la forme suivante :

My(C—=C) = Dy(C — C)K\(C)
E\C) = Y M\(C—C)#0
%

de telle sorte que la matrice D) soit & nouveau markovienne.

Les coordonnées F¢(t), au lieu d’étre considérées comme des probabilités (normalisées
a 1), peuvent a présent étre considérées comme étant les nombres moyens d’individus
habitant sur les configurations C. Faire évoluer les populations Pc(t) selon la matrice
M. A revient alors a faire évoluer une population avec des taux de branchements par
individu contenus dans K(C) et des diffusions? d’individus contenues dans la matrice
D by (C - C/)

La perte de normalisation de M. » fait que la population va soit exploser, soit s’éteindre :
il faut alors biaiser 1’évolution de la population de telle sorte qu’elle reste constante. Plus
précisément, si nous partons de N individus distribués aléatoirement dans ’espace des
configurations (N est arbitraire et est choisi aussi grand que possible suivant la capacité
de calcul disponible), il faut, & chaque pas de temps, sélectionner un individu et suivre
la procédure suivante :

1. l'individu dans la configuration C produit G individus identiques sur la méme
configuration C avec G donné par :

o {[mcn +1  avec probabilité K,(C) — [K,(C)]
[K\(C)] sinon

4Le fait que D, soit markovienne signifie que la population est en moyenne constante.



20 Chapitre 1. Populations et sélection

ou [z] désigne la partie entiére de . Si [K,(C)] = 0, alors cela signifie que I'individu
ne laisse aucune progéniture supplémentaire ;

2. tous les individus (L+ @) diffusent sur une configuration adjacente C’ avec un taux
de diffusion D, (C — (') ;

3. on normalise la population par un facteur A; = L/(L + G) en éliminant au hasard
G individus.

4. on stocke dans la mémoire la valeur de A;.

Alors, aux temps longs, les A; stockés nous donnent (cf. [GKP06]) la valeur de p(\) par
la formule :

T
1

Dans cette procédure, le role du fitness est joué par le coefficient K, (C) induit par la
perte de normalisation de M. A par rapport a M et les mutations par les sauts vers des
configurations adjacentes C’. Nous voyons ainsi comment 'introduction d’une popula-
tion permet d’étendre les méthodes Monte-Carlo & I’équilibre & la mesure de fonctions
de grandes déviations hors d’équilibre. A la lumiére des chapitres ultérieurs, il serait
intéressant d’explorer les liens entre les différentes quantités étudiées dans les modéles
de population et les modéles hors d’équilibre.



Chapitre

Propagation de fronts

Ce chapitre est une introduction a I’étude de la propagation de fronts
en physique. La présentation est restreinte aux fronts de type pulled. La
premiére section introduit le type de problémes et le type d’équations
ou apparaissent des fronts. La deuxiéme section est consacrée a la dé-
termination de la vitesse d’un front et présente les résultats existants.
La troisiéme section montre ce que deviennent ces résultats lorsque
le front est affecté par un bruit. La derniére section, plus technique,
présente la méthode & suivre pour déterminer les temps de relations
d’un front lorsque celui-ci est perturbé localement : cette méthode sera
utilisée dans les trois chapitres suivants. Elle reprend un calcul publié
dans [SDO0S].

2.1 Généralités

De nombreux systémes peuvent étre décrits comme des fronts se propageant dans un
domaine. Par exemple, pour reprendre un modéle simple de réaction-diffusion, une réac-
tion de combustion d’un combustible A en présence d’'un comburant B dans un milieu
donne lieu a la propagation d’un front séparant une zone riche en combustible A et une
zone ou A a été majoritairement consommé. De tels fronts apparaissent aussi dans des
modéles de contagion (A 4+ B — 2B ou A désigne un individu sain et B un individu
infecté¢), dans I’étude de marches aléatoires avec branchements [Bra83, McK75] ou de
la propagation d’une mutation génétique favorable. Dans ce dernier cas, une mutation
favorable se produit sur un géne d’un individu puis, a travers la reproduction et la diffu-
sion, se répand dans la population environnante. De maniére assez générale, cela conduit
a un front que 'on peut décomposer en trois zones : une zone (en expansion) autour de
la mutation initiale ol les individus sont majoritairement porteurs de la mutation, une
zone (en récession) ot la mutation est trés minoritaire, voire encore absente, et une zone
intermédiaire ol coexistent le géne initial et le géne muté. Aux temps longs, le front ainsi
produit se déplace sans se déformer et sa vitesse n’est pas, a priori, celle des individus

21
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se déplacant dans le milieu.

Un modéle simple de front décrivant la prolifération d’un géne favorable dans une
population a été introduit en 1937 simultanément par Fisher [Fis37] d’une part et Kol-
mogorov, Petrovsky et Piscounov [KPP37| d’autre part. Dans un milieu unidimensionnel
et dans la limite des populations de grandes tailles, le modéle est décrit par ’équation
différentielle

0,Q = 9Q +B(Q — Q%), (2.1)

ot Q(z,t) désigne la proportion d’individus portant le géne favorable au point z et a
I'instant ¢. Le laplacien 92Q correspond a la diffusion du géne dans le milieu et le terme
non-linéaire Q — Q? traduit augmentation locale de la proportion du géne favorable (on
a@Q—Q*>0pour 0 <@ < 1) ainsi que la saturation & Q = 1 (tous les individus sont
porteurs du géne muté favorable). Le terme non-linéaire est parfois pris égal a 5(Q — Q?)
mais les propriétés du front sont essentiellement inchangées; de maniére générale, nous
considérerons des non-linéarités f(Q) telles que

0,Q = 9;Q + f(Q) (2.2)

et
f(0) (0)=p5>0 (Q =0 point fixe instable)
1 0

=0,/
f(1)=0,f(1) < (Q = 1 point fixe stable) (2.3)
f(Q)>0 pour 0 < Q <1

pour décrire I'invasion d’une phase instable () = 0 par une phase stable () = 1. L’une des
propriétés principales de cette équation est 'existence de solutions de type front [Bra83|
se propageant & une vitesse v, i.e. I’existence de solutions du type :

Q(z,t) = Qu(x + vt). (2.4)

La détermination de la vitesse v fait 'objet de la section 2.2. Les propriétés générales
de tels fronts déterministes sont aujourd’hui bien connues (voir [van03| pour une revue
assez compléte des propagations de fronts). La propagation est choisie comme allant vers
les = négatifs (voir figure 2.1) afin de faciliter ’adaptation aux calculs du chapitre 3.

L’équation (2.2) est bien souvent le fruit d’une idéalisation du probléme de départ.
Dans le cadre de la prolifération d’un géne favorable, (2.2) n’est valable que pour une
population infinie. Pour prendre en compte les effets de taille finie et ’aspect stochastique
des processus, il est nécessaire d’introduire une équation bruitée (cf. [DMS03, MMQO8|)
ou avec cut-off (cf. [BD97]). Dans le premier cas, (2.2) devient :

0:Q = 9;Q + f(Q) + a(Q(,1))¢(x, ) (2.5)

ot a(Q(x,t)) dépend de la valeur de ) au point x et ou £(, t) est un bruit aléatoire. Dans
le cas avec cut-off, la définition de la non-linéarité f(Q)) change lorsque @ est plus petit
qu’une certaine quantité €. On peut montrer dans ce dernier cas (cf. [BD97, MMQOS|)
que, lorsque € tend vers 0, la convergence vers la solution sans cut-off est trés lente (en
1/log(€)? pour la vitesse du front). Les propriétés de I'équation avec bruit ont suscité
un assez vif intérét récemment (cf. [BDMMO6b, DMS03, MMQO8| entre autres).
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F1G. 2.1: Allure d'un front se propageant vers les x négatifs avec des vitesses v = v, = 2
(en gras), v = 0.5 (ligne simple) et v =5 (en pointillés).

L’équation de Fisher-Kolmogorov-Petrovsky-Piscounov (F-KPP) et ses variantes sont
en fait présentes dans des domaines nombreux et variés, des problémes de combustion
et réaction-diffusion [KR85| jusqu’a la physique nucléaire [IMMO05, MPS05]. Nous mon-
trerons dans les chapitres ultérieurs que I’équation F-KPP est aussi reliée aux questions
de survie de marches aléatoires avec branchements.

2.2 Vitesse d'un front

Outre les solutions triviales ) = 0 (instable) et @@ = 1 (stable), (2.2) admet des
solution de type (2.4) se propageant avec une vitesse —v et des conditions aux limites

lim, . Q. =Y
i, Qu(z) =0 (2.6)
lim, o Qu(2) = 1.
La fonction @), satisfait alors I’équation
Q. — v0.Q, + f(Q,) = 0. (2.7)

Peu de solutions exactes de cette équation sont connues mais on sait cependant relier la
vitesse v d’une solution (), aux propriétés de celle-ci lorsque z — —o0.
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2.2.1 Analyse linéaire

Loin dans la phase instable (z — —o0), @, est proche de zéro et on peut linéariser
(2.7) :
02Q, — v0,Q, + fQ, ~ 0 (2.8)

avec § = f'(0). Puisque I'on impose a @, de s’annuler en —oo, @, prend la forme
Q,(z) o< e’ dans la phase instable ou le coefficient 7 est relié a la vitesse v par la
relation

p

v="7+—. 2.9
g (29

Pour garantir la convergence vers 0 quand z — —oo et la positivité de @, (imposée
par la nature physique de ), dans les problémes qui nous concernent ici), il faut se
restreindre aux «y réels strictement positifs. On trouve alors (cf. figure 2.2.1) que les
fronts admissibles doivent avoir une vitesse supérieure a la vitesse critique donnée par

{”C =2V6 (2.10)

'yc:\/B

et ces fronts ont ainsi une queue exponentielle dans la phase instable. Si I'on autorise
les solutions @), a devenir négatives, alors 7 peut prendre des valeurs complexes et
les solutions se comportent comme des oscillations amorties pour les grandes valeurs
négatives de z; dans ce cas, la vitesse est alors plus petite que la vitesse critique wv..
Exactement a la vitesse critique v, ), prend la forme asymptotique

Qu.(2) = —(Acz + Be)e™ (2.11)

loin dans la phase instable 2 — —oo. L’invariance par translation implique que 1'un
des deux coefficients A, et B, soit libre mais, une fois 'un fixé, 'autre est fixé par
les non-linéarités du systéme et le comportement Q,(z) — 1 en +oo. Néanmoins, la
détermination analytique compléte des amplitudes n’est pas possible sauf dans des cas
isolés.

2.2.2 Sélection de la vitesse de propagation

L’étude précédente a montré quelle était la forme de @, (2) dans la phase instable pour
une vitesse v donnée mais il reste a déterminer laquelle de ces vitesses est sélectionnée
pour une condition initiale donnée. Aronson et Weinberger ont montré [AW75, AWTS§]| le
résultat trés général suivant pour des équations de type (2.2) avec les hypothéses (2.3) :
— il existe une solution de type front (comprise entre 0 et 1) en translation uniforme
a la vitesse v pour tout v > 24/ f(0),

— une telle solution est stable si et seulement si v > v, pour une certaine vitesse
critique v,

— on a les bornes suivantes sur la vitesse v, :

2y f'(0) < ve < 203%21 VIQ)/Q (2.12)
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F1G. 2.2: Vitesse de propagation d’un front @), (z) en fonction de son taux de décroissance
v loin dans la phase instable () >~ 0. On voit que les solutions sans oscillations
amorties obtenues pour v réel positif ont une vitesse minimale v. = 2 pour
8 = 1. Pour v > 1, les solutions sont instables et adoptent la vitesse v, aux
temps longs.

— pour une large catégorie de conditions initiales, la vitesse du front tend vers la vitesse
marginalement stable v, (cela est vrai en particulier’ pour toutes les conditions
initiales @(x,0) décroissant plus vite que €”* pour x — —oo pour un certain -,
dépendant de I’équation de propagation).

La notion de stabilité, introduite ci-dessus, sera discutée en section 2.4 et doit étre prise
dans le sens suivant : si nous ajoutons a une solution @,(z) une perturbation localisée
€(z) qui est suffisamment petite pour que @Q,(z) + €(2) reste dans 'intervalle [0, 1] et qui
décroit a Uinfini plus rapidement que Q,(z), alors aux temps longs, la solution de 2.3
converge (a une translation prés) a nouveau vers Q),(z). Comme nous le verrons plus
bas, cette stabilité pour v > v, est liée & la monotonie du front Q,(2).

Pour la plupart des cas que nous étudierons, nous aurons supg<g<; v/ f(Q)/Q =

f(0) et v. et 7. seront donc donnés par (2.10). Dans ces cas-1a, toute condition ini-
tiale suffisamment abrupte donne un front se propageant a v.. Cela signifie donc qu’une
étude de 'équation F-KPP linéarisée suffit dans ces situations & donner les propriétés
critiques des fronts. Par ailleurs, cela montre aussi que le seul effet des non-linéarités
contenues dans f(Q) consiste a saturer @) a la valeur 1 sans modifier la propagation
du front. De tels fronts sont appelés pulled d’apres la terminologie inventée par Stokes
[Sto76], par opposition aux fronts pushed pour lequel les non-linéarités influent sur la
vitesse de propagation et la stabilité des solutions.

!Pour une condition initiale décroissant comme €¥® en —oo avec 0 < 7y < 7., alors la vitesse du front
est donnée par v(7y).
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Les bornes (2.12) sur la vitesse du front trouvées par Aronson et Weinberger sont des
conséquences de principes variationnels plus généraux [HR75, BD96b, BD96a| démontrés
depuis, dont nous donnons ici une illustration. Ainsi, le principe variationnel de Hadeler
et Rothe [HR75| donne, pour une non-linéarité du type (2.3), la vitesse v. du front de
vitesse minimale comme la borne inférieure suivante :

. f (U)>
v, = inf su "(u) + ——= 2.13
geu 0<uI<)1 (g ( ) g(u) ( )
ounU = {g € C([0,1])]g(0) = 0,4'(0) > 0,9(Q) > 0,YQ €]0,1[} est 'ensemble des
fonctions g de classe C! sur [0, 1], strictement positive sur |0, 1[, s’annulant en zéro et
de dérivée strictement positive en 0. Un moyen simple de visualiser cette formule est
présenté en figure 2.3. Si nous nous plagons dans 'espace des phases (q,p) = (Qy, 0:Qy),

I'équation stationnaire (2.7) se réécrit :

¢ = Fi(q,p)=p, (2.14)
P = F(q,p) =vp— flq).

Cette dynamique admet les deux points fixes (¢,p) = (0,0) et (¢,p) = (1,0). Une étude
de stabilité linéaire montre que (0,0) est un point fixe instable, comme attendu, et que
(1,0) est un point-col. Pour que le front soit monotone (donc positif), il faut que la
trajectoire ne forme pas de spirale autour de (0,0) : les valeurs propres ne sont réelles
que si v? > 4f/(0) qui est la premiére borne de (2.12). D’autre part, la seule trajectoire
aboutissant en 1 pour x — oo correspond & la partie de la variété instable du point 1
dans le domaine ¢ < 1, p > 0 : il suffit alors de montrer que cette trajectoire provient
nécessairement du point (0,0). Pour cela, nous remarquons d’aprés (2.14) qu’aucune
trajectoire ne peut entrer dans le domaine 0 < g < 1, p > 0 en passant par les frontiéres
(0 <qg<1,p=20)et (¢ =1,p > 0). 1l suffit alors de trouver une fonction ¢(q)
satisfiant g(0) = 0, ¢’(0) > 0, g(Q) > 0 telle que le vecteur tangent (1, ¢'(¢q)) et le champ
(Fi(q,9(q)), F2(q,9(q)) soient orientés dans le sens direct pour étre str (cf. figure 2.3)
que la variété instable arrivant en 1 provienne nécessairement du point (0, 0). La vitesse
critique v, est alors obtenue en considérant la borne inférieure sur les fonction g € U
pour laquelle la condition Fy(q, g(q)) — ¢'(¢)F1(g, g(q)) > 0 est satisfaite.

Le fait d’avoir un infimum dans (2.13) implique que des choix appropriés de la fonction
g permettent d’obtenir des majorations rapides de la vitesse du front marginalement
stable. En particulier, si la non-linéarité f est telle que f(Q) < f/(0)Q@ pour toute valeur
de @ dans [0,1] alors le choix g(u) = /f"(0)u donne v. < 24/f'(0) = 21/5. Par les
bornes (2.12), nous obtenons v, = 24/f3 et le front est donc de type pulled. La condition
f(Q) < f'(0)@ n’est pas restrictive pour les cas que nous étudierons (f sera convexe) et
les fronts que nous considérerons seront de ce type.

2.3 Influence du bruit et d’'un cut-off sur la vitesse

Un exemple simple d’équation de front en présence de bruit est donné par [MS95,

MMQOS] :
8Q = 02Q + f(Q) +vQ(1 — Q)/Né&(x, t) (2.15)
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F1G. 2.3: Existence d'un front de vitesse donnée. Si, sur la courbe d’une fonction g(q)
telle que ¢g(0) = 0, ¢'(0) > 0 et g(q) > 0 pour 0 < g < 1, le champ de
vecteur (Fi, Fy) est toujours dirigé vers l'extérieur du domaine hachuré, alors
il est impossible d’entrer dans le domaine hachuré sauf en passant par (0,0).
D’autre part, le point (1,0) est un point col dont la variété instable entre dans
le domaine hachuré : celle-ci vient donc nécessairement de 0 et correspond au
front @, qui satisfait Q,(x) — 0 pour x — —o0 et Q,(z) — 1 pour z — +o0.

ou £ est un bruit blanc gaussien normalisé. Cet exemple modélise, entre autres, la proli-
fération d’une mutation favorable dans une population de taille N. La nature multipli-
cative du bruit en \/Q(1 — Q) fait que les points fixes Q = 0 et ) = 1 restent des points
fixes en présence de bruit. L’amplitude du bruit est prise en 1/ V/N pour reproduire les
effets de taille finie d’'une population si @) désigne la proportion d’individus mutés (et
donc 1 — @ donne la proportion d’individus non affectés par la mutation). Le bruit fait
que la position du front n’est plus une quantité déterministe mais diffuse autour d’une
valeur moyenne.

L’amplitude du bruit en \/Q(1 — @Q)/N fait que celui-ci est non négligeable dés lors
que @ est d’ordre 1/N : cela correspond aux endroits ou le nombre d’invidus mutés
est de l'ordre de l'unité et ou les effets de taille finie sont donc les plus visibles. Une
approximation supplémentaire consiste a résumer les effets de taille finie en un parameétre
e = 1/N de telle sorte que Q(x,t) satisfasse :

0:Q = 0;Q + f(Q)a(Q) (2.16)

avec a(Q) =181 Q > eet a(Q) < 1si Q < e. L’équation ainsi obtenue est déterministe
et permet une étude plus simple. On peut montrer [BD97| que la vitesse du front en
présence du cut-off € = 1/N est donnée par :

w22 ()

2.17
21og® N ( )

Veut-off =~V —

ot v"(7,) est donnée par (2.9). La convergence lente en 1/log® N montre que 'effet d'un
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cut-off loin dans la phase instable () ~ 0 est loin d’étre négligeable, méme pour des
valeurs de N relativement grandes. Pour établir (2.17), il faut partir de 'allure du front
dans le domaine linéaire () < 1 et effectuer les raccordements ad hoc entre les trois
régimes Q K e < 1, e < Q < 1 et @ ~ 1 comme exposé dans [BDI7| (voir aussi section
2.4.2 de ce méme chapitre).

L’équation (2.17) montre que, pour un front de type pulled, une légére fluctuation
dans le domaine ) < 1 suffit a perturber le front de maniére significative. Dans le cas
d’un bruit stochastique et non d’un cut-off déterministe, en plus des résultats rigoureux
[MMQO8], il existe des approches phénoménologiques [BDMMO6b| donnant des prédic-
tions pour la vitesse du front en accord avec les résultats numériques. Elles sont basées
sur le méme type de raisonnement que précédemment : tout en restant dans le régime
linéaire (ce qui permet I'analyse), on considére l'effet a long terme sur la position du
front de fluctuations suffisamment rares pour que le systéme ait le temps de relaxer entre
deux fluctuations successives. Une telle analyse phénoménologique prévoit la correction
suivante a la vitesse moyenne du front :

3loglog N

2.18
elog® N (218)

V= Ucut—oﬁ + 7T2’YSU”(’YC)

De plus, la nature stochastique de (2.15) fait que la position du front fluctue et la méme
approche prévoit un coefficient de diffusion du front donné par :

2 /3
72log’ N
Il existe plus généralement des prédictions pour les moments supérieurs de la position

[BDMMOGb]| et il serait intéressant de connaitre la portée de ces résultats phénomé-
nologiques en leur apportant une démonstration mathématique compléte, au-dela de

[MMQO8].

D ~ 230" (.) (2.19)

2.4 Temps de relaxation et stabilité des solutions

2.4.1 Stabilité et linéarisation autour du front

Pour avoir les solutions @,(z) effectivement sélectionnées par un systéme physique,
il convient d’étudier la stabilité des solutions. Des travaux rigoureux [AW75, AWT8,
BJBD*85, van98| montrent que, si 'on perturbe le front localement?, seules les solu-
tions monotones (donc nécessairement avec v > v.) sont stables dans le référentiel du
front. Cette derniére distinction tient au fait que les solutions satisfaisant (2.6) ne sont
déterminées qu’a une constante de translation preés.

Une maniére d’aborder ce résultat qui nous sera utile par la suite consiste a linéariser
I'équation (2.7) et a étudier les temps de relaxation, i.e. les valeurs propres de 'opérateur
linéarisé :

L[p] = 020 — 0.6 + [(Qu(2))¢. (2.20)

2Comme expliqué plus haut, les perturbations locales considérées ici sont suffisamment petites pour
que @, reste dans 'intervalle [0, 1] et ont une convergence vers 0 en +0o au moins aussi rapide que
la convergence de @, vers ses limites 0 et 1.
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Cet opérateur £ décrit I’évolution de faibles perturbations locales 7(z,t) autour de la
solution de front @), (2) dans le référentiel de celui-ci. Plus précisément, il suffit que 1'une
des valeurs propres A\ de L ait une valeur propre de partie réelle positive pour que la
perturbation croisse et déstabilise le front Q),.

Aprés un changement de variable ¢(2) = e*/%¢(2) et E = —\, I'’équation aux valeurs

propres devient :
02

E(z) = [—a§+ <—

C - Q) [t (221

qui n’est autre que I'équation de Schrodinger dans un potentiel V(2) = v?/4 — f'(Q,(2))
relié & 'allure du front stationnaire. Le probléme de stabilité du front se raméne alors a
un probléme de spectre d’hamiltoniens de Schrodinger : une solution @, (z) est stable si
et seulement si ’hamiltonien ainsi construit a toutes ses valeurs propres a parties réelles
positives.

Cette approche simpliste cache cependant le probléme épineux des conditions aux
limites. En effet, les vecteurs propres admissibles doivent vérifier les bonnes conditions
aux limites, déterminées par la physique du probléme. Pour un front infini, on supposera
que les perturbations sont localisées (mutation, étincelle, ... ) et on considérera donc des
vecteurs propres ¢(z) qui tendent vers 0 en —oo et en 400 avec une convergence au
moins aussi rapide que la convergence de (), vers sa limite. On constate alors que le
vecteur propre ¢(z) = 0.Q,(z) satisfait les bonnes conditions aux limites et L[p] =
0 et correspond donc au vecteur propre associé a la valeur propre nulle A = 0. Ce
vecteur propre correspond & une translation du front sans déformation. Dans le cas
d’un front monotone, 0,Q),(z) ne s’annule pas et on s’attend a ce qu'il corresponde au
fondamental, montrant ainsi que les autres vecteurs propres correspondent & des valeurs
propres négatives et que le front doit étre stable.

Cette approche, bien que non rigoureuse, est compatible avec le résultat exact disant
qu'un front est stable si et seulement si il est monotone. Une étude mathématique dé-
taillée [AWT75, AWT8| traitant rigoureusement ces comportements a 'infini permet alors
de montrer que seuls les fronts monotones sont stables vis-a-vis de ces perturbations.

Dans le cas d'un front avec cut-off, les conditions aux limites changent et le raccor-
dement autour du point z. tel que Q,(z.) = € modifie les vecteurs propres admissibles
[Pv02]. Le spectre est donc a discuter au cas par cas (cf. ci-dessous).

2.4.2 Vecteurs propres sur la ligne infinie dans la limite v — v

Les chapitres ultérieurs nécessitent une étude précise des vecteurs propres et des temps
de relaxation associés d’un front lorsque v est proche de v.. Nous avons développé a
cet effet une méthode perturbative qui permet d’obtenir, a priori & tous les ordres, la
forme d’un vecteur propre ¢, associé a la valeur propre A prés de la vitesse v, et pour
A — 0. Bien que cette démarche, reproduite dans la deuxiéme annexe de [SDO08|, ait
été développée initialement afin d’obtenir les résultats exposés dans les chapitres 3 et 6,
elle se généralise néanmoins & tout front de type pulled et permet d’étudier les temps
de relaxation de fronts avec divers types de conditions aux limites loin dans la phase
instable. La section 2.4.3 est une application particuliére de cette méthode aux cas de
fronts avec cut-off.
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Le but de cette approche est de montrer qu’aux ordres dominants, les propriétés des
vecteurs propres au voisinage de v, loin dans la phase instable sont indépendantes du
détail des non-linéarités f(Q) et ne nécessitent que la connaissance des constantes A,
et B, introduites en (2.11). Plus précisément, loin dans la phase instable z — —o0, les
équations satisfaites par @), et ¢, sont données sous forme approchée par :

0;Qu(7) = v9,Qu(x) + fQu(x) = 0, (2.22)
pa(x) — v0upr(x) + or(z) = Ada(w), (2.23)
ou le coefficient est défini par § = f’(0). Les équations différentielles précédentes sont

des équations différentielles linéaires d’ordre 2 homogénes dont les solutions les plus
générales sont données, pour v < v, par :

Q.(x) = U,sin (@) 2 4 0 ("), (2.24)
6x(z) = Visin (”(“’z—f’”) /2 4 O (7). (2.25)

Les longueurs L et L) des arches de sinus sont données par :

e — )2
L i x (ve —v) /7, (2.26)
Ly = ~ (2.27)

N
Lorsque v — w,, la longueur L de I'arche de sinus diverge et on observe alors que le
premier zéro de Q,(z) s’éloigne de la partie non-linéaire prés de la vitesse critique.

Les constantes d’intégration U, et ®, sont déterminées de la maniére suivante :

— T'une provient de l'invariance par translation des solutions de 1’équation de front et

sera donc déterminée en fixant arbitrairement une coordonnée x telle que Q,(x¢) =
1/2 par exemple? ;

— lautre est fixée par les non-linéarités et la limite Q,(x) — 1 lorsque z — +00.

La constante V, » du vecteur propre ¢ est elle aussi arbitraire alors que la phase ¥, 5 est
fixée par la limite ¢(x) — 0 imposée en +oo.

A priori, les constantes U,, ®,, V, et ¥, de (2.24) et (2.25) dépendent des non-
linéarités. Le but de ce qui suit est de montrer qu’au voisinage de v, et pour A petit, elles
n’en dépendent que faiblement. Pour cela, nous développons une théorie de perturbation
en v, — v pour Q,(x) et un double développement en v, —v et A pour les vecteurs propres
¢». Dans un souci de commodité pour la suite, le développement autour de la vitesse
critique sera fait en 1/L? ot L est défini en (3.24) plutot qu’en v, — v. Posons en effet :

Q) = Q)+ =D
m>1
A’n
or(r) = 8vac+mzn;18mn($) T

30n remarquera alors qu’un certain nombre de propriétés, comme les temps de relaxation, ne doivent
pas dépendre de ce xg.
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puisque L£[0,Q,] = 0 est le vecteur propre correspondant & A = 0. Toutes les corrections
Gm €t Smn peuvent étre obtenues récursivement par la méme équation différentielle ho-
mogeéne de degré 2. En effet, aux ordres les plus bas, les équations (2.2,2.20) donnent :

aiql - vc@qu + f/(QUC>QI - (228&)

a3301 - Ucaz801 + f/(QUC)301 = avaca (228b)
! 2 2 "

(93510 — 00810+ f (QUC)SH) = - Z}T 8:%@% —f (ch)qlavac' (2-280)

Cc

Connaissant une solution particuliére de I’équation homogéne sans second membre (la
dérivée 0,Qy,(x)), la solution s’annulant en xy et +oo de

OPu — v.0,u + f1(Qu)u = K(z)

avec un second membre K (z) = O(Q,.(z)) = O(e ") exponentiellement décroissant en
+o00 est donnée par :

1) =0.0u) | ot [ a0ume K )

Cela montre ainsi que toutes les corrections ¢, et s,,, peuvent étre obtenues pertur-
bativement dés que @, (z) est connu. Néanmoins, aux ordres les plus bas, les intégrales
ci-dessus n’ont pas besoin d’étre évaluées pour obtenir les constantes d’intégration des
équations (2.24, 2.25). En effet, en revenant a l'expression (2.11), nous nous rendons
compte que @Q,, prend la forme d'une exponentielle multipliée par un polynome et que
les seconds membres de (2.28) sont de la méme forme pour x — —oo. Ainsi, les solutions
¢1, So1, S10 de (2.28) sont aussi de cette forme. La démarche adoptée dans [SDO08| consiste
alors & identifier ces polynémes avec le développement de Taylor des sinus des équations
(2.24, 2.25) dans le domaine de recouvrement 1 < —z < L.

Les calculs détaillés présentés dans la deuxiéme annexe de [SDO8| permettent d’aboutir
aux développements suivants :

B. 1

% = 25+0 <ﬁ) (2.30)
Ac

v, = = +O(L) (2.31)
B, 2 1

Vor = —+0< )+0<L2) (2.32)
Aw

1 1
Vir = 5 m+0< )+O(B> (2.33)

Les termes correctifs peuvent étre obtenus & partir de la seule connaissance de @), par
I'intermédiaire des constantes A, et B, introduites dans (2.11). Nous allons voir que les
développements précédents suffisent a donner les temps de relaxations les plus lents dans
le cas avec cut-off (cf. ci-dessous) et dans le probléme de survie de marches aléatoires
avec branchements du chapitre 3.
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2.4.3 Temps de relaxation en présence d'un cut-off

Le but de cette section est de montrer sur ’exemple simple du front avec cut-off
comment la connaissance des vecteurs propres sur la ligne infinie obtenue dans la section
précédente peut étre utilisée pour sélectionner les valeurs propres qui correspondent a
un front avec un cut-off a travers de simples conditions de raccordement.

Sur la ligne infinie, les conditions aux bords sont simplement ¢,(z) — 0 si z — 0.
Dans le cas d'un front avec cut-off, d’aprés (2.16), les vecteurs propres satisfont :

Orpn — v90:pr + ['(Qu)a(Qu)dr + F(Qu)a' (Qu)r = Aoy (2.34)

Pour une fonction de cut-off quelconque a(Q)) continue et infiniment dérivable, le pro-
bléme est bien défini. Nous nous placerons ici dans la limite ot le domaine de variation
de a(Q) est de taille infinement petite de telle sorte que a(Q)) — O(Q — €) avec € < 1
et O(z) = 1si z > 0 et ©(x) = 0 sinon. Bien que le probléme dynamique de départ
(2.16) soit mal défini lorsque a(Q) est discontinue, nous supposerons ici que l’emploi
de la forme a(Q) = ©(Q — €) donne néanmoins une bonne approximation des temps
de relaxations lorsque a(Q) a des variations suffisamment abruptes (cf. [Pv02] pour une
démarche similaire).

Soit X, le point tel que Q,(X,) = €. Alors a/(Q,) = 6(Q, —€) = 0(z — X)/0:Qu(Xe).
Sur [X,, +o0], les vecteurs propres satisfont la méme équation différentielle que sur la
ligne infinie et donc pour € petit, leurs formes asymptotiques autour de X, sont bien
données par (2.25) a des corrections exponentiellement petites prés. Pour z < X, alors
I’équation différentielle ci-dessus devient linéaire et nous obtenons :

or(x) ox exp B (v + V2 + 4/\> 1} (2.35)

Enfin, la présence d'un pic §(x — X.) dans 'opérateur linéaire fait que la condition de
raccordement en X, devient :

_ /
6—07F ¢A(XE + 5) qb)\ (Xe - 5) ava (Xe)
En utilisant les expressions (2.24, 2.25), on obtient I’équation suivante :
m s 1 I}
—cot |[— (Xe+ U0 | —=V2+4N=—— (2.37)
L>\ L)\ ' 2 (%

D’autre part, @, et 0,Q, doivent étre continues en X, et la forme du cut-off fixe ainsi
X, et la vitesse du front par les équations Q(X.) = € et Q'(X,) = ev. Dans la limite
e — 0, on doit avoir :

L~ (2/v.)|Ine| (2.38)

et ainsi retrouver la formule (2.17) pour la vitesse v. De plus on obtient I’équation
suivante pour X, :

%cot [% (X + <I>v)] = g (2.39)
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Les équations (2.37,2.39) permettent ainsi de développer les valeurs propres en puis-
sance de 1/L, et donc en puissance de o< 1/|Ine|. En particulier, il devient possible de
retrouver et de prolonger, par un calcul perturbatif plus complet, les résultats de [Pv02]
qui donnent les valeurs propres au premier ordre.

En effet, les conditions (2.37, 2.39) impliquent que, pour € — 0, nous ayons asymp-
totiquement )\, ~ —(n? — 1)7?/L% L’équation (2.39) implique alors le développement
suivant pour X, en puissance de 1/L :

2 B 1
X.=—-L —— = O\ —= 2.40
" <Uc AC> * (L2> ( )
(le terme en — L provient du fait que X, s’éloigne de la région @, ~ 1/2 lorsque € — 0).
Ensuite, en injectant un développement du type

(n? —1)m?  n2rla;  n’rlay 5
Ap = — I ~ s T I +O(1/L°) (2.41)

dans I’équation (2.37), nous obtenons les développements suivants* pour les deux membres
de (2.37) :

1 1
_§+_w/v2_|_4)\ — &_{_O J—
v 2 L?

Cela montre ainsi que a; et as doivent s’annuler et nous obtenons les temps de relaxation

suivants : D2 {12 .
S SO (G 0 il +o( ) n=12,... (2.42)

n L2 L5
De plus, le fait que pour n = 0, nous ayons A = 0 a tous les ordres et 0,Q(x) comme
vecteur propre associé est compatible avec la liberté par translation sans déformation du
front. La correction en 1/L° dans les temps de relaxation fait intervenir la connaissance
de B, et A. ainsi que le détail des non-linéarités du front : la seule partie universelle (i.e.
celle qui ne dépend pas du détail de la fonction f(Q)) semble donc étre celle en 1/L2.

4On utilise ici la formule asymptotique cot(x) ~ 1/x — /3 + O(2®) pour la cotangente au voisinage
de zéro.
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Chapitre

[La marche aléatoire avec branchements en
présence d'un mur absorbant : probabilité de
survie

Ce chapitre présente les résultats que nous avons obtenus sur la pro-
babilité de survie d’'une marche aléatoire avec branchements dans un
domaine unidimensionnel avec conditions aux bords absorbantes. Les
six premiéres sections présentent les résultats publiés dans [DS07| pour
un unique mur absorbant se déplacant a une vitesse constante v. Les
trois premiéres sections sont une introduction au formalisme utilisé
ainsi qu’aux méthodes numériques; les quatrieme et cinquiéme sec-
tions étudient les propriétés de la probabilité de survie au voisinage du
point critique; la sixiéme étudie la divergence des temps de relaxation
au voisinage du point critique et présente les résultats complémentaires
que nous avons publiés dans [SDO§|. La derniére section présente les
résultats, non publiés, pour la survie dans une boite de taille donnée
et permet de comparer les différences avec la géométrie semi-infinie
précédente.

3.1 Origine et buts du modeéle

Dans le cas de la sélection interne (taille maintenue constante égale a N), I'évolution
de la population peut étre décrite par un front de type (2.15) o le bruit est relié aux
effets de taille finie (cf. [BDMMO06b, BDMMO07, DMS03]). Les difficultés qui surgissent
dans I’étude du front avec bruit nous ont poussés a considérer un modéle légérement
différent, dans 'espoir qu’il partage des caractéristiques communes avec la population
de taille constante. Nous considérons ici une population d’individus dans un modéle
simple de sélection externe, déja introduit par Harris et Harris [HHO7| : les individus
évoluent sur la ligne réelle en présence d’un mur absorbant qui se déplace a une vitesse

35
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v vers les x positifs qui les éliminent dés le premier contact.

Les deux modeéles de sélection par taille constante (interne) ou par mur (externe) ne
peuvent cependant pas étre équivalents dans la limite de grande taille pour la raison
simple suivante : en présence d’un mur, la taille peut fluctuer, voire s’annuler, et la
population peut s’éteindre. Elle peut aussi se mettre a diverger. Puisque rien ne stabilise
la taille, la dynamique aux temps longs ne peut étre que différente de celle avec taille
constante.

Néanmoins, il est possible de restreindre, sous certaines conditions que nous avons
explorées, cette taille de maniére artificielle : il existe des événements, rares bien str, oul
la taille est finie (quelques unités) méme au bout d’un temps 7T trés long. L observation
d’une taille finie au bout d’un temps 7" trés long nécessite non seulement que la popula-
tion ne se soit pas éteinte entre 0 et 7' mais aussi que la taille de la population n’ait pas
divergé sur ce méme intervalle. Si nous nous intéressons aux histoires de la population
sur l'intervalle [0, 7] qui ménent a une taille finie, nous observons, sous certaines condi-
tions, qu’elles correspondent & une population dont la taille fluctue autour d’'une méme
valeur N’ sur U'intervalle de temps [0, 7). Cette taille N’ est reliée a la vitesse du mur v.
Il est alors légitime de se poser la question de I’équivalence, dans la limite des grandes
tailles, entre ce régime conditionnée de la population en présence d’'un mur de sélection
avec le cas de la sélection interne par taille constante.

Le plan des chapitres suivants s’organise de la maniére suivante : ce chapitre s’attache a
décrire la population en présence d’un mur absorbant et en particulier sa dynamique aux
temps longs (survie ou extinction) en absence de conditionnement. Les deux chapitres
suivants (4 et 5) s’intéressent de plus prés au régime conditionné de la population en
présence d’'un mur absorbant. Le chapitre 6, finalement, étudie le voisinage du point
critique et la limite de grande taille et explore les similitudes attendues entre les deux
modeles de sélection.

Indépendamment de ces considérations, un modeéle trés similaire au notre a été intro-
duit par Antal et al. [ABTRO7| pour décrire le processus de sénescence dans une assem-
blée de cellules en prolifération. Le paramétre x de ’axe unidimensionnel de fitness est
remplacé par la longueur des télomeres des chromosomes d'une cellule. Les télomeéres
sont des morceaux d’ADN présents aux extrémités des chromosomes dont la longueur
est modifiée lors de la division cellulaire (mitose). En effet, le mécanisme enzymatique de
réplication de I’ADN ne permet pas de répliquer la toute fin d’un brin d’ADN et ainsi,
a chaque réplication, la longueur des téloméres décroit un peu. Lorsque les téloméres
ont disparu, les erreurs de réplication affectent directement ’ADN wutile de la cellule et
perturbent suffisamment le fonctionnement de la cellule (sénescence) pour conduire a la
mort de celle-ci. Néanmoins, il existe d’autres mécanismes auxiliaires qui font fluctuer la
longueur des téloméres : en particulier, des recombinaisons d’ADN aléatoires peuvent se
produire et ainsi faire décroitre un télomere tout en allongeant 1’autre. Ces recombinai-
sons peuvent ainsi, dans un premier temps, étre décrites par un bruit aléatoire alors que
le raccourcissement systématique lors d’'une réplication peut étre modélisé par une dérive
constante vers les longueurs décroissantes. Le seuil de longueur nulle correspond ainsi a
un changement d’état irréversible (sénescence) de la cellule. La question posée par les
auteurs de [ABTRO7] est la caractérisation du destin a long terme (mort ou croissance)
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d’une colonie en prolifération.

3.2 Description

3.2.1 La marche aléatoire avec branchements

La taille de la population au temps t est notée N;. Les individus sont repérés par
leur adéquation & leur environnement (fitness) ou position, i.e. un nombre réel x;. Les
positions des individus diffusent au cours du temps et leur diffusion est décrite de la
maniére suivante : pendant un intervalle de temps infinitésimal dt, on ajoute 77\/% ala
position de I'individu ot 1 est une variable gaussienne de moyenne nulle et de variance!
2. Parallélement, un individu a une probabilité (,dt de se diviser en k descendants : la
reproduction est donc semblable a celle du modéle de Galton-Watson en temps continu.
La sélection est représentée par un mur absorbant avancant avec une vitesse constante
v : tous les individus atteints par le mur sont instantanément éliminés. On remarquera
qu’a un changement de référentiel pres, cette dynamique est identique a celle obtenue
avec un mur immobile et des particules diffusant avec une dérive —v les poussant sur le
mur et, dorénavant, toutes les particules seront repérées par leur position par rapport
au mur.

On supposera que les particules ne peuvent mourir que sur le mur et le taux de mort
spontanée 3 sera pris égal a 0. Le coefficient (3; sera pris nul aussi puisqu’il ne correspond
a aucun changement dans le systéme. On introduira aussi le coefficient réduit 3 :

8= Bk —1) (3:1)

k>2

donnant le taux de croissance de la population en absence de mur. En effet, sur la ligne
infinie, le profil moyen pype(X) de la population, i.e. la densité d’individus a la position
X, satisfait I’équation différentielle suivante :

a1Eplib1re - A,Olibre + ﬁplibre (32>

ot A = 0% désigne le laplacien unidimensionnel. En partant d’un unique individu a la
position x & t = 0, on obtient :

1

qui est le produit d’'un terme de diffusion et d’un terme de croissance. On vérifie facile-
ment que la taille moyenne est alors donnée par N; = €. Les points de densité constante
p évoluent aux temps longs comme

Zeonst(t) = (2/B)1 + of1)

1On se place dans 1’échelle d’espace oil le coefficient de diffusion vaut 1.
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Ainsi, grace au terme croissance en 3p, le domaine occupé par la population s’étend
linéairement en temps & une vitesse

ve =2/ (3.4)

lorsque 3 est un taux de croissance positif. Ainsi, en présence d’un mur absorbant se
déplacant a la vitesse v, on s’attend a l'existence de deux types de comportement : si
v > v, le mur réussit toujours rattraper tous les individus et la population finit par
s’éteindre; si v < v., le mur ne rattrape pas nécessairement les individus a I'avant du
front et la population a une chance non nulle de survivre et de croitre exponentiellement.

En présence d'un mur absorbant se déplacant a une vitesse v, ’équation (3.2) devient
dans le référentiel du mur :

8tpmur = A,Omur + Uaacpmur + ﬁpmur (35)

avec les conditions aux limites pyu (X = 0) = 0 et limyx . pmur(X) = 0 dans le
référentiel du mur. Une simple méthode des images donne alors :

1
pmur(X) = \/Tﬂ't

et on retrouve le comportement attendu selon le signe de v — 24/f.

Ces résultats sont similaires a ceux obtenus dans [ABTRO7|. Néanmoins, ce profil
moyen, qui découle de I’étude d’une équation linéaire, ne permet pas d’extraire la pro-
babilité d’extinction d’un individu démarrant & une distance x du front.

(B0 /0)t y—o(X ~2) [efoff:v)?/(u) o (X (ar) (3.6)

3.2.2 La probabilité d’extinction

Une quantité-clef de la dynamique du systéme est la probabilité d’extinction Q. (z,t)
d’un individu a la position x a l'instant ¢ = 0, c’est-a-dire la probabilité que tous ses
descendants soient éteints & l'instant t. Comme pour le processus de Galton-Watson
(voir section 1.2.1), on établira I’équation différentielle satisfaite par Q.(x,t) en divisant
I'intervalle de temps [0, ¢+ dt] en deux intervalles [0, dt] et [dt,t+ dt]. Pendant le premier
instant dt, I'invididu initial diffuse et se divise en k individus avec une probabilité (.dt :
I'indépendance des individus implique que la probabilité d’extinction du premier individu
est alors le produit des probabilités d’extinction de ses enfants et ’on a dans le référentiel
du mur :

67772/4d7’]

Var

qui donne ’équation différentielle suivante dans la limite dt — 0 :

0Q. = aiQe —00,Qc + fe(Qe), (3.8)
fQ) = D 8- Q). 3

k>2

Qo(z +vdt, t + dt) = Qelx +nVdt )+ Bedt(QF — Q) (3.7)
k
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L’équation précédente est exacte et la factorisation en QF est possible grace a I'indé-
pendance des lignées. Afin d’établir une analogie plus compléte avec le chapitre précé-
dent, nous considérerons plutdt la probabilité de survie définie par :

Qs(z,t) =1 — Qc(x,1) (3.10)
qui satisfait I’équation :
ath = aﬁ@s - Uaa:Qs + fs(Qs)a (311)
Q) = —f(1-Q) =) B[1-Q—-(1-Q". (3.12)
k>2

La non-linéarité f satisfait les conditions suivantes :

=0,  fl0)=p8>0,
fs(Q) >0, 0<Q@Q<1.

D’autre part, la présence d’'un mur absorbant précise les conditions aux limites pour
Qs(z,t). L’élimination instantanée sur le mur absorbant implique pour ¢ > 0 :

Qs(0,t) =0, (3.13)
et Uexistence d’un individu initial en z > 0 donne :
Qs(x,0) = 1. (3.14)

L’interprétation de Q4(x,t) comme une probabilité de survie fait que, a tout temps ¢,
Qs(x,t) est une fonction croissante de z (la particule part plus loin du mur absorbant) et
a x fixé, Qs(x,t) est une fonction décroissante du temps (il est plus difficile d’échapper
au mur). Ainsi, aux temps longs, Qs(x,t) tend vers une fonction limite Q%(z) qui croit
(au sens large) et satisfait :

97Q% — v0,Q; + f5(Q3)
Q5(0)

En +o0, I'étude de 'équation précédente montre que Q%(z) ne peut tendre que vers
400, 1 ou 0. Puisque c’est une probabilité, le cas +-00 est a exclure. D’autre part, puisque

Q*(x) est croissante, on a :

0, (3.15)
. (3.16)

Q:(z) = 0pour tout z, ou bien :El—1>r—{loo Qi(z) =1 (3.17)

Dés que Q%(z) ne s’annule pas, on reconnait donc en (3.11) une équation de front de

type F-KPP (2.2) se propageant vers les = négatifs, correspondant & une phase @, = 1

en +oo envahissant une phase instable (), = 0 en —oo, aux conditions aux bords prés
(mur).

Nous avons vu au chapitre 2 que les solutions de (2.7) sur la ligne infinie pour v < v,

présentent des oscillations amorties dans la phase instable @), ~ 0 pour r — —oc.
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On peut donc trouver, grace a la liberté de translation, une solution @Q,(x) telle que
Q,(0) =0 et Q,(z) > 0 pour > 0 : le zéro le plus a droite de @, doit donc coincider
avec le mur = 0. Ainsi, Q%(x) est donnée au-dessous de v, par la partie strictement
positive d’une front se propageant sur la ligne infinie vers les x négatifs a une vitesse v.
Le théoréeme d’unicité de la solution qui permet d’assimiler la solution sur la ligne semi-
infinie & celle sur la ligne infinie a été prouvée mathématiquement par Pinsky [Pin95|
qui cite lui-méme [AW78] pour des non-linéarités f.(Q) = B2(Q* — Q). Pour une preuve
plus récente, on consultera Harris, Harris et Kyprianou [HHKO06]|. Nous supposerons ici
que ce théoréeme d’unicité reste valable lorsque les taux de division [, sont quelconques.

Au-dessus de v., le mur avance trop rapidement pour que la population puisse sur-
vivre : on a donc Q*(x) = 0 pour tout x. Les conditions au bord font qu’aucun raccor-
dement n’est possible avec un front monotone sur la ligne infinie pour v > v, car un tel
front ne s’annule pas en un x fini.

Cette marche aléatoire avec branchements en présence d’'un mur absorbant présente
donc une transition de phase vers un état absorbant selon la valeur de la vitesse du mur
v et les calculs précédents raménent 1’étude de la probabilité de survie & un probléme de
propagation de fronts.

Dans la suite de ce chapitre, nous nous attacherons a étudier Q%(x) au voisinage de
la vitesse critique ainsi que la relaxation vers ce point fixe.

3.3 Simulations numériques

Pour les simulations numériques, nous considérerons la version discrétisée suivante :

— les individus se déplacent sur Z ;

— a chaque pas de temps, chaque individu se divise en k£ enfants

— pour un parent sur un site x, chaque enfant est positionné au site z + 1 avec une

probabilité p, au site x — 1 avec une probabilité ¢ ou sur le méme site x avec la
probabilité r =1 —p —q.

La prise en compte du mur absorbant est plus complexe que dans le cas continu.
Pour une vitesse entiére, cela revient a éliminer les individus sur les v premiers sites a
chaque génération. Pour une vitesse non-entiére, le nombre de sites a supprimer dépend
du pas de temps. Par exemple, pour une vitesse fractionnaire v = m/n avec m < n, on
éliminera les individus sur le premier site m pas de temps sur n. Plus généralement, pour
une vitesse réelle, auront été éliminés au temps t tous les sites x tels x < |vt] ou |-]
désigne la partie entiére. Le cas des vitesses non entiéres pose un probléme de convergence
pour Qs(z,t) puisque les régles d’évolution dépendent du temps. En particulier, pour des
vitesses fractionnaires v = m/n, la probabilité de survie tend vers un cycle de période
n, et non plus vers un point fixe Q%(z) (voir figure 3.1). Nous ne nous préoccuperons
pas ici de décrire de tels cycles limites et nous nous limiterons aux vitesses entiéres.

Nous travaillerons & vitesse nulle? v = 0. Ainsi, en partant d'un individu initial en
x > 0 et en séparant le premier pas de temps du reste de I’évolution, on montre que la

2De maniére strictement équivalente, nous pourrions prendre v = 1 avec p, ¢, r probabilités de sauter
du site z vers x + 2, x et x + 1.
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F1G. 3.1: Comportement de Qs(z,t) en x = 15 dans le modéle sur réseau discret de
la section 3.3 pour différentes vitesses fractionnaires et la vitesse v = 0. Des
cycles limites apparaissent lorsque la vitesse est fractionnaire. On remarquera
de plus le retard a la décroissance aux temps courts (¢ < 400 : cela correspond
au temps nécessaire a la population initiale avant de percevoir les effets du
mur (cf. section 3.5).

probabilité d’extinction est donnée par :

Qel,t+1) = (pQe(w + 1,8) + qQe(w — L,1) + Qe (x,1))" (3.18)

avec la condition au bord Q.(0,t) = 1. La probabilité de survie suit donc I’évolution
suivante :

Qs(z,t+1) =1~ (1 —pQy(z + 1,t) — qQs(x — 1,t) — rQy(x,t))" (3.19)

avec la condition au bord Q4(0,t) = 0.

Pour explorer le voisinage de la vitesse critique, nous conserverons une vitesse v = 0
nulle mais les parameétres p, ¢ et r seront ajustés pour ajuster v. et obtenir I’écart au
point critique € = v — v, voulu. La vitesse critique v, est obtenue en se plagant a I’avant
du front (z — —o0) et ou Q, prend la forme Q,(z,t) ~ e’@*+") (cf. chapitre 2). La
relation reliant la vitesse v et la décroissance vy est alors obtenue en linéarisant (3.19) :

" =k(pe’ +qe 7 +71). (3.20)

Nous avons ainsi : I (e .
v = inf R + a7+ 1)) (3.21)
Y v
Pour k = 2 et le triplet particulier (pc,q.,r.) = (1/18,16/18,1/18), nous obtenons

Y. = In4 et une vitesse critique nulle v. = 0. Pour se décaler du point critique, nous
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modifierons ainsi (p, ¢, ) de la maniére suivante : p = p. — 9, ¢ = g. + d et r = r.. Au
premier ordre, d est reliée a I’écart a la vitesse critique € = v — v, par :

15
2Iln4

~ € (3.22)
Tous les calculs numériques seront faits avec ce modéle et ces valeurs de paramétres sauf
mention contraire.

3.4 Allure de Q} prés de la vitesse critique

Pour toute vitesse v < v, nous avons vu que la probabilité Q*(z) est donnée par la
partie droite d'un front @Q,(z) se déplacant vers les x négatifs. Dans la région @, ~ 0,
I'équation F-KPP (2.2) peut étre linéarisée et (2.24, 2.30, 2.31) impliquent que, dans
le référentiel tel que Q,(xg) = 1/2, Q,(z) prend la forme Q,(z) ~ —(A./7)Lsin(n(z +
B./A.)/L)e*/?. Le zéro le plus & droite de @Q,(z) se situe donc en —L — B,/A.. Pour
revenir a la probabilité de survie en présence du mur, il suffit de changer de référentiel
pour ramener le zéro le plus a droite de la solution sur la ligne infinie @), sur le mur en
x = 0.

Ainsi, nous obtenons pour Q%(z) la forme suivante (voir figures 3.2 et 3.3) :

A.L
Qi(zr) ~ sin (7;_1:) eUe(@=L=Be/Ac)/2 (3.23)

réggn 1 7

dans la région ou I'approximation linéaire est valable, c¢’est-a-dire la région L — z > 1
(région I). Cette région est de longueur L, définie par :

S )2
L R x (ve — ) (3.24)

Au-deld de z = L, Q%(x) ressemble a la solution critique a des corrections en (v, —v) ~
1/L? pres :
Qi(r) = Qulr—L—BJA)+O(L) (3.25)

région 2

On notera l’analogie entre la forme de Q%(z) sous la vitesse critique et celle d'un
front avec cut-off : dans les deux cas, la forme en arche de sinus est imposée par une
condition de raccordement a une valeur petite (le cut-off) ou nulle (le mur) loin dans le
domaine ); < 1. Dans les deux cas, les propriétés peuvent étre déduites de 'approche
perturbative décrite en section 2.4.2.

Les deux régions x < L et x > L correspondent ainsi aux deux destinées suivantes de
la particule initiale :

1. un individu situé initialement dans la région I (x < L) se fait rattraper, avec une
probabilité proche de 1, par le mur avant d’avoir pu proliférer et est presque sir
de disparaitre,
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F1G. 3.2: Calcul numeérique de la probabilité de survie éternelle Q*(x) pour différentes
vitesses proches de la vitesse critique. Les courbes mettent en évidence pour

chaque vitesse l'existence de deux régions :
lautre au-dela de L avec Q%(x) ~ 1. On vérifie que L (v, — v)
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I'une de taille L ou Q%(r) < 1,

F1G. 3.3: Calcul numérique de 1Q7(z)e *=5)/2 pour différentes vitesses proches de
la vitesse critique. Pour déterminer L, nous avons utilisé I’expression attendue
(3.24). Les données sont les mémes que celles utilisées pour la figure précédente.
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2. un individu situé initialement dans la région II (x > L) a une probabilité proche
de 1 de se développer suffisamment avant de percevoir ’existence du mur, de telle
sorte qu’il pourra entamer une croissance exponentielle et survivre aux temps longs.

Nous notons en particulier que, prés de la vitesse critique et a = fixé, Q%(x) ne tend
pas vers 0 comme une loi de puissance mais comme une exponentielle étirée :

—1/2

Q* (l’) ~ efC(vcfv)

S

(3.26)

3.5 Comportement de la probabilité de survie aux
temps longs : une premiere approche

La description compléte de la dynamique aux temps longs pour v < v, passe par 1’étude
des temps de relaxation faite dans la section suivante. On peut cependant se faire une
premiére idée grace & un ansatz assez simple (que nous avons présenté dans [DS07]), qui
décrit aussi bien les cas v < v., v = v. et v > v.. Il est basé sur I'observation suivante :
a tout temps ¢, la demi-droite z > 0 se décompose en deux régions, la premiére, de 0
a Ly, ou 'approximation linéaire dans (2.2) peut étre faite, la seconde correspondant a
x > L; ot se manifestent les non-linéarités. Cette division est la généralisation a un temps
quelconque t de la forme (3.23, 3.25) de la probabilité Q%(x) et de son interprétation en
termes de survie d’un individu.

Puisque le front est de type pulled, il faut s’attendre a ce que la dynamique la plus
lente se manifeste sur la partie linéaire [van03, Pv02] et nous allons nous focaliser sur

celle-ci. Nous supposerons que @ (x,t) prend lallure suivante dans la partie linéaire
0<or<y:
Qs(x,t) = éLt sin (7r_x> ev(@=L)/2 (3.27)
T L;

ol le sinus continue a assurer la nullité en zéro. Le comportement pour x ~ L, assure
le raccordement & la partie non-linéaire (qui est censée relaxer plus rapidement et donc
avoir déja pris sa forme finale). Cet ansatz a pour but de capturer la dynamique lente de
la fonction Q(z,t) en un seul paramétre Ly, la taille du domaine linéaire. Le coefficient
A aux temps longs doit tendre vers A, : a t fini néanmoins, nous supposerons qu’il a
une variation lente de telle sorte qu’on puisse négliger les contributions de ses variations
devant celle de L;. Pour la suite du calcul, nous prendrons donc A = A..

L’interprétation du parameétre L, est la suivante : la lignée d’un individu situé initia-
lement en z est déja éteinte au temps t si x > L; (avec une probabilité proche de 1) et
a une forte probabilité d’étre encore active si x > L;. Ainsi, nous nous attendons aux
temps longs a ce que L; — +oo siv > v. et Ly — L siv < v, ou L est la longueur (3.24).

En injectant (3.27) dans I’équation (2.2) linéarisée, nous obtenons

vA.L; A . [Tz A,z T _
N P N G I — || et
ath<x>t) at t |:( 2 * T ) St (Lt> Ly o8 (Lt ):| ‘

~ —atLt UAC Sin (@) ev(szt)/Z’
2m
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et, d’autre part,

A, w2 ? (T ye—r,
83@8 - Uasz + ﬁQs(l;at) = 7Lt |:_L_? - Z + ﬁ:| S11l (E) € (@=L )/2

L’ansatz (3.27) est valable & I'ordre dominant en L; ' et v — v, pourvu que L; ait la
dynamique suivante a 'ordre dominant en (v — v,) :

272
v L2

0Ly = (v—0.) + (3.28)
Les deux termes du membre de droite sont de méme ordre & condition que L; soit d’ordre
lv — v.| 72, comme attendu en (3.24). De plus, on s’attend & ce que L; s’annule aux
temps courts puisque le domaine linéaire n’a pas eu le temps de croitre a partir de
Qu(x,0) = 1.

Le comportement de la solution de I’équation précédente dépend alors du signe de
v — v.. Dans le cas v < v,, elle prend la forme d’échelle en v — v,. :

Ve(Ve — v s

L= T )/251 ( ve/2 (v — U)_3/2t> (3.29)

ot la fonction & (2) satisfait £§ = —1+1/&;. Apres intégration, la solution correspondant
a &(0) = 0 satisfait :

1
—2£1(2) + 1In 1+&() =2z, d.e &(z)=tanh(&(2) + 2)) (3.30)
1—=&(?)
d’oll on extrait les comportements suivants :
£1(2) = (32)Y2 = 32/5+ O(2*?), pour 2z — 0
£1(2) =1—2e22 4 0(e?7?), pour z — +00

Nous lisons sur ce résultat la dynamique aux temps longs de la taille du domaine
linéaire L; : Q4(x,t) converge bien vers Q*(x) puisque L; — L et le temps de relaxation
associé est :

T~ 72T (Ve —v) 732 (v <) (3.31)
Ve

a l'ordre dominant en v, — v.
Au-dela de v, la longueur L; diverge puisque la population ne peut pas survivre et
Qs(z,t) — 0 lorsque t — oo. De fait, L; prend aussi une forme d’échelle lorsque v tend

avec &»(z) satisfaisant cette fois-ci & = 1 + 1/£3 et nous obtenons aprés intégration :

&(z) = tan (&(z) — 2) (3.33)
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Le comportement aux temps courts est inchangé alors que pour z grand, le développe-
ment asymptotique est le suivant :

1
E(z) =2+ g - +O(1/z), pour z — +00

La longueur de domaine linéaire croit alors linéairement aux temps longs comme :
Ly~ (v—u)t (3.34)
Ainsi, a x fixé, la probabilité de survie décroit exponentiellement & ’ordre dominant :

Q(z,t) ~ exp [% (x — (v — vc)t)] : v > v, (3.35)

dés 'instant ol ’abscisse x appartient au domaine linéaire x < L.
Enfin, & la vitesse critique v = v., nous avons simplement :

6 2 1/3
L~ ( T t> (3.36)

Ve

et la probabilité de survie décroit comme une exponentielle étirée :

Qu(,1) ~ exp [—% (6”2 t) 1/3] (=) (3.37)

Ve

Cette approche, bien que loin d’étre rigoureuse, permet de retrouver de maniére simple
les comportements (3.35) et (3.37) démontrés rigoureusement par Kesten [Kes78| et
Harris et Harris [HHO7|. De plus, elle prévoit la forme de Qg(z,t) et son évolution
également & des temps plus courts (dés que la partie non-linéaire a convergé vers sa
forme finale, de telle sorte que 1'ansatz (3.27) est justifié). Les comparaisons avec les
résultats numériques, tant pour la forme en arche de sinus que pour les convergences
(3.35) et (3.37), sont présentées dans les figures 3.4 et 3.5. Enfin, I’ansatz donne pour
v < v, une estimation du temps de relaxation le plus lent que nous allons retrouver
ci-dessous, par un calcul plus détaillé.

3.6 Temps de relaxation sous la vitesse critique

L’approche précédente permet de comprendre le temps de relaxation le plus lent sous
la vitesse critique. Pour les autres temps de relaxation, il convient de procéder comme
au chapitre 2 et de linéariser I’équation (3.11) autour de Q%(x) pour v < v.. Nous allons
donc chercher les vecteurs et valeurs propres de 'opérateur linéaire défini par :

L[p]=026 — vde + FL(QL) - (3.38)

Puisque Q4(0,t) = 0 pour tout ¢, les vecteurs propres doivent aussi satisfaire ¢(0) = 0.
De méme, ils doivent s’annuler a I'infini au moins aussi vite que Qs(z, ) (donc au moins
exponentiellement).
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FiG. 3.4:

Qs (.Z', t)e—vc(x—Lt)/Q/Lt
1.2
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Allure  (numérique) de la  probabilité de survie normalisée
Qs(x,t)eve@=L)/2 /[ en fonction de x/L;, dans la région I ou Q,(z,t) < 1
a différents temps ¢ = 10° (pointillés), ¢ = 5.10° (cercles), t = 11.10°
(ligne simple) pour un écart a la vitesse critique v — v, ~ 107 > 0. Les
longueurs L; sont mesurées directement comme le point tel que Qs(Ls, t) = 0.5
(interpolation entre les points du réseau discret) et valent aux différents temps
L; ~1,05.10%, 2,01.10%, 2.95.10%. L’accord avec I'ansatz (3.27) est excellent.
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FIG. 3.5: Evolution (numérique) de —InQ,(x,t) en x = 1 pour différents écarts v — v,

a la vitesse critique obtenue en itérant (3.19). Les lignes correspondent aux
prédictions de la section 3.5 et sont en accord avec les résultats numériques
aux temps longs des deux cotés du point critique.
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Si nous comparons les expressions (3.38) et (2.20) et si nous nous souvenons que
Q% est donné par la partie droite d'une solution de front Q,(x), alors le probléme est
presque déja entiérement résolu. En effet, dans la section 2.4.2, nous avons considéré des
vecteurs propres sur la ligne infinie satisfaisant ’équation L[p,] = A, avec la méme
condition aux limites en +00. De méme que ()% est obtenu en restreignant une solution
de front @Q,(x), les vecteurs propres en présence du mur sont obtenus en sélectionnant
les vecteurs propres sur la ligne infinie qui satisfont les bonnes conditions aux limites
puis en les restreignant sur le méme domaine que Q,(z). De fait, la condition aux bords
sur le mur conduit ainsi & un ensemble discret de valeurs propres. La position du mur
correspond & la position du zéro le plus a droite de @, () : il faut donc que les vecteurs
propres ¢, s’annulent au méme endroit. Bien évidemment, le zéro de ¢, coincidant avec
le zéro le plus a droite de @), (x) n’est pas nécessairement le zéro le plus & droite de ¢y
et on obtient ainsi les temps de relaxation successifs.

Dans la démarche du chapitre 2, nous avons obtenu la forme des vecteurs propres
¢, perturbativement pour A\ et v. — v petits et nous allons utiliser ci-dessous la pério-
dicité du sinus de (2.25) pour obtenir les valeurs propres discrétes lorsque A est petit.
Néanmoins, pour A d’ordre 1, le développement (2.25) n’est plus valable et, par analogie
avec ’équation de Schrodinger pour un puits fini, il faut s’attendre a la présence d’'un
continuum lorsque A est d’ordre 1 : nous ne préoccuperons pas de la forme des vecteurs
propres dans le continuum puisque seules les premiers temps de relaxation nous seront
utiles par la suite.

D’aprés (2.24) et (2.25), le zéro le plus a droite de @Q,(x) est situé en —L — &, a des
corrections exponentiellement petites prés lorsque la longueur L diverge prés de v, et le
n-éme zéro de ¢, est situé en —nLy — ¥, 5. Leur coincidence donne alors :

nly—L=&,—V,,= _v% +0 (%) + 0 <Li§\) (3.39)
Le terme de gauche dans cette équation est d’ordre L alors que la premiére correction
dépendant du détail des non-linéarités dans le dernier terme a droite n’est que d’ordre
1/L? : ainsi, les trois premiers termes du développement de A en 1/L ne dépendent pas
des non-linéarités. Etant donné les définitions (2.26,2.27) de Ly et L, la n-éme valeur
propre A, a donc le développement suivant :

(n?* —1)m?  n?ur? 3nvir? 1
e S (3.40)

Les vecteurs propres ¢,, associés a chaque valeur propre A, sont ainsi donnés, dans la
région I de taille L & partir du mur par la translation des vecteurs ¢,, obtenus en (2.25),
par :

Pn(z) = (—1)7“1M [sin (?) + O(l/L)} exp {—% (;c I %N + Oy

nm Ac
(3.41)
puis, dans la région II ou les non-linéarités de Q¥ se manifestent, par :

¢n($) = aZDQ'Uc (l’ —L— BC/AC) (342)
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F1G. 3.6: Temps de relaxation 7y, 7, 73 en fonction de v. — v pour v < v.. Les données
numeériques (points) sont obtenues dans le cadre du modéle discret de la section
3.3. Les lignes correspondent aux prédictions théoriques (3.40) sur les valeurs
propres A, = —1/7, et sont en parfait accord avec les mesures numériques.

Les valeurs propres a 'ordre le plus bas sont semblables aux énergies d'une particule
quantique dans un puits de potentiel de largeur L. En effet, si I'on transforme 1’équation
aux valeurs propres en équation de Schrodinger comme en (2.21), alors le potentiel est
relié & la forme de Q%(x) : il posséde une partie basse de largeur L correspondant a la
région I ot Q*(z) < 1 et une partie haute correspondant a la région II ou Q%(z) ~ 1.
La hauteur du puits est d’ordre O(1), si bien que le développement précédent des valeurs
propres n’est plus valable lorsque 'énergie de la particule est de 'ordre de la barriére
d’énergie du puits, .e. lorsque n est d’ordre L. Ce résultat était attendu puisque le déve-
loppement perturbatif des vecteurs propres supposait que A était proche de 0. L’analogie
avec un puits de potentiel nous dit aussi que le spectre de £ devrait avoir une partie
continue a partir de A = O(1).

Pour v > v, cependant, 'approche linéaire ne suffit pas pour caractériser 1’évolution
du systéme aux temps longs. L'image de ’arche de sinus développée en section 3.5 a
montré en effet qu’aux temps longs, Q(x,t) prend une allure de type front dans la
région x > L, et ne tend donc pas uniformément vers 0 : il est alors vain de linéariser
I'équation F-KPP autour du point fixe Q(z) = 0. Cette premiére mise en garde pour
v > v, est corroborée par le fait que 'analogie avec une équation de Schrodinger conduit
a un potentiel constant et donc a un spectre entiérement continu : le comportement aux
temps longs n’est alors plus dominé par la valeur propre la plus proche de zéro comme
en-dessous de la vitesse critique.
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3.7 Généralisation a des géométries plus complexes

3.7.1 Détermination du point critique

Les équations écrites pour la marche aléatoire unidimensionnelle se généralisent facile-
ment a des géométries quelconques. Cela concerne la majorité des modéles géographiques
de population, a la géométrie généralement plus complexe quune demi-droite. La dé-
termination des temps de relaxation sera certes spécifique a chaque domaine mais un
certain nombre de constructions, dont celle du chapitre 5, restent valables.

Les équations de type F-KPP en milieu d-dimensionnel sur des domaines plus généraux
ont déja fait 'objet de nombreux travaux mathématiques [BHR05a, BHR05b, BHRO4|.

En dimension d, nous considérerons un domaine €2 et sa frontiére notée 0€). La diffu-
sion d’une particule sera ainsi représentée par un coefficient de diffusion D, supposé ici
constant, et un champ de dérive ¥(Z) qui est un vecteur d-dimensionnel dépendant de la
position. La reproduction des individus sera caractérisée par des taux de division [ (%)
qui peuvent a leur tour ne pas étre constants. Les individus peuvent étre éliminés des
deux maniéres suivantes :

— soit en ajoutant un taux de mort spontanée [y(Z), qui s’inclura dans la définition

de la non-linéarité f.(Q);
— soit en prenant des bords absorbants qui imposent la condition aux bords Qs(Z,t) =
0 si & € 02 sur la probabilité de survie Qs(Z, t).

La probabilité de survie d’'un individu initial placé en & satisfait I’équation aux dérivées

partielles suivante :

0,Qs = DV?Q, 4+ 7-VQ, + f(Z,Q,) (3.43)

ou la non-linéarité fs(Z, Q) est identique & (3.12). La probabilité de survie Q4(¥,t) est
une fonction décroissante du temps, minorée par 0 et qui tend donc vers une fonction
limite Q*(Z). La question est alors de savoir en fonction du champ de dérive ¥(Z) et des
taux [(Z) s’il existe une solution stable Q%(#) non nulle (phase active) ou bien si la
population finit toujours par disparaitre (phase inactive).

Le seuil de transition entre phases active et inactive pour un domaine € est plus facile
a obtenir que la détermination de la probabilité de survie Q%(Z). Une premiére approche
consiste a étudier la taille moyenne N (Z,t) de la population & I'instant ¢ générée par un
individu initial en Z & t = 0. Le méme raisonnement que pour la probabilité d’extinction
sur le premier intervalle de temps dt conduit & I’équation différentielle :

ON (&) = DAN(Z,t) — §(Z) - VN(Z,1) + Y _ Be(@)(k — DN (Z,t) = KIN]  (3.44)

ou K est un opérateur linéaire. Asymptotiquement, nous avons N (Z,t) o< e’ ot p; est
la plus grande valeur propre de 'opérateur K. Il suffit donc que la plus grande valeur
propre i de IC ait sa partie réelle négative pour que 'extinction soit certaine :

Re(i11) < 0. (3.45)

Des majorations mathématiquement rigoureuses montrent que cette condition est aussi
nécessaire pour une classe assez vaste de tels modeéles [BHR05a, BHR05b, BHRO04], en
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particulier dés que le domaine {2 est borné. Un moyen de comprendre cela consiste a
s’approcher du point critique dans la phase active : la probabilité de survie doit tendre
vers 0 sur tout le domaine 2 et ’approximation linéaire de I’équation F-KPP est de plus
en plus justifiée. Cette approximation linéaire est exactement 'opérateur K gouvernant
la dynamique de N. Ainsi, on a K[Q*] ~ 0 et Q*(z) garde un signe constant sur tout
2 : au point critique, Q*(z) ressemble, a une amplitude prés, au vecteur propre de K
correspondant a la plus grande valeur propre p; = 0. La véritable preuve mathématique
[BHRO5a, BHRO5b, BHR04]| se fait en écrivant des bornes rigoureuses inspirées par ce
raisonnement mais nous n’entrerons pas dans ces détails ici. Pour des domaines non-
compacts, des difficultés liées a la définition des valeurs propres surgissent mais les
mémes techniques s’appliquent dans de nombreux cas. On remarquera de plus que ces
idées sont & rapprocher de I'approximation linéaire donnant la vitesse de fronts sur la
ligne infinie.

Lorsque le coefficient de diffusion D est constant et #(Z) = —VU(Z), Vopérateur
linéaire K est un objet familier et un changement de variable linéaire sur N’ raméne
I’étude des valeurs propres de K a celles des énergies propres d’une particule quantique
en présence d’'un potentiel qui dépend des taux (i () et de la dérive ¥(Z). L’analogie
est compléte si le domaine €2 est borné, alors que si {2 n’est pas borné, la condition sur
les vecteurs propres de notre probléme n’est pas l'intégrabilité du carré de la fonction
d’onde. Dans le cas ou I'analogie est possible, la condition (3.45) se transforme alors en
une condition sur le signe de I’énergie du fondamental de cette particule.

3.7.2 Cas particulier de la boite en dimension 1

Un exemple simple est celui d’'une marche aléatoire avec branchements de coefficient
de diffusion D = 1, de dérive —v et avec des taux de division (3, constants sur une boite
2 =1[0,1]. La vitesse critique séparant phases active et inactive est donnée par :

2 2
_ % n 7;_ (3.46)

On voit ainsi que la boite® doit étre suffisamment large pour qu’une marche avec bran-
chements puisse survivre. Cette condition peut se réécrire :

L=1 (3.47)

ou [ est la dimension de la boite et L la longueur définie en (3.24). La longueur L
générée par la dynamique de branchement-diffusion s’interpréte ainsi comme la longueur
minimale dont le systéme a besoin pour se développer et survivre.
Juste en-dessous de la vitesse critique, Q*(z) peut ainsi étre développé en puissance
de (v—w,) : ) )
Qi(x) = Qo(x) + (v —v)Q1(x) + . ..

3En dimension d, le point critique est donné par

=2
_v ., a1 1
ﬁ—4+7r (l%+"'l(21>

ou ly,...,lg désignent les dimensions de la boite.
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A Dordre le plus bas dans 'équation F-KPP, nous obtenons Qq(x) ~ Ay sin(w:g/l)e”cx/Q.

La constante Ay n’est fixée qu’a l'ordre suivant en imposant ’annulation de @Q(x) a la
fois en 0 et [. Un rapide calcul montre alors que Ay doit se comporter comme (v, — v).
Ainsi, prés du point critique, nous avons le comportement suivant de Q%(z) :

Qi(z) x (v. —v)sin <7Tl—$> evet/2 (3.48)
Contrairement a (3.26), la probabilité de survie s’annule ici avec un exposant critique
égal a 1.

Une seconde différence significative sépare cette géométrie de la ligne infinie étudiée
précédemment : les temps de relaxation sont bien définis des deux cotés de la transition.
Les vecteurs propres ¢, () satisfont :

Dans la phase inactive, 'opérateur L est identique a 'opérateur K, puisque Q¥ = 0 et le
calcul se rameéne a celui des énergies d'une particule dans une boite €2 avec une énergie
potentielle égale & V = —3, + %. Les temps de relaxation dans la phase inactive sont
alors donnés exactement par :

1 wn?  0?
e +Z—ﬂ (3.50)
avec les vecteurs propres associés :
On(z) = sin (Tllﬂ> eve/2, (3.51)

Dans la phase active v < v., nous n’avons pas d’expression pour Q*(#) mais dans la
limite 5 ~ f3., Q%(Z) tend uniformément vers 0 et 'opérateur £ tend, & un changement de
variable prés, vers IC et on observe les mémes temps de relaxation dans la limite v — v,

qu’au-dessus de la vitesse critique. Pour le montrer, il suffit de procéder au changement

de variable :
0.Q5(x)  ~

Pn (1) = ) On() (3.52)

 sin (”l—’E +
ou P est défini de telle sorte que numérateur et dénominateur s’annule simultanément.
Dans la limite v — v,, Q*(z) prend la forme e"*/? sin(mz /1) : dans ce cas, ® est donné par

I’équation implicite tan & = 27 /(vl) et ’équation aux valeurs propres sur ¢, (z) devient
identique a celle de ¢, (z) pour v > v,.

Cet exemple simple de domaine borné montre des différences notables avec le cas de
la ligne semi-infinie : les temps de relaxation sont définis a la fois au-dessous et au-
dessus de la vitesse critique et se comportent de maniére identique prés de celle-ci. On
retrouve ici des caractéristiques classiques des transitions de phase. De plus, a v ~ v,
seul le premier temps de relaxation diverge comme |v — v.|™! alors que les autres ont
une limite finie. Ces caractéristiques surgiront & nouveau au chapitre 6 dans 1’étude du
régime quasi-stationnaire.



Chapitre

Conditionnement et régime
quasi-stationnaire : fonctions génératrices

Ce chapitre commence par une revue de quelques résultats généraux
sur les processus conditionnés et quasi-stationnaires. Il se poursuit par
I’étude classique du processus de Galton-Watson ot nous montrerons
comment I'étude des fonctions génératrices permet d’avoir accés aux
propriétés du régime quasi-stationnaire. Ensuite, dans une troisiéme
partie, nous présentons la maniére dont nous avons généralisé (cf.
[DS07, SD08|) cette approche au cas de la marche aléatoire avec bran-
chements avec une taille finale ou une date d’extinction fixées. Enfin,
dans une derniére partie, nous décrivons quelques résultats complé-
mentaires utiles pour visualiser les propriétés des régimes conditionnés
(calcul numérique de moments, condition suffisante d’existence d'un
régime quasi-stationnaire, etc.).

4.1 Etat absorbant et conditionnement

Dans les modéles de populations, la configuration correspondant a une population vide
est un état absorbant : un systéme qui entre dans cette configuration ne peut plus en
sortir. En général, de tels systémes présentent une transition de phase entre une phase
active (probabilité non nulle d’échapper aux temps longs a 1’état absorbant) et une phase
inactive (la population finit toujours par disparaitre). Une fois le systéme tombé dans
I’état absorbant, ses propriétés sont triviales puisque la population s’est éteinte. Ainsi,
aux temps longs, la partie intéressante de la dynamique correspondra aux événements
ou la population a survécu. De plus, une simulation numérique « standard » produit
beaucoup de séquences menant a une extinction plus rapide que la fenétre de temps a
laquelle on s’intéresse. Il devient donc nécessaire de trouver une méthode de simulation
ne produisant que des séquences actives sur toute la fenétre de temps voulue.

Enfin, dans le cas d’'une population qui s’éteint & un temps T donné, on peut étre
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tenté de reconstituer certaines caractéristiques de son histoire entre 0 et 7', comme,
par exemple, son profil et sa dynamique. Toutes ces questions entrent dans le cadre
des probabilités conditionnelles : on veut connaitre I’évolution du systéme en prenant en
compte notre connaissance de son état final. Etant donné un événement A a 'instant ¢ et
un événement B a un instant ultérieur 7" > ¢, la formule des probabilités conditionnelles
donne :

Prob (B, T|A,t) Prob (A, t)

Prob (A, t[B,T) = Prob (B, t)

(4.1)

Ainsi, pour reconstituer ’histoire du systéme, il faut connaitre sa dynamique directe,
décrite par le terme Prob(B,T|A,t), ainsi que les probabilités Prob(A,t) et Prob(B,t),
qui sont & déduire de la dynamique et des conditions initiales. De telles études [FMM97]
ont déja été menées, par exemple, pour étudier la position initiale d’'un mouvement
brownien conditionné a passer par 0 a une date ¢t donnée.

Dans les processus stochastiques, 'une des issues possibles aux temps longs est ’exis-
tence d'un régime stationnaire, ol les propriétés du systéme ne dépendent plus du temps.
Il est défini comme la limite!, si elle existe, de Prob(A,t) lorsque ¢ — +o0. Dans le
cas d'un processus conditionné par son état final, une notion analogue est celle de ré-
gime quasi-stationnaire défini comme la limite, si elle existe, de Prob (A, ¢|B, T lorsque
T—t — +oc0 et t — 400. Une formulation, plus pertinente physiquement, consiste a dire
qu'un systéme conditionné par son état a T atteint un régime quasi-stationnaire pour
t € [0, T si ses propriétés ne dépendent plus du temps ¢ lorsque 'on est suffisamment loin
des bords de la fenétre [0, T']. Dans les données numériques, cela se manifeste par ’appari-
tion de plateaux dans les quantités moyennes lorsque ’on allonge la fenétre d’observation
et de conditionnement [0, 7] (voir figure 4.1). Ce régime s’interpréte alors comme un ré-
gime métastable qui permet au systéme de retarder 'issue finale du processus (état final
de conditionnement) et en particulier d’éviter les configurations absorbantes.

Il nous faut préciser dés a présent que 'existence d’un régime quasi-stationnaire, au
sens ol nous 'entendons, n’est ni une évidence, ni une caractéristique générale des pro-
cessus stochastiques avec état absorbant, comme en témoignera ’exemple de la marche
aléatoire avec branchements en présence d’un mur absorbant (voir ci-dessous) au-dessus
de la vitesse critique. De plus 'existence d’oscillations (valeurs propres complexes) peut
aussi venir compliquer la définition d’un régime quasi-stationnaire (cf. section 4.4.2
pour une discussion plus approfondie). Ce chapitre s’attachera en particulier & énon-
cer quelques critéres suffisants pour observer un régime quasi-stationnaire.

Afin d’éviter tout malentendu, il faut préciser que le mot quasi-stationnaire désigne
parfois dans la littérature mathématique [FMP91, FMP92, CCL*07, SE05, SE04] le
conditionnement Prob (A, t|A # Capbsorbant, t). Cette derniére mesure de probabilité re-
vient a observer le systéme a un temps ¢ sachant qu’il n’est pas encore tombé dans la
configuration absorbante Capsorbant : Cela ne présage pas de son comportement ultérieur et,
si 'on est dans la phase absorbante, les configurations typiques sont proches de Capsorbant
car il est peu probable que le systéme survive encore longtemps. Au contraire, la mesure
limy_. o, Prob (A, ¢|B,T) que nous considérons et que nous appelons quasi-stationnaire
décrit les trajectoires qui ne tomberont jamais dans 1’état absorbant : ainsi, les configura-

'Dans un souci de simplicité, nous excluons ici le cas des oscillations et des cycles limites.
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Evolution, pour v < v, de la marche aléatoire avec branchements en présence
d’un mur absorbant lorsqu’elle est conditionnée par une taille finale Np = 1.
On constatera l'existence de plateaux pour t > 7 et T'—1¢ > 7 ot 7y désigne
le temps de relaxation le plus lent du systéme.

tions typiques n’ont aucune raison d’étre proches de la configuration absorbante. Notre
définition, plus courante en physique, s’apparente alors aux ()-processus considérés par
les mathématiciens [CCLT07]. Le lien entre ces différentes notions est précisé en section

4.4.2.

Les sections suivantes présentent comment, dans des cas simples, certaines quantités
comme la taille moyenne de la population peuvent étre étudiées dans le régime quasi-
stationnaire. En particulier en section 4.2, nous verrons comment, dans le processus de
Galton-Watson, les probabilités conditionnelles peuvent étre lues dans les fonctions gé-
nératrices du systéme et comment on peut se ramener a l’étude d’un systéme dynamique.
Dans la section 4.4.2, nous énoncerons un critére suffisant pour I’'observation d’un régime
quasi-stationnaire.

4.2 Processus de Galton-Watson et systéemes
dynamiques

4.2.1 Fonctions génératrices et taille finale

Dans le processus de Galton-Watson défini au chapitre 1, la population est entiérement
caractérisée par sa taille N; au temps ¢. Introduisons les deux fonctions génératrices a
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un et deux temps suivantes :

Gi(u,t) = <e_“Nt> (4.22)
Golp,tv,t') = <e—NNt—VNt+t'> (4.2)

ou i et v sont des réels positifs et V; est la taille a 'instant ¢ de la population générée
par un unique individu initial. La fonction G5 est celle qui permet ’étude du régime
conditionné. En effet, si on explicite la moyenne sur la taille N, = m, on obtient :

Ga(u, t,v,t") = Z e "™ P, (t+ t’)<6_“Nt |Nipy = m> (4.3)

m=0

ot P, (t+t') est la probabilité d’avoir une taille m a I'instant final 7' = t+¢'. La moyenne
dans le terme de droite est donc la fonction génératrice de la taille /N; conditionnée
sur la taille ultérieure Ny = m. Il s’agit alors d’extraire cette information & partir de
Go. Pour cela il suffit de décomposer Go en série sur e . Le terme P,,(t + t') peut
étre obtenu de la méme maniére si 'on se rend compte que le cas y = 0 montre que
G2(0,t,v,t'") = G1(v,t +t'). Les propriétés précédentes peuvent ainsi se récrire sous la
forme suivante :

Gi(vt+1) = Y e ™Pu(t+t) (4.4)
m=0
Go(ptvt) = Y e ™ Ry(u t.t) (4.5)
m=0
_ R (1,8, 1)
ule = = mAhhe)
<€ ‘Nt—i-t m> Pm<t T t’) (46)

et le régime conditionné par la taille finale m est contenu dans le rapport de R,, et P,,.

Les fonctions génératrices G et Go, quant a elles, évoluent selon la méme équation
de récurrence (1.2) que la probabilité d’extinction Q.(t). En effet, de la méme maniére
que la probabilité d’extinction de 'individu initial était égale au produit des probabilités
d’extinction de chacun de ses enfants, la taille de la population générée par I'individu
initial est la somme des tailles des populations générées par chacun de ses enfants.
Dans le cas d’individus indépendants, les évolutions des enfants sont décorrélées et les
fonctions génératrices se factorisent. Ainsi, en séparant le premier pas de temps du reste,
on obtient les équations de récurrence exactes suivantes :

Gi(p,t+1) = F.(Gi(p,t)) (4.7a)
Gao(u,t +1,v,t") = F.(Gau,t,v,t')) (4.7b)

ot F.(Q) = >, prQF est la méme fonction qu’en (1.3). On remarquera que la durée ¢’
ne varie pas puisqu’elle est fixée par le délai entre le temps d’observation t et le temps
de conditionnement T et qu’ici nous 6tons le premier pas de temps a la fois a t et 7.
Les fonctions génératrices sont alors complétement déterminées une fois les conditions
initiales précisées : Gy (p,0) = e * et Go(p, 0,0, t') = e Gy (v, t').
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Taille

Observation

t/

Temps

F1G. 4.2: Décomposition de Uintervalle [0,7] en [0,¢] et [t,¢t + ¢'] avec t' =T —t. T est
le temps final au bout duquel la population est conditionnée & avoir une taille
Np = m finie non nulle.

Les équations (4.7) permettent ainsi d’étudier G et Gy a la fois analytiquement et
numériquement. On peut ainsi mesurer numériquement les fonctions génératrices dans
le régime conditionné en décomposant les équations (4.7) & tous les ordres en e~ et en
utilisant les évolutions induites pour les fonctions P, et R,,. Cette méthode, généralisée
au cas avec espace, est a la base de ce chapitre et de notre travail [DS07|. Le systéme
dynamique défini par u;; = F.(u;) permet donc de décrire tout le régime conditionné
en prenant les bonnes conditions initiales.

Le systéme dynamique (4.7) permet de montrer qu’il existe un régime quasi-stationnaire
et d’obtenir la distribution de la taille N, dans ce régime. La probabilité d’extinction
aux temps longs QF = 1 — Q% est le point fixe stable de (4.7). La dynamique (4.7a)
induit donc une convergence de G; aux temps longs vers ()% avec un temps de relaxation
= —In FIQ;) :

Gilpt) = Qi+ Ale™)e™™ +o (™) (4.8)

ot A(e™*) est une amplitude ne dépendant que de la condition initiale G(u,0) = e .
Pour un systéme dynamique générique u;1 = Fe(u;), A est une fonction de la condition
initiale uy définie par A(ug) = limy_oo(u; — QF)/e"/™. En particulier, on vérifiera que
cette définition conduit a

A(Q) =1 (4.9)

et & ’équation fonctionnelle :
e MAQ) = A(F(Q)). (4.10)

Lorsque t et t' sont tous deux longs, alors Ga(u,t,v,t") se décompose de la maniére
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suivante aux ordres dominants :

Go(ut,v,t) = Qi+ A(e"Gi(v,t)) e /™ + o (/™)
= QA e AT ) et
= Q+A(e Q) e
Fe A (eHQE) Ale)e I 4

En décomposant formellement A(e™) = > a,e ™ en série, on se rend compte que,
pour m > 1, les quantités P, et R,, sont données a 1’ordre dominant en e~¢+*)/™ par

pm(t + t/) ~ a/m.A/(Q:>€7(t+tl)/Tl ~ amei(t+t/)/‘rl,
R t0) ~ ame e Qe+,

Dans la limite t — +o00 et t/ — 400, on a ainsi la limite finie suivante :

R (p,t, 1)

Pt ?) — e PA(e7'Q7). (4.11)

<€7MNt’Nt+t/ — m> —
Le dernier terme ne dépend alors pas de ¢ et montre bien que 'on a atteint un régime
quasi-stationnaire dans la limite t > 7 et T — t > 7. On remarquera aussi que cette
expression ne dépend pas de la taille finale m de conditionnement : la stratégie de survie
pour avoir un nombre fini m de survivants a la date T'= t +t’ est donc de se placer dans
I'état quasi-stationnaire et de « choisir » la taille finale au dernier moment (a partir de
T—t~m).
Il convient ainsi de définir la distribution de probabilité¢ de taille (e7#"). dans le
régime quasi-stationnaire sans préciser ni ¢, ni ¢/, ni la taille finale m, de la maniére
suivante :

<e_“N>qS = lim <e_“Nt‘Nt+t/ = m> =e *A(e7"QY) | (4.12)

t,t/ —+o0

4.2.2 En temps continu

L’équation (4.12) montre, pour le processus de Galton-Watson, que les propriétés de
I’état quasi-stationnaire sont entiérement contenues dans la fonction A. La définition
dynamique (4.8) conduit a 1’équation (4.10) qui doit permettre de déterminer A entiére-
ment a partir de F,. Dans le cas d’un temps discret, cette détermination n’est pas aisée
(sauf cas particuliers). Dans le cas d’un temps continu, la démarche devient plus facile
puisque (4.10) devient une équation différentielle.

En temps continu, les équations d’évolution de la probabilité d’extinction Q. (t) et des
fonctions génératrices G; et G5 sont des équations différentielles. Aux temps longs, la
relaxation vers le point fixe )} est encore exponentielle et toute la démarche précédente
reste valide. Seule I’équation (4.10) satisfaite par A change et devient une équation
différentielle. Le processus de Galton-Watson en temps continu est obtenu (cf. section
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1.2.1) en considérant des taux de division infinitésimaux p, = [pdt pour k # 1 et
pr=1=3"_, Brdt. On a alors 'équation suivante pour .A [SDOS] :
AM(Q) = A(Q) fe(Q) (4.13)
avec les définitions suivantes :
J@=) 5@ = Q) A=[1Q0). (4.14)
k#1

L’intégration (4.13) est aisée et conduit, pour un processus de Galton-Watson, a la forme
explicite suivante :

AQ=Q-c)er UQQ (fe?y) "y —162:) dy} | (&15)

On en déduit alors par (4.12) la fonction génératrice dans le régime quasi-stationnaire
en temps continu suivante :

e H—1

N\ \Ote—b y QZ“(A 1 )
(), = Aaie fe@;fe—ﬂ)ep[/@ rw u-q)® WY

Cela permet ainsi de calculer toute la distribution de la taille N dans le régime quasi-
stationnaire.

4.2.3 Universalité dans le modéle de Galton-Watson

La formule (4.16) permet d’étudier le voisinage du point critique dans le cas continu. Le
point critique est obtenu lorsque la probabilité d’extinction aux temps longs @)% atteint
la valeur 1 (phase inactive). Cela correspond & un taux de croissance § =), Bp(k — 1)
nul. La probabilité d’extinction @)} satisfait :

fe(Q2) =0 (4.17)

Ainsi, pour connaitre Q¥ pour 3 proche de zéro, il convient de développer f. autour de 1
en allant jusqu’au deuxiéme terme dominant. On voit ainsi apparaitre deux cas distincts
selon les taux de division [y :

1. soit la variance Y, Bxk? est finie (les 3) décroissent plus vite que 1/k?) et fo(Q)
se développe a l'ordre 2 :

f(@Q=8Q-1)+BQ-17+0((Q-1?; (4.18)
On obtient ainsi Q* ~ 1 — 3/B au voisinage de 5 = 0.

2. soit la variance Y, Opk? est infinie (les B, décroissent algébriquement en k~'~"
avec 1 <n < 2)et fo(Q) ale développement singulier suivant :

[(Q)=8Q-1)+C(1-Q)"+0o((1-Q)"). (4.19)

Cela conduit au comportement critique de la probabilité d’extinction QF ~ 1 —

pYa=/C.



60 Chapitre 4. Conditionnement et régime quasi-stationnaire : fonctions génératrices

Ces deux types de comportement conduisent & des classes d'universalité différentes au
voisinage de la vitesse critique (cf. premiére annexe de [SD0O8| pour le détail des calculs).
En dérivant (4.16) par rapport a p en g = 0, on obtient, dans le cas de la variance finie,
que le nombre moyen diverge comme :

(N)gs —% (Z Bk (k — 1)) (variance finie) (4.20)

et la fonction génératrice de la taille normalisée = N/(N)qs devient universelle lorsque
g —0:

1
(1+p/2)?
Cette fonction génératrice est la méme quel que soit le signe de 3 et correspond & une
distribution de z en 4ze ?*. On retrouve ainsi les résultats déja présents dans [Kha73]
pour le cas critique.

Dans le cas de la variance Y, B,k? infinie [Sla68], le taille moyenne n’est plus définie
(distribution de la taille & décroissance lente) mais la taille typique diverge au point
critique comme :

(€7H) gs (variance finie). (4.21)

Niypique X |5 ]_’7%1 (variance infinie) (4.22)

et la fonction génératrice de la taille normalisée © = N/Niypique tend vers deux formes
universelles différentes selon que I'on se place en-deca ou au-dela du point critique :

(e )es = (;y_ (4.23a)

p<o \ 1+ pn1
1 n
(67" ) s = (ﬂ) (variance infinie). (4.23b)

Ces différences de comportements sont a mettre en regard, d’une part avec le cas
spatial du chapitre 6, et d’autre part avec les différences observées dans les temps de
coalescence selon que 1’'on a une variance finie ou non dans un modele de type Wright-
Fisher (cf. section 8.2.3).

4.3 Généralisation de I'approche par les fonctions
génératrices a d’autres modéles

4.3.1 Conditionnement sur la date d’extinction dans le processus
de Galton-Watson

La formule (4.12) peut également étre obtenue pour un conditionnement sur la date
d’extinction finale, plutot que sur une taille finale égale & 1. Supposons en effet que le
dernier individu meure a T' = t + t' et que l'on veuille connaitre la taille au temps t.
La probabilité que la lignée d’un individu meure exactement a t’ est dyQ.(t'). Donc la
probabilité que les N; individus & ¢ s’éteignent & T' =t + t' est donnée par :

Prob (extinction a ¢ + ¢ a dt’ prés|N;) = N,Q.(t)N 0, Q. (¢ )dt . (4.24)
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La formule des probabilités conditionnelles (4.1) donne alors :

NQ ()N 10y Qe (V)
OpQe(t + 1) '

Prob (N;|extinction a ¢ +t' & dt’ pres) = Prob (V) (4.25)

En sommant sur N, l'expression précédente multipliée par e #¢, on obtient la fonction
génératrice suivante :

O (e Qe(t")™)
Oy Qe(t + 1)
1
= ———OGi(p+InQ.(t),1).
at’Qe(t+t/) t 1(:u Q ( ) )
Le comportement a ¢ grand du membre de droite est & nouveau donné par (4.8) puis en
prenant ¢’ grand, on retrouve I'expression (4.12) :

<6_“N* |extinction & ¢ + ¢ & dt’ prés> =

<e_“Nt |extinction a ¢ 4+ ¢' a dt’ prés> ~ e PA(e7HQ7) (4.26)
t,t'—+o0

Cela confirme que le régime quasi-stationnaire est commun a différents états finaux, en

particulier a tous ceux qui ne sont ni I’état absorbant, ni des tailles macroscopiques.

4.3.2 Marche aléatoire avec branchement

Nous avons étudié au chapitre 3 la marche aléatoire avec branchements en présence
d’un mur absorbant se déplacant a une vitesse v. L’évolution de la probabilité de survie
de cette marche aléatoire est donnée par I’équation F-KPP (3.11). L’analyse de cette
dynamique a montré que, pour v < v., Qs(z,t) tend vers Q%(x) avec un temps de re-
laxation 71 donné par (3.40). Dans ce cas-1a, toute la démarche précédente, dans laquelle
nous avons introduit les fonctions génératrices a un et deux temps ainsi que 'amplitude
A associée au temps de relaxation le plus lent, reste valable (cf. [SDOS]).

Cependant, puisque Q*(x) = 1 — Q*(z) n’est plus un nombre mais une fonction,
Pamplitude A n’est plus une fonction mais une fonctionnelle. Comme précédemment, on
peut la relier a la fonctionnelle d’évolution de Q. (x,t). Formellement, I’équation F-KPP
(3.8) peut étre récrite sous la forme :

0Qu(x,t) = F(Q.x.1)) (4.27a)
FQ) = 82Q(x) —v0,Q() + £(Q()). (4.27b)

ot F(Q) est une fonctionnelle. Une adaptation directe du calcul réalisé pour le processus
de Galton-Watson en temps continu (cf. notre travail [SD08|) donne pour A :

MAQ) = L AQ + sF@) (4.28)

ds s=0

La probabilité d’extinction (), étant & présent une fonction, la dérivée apparaissant dans
(4.13) devient une dérivée directionnelle dans (4.28). De plus, la population n’est plus
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caractérisée par sa seule taille mais par la position de tous ses individus. Les fonctions
génératrices a considérer sont alors du type :

Gi(z,g1;t) = <exp (— igl(%@)> > (4.29a)

Ny
Go(z, g1, goit ) = <eXp > a@”) = gl > (4.29b)
=1

=1

ol les xgt) désignent les positions des N; individus a l'instant ¢ et g; et go sont des
fonctions positives. Le cas g;(x) = p constant donne la fonction génératrice de la taille

de la population alors que
pwosix>X
gi(z) =

0 siz< X

permet de compter uniquement les particules & une distance supérieure & X du mur.

Comme nous I'avons expliqué dans [SDO8| en prolongeant directement I’approche sui-
vie pour le processus de Galton-Watson, la généralisation de (4.12) est possible et les
fonctions génératrices dans le régime quasi-stationnaire de marche aléatoire avec bran-
chements sont données formellement par :

(4.30)

<exp (— ig(zﬂ) >qs = d%A ((Qf + sp1)e™?)

i=1

s=0

ol ¢1(x) est le vecteur propre associé au temps de relaxation le plus lent 71 (cf. équations
(3.41, 3.42)) et les dérivées sont prises dans la direction ¢;.

A priori, les deux équations (4.28, 4.30) suffisent a décrire les propriétés du régime
quasi-stationnaire a partir de celle de la fonctionnelle F définie en (4.27). Par exemple,
un développement de Taylor autour de Q% des fonctionnelles A et F tel que

2

AQ: +e0) = AWQ) +eAV[d] + A% (0. 0] 4.
FQ:+e) = F@)+eLlél + 50,0+ .

f(n)[¢177¢n] dn f(@:+31¢1++5n¢n)

d81 e dSn $1=...=8,=0

suffit au calcul des moments de Zfil g(x;) puisque celui de A peut étre obtenu récursi-
vement & partir de celui de F a travers I’équation (4.28). En particulier, nous retiendrons
I’expression suivante de la valeur moyenne de la taille :

& A(Qfe ™ + spre™) =1+ A6, Q1] | (4.31)

(Vs = _dsdu s=p=0
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Cependant, des obstacles mathématiques rendent la poursuite de cette démarche diffi-
cile : le nombre infini de degrés de libertés et de vecteurs propres dans le cas fonctionnel
rendent les décompositions sur les vecteurs propres et les sommations infinies difficiles
a controler. C’est pourquoi le chapitre suivant propose une alternative a cette approche
en remplacant ces sommations infinies par 1’étude de solutions d’équations différentielles
de type F-KPP.

Néanmoins, une meilleure compréhension de la fonctionnelle A permettrait d’étudier
d’éventuelles propriétés d'universalité des marches aléatoires avec branchements au voi-
sinage du point critique, par une démarche similaire a celle de la section 4.2.3. De plus,
la définition de A n’est pas sans rappeler celle des champs d’échelle non-linéaires in-
troduites dans la théorie de la renormalisation (cf. les non-linear scaling fields décrits
dans [Weg76|) qui satisfont des équations semblables & (4.28) et décrivent eux aussi des
comportements au voisinage de points fixes du flot de renormalisation.

4.4 Résultats complémentaires utiles

4.4.1 Calcul numérique des fonctions génératrices

Au-dela de l'intérét analytique, les résultats précédents peuvent étre utilisés numé-
riquement pour étudier des régimes conditionnés. En effet, les fonctions génératrices
satisfont la méme équation d’évolution que la probabilité d’extinction et il est possible
d’utiliser numériquement cette équation pour mesurer les propriétés statistiques d’'une
population conditionnée sur sa taille finale. Des techniques de simulations existent déja
pour étudier un systéme conditionné a ne pas étre encore dans 1’état absorbant [Dic02]
et nous fournissons dans cette section et le chapitre suivant une méthode pour étudier
un conditionnement sur une date wultérieure a la date d’observation.

De maniére générale, dés que les individus sont indépendants, Q)., G, et G5 évoluent
selon

8th = F(Qe) (432)

ot F est une fonction(nelle) non-linéaire.

Les définitions (4.4, 4.5, 4.6) peuvent étre directement prolongées aux fonctions gé-
nératrices (4.29) en substituant g; & u et en prenant g, = v. L’équation (4.32) induit
alors des équations différentielles couplées pour les fonctions R, et P, qu’il est facile de
programmer. On obtient alors n’importe quelle fonction génératrice conditionnée sur la
taille finale en calculant le quotient (4.6).

Pour illustrer le propos, considérons la taille de la population et prenons (g1, g2) =
(u,v). Alors il est possible de décomposer Go(x, u,v,t,t') aux premiers ordres de la
maniére suivante :

Gg(l’, M, V, t, t/) = HOO -+ ,LLHOl + einl() -+ /Mfil/Hll + ... (433)

La dynamique des H;; est obtenue en injectant cette décomposition dans (4.32). La taille
moyenne & l'instant ¢ conditionnée par une taille unité a I'instant ¢ + ¢’ est ainsi donnée
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par :
HH(I, t, t/>

N, P = —
( t>1,t+t Huo(z, 6, 1)

(4.34)
Pour le second moment de NV, il suffit de considérer Hq5 au lieu de Hy; dans le numéra-
teur. Pour un conditionnement par une taille finale égale & m, il suffit de remplacer Hy;
et Hy par H,,1 et H,.

Nous avons utilisé cette méthode numérique dans [DS07| pour explorer les propriétés
de la marche aléatoire avec branchements en présence d’un mur absorbant. Les résultats
ont été présentés dans les figures 4.1 et 4.3 et dans Particle [DSO07].

Les premiéres observations sont les suivantes :

— pour v < v, un plateau apparait dans les trois premiers moments de la taille deés
que t et t’ sont grands devant le temps de relaxation le plus lent 7; du systéme : il
correspond a 'apparition d'un régime quasi-stationnaire.

— pour v > v, la taille moyenne (IV;); 57 & linstant ¢ conditionnée par une taille
Ny =1 a T >t prend la forme d’une fonction de grande déviation aux temps
longs :

(N a7~ Th (%) (4.35)
Aucun plateau quasi-stationnaire ne peut donc apparaitre de ce coté de la vitesse
critique (cf. la discussion au chapitre 6).

Cette méthode numérique permet de calculer des valeurs moyennes dans le régime
quasi-stationnaire? mais ne permet pas d’échantillonner la mesure quasi-stationnaire, ni
d’étudier les relations de parenté entre individus. Le chapitre suivant s’attache & combler
cette lacune.

4.4.2 Condition suffisante d’existence d'un régime
quasi-stationnaire ; lien avec d’autres types de
conditionnement

Dans cette section, nous énoncons une condition suffisante pour observer un régime
quasi-stationnaire et donnons l’expression de la probabilité quasi-stationnaire d’une
configuration formellement en fonction des vecteurs propres de la matrice associée au
processus de Markov considéré. Par ailleurs, cela donne I'occasion de faire le lien entre
notre définition de processus quasi-stationnaire, celle utilisée par les mathématiciens et
la notion de (Q-processus.

Considérons un systéme dont la configuration C; évolue dans le temps selon un proces-
sus markovien dont les probabilités de transition sont données par une matrice W (C —
C"). Appelons Cy la configuration absorbante. Si nous désignons par P;(C) la probabilité
pour le systéme d’étre dans une configuration C a l'instant ¢, cette probabilité satisfait

2Une généralisation assez simple permet aussi de mesurer des corrélations temporelles en introduisant
la fonction génératrice & trois temps.
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1[1 <M>T
T , T=625.10°0 —
001 LE T=125-10° & |
W T=250-10% oo
0.008 | -
0.006 -
0.004 _
0.002 ™ 4
0 | | |
0 0.25 0.5 0.75 1T

F1G. 4.3: Absence de régime quasi-stationnaire au-dela de la vitesse critique. En ordon-
née : la taille moyenne a ¢ conditionnée par une taille finale unité A T =t +t';
en abscisse, le temps mis & I’échelle ¢/T. Le calcul numérique a été effectué
pour le modele discret décrit au chapitre 3 en section 3.3 pour un écart a la
vitesse critique v — v, = 1072 > 0 pour différents temps finaux 7' = 62500,
125000 et 250000.

I’équation différentielle :

a.P(C) =) _W(C' —C)P(C (Z W —C) > .(C) (4.36)

C'4C C'#C

L’existence d'un état absorbant?® implique que la distribution stationnaire est donnée
par Py(C) = §(C,Cp). La relaxation vers cet état absorbant est dominée par les valeurs
propres dont les parties réelles sont les plus petites en valeur absolue?.

La premiére valeur propre est donc Ay = 0 et correspond a la distribution stationnaire
Py (C) = 6(C,Cy). Le vecteur propre a gauche qui correspond a cette valeur propre est
tout simplement le vecteur de composante 1 sur toutes les configurations (conservation
de la normalisation des probabilités). Appelons \; la valeur propre suivante, classée par
partie réelle décroissante et désignons respectivement par a;(C) et b;(C) les vecteurs
propres a droite et & gauche de la matrice W(C — C’) pour la valeur propre A; :

)\10,1(6) = ZW —>C al(C')

Mby(C) = Zbl W€ —C)

3Nous supposerons que le processus est irréductible et que toute configuration initiale méne & 1’état
absorbant.

4En temps discret, les valeurs propres doivent étre ordonnées selon leur module.
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olt nous avons pris par convention W(C — C) = — > ... W(C — C’). Nous supposerons
donc tout d’abord qu’il y a une unique valeur propre de partie réelle Re(\).
Aux temps longs, nous avons ainsi :

Pi(C) = Py(C) + AeM'ai(C) 4+ O(e™) (4.37)

ol A est une constante qui dépend de la projection de I’état initial P, sur le vecteur
propre a gauche b;(C). Considérons alors la probabilité conditionnelle P(C,t|C # Cy)
d’étre dans la configuration C sachant que le systéme n’est pas encore tombé dans 1’état
absorbant. Nous avons ainsi :

N a1(C)
t—o0 ZC’#C@ CL1<C/)

La partie de a; orthogonale & Py (C), i.e. tous les coefficients a,(C) avec C # Cp, sont
alors positifs® et lim; o, P(C,t|C # Cy) définit bien une mesure de probabilité qui est un
cas particulier de ce que les mathématiciens appellent distribution quasi-stationnaure.
La raison du nom quasi-stationnaire dans ce cas est essentiellement liée au fait que cette
distribution est reliée & I'un des vecteurs propres suivants de la matrice de transition,
alors que le premier vecteur propre correspond a la distribution stationnaire.

Dans la littérature mathématique, le terme lim;_,, P(C,t|C # Cy) dans (4.38) s’appelle
la limite de Yaglom [Yag47|. Dans un cadre tout-a-fait général, il n’est pas évident que
cette limite, définie uniquement en termes de probabilité conditionnelle, coincide avec
la distribution obtenue en considérant le premier vecteur propre a; (définition de pure
algébre linéaire) ; parmi les conditions nécessaires, il faut aussi que la constante A dans
(4.37), qui dépend de la condition initiale, soit aussi non nulle. Dans le cas contraire, il
faudrait considérer le vecteur propre suivant as(C), si tant est que les coefficients as(C)
soient positifs dans les configurations accessibles.

S’il est facile de montrer le type d’égalité (4.38) entre limite de Yaglom et premier
vecteur propre différent de la probabilité stationnaire dans le cas de systémes & nombre
fini de configurations tels que Re(\;) est isolée, cela est beaucoup plus difficile dans les
systémes a nombre infini d’états [SV66, DV03, CMS95, SE05, SE04, CCLT07, FMP91,
FMP92|. Le cas du processus de Galton-Watson est un cas particulier assez simple des
systémes & nombre d’états dénombrables [Yagd7, Kha73, Har62| et ’étude présentée en
section 4.2 utilise des raisonnements proches de ceux menés ci-dessus pour des systémes
a nombre fini d’états et la limite (4.38) reste bien définie.

Intéressons-nous a présent au cas ot Re(A;) n’est pas isolée. On pourra considérer par
exemple le systéme a trois états de matrice de transition en temps discret

P(C,t|C # Cy) (4.38)

1 0 0
w=/[1/2 0 1/2 (4.39)
1/2 1/2 0

5Lorsque le nombre de configurations est fini, cela est vrai d’aprés le théoréme de Perron-Frobenius
dans la restriction dés que la restriction de W(C — C’) au sous-espace supplémentaire de 6(C,Cp)
est primitive (i.e. dés lors qu’il existe un temps ¢ au bout duquel n’importe quelle configuration
peut étre atteinte a partir de n’importe quelle autre configuration de départ. Lorsque la matrice
de transition n’est pas primitive, alors le terme sous-dominant dans (4.37) dépend de la condition
initiale et peut présenter des cycles.
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dont les valeurs propres sont données par 1, 1/2 et —1/2. L’état 1 est I’état absorbant ;
si le systéme part a t = 0 dans I’état 2, alors aux temps pairs, le systéme est soit dans 1,
soit dans 2, alors qu’aux temps impairs il est soit dans 1, soit dans 3. Nous avons ici une
période T' = 2 et il existe plusieurs mesures conditionnées P(C,t|C # Cy) formant un
cycle selon le déphasage de t par rapport a la période. Pour une période T générale, la
limite de Yaglom n’est plus définie aussi simplement : il faut remplacer la limite t — oo
par t =nT + ¢ ou n — oo avec ¢ fixé dans {0,1,...,7 — 1} pour obtenir les différentes
mesures limites.

Considérons a présent la probabilité conditionnelle P(C,t|C;1y # Cy) ou t' > 0, qui et
donc la probabilité d’observer la configuration C au temps t sachant que le systéme ne
sera pas encore tombé dans ’état absorbant au temps ¢ +t'. La formule des probabilités
conditionnelles (4.1) donne alors :

P<Ct+t’ 7"é C(/J‘C>t)Pt(C>
Prob (Ct+t/ 7£ C@)

P(Catlct-i-t’ 7£ C@)) =

Pour # grand, la probabilité P(Cipy # Cy|C,t) est dominée, d’aprés (4.37), par le
comportement de la valeur propre A\; (et non Ay puisque l'on évite la configuration
absorbante). Dans le cas présent, la constante A de (4.37) est donnée par la projection
de la condition initiale a ¢ sur le vecteur propre a gauche et on a A = b;(C). De la
méme maniére, les autres probabilités P;(C) et Prob (Ciyv # Cy) peuvent étre obtenues
de maniére similaire a (4.37). Dans la limite ¢, — 0o, nous obtenons ainsi :

N b1(C)ai(C)
P(C,t|Cirv # Cp) e S b (C)ar () (4.40)

C’est cette limite que nous appelons dans nos travaux distribution quasi-stationnaire
et les mathématiciens ()-processus : cette distribution décrit les trajectoires du systéme
dans 'espace des configurations qui ne tomberont jamais dans I’état absorbant. Comme
précédemment, la formule précédente est valable dés lors que la valeur propre \; est
isolée des suivantes et qu’elle est la seule a avoir la partie réelle Re(A).

Il est intéressant de noter que, dans les deux types de conditionnement (4.38) et (4.40),
les distributions ne dépendent que des propriétés de la valeur propre non-triviale et de
ses vecteurs propres associés. Alors que la limite de Yaglom ne fait intervenir que le
vecteur propre a droite, la distribution quasi-stationnaire au sens ou nous l’entendons
fait aussi apparaitre le vecteur propre a gauche. Cela se comprend aisément lorsque I'on
considére le comportement asymptotique de la probabilité @Q,(Cy,t) que le systéme dans
la configuration Cy ne soit pas encore entré dans ’état absorbant au temps ¢t. Pour cela
il suffit d’écrire explicitement la constante A dans (4.37) et nous obtenons :

Qs(Co, ) o< by (Cy)eM?

Les deux facteurs dans (4.40) correspondent ainsi d’une part au fait d’avoir survécu
jusqu’au temps t > 71 et d’autre part de devoir encore survivre jusqu’au temps t + t/
avec t' > 7. Ce produit de deux contributions réapparaitra naturellement au chapitre
suivant dans Pexpression (5.20) des densités quasi-stationnaires.
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Enfin, le lien ci-dessus entre vecteurs propres, limite de Yaglom et conditionnement a
un temps ultérieur laisse présager des liens entre les différentes distributions condition-
nées dés lors qu’existent des relations entre les vecteurs propres a gauche et a droite. Le
processus de Galton-Watson en est un exemple : la limite de Yaglom dans le domaine
[ < 0 (extinction certaine) correspond a une distribution exponentielle e™* de la taille
de la population normalisée, de fonction génératrice 1/(1 + s), alors que la distribu-
tion quasi-stationnaire (4.21) donne une distribution en ze™*, de fonction génératrice
1/(1 + s)? qui n’est autre que la dérivée de la premiere fonction génératrice.

L’approche précédente reste valable dés lors qu’existe une premiére valeur propre
non triviale A; de partie réelle isolée avec des vecteurs propres a;(C) et by (C) dont les
composantes sont strictement positives® dés que C n’est pas la configuration absorbante.
Dans les chapitres suivants, nous travaillerons avec des marches aléatoires dans le continu
et, puisque I’étude compléte des vecteurs propres dans ce cas souléve des difficultés, nous
ne chercherons pas a dériver les résultats a partir de la formule générale (4.40).

6Si une composante de b1 (C) s’annule, cela signifie que la configuration initiale est incompatible avec
la distribution. Nous supposerons que ce n’est pas le cas ici.



Chapitre

Un processus biaisé équivalent au
conditionnement

Ce chapitre décrit la construction d’un processus biaisé pour étudier
une marche aléatoire avec branchements conditionnée par une taille
finale égale a 1. Il débute par une revue des résultats mathématiques
préexistants dont nous nous sommes inspirés. Nous présentons ensuite
la maniére dont nous avons utilisé le formalisme des fonctions géné-
ratrices développé au chapitre précédent pour construire le processus
biaisé [SDO8| dans un cadre général et aller ainsi au-dela du simple cal-
cul numérique de valeurs moyennes. En particulier, cela nous permet
de calculer les densités moyennes d’individus dans le régime quasi-
stationnaire.

5.1 Introduction

5.1.1 L’approche de I'épine dorsale : revue

Dans le cas particulier d’'un modéle de populations (i.e. sans recombinaison A + A —
A), des outils supplémentaires par rapport a ceux du chapitre précédent sont disponibles
pour étudier les régimes conditionnés. L'un d’eux, que nous utiliserons abondamment
dans le chapitre suivant, est 'approche de [’épine dorsale (« spine » dans la littérature
anglophone).

Supposons par exemple que le systéme parte d’une configuration initiale & un unique
individu et finisse a un temps 7" avec un seul individu aussi. Parmi toutes les lignées
générées pendant cet intervalle, I'une d’elles est privilégiée par rapport aux autres : celle
qui relie le survivant a 7" & l'individu initial. En effet, celle-ci aura généré toutes les
autres particules existantes, d’ou le nom d’épine dorsale : toutes les autres lignées ne
sont que des branchements de celle-ci au cours du temps (voir figure 5.1).

Ainsi, dans le régime conditionné, il devient préférable de séparer la population de
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N():l

Npr=1

F1G. 5.1: Approche de I'épine dorsale. Si la population commence et finit avec une taille
Ny = Np = 1, alors il existe une lignée particuliere : celle qui aura survécue
tout au long du processus, appelée « épine dorsale » ou « spine » dans la
littérature anglophone. L’approche de I’épine dorsale consiste alors a séparer
I’étude de la dynamique de la population entre 0 et T en deux : une dynamique
particuliére pour 1'« épine dorsale » (carrés) qui condamne celle-ci a survivre
et une autre dynamique particuliére pour les autres individus (ronds et sous-
arbres de Galton-Watson) produits par I’« épine dorsale » qui sont condamnés
a s’éteindre avant le temps final 7.

taille Ny en une particule spéciale (1’épine dorsale) destinée a survivre durant tout [’in-
tervalle [0,T] et N; — 1 particules condamnées a disparaitre a la fin.

La construction mathématique rigoureuse sous-jacente est présente dans la littérature
pour la démonstration de propriétés sur les marches aléatoires avec branchements (1'un
des articles fondateurs est [LPP95] et d’autres utilisations courantes sont présentées
dans [HHO04, HHO7, Kyp04, CR88|). En particulier, un certain nombre de résultats du
chapitre précédent (existence et unicité des solutions pour Q*(x) selon que v < v, ou
v > v, comportement aux temps longs de Q.(x,t) pour v > v.) peuvent étre prouvés
mathématiquement grace a cette approche [HHO07, HHKO06|.

L’idée principale & retenir est le many-to-one lemma [HHO04| qui consiste a ramener
le calcul d’une quantité SN g(z;(t)) ot les z;(t) sont les positions de tous les individus
a un instant ¢ a une quantité ne dépendant que de la position de I’épine dorsale a un
facteur prés qui résume I'expansion et /ou la disparition des autres particules. Ce facteur
correspond alors & un poids effectif sur la distribution de la position 1’épine dorsale
prenant en compte 1’évolution de tous les autres individus. L’expression mathématique
rigoureuse de ce lemme en termes de filtrations ne sera pas détaillée ici (cf. [HHO4| pour
un exposé rigoureux) mais guide toute la démarche de ce chapitre.
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5.1.2 Validité de la construction

Le but de ce chapitre est de construire un processus stochastique modifié qui décrit
I’évolution d'une marche aléatoire avec branchements dans un domaine & bords absor-
bants conditionnée par l'existence d’un unique survivant au temps final 7. Formulé
autrement, le processus modifié permet de produire directement (sans test a posteriori
sur la configuration finale!) des configurations avec les bons poids statistiques.

Cette construction, inspirée de 'approche de I'épine dorsale, consiste a séparer 1’évo-
lution de la lignée qui va survivre du reste de la population. Elle est I'extension directe
de notre travail [SD08|. La seule nouveauté est la généralité de la construction puisque
celle-ci reste valide :

1. quel que soit le domaine D ou évoluent les individus (discret ou continu : la
construction fonctionne aussi sur graphe) ;

2. quels que soient les taux de branchements (i (¥) et la dérive ¥(#) des marches
aléatoires qui peuvent éventuellement dépendre de la position T';

3. qu’un régime quasi-stationnaire existe ou non (si le domaine D n’est pas borné par
exemple).

La contre-partie est qu’elle nécessite, comme cela sera montré ci-dessous, la connais-
sance de deux quantités dépendant de la position et du temps :

1. la probabilité Q.(Z,t) que la lignée d’un individu initialement situé a la position
X soit encore vivante au temps t¢; elle est donnée par une équation de type KPP
(2.2) qu’il faut intégrer (éventuellement numériquement) ;

2. la probabilité P;(Z,t) qu'un individu initial & z ait un unique survivant au temps
t; elle est obtenue en linéarisant I’équation différentielle de type KPP sur Q. (7, t)
et en l'intégrant jusqu’a t.

On pourrait penser a priori que la détermination de Q. (7, t) et Py(Z,t) est aussi com-
plexe que le probleme de départ qui consiste a conditionner la marche aléatoire avec
branchements mais ce n’est effectivement pas le cas. En effet, la simulation simpliste
du régime conditionné consisterait a faire des simulations directes du processus et ne
conserver que les réalisations vérifiant la bonne condition finale a T : pour T grand,
le rendement est trés faible (exponentiellement décroissant en T') et il devient trés vite
impossible d’accumuler des statistiques sur le régime conditionné. Au contraire, la dé-
termination numérique de Q.(Z,t) et Py(Z,t) consiste & intégrer une seule fois deux
équations aux dérivées partielles entre [0, 7] et a utiliser le résultat stocké dans la mé-
moire pour produire autant de réalisations que nous le souhaitons.

L’avantage de produire des réalisations du régime conditionné permet de mesurer aussi
bien des propriétés statiques (profil de densité de la population & un instant donné) que
des propriétés dynamiques telles que les arbres généalogiques et les temps de coalescence
des individus.

1C’est-a-dire sans produire des séquences de configurations sur [0, 7] qui ne vérifieraient pas la bonne
condition finale et seraient donc a éliminer.
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5.2 Construction du processus modifié

Le modeéle générique de branchement-diffusion considéré ici est le suivant :

— les individus sont repérés par leur position # a l'intérieur d’'une domaine D & d

dimensions ;

— chaque individu diffuse avec une constante de diffusion D et une dérive ¥(Z) ;

— en outre, pendant un temps infinitésimal dt, il se divise en k individus avec une

probabilité Gy (Z)dt ou meurt avec une probabilité Gy (Z)dt;

— tout individu touchant le bord du domaine D disparait instantanément.

Pour des modeéles sur réseau et/ou a temps discret, toutes les formules ci-dessous
s’adaptent aisément, en remplacant les dérivées spatiales par des différences finies entre
les noeuds du réseau. Les taux de saut et de division similaires a ceux présentés dans le
tableau 5.1 peuvent étre calculés de la méme maniére que celle présentée ci-dessous.

5.2.1 Lien avec les fonctions génératrices

Rappelons les définitions des fonctions génératrices G et Gy pour une géométrie
quelconque :

Gi(Z,g1i;t) = <6Xp (—igl(i’}(t)))>

Cal@.g.g:t.) = (exp | =D a@(0) = 3 @@ ()| )

ou V; désigne la taille de la population au temps ¢ et les x;(t) les positions des individus.

Le cas g = v constant donne la fonction génératrice de la taille & 'instant t+¢'. Ainsi,
de maniére similaire a (4.5), détailler la moyenne sur la taille & 'instant ¢ + ¢’ permet
d’écrire (G5 sous la forme suivante :

GZ(:Z:7 .gl?V;tvt/) = Ze_umRm<f7 gl;tvt/) (51)
m=0
00 N
S et t/)< exp (- 3 gl(fi(t))> (NW - m>(5.2)
m=0 =1

ou P, (¥, t+t") est la probabilité d’observer une taille m a 'instant ¢t+t" pour un individu
initial en Z. On a ainsi en particulier Py = @).. La fonction génératrice de g; a l'instant
t connaissant la taille m ultérieure est donnée par le rapport (cf. (4.6)) :

<exp (- i g1<:a-(t))> ‘Nm/ — m> _Bnl@ gt t) _m ey | (53)

P (Z,t+ 1) et

ot R,, est donné par le développement en série de Go(Z, gy, v;t,t') sur e,
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D’autre part, la dynamique de G, et G5 est connue, puisque ces fonctions génératrices
satisfont la méme équation que la probabilité de survie Q.(Z,t) (cf. chapitre 4). Nous
avons ainsi ainsi :

,G(Z, g1;t) = DﬁQGI(f g1;t) + T(@) - VG1(T, g1: 1) (5.4)
+Zﬂk Gl (%, g1;t)" _Gl(fagl§t))

= Dv G1<x,gl;> +T(Z) - V(T gi;t) + f. (GA(T, g3 1))

et la méme équation pour Go(7, g1,v;t,t') avec ' fixé. Afin de faciliter la lecture, nous
omettrons la liste des arguments (z,g1;¢,t") des fonctions Ry et Ry sauf s’ils sont dif-
férents du cas générique. En insérant dans 1’équation d’évolution de Go(Z, g1, v;t,t') le
développement (5.1), on obtient aux ordres les plus bas pour R,,(Z, g1;t,t') :

Ry = DV?Ry+(Z)- VR + f. (Ry) (5.5a)
8tR1 = DV Rl + U(ﬂf) . VRl + fe (R[)) Rl (55b)

et les mémes équations pour Py et P; puisque celles-ci peuvent étre obtenues a partir de
Ry et Ry en prenant g; = 0.

L’équation (5.3) montre que les quantités pertinentes pour étudier le régime condi-
tionné sont les rapports ﬁm = R,,/P,,. Les équations (5.5) sont constituées d’'un opéra-
teur différentiel spatial de degré 2 et d’une fonction non-linéaire. Cette structure permet
de montrer, en substituant R, = R,,P,, dans (5.5), que les rapports R,, satisfont aussi

le méme type d’équation a condition de redéfinir convenablement la dérive et les taux
de division [SDOS§] :

~ Lo~ vVQ.
ORy = DV*R,+ ( 0(Z) + 2D @ > 0+Zﬁka 1 RO Ro) (5.6a)
k>0
~ L~ P
R, — DV2R1+< +2Dv 1)
Y kaQE (R - i%l) (5.6b)

k>2

qui ont une structure similaire a (5.4).
Pour caractériser complétement les G;, R,,, P, et R,,, il faut étudier leurs conditions
aux bords. Pour z = 0, I'individu initial est tué instantanément et donc nous avons

G1(0, g15t) = Go(0, g1, g3 £, 1) = 0.

D’autre part, a ¢t = 0, la condition initiale correspond & un unique individu en x et nous
avons :
Gl(xagl;o) :eigl(w)a GQ(I7917g2;07t> =€ e Gl(x g27 )

Un développement en puissance de go = v donne les conditions initiales pour les R,, et
P, et se répercute de la maniére suivante sur les R,,

R0, g1:6,8) =0,  Rp(x,g1;0,t") = e 9@, (5.7)
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5.2.2 Description de la dynamique modifiée

La similitude entre (5.4) et (5.6) et les conditions initiales identiques entre les R, et
G font que les fonctions Ry, peuvent étre interprétées comme les fonctions génératrices
d’un processus de branchement-diffusion modifié. Une démarche plus rigoureuse [SDOS]
consiste a montrer que les fonctions génératrices du processus modifi¢ défini ci-dessous
satisfont les mémes équations d’évolution que les R,, et possédent les mémes conditions
initiales?.

La présence de deux équations couplées (5.6a) et (5.6b) indique qu’il faut considérer
non plus une mais deux espéces d’individus Ay et A;. La fonction ]5;0 est la fonction
génératrice de g; sachant que I'individu initial est de type Ay, alors que R; correspond
& un individu initial de type A;. Les coefficients de diffusion et les dérives ainsi que les
taux de division des particules de chaque type se lisent directement sur (5.6) et sont
résumés dans le tableau 5.1. Par exemple, le terme kﬁkQ’;_l(él E§’1 — El) s’interprétent
comme la division d’une particule A; en une particule A; et k — 1 particules Ay avec un
taux kB,QF 1.

Le processus modifié est défini sur l'intervalle [0, 7] de la maniére suivante :

— la population est divisée en deux classes Ag et Ay ;

— chaque particule suit une dynamique de branchement-diffusion ;

— toutes les particules ont le méme coefficient de diffusion D ;

— les particules Ay ont une dérive :

VP
5(Z,1,T) = 0(7) + 2D~ LE T —t); (5.8)
1
— les particules Ay ont une dérive :
VQ.
Uo(%,t,T) = 0(Z) + 2D QQ (Z,T —t); (5.9)
— les particules Ay se divisent selon :
B (@ ,T)
pour k > 2 avec un taux
B0 (2,8, T) = kBu(T)Q(. 8, T — 1) (5.11)
— les particules Ay se divisent selon :
© (7
Ay 2T A (5.12)

2Les fonctions Ry, sont paramétrées par ¢ et ¢ ou ' est la durée (fixée) entre I'instant d’observation
t et I'instant final ¢ + ¢’ de conditionnement sur la taille et les dérivées temporelles (5.6) sont a ¢/
constant. Dans le probléme initial, au contraire, le conditionnement se fait & un instant final 7" fixé
et on fait varier le temps d’observation de 0 & T' et donc ¢’ varie. Aprés passage de (¢,t') a (¢,T), on
peut vérifier (cf. (5.3)) que la fonction génératrice de g1 & un instant ¢ conditionnée par un unique
survivant a T est bien donnée par él(f, g1;t, T —1).
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Processus | Type Dérive Division Taux
originel A 0(Z) A— kA fkﬁx())
B @R T
modifis Ay | U(@) +2D5=(2, T —t) | Ao — kAo k>0
L Sp A — A kBe(2)Q.(Z, T — t)*1
Py _ 1 1 k ;
Ay | U(@) + 2D (7, T — 1) (k= 1) 4 k> 9

TAB. 5.1: Dynamique modifiée des particules de type A; et Ag. La premiére ligne corres-
pond au processus non conditionné, les deuxiéme et troisiéme lignes donnent
la dérive ¥(Z) et les taux de division (i (Z) des particules dans le processus
stochastique biaisé. Le coefficient de diffusion D reste le méme pour tous les
types de particules.

pour k > 2 avec un taux
0) (= — = = k=1,
ﬁk (xataT) _5k<x)Qe(xat7T_t) ) (513)
— les particules Ag meurent (Ag — () avec un taux ﬁéo) (Z,t, T—t) = Br(Z)/Q(Z,t,T).

Ce processus modifié exhibe toutes les propriétés attendues. Tout d’abord, le nombre
de particules A; est conservé sur tout l'intervalle [0,77] : les particules de type A; ne
peuvent pas mourir spontanément (il n’y a pas de ﬁél)(f)), les réactions de type A; —
Aj 4 (k —1)Ag n’affectent pas leur nombre et enfin elles ne peuvent pas toucher le bord
absorbant du domaine D. En effet, nous avons P;(Z,T —t) = 0 sur le bord de D et
Py (Z, T —t) > 0 al'intérieur de D : la dérive vy (Z) repousse alors les particules A; vers
l'intérieur du domaine?.

Ainsi, si le processus commence avec une seule particule Aq, alors il n’y en a qu’une sur
tout U'intervalle [0, T]. Nécessairement, I'unique survivant a 7' est alors la particule A;
de départ elle-méme. La particule A; qui apparait quand on étudie ﬁl dans le cadre du
processus modifié n’est autre que la particule qui aura survécu sur tout 'intervalle [0, 7]
dans le processus initial conditionné (cf. figure 5.1). Elle correspond & [’épine dorsale
introduite dans les travaux mathématiques [LPP95, HHO7| & partir de laquelle toute
la population est générée. La section 5.3.1 vise a décrire les propriétés de cette épine
dorsale au cours du temps.

Au contraire, les particules Aq disparaissent avec probabilité 1 quand ¢t = T'. En effet
la probabilité ng) (Z,t;T) d’extinction & un temps ¢ d’une particule A initialement a &

est donnée par la limite Ry(Z, 00;t,T — t). Or, nous avons par construction :

~ Ro(f,oo,t,T—t) Qe(fvt)
T —t) = =
Ry (ZL’, o5, ) P, (f, T) Qe (f’ T)

3Pour le montrer rigoureusement, il faut étudier la forme précise de P; au bord du domaine et montrer
que la dérive diverge suffisamment sur le bord de D. On supposera cependant que c’est le cas par
construction pour toute dimension. Le vérifier en dimension 1 est trivial.
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et donc ng)(f, t;T) = 1, ce qui correspond a une extinction certaine des particules A
avant l'instant final.

De plus, nous lisons directement sur les dérives et taux du tableau 5.1 que les particules
Ag sont chassées des zones ot la probabilité d’extinction est faible : d’une part la dérive
éloigne les particules Ay des régions ot (), est faible et, d’autre part, les taux de division
@20) pour k£ > 2 s’effondrent dans ces régions alors que le taux de mort spontanée

(()0) = [o(7)/Qc(Z,t, T—t) augmente. Cela se comprend aisément en repensant a l’origine
du processus modifié : le seul moyen d’avoir un unique survivant & l'instant final 7" est
d’empécher I'extinction totale (d’ou la particule A; qui ne peut pas entrer en contact
avec le mur) et, par ailleurs, d’interdire un trop fort développement de la population
avant le temps final T : les particules ne doivent pas entrer dans les zones ou elles ont
une forte probabilité de croitre exponentiellement i.e. ol (), est faible.

5.2.3 Lien avec l'existence d’un état quasi-stationnaire

La limite T' — oo avec t fixé permet d’étudier les propriétés statistiques de la popula-
tion & un temps t séparé du temps de conditionnement par 7" —t — oo : on s’attend, a
priori, & ce que les propriétés du systéme au temps t ne dépendent pas des détails précis
du conditionnement (extinction a 7, taille 1 ou 2 & T', etc.), puisque la convergence vers
I’état final peut se faire au dernier moment. En revanche, les propriétés du systéme a t
fini dépendent des conditions initiales a t = 0 : nous nous attendons alors a ce que, dans
la limite T" — oo a t fixé, les taux de division et dérives du processus modifié convergent
vers des valeurs limites. 4

A supposer que les dérives vy et v; et les taux de division ﬁ,(j) aient une limite lorsque
T — o0, cela n'implique pas pour autant l'existence d’un régime quasi-stationnaire,
mais seulement l'existence d’une dynamique modifiée a tout temps t lorsque 7" — oo :
indépendamment de 'existence du régime quasi-stationnaire, cette dynamique modifiée
qui consiste a éviter a jamais 1’état absorbant est appelée QQ-processus par les mathé-
maticiens [CCLT07, Lam07]. Pour observer un régime quasi-stationnaire, il faut encore
que cette dynamique modifiée conduise & un état stationnaire lorsque t — oo. L’ordre
des limites T" — o0 et t — oo est ainsi important.

Pour qu’un régime quasi-stationnaire existe, il faut donc, dans le cadre du processus
biaisé, que :

1. les dérives et taux de division aient une limite finie lorsque T' — o0 ;

2. la dynamique ainsi modifiée conduise a un état stationnaire.

De plus, le régime stationnaire de la dynamique modifiée est alors identique (par construc-
tion) au régime quasi-stationnaire de la dynamique de départ.

Revenons a la marche aléatoire avec branchements et mur absorbant en dimension 1
que nous avons étudiée au chapitre 3. Le critére précédent appliqué a ce modéle permet
d’expliquer les différences entre les résultats numériques des figures 4.1 et 4.3 [DS07] :
pour v < v, la probabilté Q.(x,t) tend uniformément vers Q*(x) et la dynamique aux
temps longs de P, ressemble a

8P, ~ DAP, + (%) - VP, + f/(QF)P,. (5.14)
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Cela correspond a la forme linéarisée de I’équation KPP autour du point fixe }. Dans le

cas v < ., le systéme posséde un temps de relaxation (3.40) le plus lent isolé 71 = —1/\;
associé au vecteur propre ¢; (3.41). Nous obtenons ainsi P (x,t) o< ¢;(x)e ™™ puis :
. ¢ (x)
vl () = lim vy (z,t,T) = —v + 2 . 5.15
(@) = Jim 0i(e.1.7) s (5,19

La forme (3.41) permet de vérifier que v;(z) o< 1/ pour = proche de 0 et que vj(z) <0
pour x > L (région Q% (x) < 1) : la particule A; est ainsi piégée dans la région 0 < z < L
et on peut vérifier de la méme maniére que les particules A sont aussi confinées dans
cette région. Comme nous allons le voir en détail ci-dessous, ces expressions ménent au
régime quasi-stationnaire décrit au chapitre précédent pour v < v..

Pour v > v, cependant, 'ansatz (3.27) aux temps longs pour Q. et P, montre que
Q:(x) = 1 (aucun taux de division des particules Ay n’est affecté) alors que v; devient :

(v/2)sin(mx/Lr_y) + (7/Lr—4) COS(?TZE/LT_t>> N
sin(mx/Ly_t) -

(5.16)

SN

v(z,t,T) ~ —v+2 (

pour tout z > 0. La dérive v{(z) = 2/x de la particule A; 1'éloigne ainsi indéfiniment
du mur au cours du temps alors que les taux de division et la dérive vj(z) = —v sont
uniformes : la particule A; va ainsi s’éloigner en générant des particules Ay toujours
plus loin du mur et ainsi la population va croitre indéfiniment dans cette dynamique.
Puisque la taille ne se stabilise pas, le systéme ne peut donc pas atteindre de régime
quasi-stationnaire, comme observé en figure 4.3. Néanmoins, cette dynamique modifiée
permet de comprendre I'évolution conditionnée du systéme pour ¢ < T : en particulier,
lorsque T' grandit, la partie de la courbe de la figure 4.3 a ¢ petit et constant ne change
pas.

5.3 Densités dans le régime quasi-stationnaire

Dans le régime quasi-stationnaire, les taux de division et les dérives du processus biaisé
sont obtenus en prenant la limite 7" — oo des taux résumés dans le tableau 5.1 :

T5(7) = 0(@) + 2DE(@), B (F) = Bu(@)Q: ()
Ti(&) = 0(7) + 2DY2(T),  BV(E) = kBu(@)Q1()*

(5.17)

ol Q*(Z) est le point fixe stable de I’équation (5.4) et ¢1(Z) le vecteur propre corres-
pondant au temps de relaxation le plus lent au voisinage de Q*(¥) (extension directe de
(3.15) & une géométrie générale).

5.3.1 Probabilité de présence du survivant

Comme expliqué précédemment, la particule Ay, la colonne vertébrale du processus de
branchement-diffusion, survit éternellement et est la source de toutes les particules Ag.
Elle retrace ainsi la position de I'individu dont la lignée aura survécu sur tout 'intervalle
[0, T]. Il ’agit & présent de caractériser sa position au cours du temps par sa probabilité
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p1st(x,t) d’étre en x au temps t. Cette probabilité satisfait '’équation de Fokker-Planck
suivante avec la dérive (5.8) :

Ouprss = DV2p1oo(Z) = V - (T1(Z, 1, T) prat) - (5.18)

L’évolution de ¥y (z,t,T) n’est pas simple a priori et la formule précédente n’est ex-
ploitable que numériquement. Cependant, dans le régime quasi-stationnaire, i.e. dans les
limites successives T — oo puis t — oo lorsque v < v,, la densité p; satisfait 1’équation
suivante indépendante de ¢ :

-

DV (p1(7)) = V - (T (F) pr.st)

ou U (Z) est donnée par (5.15). Une premiére intégration donne :

—

v(pl,st) _ E + 2V¢1

P1,st D o1

Nous nous limiterons ici aux modeéles ot le champ de dérive est le gradient d'un
potentiel U(Z) :
v=—-VU. (5.19)

Dans ce cas, la densité quasi-stationnaire p; de I’épine dorsale prend la forme suivante :

p1st(Z) = Z¢1($)26 v@/p (5.20)

oll Z; est la constante de normalisation assurant fD p1st = 1.

Cette formule contient deux termes : le premier, en e~V@/P correspond a la distribu-
tion de probabilité d’une particule brownienne dans le potentiel U sans souci d’absorption
aux bords; le deuxiéme, en ¢;(7)?, correspond a la condition de non-absorption de la
particule A; par les bords absorbants du domaine (¢;(#) s’annule sur les bords). Les
lieux ot ¢;(7)? est petit correspondent aux domaines interdits a la particule A; dans
lesquels il pourrait y avoir prolifération ou extinction de la population et ainsi violation

de la condition finale de taille unité.

5.3.2 Densité d’'individus A,

Dans le régime conditionné, les individus Ay sont créés par la particule A; et éliminés
soit spontanément (avec un taux Béo)), soit sur les bords du domaine. L’équation donnant
la densité pg (7, t) d’'individus Ay & un instant ¢ au point Z est similaire & (5.18) avec
deux termes de sources supplémentaires liés a la division des individus :

8tP0,st = Dﬁzpo,st - ﬁ : (U_(')Past) + Z(k’ - 1)620)7*007@ + Z(k - 1)519)7%1& (5-21)
k k

La encore, cette équation permet une étude numérique de la densité py au cours
du temps mais pour une étude analytique, cela reste trop complexe. Nous allons nous
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placer dans le régime quasi-stationnaire en prenant successivement 1" — oo puis ¢t —
oo et en supposant qu’un régime quasi-stationnaire existe. Nous avons ainsi 1’équation
stationnaire suivante :

DV2pos — V (Topost) + O B (k= Dpose = — > B (k — 1)pr st (5.22)
k k

dont nous connaissons déja le second terme (5.20).

Pour résoudre cette équation dans un milieu unidimensionnel avec un coefficient
de diffusion D constant et une dérive v = —0,U, on peut effectuer le changement de
variable suivant :

pos(@) = e "I PQU@Y () (5.23)
qui rameéne (5.22) a I’équation suivante :
L) = —pieP£1(Q7) (5.24)

ou L est I'opérateur linéarisé introduit en (3.38) qui nous avait permis d’étudier la
relaxation d’une solution de I’équation F-KPP vers son point fixe Q7. Dans le cas général
ot le domaine D est multi-dimensionnel, résoudre I’équation aux dérivées partielles (5.24)
n’est pas simple.

Dans le cas de la demi-droite [0, +00[, (5.24) est une équation différentielle linéaire de
degré 2 dont nous connaissons déja une solution homogeéne. En effet, en dérivant (3.11),
il apparait immédiatement que 9,Q%(x) satisfait £[0,Q*] = 0, et il devient possible
d’exprimer ¢ puis pg uniquement en fonction de QF et ¢;. Un calcul détaillé [SDOS|
montre que la solution générale pour un probléme unidimensionnel est donnée par :

posi(x) = VPO (2)0,Q% ()

’ dy - w1y (5.25)
X/O [0.Qx (y)]e UW/D /y P1st(2)0:Qc(2) [ (Q2(2))dz

y)le

ot les constantes d’intégration ont été fixées de telle sorte & imposer py(z) = 0 pour
x =0 et z — 0o aux bords du domaine D.

Dans le régime quasi-stationnaire conditionné par une taille finale unité, la construc-
tion d’un processus modifié nous a permis d’étudier tout le profil de densité quasi-
stationnaire (p)qs dans un certain nombre de cas simples en le décomposant en deux
contributions. Ainsi, pour (p)qs, il ne reste plus qu’a rassembler les résultats exacts
(5.20, 5.25) :

(P(7))qs = posi(T) + prse(T) | (5.26)

Comme pour py (%), le profil py(Z) est donné par la distribution e~ V@/D modulée

par une quantité ne dépendant que de la probabilité de survie Q(Z) et de ¢y (). Cette
formule permet d’estimer numériquement pg(x) dans un grand nombre de cas et une
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étude analytique pourra étre entreprise a chaque fois que 'on connaitra les propriétés
des solutions de I'équation F-KPP sur un domaine D avec les résultats (5.20,5.25) pour
point de départ.

Dans notre travail, deux situations nous ont intéressés plus particulierement et se-
ront étudiées au prochain chapitre. Elles concernent toutes deux la marche aléatoire
unidimensionnelle avec branchements prés de la vitesse critique v, sur les domaines D
suivants :

1. D = [0,400], v(x) = —v et v — v, : cela correspond & un mur absorbant se
déplagant a vitesse v vers les = positifs (cf. chapitre 3); en particulier, un régime
quasi-stationnaire existe pour v < v,.

2. D =10,1] et v(z) = —v : cela correspond & un domaine borné avec bords absor-
bants. Un régime quasi-stationnaire existe des deux cotés de la vitesse critique.

Conclusion

L’étude des fonctions génératrices & un et deux temps du processus de branchement-
diffusion a permis de construire un processus stochastique biaisé équivalent au processus
initial conditionné par une taille unité au temps final. La démarche, relativement gé-
nérale, donne ainsi accés & une simulation directe de ce processus conditionné, le prix
a payer étant la résolution (éventuellement numeérique) de deux équations aux dérivées
partielles.

Dans un second temps, nous avons vu que, lorsque la dérive des particules se met
sous la forme ¥ = —VU , il devient possible d’écrire exactement la distribution quasi-
stationnaire (5.20) de la position de la particule qui survit tout au long du processus
ainsi que la densité quasi-stationnaire moyenne (5.20,5.26) de la population dans le cas
uni-dimensionnel.

La construction de la dynamique modifiée est valide tant que les particules sont in-
dépendantes les unes des autres : c’est en effet cette propriété qui a permis d’écrire la
relation de récurrence (exacte) satisfaite par les fonctions génératrices. Lorsque les re-
combinaisons A + A — A sont autorisées, il n’est plus possible de suivre 'ancétre du
survivant final en remontant le temps de t = 7" a t = 0 et la démarche précédente ne
semble pas se généraliser directement. Il serait intéressant de comprendre de maniére
plus approfondie la construction du processus modifié afin d’envisager une extension
aux modeles avec interactions.



Chapitre

Régime quasi-stationnaire au voisinage du
point critique en dimension 1

Ce chapitre regroupe, dans une premiére moitié, les résultats prin-
cipaux que nous avons publiés dans [SDO8| sur le régime quasi-
stationnaire d’une marche aléatoire unidimensionnelle avec branche-
ments en présence d’un unique mur absorbant (ligne semi-infinie). Dans
une seconde partie (contribution non publiée), nous présentons les équi-
valents de ces résultats en présence de deux murs absorbants éloignés
d’une distance [ fixée (boite de longueur [). Les calculs sont relati-
vement limités puisque tous les résultats découlent de ceux obtenus
dans les chapitres précédents. Le chapitre 5 a montré qu’il suffisait de
connaitre la solution )} de I'’équation F-KPP et le vecteur propre ¢,
pour décrire la densité quasi-stationnaire (p(z))qs d'individus et d’autre
part les propriétés de Q7 et ¢, ont déja été détaillées dans les chapitres
2 et 3.

Nous revenons a I’étude, commencée au chapitre 3, d’'une marche aléatoire avec bran-
chements en présence d'un bord absorbant se déplacant a une vitesse v, lorsque la vitesse
v est proche de la vitesse critique v. obtenue en (3.4). Dans le régime ou elle est condi-
tionnée a avoir une taille Ny = 1 a un temps final 7', cette marche aléatoire avec bran-
chements conduit a un régime quasi-stationnaire pour une vitesse du mur v inférieure a
la vitesse critique (cf. chapitre 4) et elle peut étre décrite par un processus modifié que
nous avons construit au chapitre 5 : en dimension 1, cette démarche a conduit a une
expression intégrale (5.25) de la densité quasi-stationnaire de la population pour v < v,.
Nous nous proposons, dans ce chapitre, de voir ce que deviennent ces expressions au
voisinage du point critique. Etant donné qu’il est de plus en plus difficile de survivre
lorsque la vitesse du mur s’approche de v., il est légitime de penser que la taille quasi-
stationnaire de la population doit croitre lorsque v — v_ afin d’assurer la survie jusqu’a
Iinstant final et nous nous attacherons & caractériser cette divergence.

81



82 Chapitre 6. Régime quasi-stationnaire critique

6.1 En présence d'un unique mur absorbant : ligne
semi-infinie

6.1.1 Densité quasi-stationnaire pour v < v,

La marche aléatoire avec branchements se déplace sur D = [0, 00[ avec une dérive
—v vers le mur absorbant positionné en x = 0 (référentiel du mur). Nous avons vu au
chapitre 3 que la probabilité d’extinction aux temps longs Q) = 1 — @) présentait, au
voisinage de la vitesse critique v,., deux régions correspondant a Q*(x) ~ 1 (région I de
taille L donnée par (3.24)) et Q(z) < 1 (région II). D’aprés les formules (5.20, 5.25),
il faut donc s’attendre a des expressions différentes pour les densités de particules A; et
A dans les régions I et II.

A cette dérive —v vers le mur dans le référentiel de celui-ci est associé un potentiel
U(z) = vz. La probabilité de présence de la particule A; est simplement donnée par la
formule (5.20) et les expressions (3.41,3.42) de ¢;(z). Dans la région I, correspondant
a0 <z <L, detaille L o< (v, —v)""2, ¢1(x) a une forme universelle, alors que dans
la seconde (région II), ¢;(z) ressemble & 0,Q%(x) a 'ordre dominant. En réunissant les
différents résultats, nous obtenons :

T L

2
N i (AC%L@UC(HBC/AC)n) sin? (H) (région I, x < L),
Z1 | [0,Qu.(x — L — B.JAJ)?e " (région II, z > L).

P1,s6(T) (6.1)

Dans la région I, la densité p; de la particule A; est simplement donnée par un terme
sin?(7x/L) qui ne dépend donc pas du détail des non-linéarités (3.12) de I'équation F-
KPP. Dans la région II, la densité est décroissante et se raccorde a la région I dans
la région x — L = O(1) ou la densité p; est déja négligeable par rapport a l'intérieur
de la région I (facteur 1/L?) : la particule A; n’entre donc pratiquement pas dans la
région II. Cela se comprend bien si 'on se souvient que cette région correspond a une
survie probable et donc une prolifération exponentielle probable, incompatible avec le
conditionnement final.

La contribution de la région II est donc négligeable au premier ordre dans la détermi-
nation de la constante de normalisation Z;. Nous obtenons alors pour Z; :

L 2 2
A, LevedtBe/Ac)/2 A v, LeveltBe/A)/2\ 2 9
le/ ( Ue€ ) sin? (%)dz‘:( Ve€ ) T (6.2)
0

™ ™

puis 'expression simplifiée suivante de p; dans la région I :

palr) = EmPQ—y (x<L) | (6.3)

V—Ue L

La densité de particules Ay est donnée par (5.25). En analysant les contributions
dominantes des différentes intégrales et en utilisant les expressions approchées (3.23,
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F1G. 6.1: Allure des densités p1 s () et post(z)/(N)qs pour v proche de v, dans le régime
quasi-stationnaire pour L = 10 (gauche) et L = 60 (droite) : lorsque l'on se
rapproche de v., L augmente. L'individu Ay est, en moyenne, au milieu du
segment [0, L] (distribution (6.3)) alors que les individus A, sont de plus en
plus nombreux et de plus en plus prés du mur en x = 0.

3.25) et la forme obtenue pour p; 4 ci-dessus, nous avons montré dans [SD08| que la
densité pg g (x) prend la forme suivante dans la région I :

2

(NS v AN
Post(T) = K47r22 sin (f) e~vel@=L)/2 (x < L) (6.4)

et reste décroissante dans la région II, si bien que la contribution de cette derniére a
la taille totale reste négligeable face a la contribution exponentiellement grande pour x
petit. Les allures de py « () et po st () sont représentées en figure 6.1.1.

La constante K de la formule ci-dessous peut aussi étre déterminée exactement (cf.

[SDO08|) et est donnée par :
2 lchc/Ac +o0
K= [ 000G Qe (65

CUC —00

La fonction @, (x) est la solution de I’équation F-KPP sur la ligne infinie a la vitesse
critique v, & partir de laquelle tout un calcul perturbatif a été développé pour v proche
de v, (cf. fin du chapitre 2). C’est a partir des fronts @), qu’est obtenue la probabilité
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d’extinction QF(x). Les constantes A. et B, sont définies' par la forme asymptotique
(2.11) de @, (x) pour x — —oo. Ainsi, tous les termes entrant dans l’expression (6.5)
de K peuvent étre obtenus en étudiant uniquement la forme d’un front stationnaire a
la vitesse critiqgue. De méme, la forme de pg s dans la région II, bien que négligeable et
non universelle, peut étre exprimée a partir de @), .

A la constante multiplicative K prés, 'équation (6.4) est universelle puisque les seules
quantités qui apparaissent sont v. et L, ou la longueur L est définie par (3.24) et ne
dépend que du taux de croissance =), fi(k — 1).

Malgré I'aspect négligeable de la région II en terme de contribution & la densité quasi-
stationnaire, le calcul perturbatif & partir de la vitesse critique, en particulier la déter-
mination des vecteurs et valeurs propres en sections 2.4.2 et 3.6, a utilisé de maniére
abondante les conditions de raccordement entre les deux régions I et II : les constantes
multiplicatives de la densité (en particulier le facteur 1/L* en (6.4)) sont intimement
liées a la maniére dont les raccordements entre les deux régions sont faits. De plus, les
corrections aux ordres supérieurs dépendent explicitement de l'allure de ),, dans la
région II.

La densité quasi-stationnaire moyenne (p(x))qs est donnée par (5.26) : les calculs pré-
cédents montrent que, dans la région I prés du mur, elle est dominée par la contribution
des particules Ay qui sont exponentiellement plus nombreuses. Au voisinage de la vitesse
critique, nous avons ainsi dans la région I la forme universelle suivante :

2

U, . T —ve(z—
(p(x))qs == post(x) =~ K47TL2 sin <T> e~vel@=D)/2 | (6.6)

6.1.2 Taille quasi-stationnaire de la population
Singularité a la vitesse critique

La taille quasi-stationnaire moyenne (/N)qs de la population est dominée par la contri-
bution de la région I ol le nombre de particules Ag est exponentiellement grand. L’inté-
gration de la densité p; & sur [0, +oo[ donne 1 et est négligeable. On a ainsi :

K
(N o geteHl? (6.7)

ot K est donnée par (6.5). Puisque L o (v. — v) "2 au voisinage du point critique, la

divergence de N prés de v. a donc la forme singuliére (v, — v)3/2 exp(—C(v. — v)~1/2).
Cette expression montre que la taille quasi-stationnaire se comporte de maniére uni-
verselle puisqu’elle ne dépend que de L et est indépendante du détail des taux de division

Les définitions exactes de @, , A. et B, faisaient intervenir une position arbitraire xo qui permettait
de lever l'invariance par translation : on peut vérifier que ’expression (6.5) n’en dépend pas : une
translation 2o — o + 0 entraine, par définition de A, et B,, des variations A, — A.e /2 et

B. — (B, — A.0)e™%"/2 et la translation de Iintégrale, via exponentielle, fait sortir un facteur
eV,
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FIG. 6.2: Taille moyenne quasi-stationnaire corrigée par e~v*/? : comparaison entre les

données numériques (points) obtenues pour le modéle discret par la méthode de
la section 4.4.1 et la formule (6.7) adaptée (ligne) au modéle discret (cf. section
3.3). La longueur L est calculée grace a (3.24). L’accord entre les données
numériques et la correction en 1/L3 prévue par (6.7) est excellent.

B Seule 'amplitude K n’est pas universelle car elle est reliée a la forme du front @, ()
a sa vitesse critique.

Nous ne nous sommes préoccupés jusqu’'a présent que des valeurs moyennes quasi-
stationnaires de la densité et de la taille, qui se révelent étre universelles au voisinage de
la vitesse critique dans une région de taille L prés du mur. Cette universalité se prolonge-
t-elle & toute la mesure quasi-stationnaire ou bien seulement a certaines quantités bien
particuliéres ? Les simulations numériques que nous avons présentées dans [DS07], facile-
ment programmables pour un certain nombre de modéles discrets, semblent indiquer que
le rapport (N?)qs/(N)2 tend vers 2 (cf. figure 6.3 pour le second moment) a la vitesse
critique. Des simulations complémentaires (non représentées ici) semblent indiquer que
le rapport (N?)qs/ ()2, se rapproche de 6. Bien que les simulations soient limitées a des
valeurs de v. — v de l'ordre de 107 & cause de la divergence exponentielle (6.7), elles
sont compatibles avec les résultats obtenus de maniére exacte pour un modéle proche
exactement soluble (cf. chapitre suivant) et tendraient ainsi & montrer que la distribu-
tion P(z) de la taille de la population normalisée x = N/(IV)s serait exponentielle pour

V=,
N ?
Probgg (— = x) ~e " (6.8)
T WV )as

L’é¢tude générale de cette distribution semble cependant pour 'instant hors de portée
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FIG. 6.3: Variance normalisée (N?)4/(N)?Z en fonction de v, — v pour v < v, dans
le modéle discret mesurée par la méthode de la section 4.4.1. Les points
représentent les données numériques et la droite correspond a l'ajustement

(N?)s/(N)2, ~2—C/L ou C est une constante et L la longueur (3.24).

gs

des outils développés ici mais il serait intéressant d’avoir une preuve mathématique de
cette conjecture.

Comparaison avec la sélection a taille constante

Dans [BDMMOG6b|, Brunet et al. étudient le probléme d’une population qui diffuse
et se divise avec la méme loi que dans notre cas mais en présence de sélection interne,
c’est-a-dire qu’a chaque pas de temps, seuls les N meilleurs individus sont sélectionnés
(cf. chapitre 1). Dans ce cas, la population progresse vers les = positifs avec une vitesse
fluctuante qui dépend de la taille fize de la population N. Dans la limite de grande taille
N — oo et dans le régime stationnaire, la vitesse moyenne tend vers la méme vitesse
critique v, que dans notre modeéle. Néanmoins la convergence est lente et les effets de la
taille finie N sur la vitesse moyenne de progression sont donnés par [BDMMOG6b| :

20" ()2 3lnln N
WIn = Ve — — g v"(7e) 2%2W- (6.9)

Il est intéressant de remarquer que, dans la limite des grandes tailles, les expressions
(6.7,6.9) qui relient, d'une part, (N)q et v dans le régime quasi-stationnaire que nous
avons étudié et, d’autre part, N et (v)y dans ce modeéle sont identiques aux ordres
dominants ci-dessus. La raison de cette équivalence reste encore mystérieuse et il serait
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intéressant de poursuivre cette étude afin de déterminer la généralité de ces relations
entre taille et vitesse.

Les points communs dans la construction de ces deux modeles sont les suivants : les
taux de division et la diffusion sont les mémes et, dans les deux modéles, la taille est
maintenue finie et non nulle aux temps longs. Au cours de ’analyse, les deux problémes
se raménent a I’étude d’une équation de propagation de front, avec bruit dans le cas
de la sélection a taille constante et sans bruit mais avec condition auz bords nulle dans
le cas de la sélection avec mur. Dans les deux cas, c’est ce qui passe loin a 'avant du
front (dans la phase instable) qui controle les propriétés du systéme (vitesse, temps de
relaxation, etc.) mais, néanmoins, les similarités d’analyse sont difficiles & établir.

Brunet et al. ont développé dans [BDMMO6b, BDMMO07| une image phénoménologique
qui prédit (6.9) en analysant le role des fluctuations a ’avant du front. Il serait intéressant
d’essayer de voir ce qui peut étre adapté a l'analyse du régime quasi-stationnaire que
nous avons étudié. En particulier, les prédictions de [BDMMO06b, BDMMO07| concernent
aussi le coefficient de diffusion Dy de la position Yy(t) du front? lorsque la taille est
fixée a la valeur N et les moments d’ordre supérieur ((Yy(t) — Yy)?) de la diffusion du
front. Ces moments prennent, & 1’ordre dominant, les valeurs universelles suivantes :

/i 7T4
Dy =~ 20" (7)—— ...
N v (7, )31113 N
(Yn(t) — Yo)™) 5on o ToNIC(N)
; ~ " () Ty T

ol ¥. et v”(7.) sont obtenus & partir de la relation de dispersion (2.9) en minimisant
la vitesse par rapport a . D’autre part, dans le régime quasi-stationnaire de la marche
aléatoire avec branchements en présence d’'un mur absorbant, les résultats numériques
semblent étre universels pour les moments de la taille N de la population. Il serait
intéressant d’approfondir ’analogie entre les deux modéles pour déterminer, par exemple,
si la variance de la taille quasi-stationnaire est reliée au coefficient de diffusion ci-dessus.

6.1.3 Sélection adoucie

Dans les deux modes de sélection (mur ou taille constante), la sélection a lieu suffi-
samment loin a 'arriére de la population, ou la densité de particules est suffisamment
grande pour que l'on puisse espérer que les détails deviennent non pertinents. Un moyen
de tester cette hypothése, au moins numériquement, serait d’affaiblir le mode de sélection
de la maniére suivante :

— dans le cadre de la sélection interne, il serait possible de ne plus conserver exacte-
ment les N meilleurs mais d’utiliser, par exemple, une statistique de Fermi-Dirac a
température non nulle ; nous nous attendrions alors & ce que la vitesse moyenne ne
soit pas modifiée aux ordres dominants pour des températures suffisamment faibles.

— dans le cas du mur, on pourrait envisager de remplacer la condition abrupte d’éli-
mination d’un individu par un taux de mort spontanée [Gy(x — vt) tel que fFy(z) — 0

2Cette position peut étre définie comme la position du centre de masse de la population de N individus
ou la position médiane, ou encore la position du dernier individu : la différence entre ces quantités
aux temps longs est négligeable aux ordres considérés.
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lorsque z — +o00 et [y(z) — 400 pour z — —oo. Nous nous attendrions alors
a ce que, si fy(z) a une décroissance suffisamment abrupte autour de 0, la taille
quasi-stationnaire ne soit pas modifiée aux ordres dominants.
Cette question est encore ouverte pour nous et des simulations numériques sont envisa-
gées pour tester ces conjectures.

6.2 Résultats numériques au-dessus de la vitesse
critique pour un unique mur absorbant

Les résultats précédents ne sont valides que pour v < v.. Au-dela de la vitesse critique,
le régime conditionné est bien différent puisque les simulations numériques ne semblent
indiquer aucun régime quasi-stationnaire (cf. section 4.4.1).

La difficulté analytique pour étudier le secteur v > v, provient du fait que Q.(z,t) ne
tend pas vers Q%(x) = 1 avec un temps de relaxation bien déterminé mais plutot avec
un comportement de type front. Toute 'analyse du chapitre 4, qui consistait a écrire
quaux temps longs nous avions Q. = Q* + A (z)e™¥™ puis a étudier I'amplitude A,
n’est plus valable. En se fondant sur les méthodes que nous avons présentées ici, nous
pouvons songer a deux pistes principales pour aborder ce probléme :

1. la premiére consisterait a reprendre 1’ansatz de la section 3.5 ou le role de 'am-
plitude A serait alors joué par la position du front L; — (v — v.t), qui dépend elle
aussi des conditions initiales ;

2. la seconde consisterait & considérer le processus modifié, qui reste toujours valable,
puis a étudier la trajectoire de la particule A; entre [0, 7] (non stationnaire) pour
remonter ensuite au profil des particules Ay.

6.3 Exploration numérique en dimension d > 2

En dimension d > 2, le calcul numérique expliqué en section 4.4.1 permet d’explorer la
transition de phase vers I’état absorbant Q*(Z) = 0. La figure 6.4 montre la probabilité
de survie Q*(Z) dans un modéle discret a deux dimensions au voisinage du point critique.
Pour cela, nous avons considéré un modéle discret similaire & celui étudié en section 3.3 :
les individus évoluent sur un réseau carré bidimensionnel (N x N) limité au premier
quadrant (x > 0 et y > 0). A chaque pas de temps, chaque individu se divise en deux
individus puis, dans le méme pas de temps, chaque enfant saute du site (x,y) a I'un des
sites (x+1,y), (x+2,y), (r—1,9), (r —2,y) (mouvements horizontaux jusqu’au second
voisin), (z,y + 1) et (z,y — 1) (mouvements verticaux) avec des probabilités respectives
P1, P2, @1, @2, P}, 1 ou reste sur place avec une probabilité r.

Dés que 'une des coordonnées d'un individu devient négative ou nulle, I'individu
meurt instantanément (bords absorbants en z = 0 et y = 0). Lorsque les probabilités
de sauts varient, on observe également une transition de phase vers un état absorbant :
si la dérive vers les bords absorbants est trop grande, I'extinction de la population est
certaine. Nous nous sommes intéressés a 1’étude numérique de la forme de la probabilité
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de survie Q¥(z,y) d'un individu situé initialement en (x,y) ainsi qu’a la taille quasi-
stationnaire de la population .

Comme au chapitre 3, la forme de Q*(Z) met en évidence I'existence de deux régions : la
premiére (région I), proche de l'origine, correspond & une probabilité de survie Q* (%) < 1
et la seconde (région II) correspond a Q*(Z) ~ 1. Prés du point critique, la taille de la
premiére zone diverge. Néanmoins, 1’étude du raccordement de Q% (x,y) n’est pas aussi
simple qu’en dimension 1 puisque, par exemple, la courbe Q*(z) = 1/2 n’est plus réduite
4 un point mais est une ligne dans le plan (z,y), comme le montre la figure 6.4 : il ne
suffit plus de connaitre les deux coefficients A, et B, introduits en (2.11) pour traiter le
raccordement entre les deux régions.

En dimension 1, la taille quasi-stationnaire (6.7) diverge exponentiellement lorsque
I’on se rapproche de la vitesse critique. Cette divergence s’observe aussi en dimension 2
lorsque la dérive (—v,, —v,) s’approche de la courbe de dérive critique®. D’autre part, le
rapport (N?)qs/(N)Z, semble tendre vers 2 (non montré ici), comme dans le cas unidi-
mensionnel.

Bien que I’étude soit plus difficile qu’en dimension 1, on peut s’attendre a ce que
Qi (z,y) soit décrite par I'équation F-KPP linéarisée autour de 0 dans la région I preés
de lorigine : il faut alors s’attendre a ce que Q%(x) soit du type (3.23), a des coefficients
préts qui dépendent du raccordement a la partie non-linéaire. Bien que, pour d = 2, I'in-
tégration des densités (5.20, 5.22) des particules Ag et A; soit plus ardue, nous pouvons
néanmoins nous attendre au méme type de structure (6.4) en exponentielle-sinus dans
la région 1.

6.4 Régime quasi-stationnaire dans une boite de
taille constante a la vitesse critique

La situation présentée dans cette section est celle d’'une marche aléatoire avec bran-
chements qui évolue dans un domaine borné unidimensionnel de longueur [. La dérive
et les taux de branchements sont les mémes que précédemment.

Supposons que nous travaillions & dérive v et longueur [ fixée. Le point critique a été
étudié en section 3.7.2 du chapitre 3 et est caractérisé par (3.46). Dans cette section, nous
avons également vu que les temps de relaxation et les vecteurs propres étaient semblables
au-dessus et en-dessous du point critique. C’est pourquoi nous nous limiterons ici au cas
B < v*/4+ w2 /1% tel que nous soyons dans la phase inactive Q*(x) = 1. D’aprés (3.51,
5.20), la particule A; a pour densité (formule exacte) :

p1(z) = %Sin2 <7r_:c> : (6.10)

D’autre part, comme précédemment, le changement de variable po(x) = e~"*4)(z) donne

3(C’est-a-dire que, lorsque la vitesse tend vers la vitesse critique a direction fizée, nous obtenons a
nouveau In(N)qs o< (v, —v) 712,
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F1G. 6.4: Probabilité de survie dans un modéle discret a deux dimensions (cf. section
6.3). Les deux bords z = 0 et y = 0 sont absorbants et les valeurs des taux
de sauts (p; = 8,675.1073, p} = 12,15.1073, py = 27,82.1073, r = 55,6.1073,
¢ = q; = 0.226, ¢o = 0.444 sont choisies de maniére a se placer prés du
point critique et correspondent & une dérive (v,,v,) =~ (0.25,—0.41). A deux
dimensions, deux régions qui correspondent a Q*(Z) < 1 et Q*(Z¥) ~ 1 se
distinguent comme en dimension 1.

I’équation différentielle suivante sur v :

02— v+ B = — (1) 7 sin? (7T (6.11)
avec les conditions aux bords :
Po(0) = po(l) = ¥(0) = ¥(l) = 0. (6.12)

La solution générale pour (z) est donnée par :

w(x) :A+e(v/2)r+i7rz/L + A_e(v/Q)m—iwr/L
fé/ ( 1) evw—&-?iwa:/l evz—2i7ra:/l 2evE
20 |B—ar?ji + 2vin/l | B—an?ji —2vin)l |

+

On notera, dans cette expression, 'intervention de deux longueurs : la longueur [ du
domaine considéré et la longueur minimale L dont a besoin la marche aléatoire avec
branchements pour survivre (cf. définition (3.24) et équation (3.47)). Les conditions aux
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bords fixent les valeurs de A, et A_ :

_ C o2 —inl/L
A = D) (e —em™h),
_ c olj2 | inl/L
A = D) (=e e,
R AORE: 1 1
20 | B—4n?/1?+ 2in/l [ —4Ar? /1?2 — 2uin/l

La densité pg(x) s’écrit donc de maniére exacte :

i) = gy [ () et (242

fe//(l) e?z’mﬂ/l N €—2i7rr/l B 9
20 | —4An?/12 + 2uin/l [ —4n? )12 —2vin/l [

(6.13)
+

Prés du point critique, C' tend vers une valeur finie et le seul terme divergent dans
cette équation est le dénominateur sin(wl/L). A Uintérieur du domaine [0, 1], la densité
quasi-stationnaire de particules est alors dominée par :

(p(2))s = %[ew—%m (%)H—%zsm (@)] (6.14)

C T
—vz/2 L vl/2
W(L—l)e sm<L> e 1]. (6.15)

Z

12

I s’ensuit que la taille moyenne quasi-stationnaire est obtenue en intégrant (p(z))qs
sur [0, (] et se comporte comme :

_ 2Csinh(vl/2) 1

3 T (L—0)~" | (6.16)

{(N)as

La taille quasi-stationnaire diverge ainsi au point critique comme l'inverse de 1’écart
entre la longueur du domaine [ et la longueur L minimale de survie.

Contrairement a (6.7) pour la ligne semi-infinie, la formule précédente n’exhibe pas
de divergence exponentielle puisqu’ici le domaine ot les particules sont confinées est de
taille [ fixée. De plus la constante C' n’est pas de méme nature que la constante K de
I'équation (6.5) puisque cette derniére nécessite de connaitre un front critique sur la ligne
infinie alors que la constante C' n’est liée qu’aux propriétés de f. prés de 1 (linéarisation
de I’équation F-KPP).

Il serait intéressant d’étudier le cross-over entre la ligne semi-infinie et le segment de
taille finie fixée : pour cela, il faudrait considérer le cas d’un segment de taille finie [ et
faire varier [ en méme temps que v pour v proche de v.. En effet, on s’attend a ce que
la partie non-linéaire du front se manifeste lorsque [ > L o (v, — v)*/2 et qu'il ne soit
plus possible de linéariser I’équation F-KPP sur tout U'intervalle [0,[] comme cela a été
fait ici.
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Chapitre

Un cas particulier exactement soluble : le
modele exponentiel

Les chapitres précédents ont montré que certaines propriétés du ré-
gime quasi-stationnaire sont universelles autour de la vitesse critique
et des simulations numériques semblent prouver que cette universalité
est plus large. Nous nous proposons dans ce chapitre d’étudier un mo-
déle particulier, le modéle exponentiel, qui a ’avantage de pouvoir étre
résolu exactement et de partager un certain nombre de similarités avec
les modeles étudiés précédemment. Ce chapitre reprend les résultats
que nous avons développés dans la derniére section de [SDOS].

7.1 Deéfinition

7.1.1 Classe de modéles

Cette classe de modéle, introduite dans [BDMMO06a, BDMMO7|, peut, par ’aspect
non-local de la diffusion des individus et le grand nombre d’enfants potentiellement
généré par un individu, étre critiquée du point de vue de la modélisation biologique.
Néanmoins, elle est reliée a d’autres modeéles de physique statistique, comme les poly-
meéres dirigés [BDO04] et donne lieu & un modeéle exactement soluble.

Les individus sont a nouveau repérés par une unique coordonnée réelle x. Le temps est
discret si bien qu’un individu a la génération ¢ est remplacé par I’ensemble de ses enfants
a la génération t+1. Ici diffusion et division sont mélées puisque les enfants d’un individu
sont distribués selon un processus ponctuel de Poisson : pour tout intervalle [y, y + dy],
un parent situé a la position x a un enfant dans cet intervalle avec une probabilité
¥ (y — x)dy. Le nombre d’enfants d’un individu sur un intervalle donné I est ainsi une
variable aléatoire poissonienne de paramétre | ; ¥(y—x)dy. En particulier, la probabilité
que, sur un intervalle I = [a,b] donné, il y ait n enfants situés en y; < ... < y, est
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Q® :+1
Y1 Y2 Y3

Probabilité = ¥(y; + v — 2)(ya + v — )Y (y3 + v — x>e—f0°° Y(y+v—z)dy

F1G. 7.1: Reproduction en présence d’'un mur se déplacant a la vitesse v dans le modé¢le
exponentiel ¥(z) = e~* (les coordonnées des individus sont définies par rapport
au mur).

donnée par :

Pog(in < ... <ynlr) =9 —2).. . ¢(yp — x)e” Jd vly=a)dy. (7.1)

La sélection élimine les individus avec les positions x les plus faibles, ¢’est-a-dire ceux
qui ont une position inférieure a un seuil £ donné. Selon le type de sélection (interne ou
externe), ce seuil est la position de la N-iéme particule ou celle du mur et met une borne
inférieure aux positions possibles des enfants d’un individu. D’autre part, en sélection
interne, afin que la position de la N-iéme particule soit bien définie, il faut s’assurer
que la reproduction produise une population de taille supérieure & N. Pour cela nous
supposerons que 1 n’est pas intégrable au voisinage de —oo. Dans le cas d’une sélection
avec seuil, cette hypothése peut étre levée. De plus, afin que la taille ne diverge pas
d’une génération a la suivante, nous supposerons donc que la fonction 1 est intégrable
au voisinage de +oo.

Dans le cas d'un mur absorbant qui se déplace a la vitesse v vers les = positifs, cette
dynamique induit I’évolution suivante pour la probabilité d’extinction Q.(x,t) de la
lignée d’un individu initial situé a une distance x du mur :

+oo n
Qe(z,t+1) = Z/ dy, ... dy, H (Qe(ys, )0 (yi +v—x))e” Jo© elyro—z)dy
n=0 v 0<y1<...<yn i=1
+oo
= e |- [ ot o - 00 - Q] (7:2)

Cette équation joue le role de I’équation F-KPP pour la dynamique de la probabilité de
survie Q. (z,t).

7.1.2 Quelques propriétés remarquables du modeéle exponentiel

Le modéle exponentiel correspond & une distribution ¢ (z) = e™*, qui est intégrable
en +o0o et diverge en —oo. Son avantage majeur est la factorisation permise entre les
positions y; des enfants et la position x des parents. En particulier, I’évolution (7.2) de
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la probabilité de survie Q(x,t) se simplifie & ¢ > 1 pour ne dépendre que d’un unique
parametre c(t) :
Qe(z,t) = expl—c(t)e’] (7.3a)
t41) = e / V(1 — =) gy (7.3b)
0

Aux temps courts, nous avons ¢(0) = oo et ¢(1) = e~*. Cette propriété sera largement
utilisée par la suite pour étudier le régime quasi-stationnaire.

Une seconde propriété remarquable jouera un role dans la partie suivante : il s’agit
du découplage entre les générations. En effet, la probabilité de passer d’une population
0 < x < ...< 1z, aune population d’enfants 0 < y; < ... < y,, est donnée par la
somme suivante :

Prob(0<y1 <...<ym}0<a:1 <...<xn) =
> [T et —aow) [Te o vivmma®
p:{1,....m}—{1,...,n} =1 j=1

ot (i) est le numéro du parent de I'individu ¢ dans la génération précédente. La structure
du modéle exponentiel 1)(z) = e~* permet ainsi de I’écrire sous la forme suivante :

Prob (0 <y <...<ym|0 <z <...<,) = (H e_(yi_X)> e Jom ey (7 y)

=1

ou X est une position effective définie par :

eX = Zn:exi : (7.5)
i=1

La forme (7.4) montre que tirer m enfants en y,...,y,, de n parents a des positions
x1,...,T, est identique en probabilité a tirer m enfants pour un unique parent effectif
a la position X définie par (7.5). Ensuite, pour établir la parenté, il suffit pour chaque
enfant & ¢t 4+ 1 de choisir son parent i dans la génération ¢ avec un poids e/ 2?21 e,

7.2 Résultats en présence d’'un mur absorbant

7.2.1 Probabilité de survie

La dynamique (7.3) montre que la probabilité d’extinction tend, pour ¢ — +oo, vers

Qi) = e (7.6)

ou le coefficient ¢, est le point fixe de I'application h suivante :

h(c)=e™" /0 N e V(1 —e“dy =e" (1 — /0 N eyceydy) (7.7)
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L’étude de la fonction h montre que, pour toute vitesse v finie, il existe une unique
solution stable ¢, > 0. Par conséquent, le modéle exponentiel n’exhibe pas de transition
vers une phase absorbante & une vitesse finie. Néanmoins, pour v — oo, le point fixe ¢,
tend vers 0, de telle sorte que :

Qf(z) =221, (7.8)

Pour étre précis, h n’est pas dérivable en 0 et s’annule comme clnc; le développement
de h au voisinage de 0 aux ordres suivants

h(c) =e™" (—clnc + (1 —9yg)c+ % - %2 + O(c4)> (7.9)

montre que ¢, converge vers ) comme :

ce =~ eEexp(—e?), (7.10)

V——+400

ou g désigne la constante d’Euler!. D’autre part, la relaxation de c(t) vers c, est ca-
ractérisée par un temps de relaxation e='/™ = A = R'(c,). Dans la limite v — oo, A se
comporte comme :

A="h(c,)~=1—-e". (7.11)
La forme (7.6) de la probabilité d’extinction montre I'existence de deux régions (cf.

figure 7.2) comme dans le cas de la marche aléatoire avec branchements :

1. une région I de longueur L = —Ine¢, dans laquelle c.e” ~ 0 et Q*(z) ~ 1, qui
correspond & une région ot les individus s’éteignent avec une forte probabilité ;

2. une région II au-dela de L ou Q}(z) < 1 décroit comme une double exponentielle
et dans laquelle un individu a une forte probabilité de survie aux temps longs.

La longueur L de la région I diverge pour v — oo :

L=—-Inc, ~ e | (7.12)

V—0O0

I1 faut néanmoins noter que, dans la région I, nous avons Q*(z) ~ 1 —c.e” :iln’y a
pas de correction sinusoidale, contrairement a (3.23), et la probabilité d’extinction ne
vaut pas rigoureusement 1 en x = 0. Cela s’explique par le caractére non-local de la
reproduction (fonction ¢) : un individu loin devant le mur peut produire a la génération
suivante un grand nombre d’enfants & proximité du mur.

'Elle est définie par la limite suivante :

n
et (3

Eal e

—In n) ~ 0,577215665. ..
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0.4 F

0.2 F

F1G. 7.2: Allure de la probabilité d’extinction aux temps longs Q*(z) d'un individu ini-
tialement situé a une distance x du mur.

7.2.2 Régime quasi-stationnaire

La réduction & un parameétre (7.3) de la dynamique (7.2) rend I’étude du régime quasi-
stationnaire similaire a celle du processus de Galton-Watson faite au chapitre 4. En effet,
la, dynamique (7.3) implique pour ¢ — oo :

Qc(x,t) = exp[—€e” (co + A7'B(c(1) +...)]
= e " + A B(c(1)) (—e") + o(AY). (7.13)

Cette équation décrit également le comportement aux temps longs des fonctions gé-
nératrices G (z, g1;t) et Gao(z, g1, g2;t, ') définies par (4.2), puisque celles-ci suivent la
méme équation d’évolution que Q. (x,t) (cf. chapitre 4), aux conditions initiales prés. La
différence se situe ainsi dans 'amplitude B(c(1)) qui dépend & présent de la condition
initiale G (x, g1;0) via le coefficient ¢(1). Ce coefficient ¢(1) est obtenu en itérant une fois
la fonctionnelle (7.2) sur la condition initiale G4 (y, g1,0) = e™9®) et dépend de celle-ci
comme :

+oo
c(1)2C(e @) = ¢ / eV (1—e o)) dy. (7.14)
0

L’équation (7.13) est similaire & (4.8), a condition de définir la fonctionnelle A par

et le vecteur propre ¢;(z) par
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Toutes les propriétés du régime quasi-stationnaire sont ensuite données par 1’équation
(4.30). En particulier (cf. [SDO8| pour le détail des calculs), la densité de particules au
point x est donnée par :

x

() = S (= B(e))e e e | (7.15)

Ce profil quasi-stationnaire exhibe aussi deux régions I et II correspondant aux régions
ot Qi(z) ~ 1 et Q(r) < 1. Nous remarquons que, comme la marche aléatoire avec
branchements, les individus sont confinés dans la région I de taille L.

7.2.3 Au voisinage du point critique

Pour étudier le régime quasi-stationnaire pres du point critique, il reste a déterminer
les propriétés de la fonction B pour v — oo. Par définition, B(c) satisfait AB(c) = B(h(c))
(cf. section 4.2, équation (4.10)). En dérivant cette équation en ¢ = c,, nous obtenons
récursivement les dérivées de B en ¢, en fonction de celles de la fonction d’itération h.
Pour la dérivée seconde intervenant dans (7.15), nous obtenons asymptotiquement :

1
B'(c,) ~ ——. (7.16)
Cy
Au voisinage du point critique, la densité quasi-stationnaire est alors dominée par le
terme e~Ye <" /¢, et la taille moyenne quasi-stationnaire diverge comme :

—v 6L
Ngs ™~ ~ — | 1
< >q Cy L (7 7)

Cette équation contient le méme type de divergence exponentielle que la marche aléa-
toire avec branchements en présence d’un mur absorbant (cf. équations (6.4) et (6.7) du
chapitre précédent). Néanmoins la correction en 1/L3 est ici remplacée par une correction
en 1/L.

Dans ce modéle particulier, il est possible d’aller plus loin et d’obtenir toute la dis-
tribution de la taille quasi-stationnaire. La fonction génératrice de la taille s’obtient
directement en prenant g; = u dans (4.30) et devient ici (cf. [SDO08]) :

("M =e "B (e + (L —e ™)) (7.18)

avec Jyg = e " fooo e Y="dy ~ ¢7?. Dans la limite v — oo, il faut considérer x4 d’ordre
1/(N)s, i.e. d’ordre c¢,/e”". Ainsi, nous avons besoin de connaitre B dans une région de
taille ¢, autour du point fixe ¢,. Nous avons montré dans [SD0§|, a partir du dévelop-
pement de h (7.9), que B(c, + c.u) — In(1 + u) lorsque v — oo et u reste d’ordre 1. La
fonction génératrice (7.18) devient ainsi dans la limite v — v, :

e I

s —_— 1
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Cette fonction génératrice correspond a une distribution exponentielle de la taille
quasi-stationnaire de la population. En corollaire immédiat, nous déduisons les moments
suivants :

(Ve
> S
(N
<N>‘Z’ls ~ 0.

Ces valeurs sont comparables a celles que nous avons obtenues numériquement pour
une marche aléatoire avec branchements (cf. figure 4.1). Pour le processus de Galton-
Watson (sans structure spatiale), la distribution de la taille quasi-stationnaire normalisée
est universelle et est donnée au contraire par 4ze=2* (cf. (4.21)) : Pannulation de cette
distribution en x = 0 s’explique par le fait que le systéme ne doit pas approcher de
I’état absorbant, i.e. de x = 0, dans le régime quasi-stationnaire. Dans le cas spatial qui
nous occupe, au contraire, cette taille est plus libre de fluctuer autour des tailles petites,
pourvu que les quelques individus ne s’approchent pas du mur absorbant.

Le modéle exponentiel est exactement soluble car I’étude de la fonctionnelle A se
raméne a ’étude d’une fonction B pour laquelle les développements limités prés du
point critique sont bien controlés. Comme nous l'avons déja dit au chapitre 4, il serait
intéressant de controler proprement les développements de Taylor de la fonctionnelle A
dans une démarche similaire a celle que nous avons suivie pour la fonction B.

Nous reviendrons sur ce modeéle dans la partie suivante ot les généalogies seront trai-
tées en détail et montrent aussi des similarités avec d’autres modéles de sélection.
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Deuxieme partie

Temps de coalescence et généalogies
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Chapitre

Modeéles de coalescence en champ moyen

Ce chapitre est une introduction aux processus de coalescence, auxquels
nous allons nous intéresser dans toute la suite de cette partie. Aprés
une courte description de nos motivations, une section est consacrée a
la présentation de la théorie mathématique du A-coalescent, qui per-
met de décrire une large classe de modéles de coalescence en champ
moyen. Les deux derniéres sections décrivent deux cas particuliers de A-
coalescent, le coalescent de Kingman et celui de Bolthausen-Sznitman,
qui jouent un roéle particulier dans les chapitres ultérieurs. Bien qu’il
ne contienne pas de contribution originale, ce chapitre introduit les
notions et notations a la base de nos travaux présentés dans les trois
chapitres ultérieurs.

8.1 Introduction

Le point de vue des modéles de coalescence est complémentaire du point de vue des
marches aléatoires avec branchements étudiées dans la partie précédente. Ces derniéres
correspondent & un processus de croissance, de division et de mort d’individus. Cette
évolution introduit des relations de parenté entre les individus qui survivent : les modéles
de coalescence visent a étudier ces relations en se focalisant sur la structure généalogique.

Dans un processus de branchement tel que ceux décrits dans la partie précédente, cela
consiste a prendre des individus & un temps arbitraire ¢ et a regarder, dans leur passé, les
évolutions qu’ils ont suivies depuis qu’ils se sont séparés de leur ancétre commun le plus
récent. Pour tout groupe de n individus, une généalogie (cf. figure 8.1) est caractérisée
par :

1. Uarbre des parentés (topologie) construit de la maniére suivante : tout individu est
relié a son parent (lignée) jusqu’a atteindre un ancétre commun a tout le groupe.
Les noeuds de 'arbre correspondent ainsi aux moments ol des lignées se sont
séparées.

103
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2. les longueurs des branches, ou temps de coalescence, qui sont les intervalles de
temps entre deux séparations de lignées.

Le terme de coalescence provient du fait que nous ne regardons pas I’évolution future
des lignées d’individus qui se reproduisent mais que nous nous tournons vers le passé :
en remontant les parentés des individus, des lignées distinctes aboutissent généralement
a des ancétres communs et fusionnent en lignées communes a plusieurs individus. Le
terme de coalescence permet un contraste avec le processus de reproduction suivant la
direction temporelle dans laquelle nous regardons.

Nous appellerons T,, 'age de I’ancétre commun le plus récent (MRCA pour most recent
common ancestor dans la littérature anglophone) d’un groupe de n individus, c¢’est-a-
dire la durée entre 'instant présent (génération ou vivent les n individus considérés) et
la génération ou leurs lignées se sont séparées pour la premiére fois. Remonter les lignées
revient & remonter I'histoire des individus. Contrairement a la partie précédente, nous
ne nous intéressons plus a I’évolution globale de la population mais a ses conséquences
sur les lignées de petits groupes.

L’intérét d’étudier les temps 7;, est multiple. Considérons tout d’abord un exemple issu
de la génétique. Les individus sont caractérisés par des séquences ADN que des mutations
peuvent affecter. La diversité génétique dans une population est le fruit des mutations qui
ont affecté les lignées depuis I'ancétre commun le plus récent de la population. D’autre
part, I’age T" de I'ancétre commun le plus récent de toute la population correspond a
I’échelle de temps de décorrélation de la diversité génétique : en effet, la population au
temps t descend d’un unique individu de la population au temps ¢t — T est n’est donc pas
sensible & la diversité génétique antérieure a cette date-ci. Cet age T' est aussi révélateur
de la compétition entre individus et révéle certains aspects de la sélection. En effet, dans
le cas ol une mutation bénéfique affecte un individu, sa lignée se reproduit plus vite
que les autres et régénére dans un délai plus court la population ; ainsi I'individu muté
devient rapidement ’ancétre commun le plus récent de la population. La relation entre
sélection et généalogies est étudiée en section 8.4.

De maniére assez générale, si I’age de 'ancétre commun le plus récent d’une popu-
lation est petit, peu de mutations ont eu le temps de survenir dans les lignées et on
s’attend a observer une population relativement homogeéne : I'objectif du chapitre 11 est
d’explorer dans quelques exemples simples la corrélation a laquelle nous nous attendons
entre généalogie et diversité génétique. De plus, dans un cadre biologique, hormis 1’étude
des fossiles, il n’est pas possible d’accéder expérimentalement aux données généalogiques
directement et nous avons recours a des modéles probabilistes [Cha99, Kin82b, Ewe04] ;
néanmoins, il est facile de prendre des échantillons de la population & I'instant présent et
d’étudier leur diversité génétique (séquencage de génomes) : pour retracer les relations
de parenté, I’étude des corrélations entre temps de coalescences et diversité est néces-
saire [Wak07, TBGD97, GL05, FLI97|. De nombreuses études et de nombreux modéles
existent en absence de sélection [Don91, HSWO05| mais relativement peu en présence de
sélection [KDH88, BB03].

Au-dela de la biologie, un certain nombre de processus physiques peuvent étre reformu-
lés en termes de coalescences et de généalogies : c’est le cas, par exemple, des polyméres
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Processus de Wright-Fisher (N =10)

Arbre généalogique des siz individus
repérés ci-dessus

Ancétre commun le plus récent
A

A
Présent

F1G. 8.1: Arbre généalogique d'un groupe de six individus dans une population de dix
individus. En haut, processus de Wright-Fisher (cf. section 1.2.2) pour N = 10
individus : nous nous intéressons plus particuliérement a la généalogie des six
individus marqués par des cercles pleins dans la génération présente. En bas,
généalogie épurée de ces six individus. Une généalogie est caractérisée par la
forme topologique de 'arbre et par les longueurs des branches (temps de coa-
lescence). Ty désigne I’age de 'ancétre commun le plus récent des 6 individus,
tandis que T, désigne 'age de l'ancétre commun le plus récent des quatre
premiers individus seulement (7 = 5 et Ty = 3 dans l'exemple considéré).
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dirigés en physique statistique (cf. chapitre 9) ou des chocs dans I’équation de Burgers
[SAF92, Sin92, Gir01]. L’un des buts est alors de chercher des classes d'universalité dans
les généalogies qui apparaissent dans les différents modéles.

8.2 Le champ moyen : le A-coalescent

8.2.1 Définition

Nous allons tout d’abord nous intéresser a des modeéles de champ moyen, c¢’est-a-dire
a des modeéles sans structure spatiale dans lesquels tous les individus peuvent subir
une coalescence avec tous les autres. Considérons un groupe de b individus dans une
population de taille infinie & un instant . Nous supposerons que, lorsque nous remontons
d’un pas de temps dt dans le passé, chaque sous-groupe de k individus parmi les b a une
probabilité A\, ;dt de subir une coalescence qui le réduit a un unique individu. Nous
nous intéressons alors aux propriétés de l'arbre généalogique de ces b individus. Nous
supposerons ici qu’a chaque pas de temps dt, une seule coalescence a k individus peut
se produire et nous ne parlerons pas des généralisations ol des coalescences multiples
simultanées peuvent se produire [Moh06, Sch00].

Les coefficients A, ne peuvent pas étre pris de
maniére quelconque. En effet, tout groupe de b in-

dividus peut étre considéré comme faisant partie Tl

d’un groupe de taille b+ 1 en ajoutant un individu k{ :::::::::'
pris dans le reste de la population. Ainsi, du point b o ordl o,
de vue du groupe de taille b + 1, pour qu’un sous- y y
groupe donné de taille k£ pris parmi les b premiers : :

subisse une coalescence, il faut soit que ces mémes k
individus subissent une coalescence dans le groupe
élargi de taille b + 1, soit qu'ils subissent une coa- FIG. 8.2: Définition du taux de

lescence commune (& k + 1 individus donc) avec coalescence \j avec le-
le (b+ 1)-éme individu du groupe élargi. Les taux quel un sous-groupe de
My x doivent ainsi satisfaire ’équation de récurrence taille k& subit une coales-
suivante : cence.

Aok = Aps1k + Aot k1 (8.1)

Pitman et Sagitov ont montré [Pit99, Sag99| que cette récurrence implique I'existence
d’une mesure A sur [0, 1] telle que les taux Ay se mettent sous la forme :

Mok — /0 A1 — )P FA (@) | (8.2)

La mesure A(z) résume ainsi les degrés de liberté disponibles dans le choix des taux Ay .
Toutes les quantités pertinentes qui concernent les généalogies peuvent étre exprimées
en fonction de cette mesure. Par exemple, la probabilité ~,dt qu'une coalescence ait lieu
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dans un groupe de b individus pendant un intervalle de temps dt est donnée par :

T = chlf/\b,k = /0 ks [1-(1—2)"—bz(1—2)""] A(z)dx (8.3)

2

ott CF désigne le coefficient binomial b!/(k!(b — k)!).
Le temps moyen de coalescence Ty de deux individus est alors donné par :

(Ty) = é - (/01 A(x)dx)_l. (8.4)

Nous voyons ainsi que la normalisation fol A(z)dz donne 'échelle de temps des proces-
sus de coalescence. Le temps moyen de coalescence T3 de trois individus contient deux
contributions : soit les trois individus subissent une coalescence simultanée au méme pas
de temps avec une probabilité A3 3dt, soit deux d’entre eux seulement subissent d’abord
une coalescence (trois possibilités avec chacune une probabilité A;odt) puis I'individu
ainsi obtenu subit ensuite une coalescence avec le troisiéme. Ainsi, nous avons :

1+ 3A32(T5)

T,) = .
(T5) X33+ 33

(8.5)

Le rapport (73)/(T%), sur lequel nous reviendrons plus loin, est alors indépendant de
I’échelle de temps des processus de coalescence puisqu’il est donné par le rapport

(T3) _ Aap+3Xs0
(Tp)  A33+3A32

(8.6)

qui est indépendant de la normalisation de la mesure A. De la méme maniére, nous
pourrions calculer les moyennes de tous les temps de coalescence (T,).
La structure méme de ce processus a deux corollaires immeédiats :

1. les distributions des délais entre coalescences successives dans un méme groupe
sont exponentielles et ont pour valeurs moyennes les taux =, : ce modéle est donc
incapable de décrire les processus ot la distribution des événements de coalescence
n’est pas exponentielle comme nous en rencontrerons par la suite en section 9.2;

2. le processus ne présente qu’'une seule échelle de temps caractéristique contenue dans
la normalisation de la mesure A puisque les rapports (7,)/(7%) ont une valeur finie
indépendante de cette normalisation.

Le paragraphe suivant présente les temps de coalescence obtenus dans trois cas par-
ticuliers et nous verrons ensuite en section 8.2.3 une situation physique ou ils émergent
naturellement. Ils réapparaitront quand nous traiterons le cas de processus de coales-
cence avec sélection et structure spatiale au chapitre suivant.
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8.2.2 Temps de coalescence dans quelques cas particuliers

Nous nous concentrons ici sur les trois cas suivants :
— le coalescent de Kingman [Kin82a, Kin82b] :

— le Béta-coalescent [BBCT05] de paramétre 7 :

o711 — )t

Ay (x) = avec 1 <n <2 (8.8)
! L2 —=mnT(n)
ot I'(x) est la fonction I' d’Euler! ;
— le coalescent de Bolthausen-Sznitman [BS98] :

Le premier et le dernier sont des cas limites de Béta-coalescent pour les valeurs limites
= 2 et 7 = 1. Les calculs ci-dessous seront ainsi réalisés pour le Béta-coalescent avec
un 7 quelconque.

L’interprétation du coefficient n sera présentée dans la section suivante ol nous mon-
trerons comment il peut étre déduit d’un processus de branchement équivalent. Dans
toute la suite, nous nous concentrerons uniquement sur les rapports des temps de coa-
lescence (T,)/(T%) pour les premiéres valeurs de p.

Le calcul explicite des taux A, a partir des formules (8.2, 8.3) donne :

v _L—mIb—k+n) 1
"TT@2-n) T L)

puis un taux de coalescence 7, total :

(8.10)

I'b—1+mn)
T(p+ 0(b—1)

= (8.11)

A partir de ces valeurs et des expressions de type (8.6) pour les temps (7)), nous
pouvons obtenir des expressions simples pour les rapports (7,,) /(T%). Afin de les comparer
aux valeurs numériques que nous présenterons au chapitre suivant, nous présentons dans
le tableau 8.1 les valeurs remarquables des rapports (T3)/(Ts) et (Ty)/(T) pour les trois
cas particuliers précédents. La forme des arbres pour des groupes de trois et quatre
individus et leurs poids statistiques sont présentés dans le tableau 8.2.

8.2.3 Emergence des coalescents dans un modeéle de
branchement a taille constante

Les trois cas particuliers de A-coalescent précédents émergent naturellement dans un
modele de Wright-Fisher modifié [BBC105]. Dans le modeéle de Wright-Fisher originel, le

'Elle est définie par I'(x) = f0+oo t*~le~tdt et satisfait, entre autres, les propriétés I'(x + 1) = z['(2)
et I'(z) = (z — 1)! pour z € N*.
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Rapport | Kingman | Béta-coalescent | Bolthausen-Sznitman
(n—2) | (1<n<?2) (n—1)
(T3) 3 2+ 2n 4
(Ty) 3 5n* + 14n + 6 25
(Ty) 2 3(1+n)(2+n) 18

TAB. 8.1: Rapports des premiers temps de coalescence pour différentes cas particuliers
de A-coalescent (Kingman, Béta, Bolthausen-Sznitman).

Arbre | Kingman | B.-S.
2

3

Wl =

Arbre | Kingman | B.-S.

| =

1
3

1

AN
INE

W~ o

Nl

=== ==

TAB. 8.2: Poids des arbres dans les coalescents de Kingman et de Bolthausen-Sznitman
(B.-S.) pour des groupes de trois (gauche) et quatre individus (droite).
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parent d'un individu est choisi aléatoirement et uniformément parmi les individus de la
génération précédente. Si nous nous intéressons au processus direct dans le temps, cela
correspond (dans la limite de grande taille N de population) & procéder de la maniére
suivante :

— chaque individu ¢ a la génération G a n; enfants ou n; est distribué selon une loi p,,

conditionnée de sorte que n; +ngy+ ... +ny > N;
— parmi les N’ = n; +ny + ... + ny individus ainsi produits, nous n’en conservons
que N choisis aléatoirement a la génération G + 1.

Le modele de Wright-Fisher introduit au chapitre 1 est obtenu en prenant une dis-
tribution poissonnienne p,, du nombre d’enfants. De fait, pour N grand, on retrouve le
modeéle de Wright-Fisher dés lors que p, est de variance finie. La structure des arbres
généalogiques est alors donnée, a 1’échelle de temps pres, par le coalescent de Kingman
introduit ci-dessus.

Lorsque la distribution p,, a une moyenne finie mais une variance infinie, la structure
des arbres change (on passe du modéle du coalescent de Kingman au Béta-coalescent
puis au coalescent de Bolthausen-Sznitman), ainsi que I’échelle des temps de coalescence
a k individus. Une telle distribution p,, se caractérise par une décroissance lente lorsque
n est grand :

A

n1+77

Pn = (8.12)

avec un exposant 1 dans U'intervalle |1, 2].
Que la variance soit finie ou non, la fonction génératrice p(s) a le développement
suivant pour s proche de 0 :

p(s)=(e™*") =1—s(n) + Cs"+ o (s") (8.13)

ou la constante C est reliée a la constante A ou a la variance finie selon les cas. Lorsque
la variance est finie, 'exposant 1 vaut? exactement 2.

Si nous notons ¢ la probabilité que k individus aient le méme parent & la génération
précédente, nous allons voir, selon les cas, que tous les ¢; sont du méme ordre ou bien que
g2 seul domine. Pour qu’une coalescence a k individus se produise, les k individus doivent
faire partie du méme groupe de taille n; engendré par leur parent. La probabilité ¢ est
ainsi donnée par la probabilité que k individus appartiennent a la méme composante n; :

N =1 (= k1)
Qk_Z<N’(N’—1)...(N’—k:+1)> (8.14)

1=

ouN’:n1+...+nN.

Selon la décroissance de la distribution p,, la fréquence des groupes de grande taille
varie. Lorsque la variance est finie, les g, se comportent comme 1/N pour k = 2 et
comme au plus 1/N? pour k > 3 : chaque fraction n;/(n; + ...+ ny) est d’ordre 1/N.
Ainsi seules les coalescences binaires sont autorisées et, a chaque coalescence, la taille

2Plus généralement, si tous les moments de la distribution p,, sont finis, la fonction génératrice p(s)
se développe en série entiére. Si seuls les m premiers moments sont finis, alors p(s) n’admet un
développement de Taylor que jusqu’a l'ordre m.
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du groupe décroit d’'une unité : cette simplification permet d’aller plus loin dans 1’étude
du coalescent de Kingman, comme nous allons le voir dans la section 8.3. Lorsque la
variance est infinie, les groupes de grande taille sont plus fréquents (cf. expression ci-
dessous). Puisque seules les grandes tailles n; > 1 importent a 'ordre dominant, il est
possible de remplacer asymptotiquement ’expression précédente de ¢ par :

N k N oo
_ i _ k—1< k —s(n1+...+nN)>
= = S n;e ds
dk Z<(7’L1—|—7’L2—|—+7’LN) > ;/0 7

=1
= N [ ) s
0

Puisque k > 2, la quantité p*)(s) est dominée par une contribution du type s7~* lorsque
s est petit. Le changement de variable s = ¢/N donne ainsi asymptotiquement g o
1/N71, L’exposant est cette fois-ci indépendant de k et cela prouve que des coalescences
a k > 2 individus peuvent se produire.

Plus généralement, il est possible de calculer d'une maniére similaire les taux A,
définis dans la section 8.2. A l'ordre dominant pour une variance infinie, nous avons
ainsi :

k
Ao N”‘k+1< Tilta .- Mkl > 8.15
bk (n1+n2+...+nN)b ( )

ot le coefficient N*~*+! dénombre le choix des b — k + 1 parents dans la génération
précédente. Une démarche similaire a celle suivie pour ¢ conduit a :

)\b,k ~ kaJrl/ Sbil(—l)k]/?\(kws)(—1)b7k}/9\(1)(S)bikﬁ(s)Nfde (816)
0

Le changement de variable s = ¢/N oblige a utiliser les développements p{!)(s) ~ —(n)
et p*)(s) ~ (=1)*Cs"*T'(k — n)/T'(—n). Nous obtenons ainsi :
C 1
)\ng ~ . 3
(n)"C(=n) N7
qui est le résultat présenté dans [BBCT05] & une normalisation prés. On montre par la
méme méthode que m coalescences ont une probabilité négligeable 1/N™"~1 d’inter-
venir simultanément. Ces résultats montrent ainsi que, a une mise a 1’échelle du temps

preés, le processus de coalescence a k individus correspond au Béta-coalescent (8.8) ot le
coefficient 7 est donné par 'exposant de décroissance (8.12) de la distribution p,.

1 Tk —n)T(b—k+n) (8.17)

La conclusion a retenir de cet exemple est que les arbres généalogiques et 1'échelle
des temps de coalescence sont intimement liés aux fractions de la population générées
par les différents individus [BBCT05, BL0OO]. Le passage de la variance d’une valeur finie
a une valeur infinie provoque ’émergence de fractions macroscopiques qui facilitent les
coalescences entre individus de deux maniéres : d’abord en raccourcissant 1’échelle de
temps (passage de N a N1 avec n—1 < 1), puis en autorisant les coalescences multiples.
Dans tous les modéles avec sélection que nous étudierons par la suite, ¢’est ce méme effet
qui modifiera les généalogies. D’autre part, cette notion de fractions macroscopiques de
la population générées par quelques individus correspond & I'image phénoménologique
introduite dans [BDMMO06b, BDMMO07| dans I’étude de fronts bruités.
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8.3 Coalescent de Kingman et généalogies dans le
modéle de Wright-Fisher

8.3.1 Temps de coalescence dans la limite de grande taille

Nous revenons ici sur le modeéle de Wright-Fisher décrit au chapitre 1 et considérons
une population de taille N : a chaque nouvelle génération, la population est remplacée
par N nouveaux individus dont les parents sont tirés aléatoirement et uniformément
(nous travaillons sans sélection) dans la génération précédente. Deux individus donnés
ont donc le méme parent avec une probabilité 1/N. Plus généralement, p individus ont
le méme parent avec une probabilité 1/N? : ainsi, si nous ne nous intéressons qu’a un
groupe de taille finie n dans une population de taille N trés grande, les seules coalescences
pertinentes, i.e. les événements ol plusieurs individus du groupe ont le méme parent, sont
celles & deux individus. De plus, cela implique que les temps caractéristiques a considérer
sont de l'ordre de la taille N de la population. Aprés mise a 1’échelle, nous retrouvons
ainsi le coalescent de Kingman [Kin82a, Kin82b|. Nous allons & présent donner quelques
propriétés supplémentaires de ce coalescent.

Sinous considérons a un temps ¢ un groupe de n individus dans une population de taille
N grande, alors, a l'ordre dominant en 1/N, il existe une série de dates t; < ty < ... <
t,—1 < t, =t dans le passé telles que, a la génération t,, la taille du groupe des ancétres
décroit d’une unité car deux individus ont le méme parent dans la génération précédente.
Un arbre généalogique est alors entiérement spécifié par les dates des coalescences et les
individus qui participent a chacune de celles-ci.

Nous appellerons 7, = t, — t,_1 > 0 le délai entre deux coalescences successives. En
temps discret, la distribution des temps 7, peut étre obtenue en remarquant que, pendant
7, — 1 générations, les p individus doivent avoir des parents différents et, a la 7,-éme
génération, deux individus ont le méme parent :

P

NN ~
J[N-1IN-2 N-(p-1) ol
2y T ¥

1 T p_2 Tp p—l Tp—1
_ 2 _ _ N —
s (Y (s ()

ot le coefficient binomial Cg = p(p — 1)/2 compte le nombre de paires possibles qui
peuvent donner lieu & une coalescence. Cette expression montre que 7, varie comme
N lorsque N devient grand. Aprés changement d’échelle, nous avons la distribution
suivante :

Prob(r, =7) = C2 FN_l N_(p_z)]

o

Prob ( N

- T> N, C2eCir (8.18)

et nous retrouvons les distributions exponentielles attendues pour le coalescent de King-
man. Puisque seuls les coefficients binomiaux C’g interviendront par la suite, nous allé-
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gerons les notations en définissant, pour p > 2, les coefficients :

(p—1)

=2 =" > (8.19)

De plus, nous ne travaillerons désormais que dans la limite N — oo et tous les temps
considérés auront été mis a 'échelle t — ¢/N. Le temps de coalescence T,, de n individus
est la somme des temps 7, pour 2 < p < n et a donc pour fonction génératrice :

n

(e =T =2 | (8.20)

s+¢p

p=2

En particulier, la valeur moyenne de I’age de 'ancétre commun d’un groupe de n indi-
vidus est donnée, aprés normalisation par la taille de la population, par :

(T,) = 2 <1 _ 1> | (8.21)

n

Si nous nous intéressons a présent non plus & des sous-groupes de la population mais
a la population entiére, nous pouvons décomposer la dynamique de coalescence de la
population globable en deux phases :

1. une bréve phase de coalescences multiples ot la taille du groupe d’ancétres passe
de N, la taille de la population, & un nombre fini n d’individus; en effet, pour
N grand, en une unique génération, le nombre d’ancétres passe, en moyenne, de
N a Ne™! et décroit exponentiellement : au bout d’'un temps typique o In N, le
nombre d’ancétres est d’ordre 1

2. une phase longue ot les n ancétres laissés a la fin de la phase précédente subissent
des coalescences rares (temps d’ordre N) et qui est décrite par les propriétés de
coalescence, détaillées ci-dessus, d'un petit groupe d’individus dans une grande
population.

Ainsi, I'age de I'ancétre commun le plus récent de toute la population, noté désormais
T (sans indice) peut étre obtenu en considérant des sous-groupes de tailles de plus en
plus grandes et, aprés normalisation par la taille de la population, sa fonction génératrice
est donnée par le produit infini :

o

(e™T) = lim (™) = [[ —2— | (8.22)

n—00 S C
p=2 o

La distribution de probabilité p(T") correspondante est donnée par la série

p(T) = (=1)P(2p — Depe™ " (8.23)

p=2
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et nous avons les expressions suivantes des
deux premiers moments :

(T) = 2 (8.24)

(T?) —(T)* = 4—7; — 12 ~1.16 (8.25)

Il est intéressant de remarquer que ’age 1" de
I’ancétre commun le plus récent de la popula- o

tion n’est pas auto-moyennant dans la limite 0 1 2 3 T
N — oo : la largeur de sa distribution pro- F1G. 8.3: Distribution stationnaire
vient majoritairement du haut de l'arbre gé- p(T) de 'age T du MRCA.

néalogique ot le temps 75, qui est un temps de
coalescence a deux individus seulement, contri-
bue pour moitié a T

8.3.2 Quelques propriétés statistiques des arbres
Mesure sur les généalogies

Le modeéle de Wright-Fisher définit une mesure stationnaire sur les généalogies de
groupes d’'individus. Dans ce modéle, un arbre généalogique est représenté par les temps
7, entre deux coalescences successives et par la donnée, a chaque coalescence, de la paire
d’individus qui ont le méme parent?.

Dans le coalescent de Kingman, tous les individus jouent le méme role et toutes les
coalescences de paires ont le méme poids 1/¢, dans un groupe a n individus. Le nombre
total d’arbres 7 possibles est donc donné par :

- nl(n —1)!
p=2
Il est ainsi possible de définir une mesure p, sur les généalogies (7,7,...,7,) d'un

groupe de n individus dans le coalescent de Kingman. Celle-ci se factorise en une partie
temporelle et une partie topologique et, dans la limite des grandes populations, devient :

pn (T 72y Tn) = —— H (cpe_Cpr) : (8.27)

Nous verrons au chapitre 11 comment cette mesure est modifiée lorsque des infor-
mations supplémentaires sont connues a propos de la diversité génétique d'un groupe
d’individus.

3Une facon de décrire les arbres a n individus est de considérer les partitions croissantes d’un ensemble
a n éléments : une coalescence a k individus correspond & passer d’une partition & la suivante en
faisant 'union disjointe de k ensembles. Les n individus de la génération présente sont donc repérés
par la partition {{1},{2},...,{n}} alors que 'ancétre commun le plus récent de tout le groupe ’est
par 'ensemble {1,2,...,n}.
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Partition d'un groupe suivant sa lignée ancestrale

Etant donné que les coalescences sont binaires, tout groupe de n individus peut étre
divisé en deux sous-groupes (cf. figure 8.1) selon la lignée issue de l'ancétre commun
le plus récent du groupe a laquelle ils appartiennent : juste avant d’atteindre I’ancétre
commun le plus récent du groupe, il ne reste plus que deux ancétres dans une méme
génération et il est alors possible de classer les individus selon qu’ils descendent de 1'un
ou l'autre de ces deux ancétres.

Soit a, , la probabilité quun groupe de taille n soit divisé par cette méthode en deux
sous-groupes de tailles p et n — p. Cette propriété ne fait intervenir que la structure de
I’arbre et non les temps de coalescence. Cette probabilité est donnée par :

1S(p)S(n — _
(pp = QW .CP.CP). (8.28)
Dans cette formule, les facteurs S(n — p) et S(p) dénombrent les formes possibles des
arbres de chacune des deux lignées, le facteur 1/2 tient compte de la symétrie entre les
deux sous-groupes et le coefficient binomial C? compte le nombre de fagons de partition-
ner le groupe de taille n en deux sous-groupes de taille p et n — p. Le dernier coefficient
binomial dénombre les possibilités d’arrangement chronologique des coalescences dans
les deux lignées : la premiére contient p — 1 coalescences, la deuxiéme n —p — 1, et il
faut décider dans quel ordre elles s’intercalent.

L’équation précédente se simplifie pour donner :

1
Apn = m (829)
et la dépendance en p disparait. Ainsi, la taille des deux sous-groupes est uniformément
distribuée sur {1,...,n — 1}.

Dans la limite n — oo, la distribution de probabilité a(x) de la fraction z = p/n
devient uniforme sur [0, 1] et représente effectivement le partitionnement de la population
selon les deux lignées issues de 'ancétre commun le plus récent pour x et 1 — x d’ordre
1. En effet, dans la limite N — oo, il devient possible [Ser05] d’écrire une équation de
diffusion de Wright-Fisher pour la fraction x dont la solution stationnaire est bien la
solution uniforme :

a(x) = 1. (8.30)

Si 'on considére une population de taille finie NV, il existe des corrections de taille finie
pour z et 1 — x d’ordre 1/N mais elles ne seront pas pertinentes pour la suite.

8.3.3 Nombre d’ancétres a une hauteur donnée : fonctions z,,

Nous nous intéresserons enfin aux probabilités stationnaires z,,(7") d’observer un
nombre d’ancétres égal a m a une hauteur 7" dans l'arbre généalogique d’une popu-
lation, qui nous seront trés utiles dans la section 11.2. Elles ont été introduites dans
I'étude de modeéles d’évolution de populations sans sélection dans [DBS8S]. I est possible
de les calculer par récurrence a partir des coefficients binomiaux ¢, = C’g =p(p—1)/2:
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pour avoir m ancétres au temps t — T, il faut*, ou bien qu’il y ait m ancétres au temps
t — T + dt et aucune coalescence dans l'intervalle dt, ou bien qu’il y ait m + 1 ancétres
au temps t — T + dt et une coalescence dans l'intervalle dt. Ainsi, les fonctions z,,(7T)
satisfont pour m > 1 :

dzm

d_T(T) = Cnt12mi1(T) — emzm(T). (831)

D’autre part, si %zl(T) est la probabilité que le nombre d’ancétres de la population
passe de 2 & 1 au temps 7', alors, par définition, elle est égale a la distribution p(7T") de
I’age de 'ancétre commun le plus récent de la population, que nous avons obtenue en
(8.23). De plus, nous avons z;(0) = 0 puisque la taille de la population est plus grande
que 1 et que 7" varie comme la taille de la population. Nous obtenons (cf. [DB8§|) ainsi
I'expression de z;(7) puis celles de toutes les fonctions z,,(T") & partir de (8.31) :

o0

() = 31— ) LRI (332

Il est possible de vérifier sur cette expression la normalisation > -, 2, (T) = 1 en
utilisant I'identité hypergéométrique® :

zp:(—l)m—l (m+p-2)!  [1 sip=1,
— m!(m — 1)l(p —m)! 0 sip>2.

8.4 Coalescent de Bolthausen-Sznitman et
généalogies dans les marches aléatoires avec
branchements avec sélection

8.4.1 Généralités

Le coalescent de Bolthausen-Sznitman, introduit en (8.9), est défini par Agg(x) =1
et les taux de coalescence Ay, correspondants sont donnés par :
Fb—k+1)Ck—-1) (b—k)l(k—2)!

Aok = ) = - (8.33)

4Nous travaillons directement dans 1’échelle de temps normalisée ¢’ = t/N et la limite N — oo.
®Nous avons en effet [GR94] :

z:: (_1)m—1zmml(g+ll)’!(_pm!m)! o STV (1 - 22)

m=1

ol ngl_’fl)

() est un polyndome de Jacobi défini par
(_1)l71 14z dlfl

(1,-1) —
JiZy () = 211 =)' — o dat !

((1 -1+ J:)li2)
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Le temps d’attente de la premiére coalescence dans un groupe de b individus est
donc distribué exponentiellement avec une moyenne donnée par 1/, avec 7, = b — 1.
Deux différences majeures avec le coalescent Kingman font qu'un certain nombre de
résultats de la section 8.3 ne se généralisent pas aisément au coalescent de Bolthausen-
Sznitman : la premiére est apparition de coalescences multiples (cf. tableau 8.2) qui
font que les événements de coalescence ne peuvent plus étre repérés seulement par le
nombre d’individus présents au moment de la coalescence (les temps 7, ne sont plus tous
présents) ; la seconde est la divergence de >, 1/, qui implique® la divergence du temps
moyen (7},) de coalescence d'un groupe de taille p (divergence du type (7,)  (T3)Inlnp
observée dans [FM07, BDMMO7|) : dans la limite de grande taille de population, 1’age
de 'ancétre commun le plus récent de la population compléte n’est pas du méme ordre
de grandeur que le temps de coalescence a 2 individus. Les fonctions z,,(t) introduites
en (8.32) pour m fini ne se généralisent pas directement dans le cas du coalescent de
Bolthausen-Sznitman [FMO7] et seuls des résultats partiels [BBLO7, FMO7| sont pour
I'instant disponibles.

Le coalescent de Bolthausen-Sznitman a été introduit pour la premiére fois dans 1’étude
des verres de spin en champ moyen [BS98| : le calcul de I'énergie libre par la méthode
des répliques fait apparaitre des arbres aléatoires dont les statistiques découlent des
taux (8.2) du coalescent de Bolthausen-Sznitman. Nous allons voir dans les sections qui
suivent comment ce coalescent apparait également dans des problémes de sélection.

8.4.2 Résultats numériques pour des marches aléatoires avec
branchements

Nous avons vu au chapitre 1 comment il est possible de décrire des populations en
présence de compétition interne et de mutations par des marches aléatoires avec bran-
chements. Chaque individu est représenté par une marche aléatoire sur ’axe du fitness
(la diffusion joue le role des mutations au cours du temps) et la reproduction est modé-
lisée par un branchement d’'une marche aléatoire avec une probabilité (3, en k nouvelles
marches aléatoires. La sélection est imposée en gardant constant le nombre de marches :
dés que la reproduction fait passer de N marches a N + k — 1 marches, les £ — 1 marches
les plus & gauche sur 'axe des fitnesses sont immédiatement supprimées.

A un temps ¢, si nous considérons p marches parmi les N, il est possible de retracer
leurs généalogies et de mesurer, au moins numériquement, les distributions des temps de
coalescence T),. Cette approche numérique a été réalisée dans [BDMMO06a| et a conduit
a des valeurs des rapports (7,,)/(15) analogues a celles du coalescent de Bolthausen-
Sznitman pour p = 3 et p = 4 lorsque la taille N de la population est grande (cf. figure
8.4).

Les échelles de temps observées pour les modéles de la figure 8.4 dépendent des détails
du modele, bien qu’elles soient toutes de la forme (log N)* lorsque la taille N de la
population est grande. L’exposant a mesuré numériquement par les auteurs pour le
modeéle qui est comparable au notre que nous avons décrit en section 3.3 n’est pas

6A cause des coalescences multiples, tous les termes 1/, ne sont pas présents mais la somme des
temps de coalescence reste divergente.
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F1G. 8.4: Rapports des temps de coalescence (T},)/(1%) pour p = 3 et p = 4 en fonction
de la taille N dans différents modéles de marches aléatoires avec branche-
ments maintenues a une taille constante N par la sélection (figure extraite de
[BDMMO6al). Les pointillés correspondent aux valeurs théoriques des coales-
cents de Kingman (neutral) et de Bolthausen (exponential). Les carrés corres-
pondent aux valeurs numériques mesurées pour le modéle exponentiel, les croix
(x) et les astérisques correspondent au mode de reproduction du chapitre 7
pour ¥(z) = 0(—x) et Y¥(z) = (—x)30(—x). Les signes + correspondent au
modéle numérique que nous avons utilisé et qui est défini en section 3.3.

incompatible avec la valeur agneo = 3 qui est prédite dans [BDMMO7]|. Cette derniére
valeur est d’ailleurs comparable a 1’échelle de temps (3.31) qui apparait dans le processus
quasi-stationnaire des chapitres 5 et 6. De la méme maniére, la valeur numérique de «
pour le modéle exponentiel dans [BDMMO6a| est compatible avec la valeur théorique
Qexpo = L.

L’origine de ces temps de coalescence n’a pour 'instant qu'une explication phénomé-
nologique [BDMMO7]. Celle-ci est essentiellement basée sur I’étude de la fraction de la
population générée par les individus dont le fitness devient supérieur aux autres indivi-
dus de la population. Néanmoins, le modéle exponentiel du chapitre 7 permet des calculs
analytiques complets qui aboutissent au coalescent de Bolthausen-Sznitman.

8.4.3 Géneéalogies dans le modéle exponentiel : un cas
exactement soluble
Le modele exponentiel a taille constante N est construit en prenant a = yy et b = 400

dans I’équation (7.1) afin que seuls les NV meilleurs individus puissent subsister. Pour des
parents aux positions xy,..., zy, la distribution de probabilité des positions (classées
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par ordre croissant) des NV enfants est donnée par :

Prob(yy < ... <y <wyilzy <...<x1) = e~ WN=X)p=(n-1=X) | p=(n—X) gmem N7
(8.34)
et ne dépend que de la variable réduite X définie par :

eX =% £ e 4t

Une maniére alternative de tirer les positions gy, des individus est la suivante : on tire
tout d’abord la position yy11 = X + zy41 du (IV + 1)-éme individu (qui ne survit pas)
selon la loi exp(—(N + 1)zy41 — e *¥+1)/N!; puis, une fois dans le référentiel de cet
(N + 1)-éme individu, on tire N variables z; > 0 avec une loi exponentielle e™* pour
former ensuite les positions yx = yn11+ 2x des N individus, qu’il ne reste plus qu’a trier
par ordre croissant de fitness. L’avantage de cette méthode est de fournir un référentiel
naturel ou tous les y; (non classés) ont la méme loi et sont décorrélés (cf. ci-dessous).

D’autre part, le parent de 'individu j (de position ;) est choisi aléatoirement dans
la génération précédente avec la probabilité :

€T,

Prob (j 2% i) = ————— (8.35)

et le choix du parent pour chaque individu est indépendant du choix des parents des
autres individus. Cette propriété, qui n’est vraie que pour le modeéle exponentiel, a
l'avantage de le rendre exactement soluble. On remarquera que la probabilité (8.35)
est invariante par translation de tous les individus et ne dépend que de leurs positions
relatives.

D’aprés la propriété (8.34), nous voyons que dans le référentiel on X = 0 les y; sont
distribués comme les N individus les plus a droite d'un processus ponctuel de Poisson
de densité exponentielle e Ydy. Cela permet ainsi de calculer, de maniére similaire a la
section 8.2.3, la probabilité A\, d’observer une coalescence a k individus parmi b :

ekTii iz | eTib—kt1
Mo = 3 { ) (8.36)

(emr 4 ... exn)b

11,i2,ip— k41 différents

Le moyen le plus simple [BDMMO07| d’évaluer cette expression pour N grand consiste
a se placer dans le référentiel du (N + 1)-éme individu (fictif) de telle sorte que les
positions des N individus soient indépendantes et distribuées exponentiellement. Nous
obtenons ainsi dans la limite de grande taille NV :

0

_ _ _ T x

>\b,k: — Nb k+1/ Sb 1<ek:clea:2 L eT—ktip s(e*1+...+e N)>d8
0

— Nb7k+1 / (—1)b8bilﬂ(k)(S)ul(s)bikﬂ(S)Nide
0

ou la fonction génératrice p(s) est donnée par :

p(s) =(e=¢) = / e e dr = / e " —du.
0 u=et J1
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Nous nous retrouvons ainsi dans une situation tout a fait similaire a (8.16) a ceci prés que
le role de p(s) est joué ici par u(s). Le nombre d’enfants de la section 8.2.3 est alors joué
par u = e et I'expression ci-dessus montre que u est distribué selon une loi de puissance
d’exposant n = 1. Mutatis mutandis, la fin des calculs dans le modéle exponentiel est
semblable & celui de la section 8.2.3 avec un exposant n — 1 : nous obtenons alors une
échelle des temps de coalescence en

T, x log N (8.37)
et les taux A, du coalescent de Bolthausen-Sznitman.

Le modéle exponentiel ressemble beaucoup au cas sans fitness de la section 8.2.3 car,
mise & part la progression de la coordonnée réduite eX le long de I'axe de fitness, &
chaque pas de temps les N fitnesses sont distribués indépendamment les uns des autres
et sont directement reliés a la distribution du nombre d’enfants par individu (qui a une
décroissance lente). Dans le cas des marches aléatoires avec branchements présentées en
section 8.4.2 néanmoins, ce découplage ne se produit pas a chaque pas de temps. Nous
avons vu aux chapitres 3 et 6 qu’il existe deux échelles de temps caractéristiques 7 o
(ve—v)73/% o< log® N et 75 o (v.—v)~! oc In? N et la hauteur des arbres généalogiques est
d’ordre 7 o< log® N : il n’est donc pas impossible qu’a une échelle de temps plus grande
que 7o et de 'ordre de 7, un découplage effectif semblable & celui qui se produit dans
le modéle exponentiel se produise ici aussi et donne alors le coalescent de Bolthausen-
Sznitman observé numériquement. Néanmoins, il n’a pas été encore possible de le montrer
analytiquement, par exemple en renormalisant 1’échelle de temps.



Chapitre

Influence de la structure spatiale sur les
oénéalogies

Ce chapitre est consacré a I’étude de modeéles de coalescence avec struc-
ture spatiale : les individus sont caractérisés a la fois par leur fitness
et par leur position. Ce chapitre se divise en deux sous-parties, I'une
consacrée aux modeéles sans sélection, ’autre aux modéles en présence
de sélection. En absence de sélection, nous rappelons les résultats exis-
tants au-dela de la dimension critique supérieure et dérivons la distri-
bution des temps 7, en d = 1. En présence de sélection, nous mettons
en évidence (cf. [BDS08|) le lien entre modéles d’évolution et modéles
de polymeéres dirigés; en particulier, nous présentons les résultats nu-
mériques obtenus pour les temps de coalescence & 2, 3 et 4 individus.

Le modéle du A-coalescent est un modéle dit de champ moyen puisqu’il suppose que
tout individu peut subir une coalescence avec tout autre & tout moment. De méme, dans
les modéles précédents en présence de sélection interne, la compétition est présente entre
tous les individus. En effet, lorsqu’un individu de haut fitness se divise, 'individu de
plus bas fitness est éliminé instantanément, sans autre considération de distance entre
ces deux individus.

Dans un certain nombre de situations cependant, la compétition n’est pas globale mais
seulement locale. En particulier, si nous supposons que les individus sont distribués dans
I’espace, alors la sélection n’agit que pour conserver localement les meilleurs. C’est alors
la seule diffusion qui permet ensuite de faire interagir a grande échelle tous les individus.
Il suffit de considérer les probabilités d’intersection de marches aléatoires en différentes
dimensions (transience et récurrence) pour se rendre compte que la structure spatiale
peut n’étre pas négligeable.

Dans ce chapitre, nous présentons comment il est possible d’introduire une structure
spatiale supplémentaire dans les modéles de reproduction avec ou sans sélection. La
section 9.1 présente une version spatiale du modéle de Wright-Fisher et étudie la conver-
gence des généalogies vers le coalescent de Kingman. La section 9.2 montre comment

121
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il est possible de formuler une version spatiale des modeéles de sélection de la premiére
partie : le fitness est alors un nombre qui est porté par les individus qui diffusent sur
un réseau et qui gouvernent leur compétition locale, telle I’énergie dans les polymeéres
dirigés.

9.1 Marches aléatoires avec coalescence et
généalogies sans sélection

9.1.1 Définition du modéle

Examinons le modéle de branchement suivant qui est localement un modéle de Wright-
Fisher (cf. figure 9.1) :

— un individu est placé sur chaque site d’un réseau cubique de dimension d et de taille

L avec conditions aux bords périodiques (tore de dimension d);
— d’une génération a la suivante, les individus sont placés sur les centres! des cubes
du réseau de la génération précédente (cf. figure 9.1);
— & chaque génération, chaque nouvel individu choisit pour parent 'un des 2¢ voisins
du réseau précédent (sommets du cube).
La différence avec le modele de Wright-Fisher est la restriction du choix du parent parmi
les plus proches voisins.

Si nous remontons le temps, les lignées des individus effectuent des marches aléatoires
en dimension d qui s’annihilent instantanément selon A4+ A — A dés qu’elles sont sur le
méme site (voir figure 9.2 en dimension d = 1). Dans ce langage, le modéle de Wright-
Fisher en champ moyen, correspond a des marches aléatoires des lignées sur un graphe
a N sommets totalement connecté (dimension « infinie »).

I est a nouveau possible de définir les temps 7}, comme les ages des ancétres communs
les plus récents de p individus. Ces ages correspondent aux durées au bout desquelles il
ne reste plus qu’'une seule marche aléatoire sachant qu’on a commencé avec p marches. A
priori, ces temps dépendent des positions initiales respectives des différentes marches :
si les positions initiales ne sont pas précisées, T}, désignera le temps de coalescence de p
marches moyenné sur les (L%)P positions initiales possibles des marches.

9.1.2 Généalogies en dimension d > 2

Les modéles de marches aléatoires avec coalescence ont été étudiés par les mathéma-
ticiens [Cox89, LS06| et peuvent étre reformulés en termes de modéles de votants & d
dimensions ol chaque individu a tendance a aligner son opinion sur celle de ses voisins :
les marches aléatoires avec coalescence sont les duaux de ces modéles et exhibent les
mémes propriétés. En particulier, le temps 7" au bout duquel il ne reste plus qu'une
marche est ’analogue du temps de consensus au bout duquel tous les votants d'une
population ont la méme opinion.

Le nouveau réseau est lui aussi cubique et est déplacé de (€] + ...+ €4)/2 par rapport au précédent,
ot les vecteurs €; sont les vecteurs de la base canonique de Z?.
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F1G. 9.1: Généralisation du modeéle de Wright-Fisher avec une structure spatiale (ici
d = 2) : les petits cercles désignent les individus de la génération ¢, les grands
cercles ceux de la génération t + 1 et les fleches montrent 'attribution des
parents : au lieu de choisir le parent parmi les N individus de la génération
précédente, le choix se fait parmi les 27 plus proches voisins.

F1G. 9.2: Marches aléatoires avec coalescence sur réseau. Nous supposerons ici des condi-
tions aux limites périodiques : chaque marche saute sur I'un des deux sites
voisins avec probabilité 1/2 & chaque pas de temps. Deux marches sur le méme
site subissent une coalescence instantanée. Le point épais représente le moment
ou les cinq marches initiales n’en forment plus qu’une : c’est I’équivalent de
I’ancétre commun le plus récent dans les modeéles de population.
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Selon la dimension, les temps de coalescence T, moyennés sur les positions initiales
des marches aléatoires divergent comme :

L? pour d = 1,
T, x < L?InL pour d = 2, (9.1)
L pour d > 2.

Parmi les résultats remarquables [Cox89, LS06], nous pouvons citer le fait qu’en dimen-

sion plus grande que deux, les temps de coalescence 7, moyennés sur les positions initiales

des marches sont distribués, dans la limite L — oo et aprés changement d’échelle, comme

dans le coalescent de Kingman (cf. section 8.3). Nous notons en particulier que les valeurs

suivantes des rapports des temps de coalescence sont universelles dés que d > 2 :
(T3) 1—0o 4 (Ty) Lo 3

oy S (9.2)

et ne dépendent pas du détail du réseau.

Ces propriétés de champ moyen au-dela de la dimension critique d. = 2 sont & mettre
en relation avec les propriétés de transience des marches aléatoires pour d > 2. En effet,
I’écart entre deux marches aléatoires est encore une marche aléatoire et la coalescence
des deux marches se produit lorsque I'écart entre elles passe par l'originie (0, ...,0).
Lorsque L devient grand et que d > 2, le temps de passage a l'origine diverge comme
L% et est distribué exponentiellement. Pour p > 2 marches aléatoires, les coalescences
multiples deviennent négligeables : si deux d’entre elles subissent une coalescence, les
coalescences avec les autres prennent un temps du méme ordre de grandeur méme si
ces autres ne sont pas éloignées du lieu de coalescence des deux premiéres. Ainsi, aprés
changement d’échelle, la dimension spatiale n’est plus pertinente dés que d > 2.

Nous nous contenterons ici de montrer comment, en toute dimension, la distribution du
temps 75 est reliée a la probabilité de premier passage par I'origine d’une marche aléatoire
et nous montrerons que, pour d > 2, la distribution du temps 75 de coalescence de deux
marches de positions initiales aléatoires est exponentielle, comme cela est attendu d’aprés
[Cox89, L.S06|. En dimension 1, ot les généalogies ne sont plus données par le coalescent
de Kingman mais ot les calculs sont plus simples, nous déterminons la distribution de
tous les temps de coalescence T}, de p marches aléatoires de positions initiales aléatoires
et uniformément distribuées.

9.1.3 Distribution du temps 7, en toute dimension

Nous nous intéressons dans cette section au temps de coalescence de deux marches
aléatoires sur un réseau de taille L en dimension d. Leur temps de coalescence ne dépend
que de la distance relative initiale des deux marches. Soit go(cv, ) = (e7*72); la fonction
génératrice du temps de coalescence de deux marches séparées initialement d’un écart
7. Si les deux marches aléatoires sont au méme point (z; = 0 ou L pour tout ), alors
nous avons coalescence instantanée et T, = 0, de telle sorte que :

—,

g2(a,0) = 1. (9.3)
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Une formulation équivalente consiste a dire que 75 est le temps de premier passage par
l'origine (modulo L dans chaque direction) de l'écart entre les deux marches aléatoires.
Dans le réseau en diamants précédent (cf. figure 9.2), chaque marche aléatoire se déplace

d’un vecteur (01/2,...,04/2) avec 0; = +1. L’écart entre les deux marches effectue donc
une marche aléatoire sur Z¢ (modulo L dans chaque direction) et se déplace a chaque
pas de temps d’un vecteur € = (€1, ..., €,) avec les ¢; qui valent chacun —1, 0 ou 1 avec

des probabilités p(€) égales a 1/4, 1/2 et 1/4.
Pour cette marche sur Z%, la probabilité P(0,t|Z,0) d’étre en 0 & ¢ en partant de ¥
satisfait pour ¢t > 1 :

P(0,t|Z,0) ZP — 710, 0) Poremier (0, 7|, 0) (9.4)

ol Ppremier(ﬁ, 7|Z,0) est la probabilité d’étre pour la premiére fois en 0 a ¢ en partant de
Z. Cette derniére probabilité est, par définition, la distribution de T5. La transformée de
Laplace de I’équation précédente donne pour & # 0 :

92(0471_:) = ( 70'/)’

(0,a)

el
81

goh
j=J}

e~ P(0,¢|7,0).

Ez
“&
2

I
[M]#

t

Il
o

D’autre part, P(0,t|Z,0) satisfait I'équation de diffusion suivante :
P(0,t+1|%,0) = > _p(&)P(0,|ZF+ ¢€,0) (9.5)

ou € relie & & tous les voisins ou la marche peut sauter avec une probabilité p(€). On

obtient ainsi :
2imm-Z/L

~ 1 e

P(Z,a) = — —— . (9.6)
ml,...,m;],...,L—l Ld et = ng(éjeQﬂzm.E/L

D’autre part, la distribution du temps de coalescence moyenné sur les positions initiales

est obtenue en intégrant sur 7 :

_ 1 . 1 1 ~
B)=1; Y wled)===—7 > PEa. (97
Le . P(0,a) L g
#€{0,...,.L—1} 7e{0,...,L—1}
En utilisant (9.6), nous obtenons la couple d’équations :
1 ~ 1 1
74d Z P(,a) = Tdea — 1’ (9.8)
7e{0,...,L—1}4
P0,0) = > L N (9.9)
’ Ld e — ng(é')e2ﬂzm~e/L

mi,...,mq=0,...,L—1



126 Chapitre 9. Influence de la structure spatiale sur les généalogies

Tant que « est strictement positif, 'expression précédente est bien définie. Lorsque «
tend vers 0, le terme m = 0 fait diverger la fonction P(0,«). Lorsque L est grand et

o = 0(1/L?), la somme sur 17 # 0 dans (9.9) se comporte de la maniére suivante lorsque
d>2:

1 Le
——— ~ aqL* 9.10
) e — S _p(e)ezmime/L ) S p@E-mez - (9.10)

me{0,...,LYd m=£0 m

ol a4 est une constante qui dépend de la dimension, du réseau et des taux de sauts p(€).

Ainsi, en prenant a = o'/(ayL?) pour d > 2 dans les équations (9.7, 9.8, 9.9), nous
obtenons gy(a) — 1/(1 + ') dans la limite L — oo puis la distribution limite suivante
pour l'age T5 :

T
Prob (adzd = 72) 22, e (9.11)

et nous retrouvons ’échelle (9.1). Pour d = 2, une étude asymptotique plus précise
montre qu’il faut substituer un coefficient as log L au coefficient a4 ci-dessus. En prenant
a=a'/(agl?In L), la formule (9.11) reste valable. La distribution de Ty pour d > 2 est
donc exponentielle, comme dans un modéle de A-coalescent en champ moyen.

En dimension 1, en revanche, la seconde somme sur m # 0 dans (9.10) reste conver-
gente lorsque L — oo et «a varie comme o’ /L? et sa limite dépend de . La somme (9.10)
se comporte alors comme L? Y, 1/(a/+m?) et la dépendance en o de la somme (9.10)
ne disparait plus. Ainsi, en dimension 1, le temps T de coalescence de deux marches
aléatoires de positions initiales aléatoires est distribué selon la loi :

T _
Prob <—2 — 7-2> k1_> Z e_(m+1/2)27{'27’2 (912)

meEZ

oll a; est une constante qui dépend du réseau et des taux de sauts?. Une telle distribution
correspond & la fonction génératrice du temps 7, normalisé suivante :

/ 2 tanh(va') 1
—a/ (T2 /a1 L?) _ E 1
te ) Va! =o'+ (m +1/2)%7n? (9.13)

que nous allons retrouver ci-dessous par une démarche légérement différente. Les résultats
ci-dessus sont compatibles avec les résultats de [LS06] qui démontrent que le coalescent
de Kingman est valable dés la dimension 2 dans la limite L. — oo, quitte & redéfinir
I’échelle de temps pour tenir compte de la diffusion des marches aléatoires.

2Avec ces conventions, nous obtenons (T3)/(a;L?*) — 3 # 1. Pour se ramener 4 une moyenne égale
a 1, il suffit de changer I'expression de a; d’un facteur 3 mais nous conserverons la normalisation
présente afin de simplifier les calculs.
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9.1.4 Distribution des temps de coalescence 7}, en dimension 1

En dimension 1, nous pouvons obtenir une expression exacte [BDS08| pour les temps
T, dans la limite 7}, — oo. Les L individus sont donc disposés sur un cercle de L sites.
Considérons p individus situés aux positions 0 < z; < ... < x, < L. Définissons les
distances d; entre deux individus successifs par d; = x;11 — x; pour ¢ < p et d, =
L — x, + x4, de telle sorte que d; + ... + d, = L. Les lignées diffusent sur le réseau et
deux lignées successives subissent une coalescence dés qu’elles parviennent sur le méme
site, i.e. dés que d; = 0.

Introduisons de maniére similaire & la section précédente les fonctions génératrices :

Gp(T1, - xy ) = (e 0Tp(@rmn)y (9.14)

ou T}, est le temps au bout duquel il ne reste plus qu'une seule lignée. L’invariance par
translation implique que g, ne dépend que des distances d; entre individus successifs et
est invariante sous le décalage d; — d;;1 et d, — d;. De plus, dés que k distances d; sont
égales a 0, T}, est égal au temps de coalescence T;,_j des p — k marches restantes. Ainsi,
g({di}: @) = g, ({dild: # 0}:a).

La diffusion des p lignées (sur le réseau en diamants de la figure 9.2) induit I’équation
aux différences finies suivante pour la fonction génératrice g,(x1,...,xp; ) :

1 -«
gp(xl,...,xp;a):@ Z Z Gp(T1+ 01, ..+ opy0)e” (9.15)
o1=%1/2 op=11/2

On vérifie alors que la solution générale de I’équation précédente qui satisfait les condi-
tions aux bords ci-dessus est donnée par :

( )— gp —Si wdi) (9 16)
T1,...,Tp Q) = .
gp 1 ) Dy y sinl (7[)
ou le coefficient ~ satisfait 1’équation
1 1 1
Y= eV —e T+ —. 1
e 46 46 5 (9 7)

Dans la limite L — oo et pour des distances entre individus qui varient comme d; = 9, L,
I'expression (9.16) montre qu’il faut considérer v de 'ordre de 1/L et, d’aprés (9.17), il
faut o d’ordre 1/L?. Nous avons ainsi la limite suivante :

-ﬁ, oo o b sinh(Z\/a(Si)
9p (gle"vé—va LZ) gp(&l?"'agma) _; Sth(Q\/&) (918)

avec la notation §; = d;/L = &1 — &;.
Le temps de coalescence normalisé¢ T,/L* de p marches aléatoires de positions ini-

tiales aléatoires uniformément distribuées est ainsi donné, dans la limite . — oo et en
dimension 1, par la fonction génératrice :

N . oy B _ ! B . _,sinh(2v/a’x)
gp(a) = /[0,1]L Gp(&1, ..., &y )dPE = n(n 1)/0 (1—2x) —sinh(Q\/a) dx

(9.19)
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L’expression de g, est conforme a (9.13) et montre que T, n’est pas distribué de maniére
exponentielle. Néanmoins, il est possible de calculer les rapports des moyennes des temps
de coalescence T), et nous obtenons :

(Tp) 1-oo 2(n+4)(n—1)
(T») (n+2)(n+1)

(9.20)

et en particulier les valeurs (T3) /(Ty) — 7/5 et (Ty)/(T32) — 8/5, qui sont conformes aux
valeurs numeériques mesurées [BDS08].

9.2 Modeéles spatiaux avec sélection

9.2.1 Quelques modeéles reliés a une évolution avec sélection

Pour construire des modéles spatiaux avec sélection, nous reprenons le méme schéma
que dans la section précédente, en ajoutant une caractéristique a chaque individu sur
chaque site, son fitness. Il faut alors spécifier les deux mécanismes supplémentaires sui-
vants :

— comment le choix du parent dans les plus proches voisins de la génération précé-
dente est biaisé par les fitnesses de ces parents potentiels (les hauts fitnesses se
reproduisent plus en moyenne) ;

— comment, une fois le parent choisi, le fitness de I'individu est obtenu en fonction du
fitness de son parent (mutations bénéfiques ou délétéres).

Nous allons voir que cette situation correspond déja a un certain nombre de modéles de
physique statistique. Pour chacun d’eux, nous préciserons la maniére dont est choisi le
parent et le bruit lié aux mutations.

Les polyméres dirigés

Le modéle des polymeéres dirigés a pour but de décrire les configurations d’un polymeére
en milieu désordonné. Nous considérons ici une géométrie spatiale identique a celle de la
section précédente (cf. le réseau de la figure 9.2). L’espace ot évolue le polymeére est de
dimension 1+ d ou la premiére dimension joue un role différent des autres : le polymeére
ne peut aller que dans une direction dans cette dimension (d’ou l'adjectif « dirigé »
dans le nom du modéle). Cette dimension peut ainsi servir & paramétrer la chaine du
polymeére. Nous allons voir dans la suite qu’elle joue un réle analogue au temps dans
les modéles de croissance et les modéles d’évolution : pour cette raison nous noterons
7 ou t la coordonnée du polymeére dans cette direction et la chaine du polymére peut
étre paramétrée par une fonction z(7) o z(7) est le vecteur d-dimensionnel qui donne
la position du polymeéres dans les d dimensions supplémentaires.

Chaque lien du réseau porte une énergie € indépendante des énergies des autres liens
et cette énergie est distribuée aléatoirement selon une loi p(e) : le paysage énergétique
dans lequel croit le polymeére est donc désordonné.
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Un polymere dirigé est décrit comme une ligne brisée qui part d’un site g &t =0 et
arrive sur un site z; a l'instant ¢, en passant par les liens (zo, z1), (1, 22),. .., (i1, 2¢).
L’énergie totale de la chaine est la somme des énergies des liens parcourus :

tf

E(<x7')7':0,..,,t) = €(xr, )= (Try1,7+1) (921)

T

=

Il
=)

Ol €(y ) (y,r+1) €St I'énergie du lien reliant le point x atteint a la génération 7 au point
y atteint a la génération suivante.

Pour connaitre les propriétés thermodynamiques d'un polymeére dirigé, il faudrait dé-
terminer ’énergie libre de ce systéme en fonction de la température. Néanmoins, méme a
température nulle, la détermination de I’énergie de ’état fondamental d’un tel polymére
n’est pas triviale puisqu’il existe de nombreux minima locaux d’énergie. C’est pour-
quoi nous ne nous intéresserons ici ni a la caractérisation de la rugosité du polymeére,
ni a la détermination de son énergie libre, mais seulement aux propriétés de recouvre-
ment des configurations d’énergie minimale de plusieurs polymeéres d’extrémités fixées
(cf. [KZ87]), qui sont reliées aux corrélations des énergies entre sites. Pour un désordre
donné, intéressons-nous aux énergies Fy(x,y;) et Ei(z,y2) des états fondamentaux de
deux polymeéres qui commencent tous deux en x & l'instant 7 = 0 et aboutissent en
y1 pour le premier et y, pour le second a l'instant t. Il existe un temps 75 tel que les
polymeres passent par les mémes liens pour 7 < t —T5 et passent par des liens différents
pour t — Ty, < 7 < t. L’énergie des deux polymeéres se décompose alors en une partie
commune pour 7 < t —T5 et deux contributions différentes pour 7 > ¢t —T5. En appelant
X le site ou se trouvent les deux chaines au temps t — 75, nous avons ainsi :

{Et(x, 1) = Erny (2, X) + En (X, n), (9.22)

Et(x,yg) = Et_TQ(ZL‘,X) +ET2(X,y2).
La durée T; est donc reliée au recouvrement entre les deux polyméres qui est a l'origine
de la contribution commune F;_r,(z, X). Les corrélations entre énergies fondamentales
de p polymeéres qui partent d'un méme site = de départ et arrivent en p points différents
au temps t font ainsi intervenir des temps 7}, qui correspondent précisément aux temps
ol les polymeéres se rejoignent sur un méme site.

Ecrivons & présent I’algorithme de construction du chemin d’énergie minimale d’un
polymére en termes d’évolution de population. Considérons un polymére qui part de
lorigine ¥ = 0 a7 =0 et arrive au point 7; au temps 7 = t tout en ayant I’énergie la
plus petite possible. Ce polymeére est donc passé a linstant ¢ — 1 par une position ¥;_,
avec une énergie F,_1(Z,7,_,). Pour construire trouver le chemin optimal de 0 a ¢, il
faut donc trouver la position ¢, _; qui minimise E;_1(Z,¥,_;) + €(¥,_; — ¥:). Une fois,
cette position trouvée, le polymeére optimal a ¢ est obtenue en ajoutant le lien ¢, _; — ¥
au polymeére optimal d’énergie F; 1(Z,7,_;) a t — 1. Nous avons ainsi la construction
récursive suivante pour E;(Z, ;) :

B(75) = win (B i@ 5) + el — 7)) | (9.23)

¥;_1,J¢ voisins
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La minimisation précédente fournit ainsi un unique? site parent ¢, _; a I'instant ¢ —1 dont
le site ¢; hérite I'énergie a un bruit €(y;_; — ;) prés. Les polymeéres dirigés en dimension
1+ d entrent ainsi dans le cadre de modéles de sélection spatiaux en dimension d et nous
allons comparer les généalogies avec celles obtenues en champ moyen.

Modeéles de croissance de surface

Un modéle du méme type est celui de la croissance d’'une surface d dimensionnelle dans
un espace de dimension d+1 au cours du temps. Nous nous intéressons a la hauteur h(Z, t)
de la surface au point & = (z1,...,x4) au cours du temps. Lors de la croissance d'une
surface, les nouveaux atomes se fixent préférentiellement de fagon & maximiser le nombre
de voisins : ainsi, un nouvel atome se fixera préférentiellement dans un trou ou dans un
coin plutot qu’au milieu d’une surface plane. Cet attachement préférentiel a tendance a
lisser la surface, alors que le dépot aléatoire au milieu d’une surface lisse tend a la rendre
rugueuse. Un mécanisme simple de croissance est le modéle de croissance polynucléaire
(PNG : polynuclear growth model [PS02, Joh03|) qui est reli¢ a 'équation de Kardar-
Parisi-Zhang (KPZ) [KPZ86| et fait donc partie de la méme classe d'universalité que les
polymeéres dirigés. Sa dynamique est la suivante :

— a chaque pas de temps et en chaque point Z, des atomes s’ajoutent de maniére
déterministe de telle sorte que la surface au point 7 se mette au niveau de son
voisin le plus haut (sl existe un voisin plus haut que la hauteur en 7);

— des aspérités apparaissent aléatoirement en un point & et correspondent & une aug-
mentation aléatoire de la hauteur en un point.

Nous avons ainsi 'évolution suivante (cf. figure 9.3) :

PEt+1) = max (W@ 1) +w(@t+1) (9.24)
Z ou &’ voisins de &
ou les w(x,t) sont des variables aléatoires positives indépendantes.

A chaque pas de temps, cela revient a considérer le modeéle de sélection suivant : sur
chaque site est présent un unique individu de fitness h(x,t) et, a chaque pas de temps,
cet individu choisit comme parent dans la génération précédente celui, parmi les sites
voisins, qui a la hauteur la plus haute. Son nouveau fitness est alors donné par la hauteur
h(z,t) a laquelle s’ajoute une mutation aléatoire w(z,t + 1).

Les deux types de modéles précédents sont connus pour étre dans la classe d’uni-
versalité de I'équation KPZ [HHZ95, KPZ86|. L’analogie avec les modéles de sélection
incite a penser qu’en grande dimension, les généalogies sont décrites par le coalescent de
Bolthausen-Sznitman. Dans la prochaine section, nous nous intéressons également a ces
généalogies lorsque la dimension est basse.

9.2.2 Résultats numériques sur les temps de coalescence

Nous avons réalisé des simulations pour les modéles précédents en plusieurs dimensions
(d =1, 2, 3 et en champ moyen) et nous avons mesuré les quantités suivantes :

3Cela est vrai dés que le bruit € n’est pas a valeurs discrétes.
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F1G. 9.3: Modéle de croissance de surface (PNG) unidimensionnel : a chaque disconti-
nuité de hauteur, le plateau le plus haut envahit le plateau le plus bas avec
une probabilité 1. Des atomes supplémentaires se déposent aléatoirement en
chaque point avec une probabilité p.

— D’échelle du temps moyen (T3) de coalescence a 2 individus (figure 9.4),

— les rapports (1) /(T5) et (T3)/(T%) qui donnent un premier apergu (figure 9.5) d'une
possible appartenance a l'une des classes d'universalité (cf. tableau 8.1, page 109).

Les modéles de polymeéres dirigés que nous avons considérés sont les suivants :

— en dimension finie, le réseau est un réseau cubique décalé de (1/2,...,1/2) a chaque
génération de telle sorte que le parent d’un individu est choisi parmi ces 2% voisins
de la génération précédente (cf. figure 9.2).

— en dimension infinie (champ moyen), le parent peut étre tout individu de la géné-

ration précédente?.

— ’énergie aléatoire € sur chaque lien a une distribution® uniforme sur [0, 1].

Dans les figures présentées ci-dessous et la suite du texte, L désigne I'extension spatiale
du systéme et NV, le nombre total de sites du systéme ; ces deux nombres sont reliés par
la relation N = L? ot d désigne la dimension. La figure 9.4 montre que I'échelle de temps
caractéristique des généalogies correspond bien & I’échelle de temps attendue pour les
polymeéres dirigés dans les différentes dimensions (les droites correspondent & des valeurs
des exposants critiques obtenues dans d’autres travaux numériques antérieurs [HHZ95]).

Une fois les temps de coalescence normalisés par (Ts), la figure 9.5 montre que, pour
les grandes tailles N, les rapports (Ty)/(T5) et (T3)/(T3) semblent converger vers des
valeurs limites qui dépendent de la dimension. Quelle que soit la dimension, ces valeurs
s’éloignent notablement des valeurs attendues dans le coalescent de Kingman, qui corres-
pond & des modéles sans sélection. En champ moyen, elles semblent étre en accord avec
celles du coalescent de Bolthausen-Sznitman qui ont déja été observées dans les modéles
de marches aléatoires avec branchements des sections 8.4.2 et 8.4.3. L’idée d’une telle
relation n’est pas nouvelle puisque les polymeéres dirigés sur des arbres désordonnés sont

4Nous avons aussi considéré dans les simulations numériques la variante suivante : pour chaque indi-
vidu, deux (ou tout autre nombre fini) parents potentiels sont choisis aléatoirement dans la généra-
tion précédente et ensuite 'optimisation de ’énergie est faite sur ces deux parents. Les rapports des
temps de coalescence sont inchangés et nous retrouvons les courbes des figures 9.4, 9.5.

5La encore, considérer une distribution exponentielle & la place ne change rien.
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F1G. 9.4: Temps de coalescence moyen (75) de deux individus en fonction de la taille
du systéeme pour différentes dimensions dans le modéle de polyméres dirigés.
La taille est donnée par N = L ou L est la longueur du systéme. Les droites
représentent I'échelle N*/? attendue pour les temps caractéristiques des poly-
méres dirigés dans les différents cas et correspondent aux exposants critiques
z = 3/2 (exact), z = 1.60 pour d = 2 et z = 1.709 pour d = 3 [HHZ95|. En
champ moyen, la ligne représente ’échelle In N 4+ 3Inln N attendue.

connus [DS88] pour étre reliés a des propagations de fronts (au niveau du calcul de la
fonction de partition), qui, comme nous l’avons vu dans la premiére partie, apparaissent
aussi dans ’étude des marches aléatoires avec branchements.

En faible dimension (d = 1 et 2), les valeurs mesurées de (T53)/(T3) et (Ty)/(T3) dif-
férent sensiblement de celles obtenues en champ moyen et semblent indiquer d’autres
classes d’universalité en basse dimension. Les simulations ont néanmoins une conver-
gence trop lente pour espérer déceler dans les temps de coalescence une signature de la
dimension critique supérieure : pour d = 3, la valeur du rapport (7y)/(T3) semble en
accord avec la valeur attendue en champ moyen alors que le rapport (73)/(7T,) semble
tendre vers une valeur proche mais différente.

Ces résultats numériques mettent en évidence I'influence de la dimension spatiale dans
les problémes de sélection. Dans le chapitre précédent, nous avons vu que les généalo-
gies étaient reliées aux fractions de la population générées par chaque individu (sections
8.2.3 et 8.4.3) : si nous considérons les fractions u;(t) de la population au temps ¢ qui
descendent de l'individu initial ¢, au cours du temps certaines d’entre elles s’éteignent
alors que d’autres grandissent, pour aboutir finalement a la domination de I'une d’entre
elles. Il serait intéressant de comprendre comment la structure spatiale modifie I’évolu-
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F1G. 9.5: Rapport des temps de coalescence (T3)/(T3) et (Ty)/(T3) dans le modeéle de
polymeéres dirigés en dimensions d = 1, 2, 3 et en champ moyen. La distribution
p(€) de I'énergie aléatoire sur chaque lien est uniforme sur [0, 1]. L’attribution
du parent dans le modéle de champ moyen se fait de la maniére suivante :
pour chaque individu a la génération ¢+ 1, deux individus sont tirés au hasard
dans la génération précédente puis le parent est choisi parmi eux de maniére
a minimiser 1'énergie totale au temps ¢ d’aprés (9.23).
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tion de ces fractions au cours du temps. Alors qu’en dimension d > 1, cela demande de
considérer la géométrie des frontiéres entre les domaines de taille u;L? de la population
(potentiellement non connexes), en dimension 1 au contraire, les frontiéres sont réduites
a des points qui diffusent (en interagissant) sur le cercle et s’annihilent : 'existence de
résultats exacts [PS02, Joh03| pour les modeéles de polymeéres dirigés et de croissance de
surface entrouve une possibilité pour étudier les généalogies en dimension d = 1.
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Dynamique des généalogies en absence de
sélection

Ce chapitre présente les résultats relatifs a la dynamique des temps
de coalescence que nous avons obtenus durant cette thése et publiés
dans [SD06]. Les propriétés stationnaires du modéle de Wright-Fisher
ont été rappelées au chapitre 8 et nous étudions dans ce chapitre ’as-
pect dynamique des généalogies et de I'age de I’ancétre commun d’une
population. La majorité des résultats sont obtenus dans la limite de
grandes populations. La premiére section consiste en une approche nu-
mérique de la dynamique des généalogies. La seconde section construit
un processus de Markov sur les généalogies qui permet de comprendre
analytiquement cette dynamique et la troisiéme section utilise ce pro-
cessus pour obtenir les fonctions d’autocorrélation de 1’age de ’ancétre
commun le plus récent d’une population.

10.1 Dynamique de I'age de I'ancétre commun le
plus récent d'une population : premiers résultats

L’age T de l'ancétre commun le plus récent de toute la population a une valeur
moyenne finie (8.24). En effet, aux temps longs, parmi les N individus initialement
présents, toutes les lignées sauf une finissent par s’éteindre (diffusion de Wright-Fisher).
Néanmoins, au cours du temps, T" est une variable dynamique et nous allons, dans cette
section, caractériser son évolution. La premiére section présente les résultats numériques
et les interprétations basiques que 'on peut en tirer et les deux suivantes expliquent,
par un calcul analytique, ’allure des résultats numériques.

135
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FI1G. 10.1: Evolution de I’age T(t) de I'ancétre commun le plus récent d’une population
de N = 500 individus dans le modéle de Wright-Fisher, sur une durée norma-
liste At = 10 correspondant a 5000 générations. La ligne pointillée représente
I'évolution de T'(t) alors que les lignes continues représentent les évolutions
des temps de coalescence moyennées sur la population a l'instant ¢ de 2 indi-
vidus (Ty(t), trait gras) et 3 individus (73(t), trait fin). On remarquera que
les sauts de T'(t) sont précédés d’une décroissance des quantités Th(t) et T5(t).

10.1.1 Simulations numériques

Nous avons utilisé la dynamique de Wright-Fisher décrite précédemment pour réaliser
une simulation sur une population de 500 individus, dont les résultats sont présentés
dans la figure 10.1. La dynamique observée pour l'age T' de 'ancétre commun le plus
récent de la population au cours du temps a une allure simple faite de périodes de
durées variables d’augmentation linéaire de T' (pente 1) séparées par des sauts abrupts
décroissants sur une unique génération. Des observations similaires avaient été réalisées
précédemment dans [Ser05].

Comme expliqué en section 8.3.2, la population peut étre divisée en deux groupes
selon les deux branches issues de I'ancétre commun le plus récent. Tant qu’aucun des
deux groupes ne disparait lors du passage de la génération ¢ & la génération t + 1,
I’ancétre commun le plus récent est toujours le méme et son age passe ainsi de T"a T+ 1.
Au contraire, a 'instant méme ou 'un des deux sous-groupes disparait alors ’ancétre
commun le plus récent précédent n’est plus le plus récent et il est ainsi remplacé par un
individu qui aura vécu dans une génération ultérieure (voir schéma de la figure 10.2).
L’age de 'ancétre commun le plus récent passe ainsi de T4 T < T'+ 1 et provoque ainsi
I'une des discontinuités observées dans la figure 10.1.

Nous pouvons ainsi numéroter les discontinuités successives par un entier k et définir
les quantités suivantes :
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F1G. 10.2: Mécanisme d’une discontinuité de I’age 1" de ’ancétre commun le plus récent
d’une population : explication pour une taille N = 8 (le temps s’écoule vers
le bas). Les traits pointillés correspondent aux relations de parenté qui ne
sont pas pertinentes. Les traits pleins correspondent aux généalogies de la
population aux temps t = 5 et ¢ = 8. Les traits ondulés représentent la
lignée responsable du changement d’ancétre commun le plus récent qui se
produit & la derniére génération. Au temps ¢, les trois individus sur la droite
descendent de ’ancétre commun le plus récent A par une autre lignée que les
cing premiers. Aux générations ¢t + 1 et ¢ 4 2, la taille de leur groupe diminue
mais I’ancétre commun le plus récent reste toujours A. A la génération ¢ +
3 cependant, ce groupe s’éteint : toute la partie ondulée de la généalogie
disparait de l’arbre généalogique de la population et 'ancétre commun le
plus récent de la population devient l'individu A’. Il se produit alors une
discontinuité de 7.
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— Dy, est le délai entre les (k — 1)-éme et k-éme discontinuités ;
— Hj, est la hauteur de la k-éme discontinuité.

La connaissance des propriétés statistiques de ces quantités suffit & caractériser entiére-
ment I’évolution de I’age T de 'ancétre commun le plus récent. La figure 10.3 représente
les histogrammes des délais D;, et des hauteurs Hj; accumulés sur environ 10* discon-
tinuités et met en évidence une distribution exponentielle pour les D, et les Hy. Les
corrélations temporelles entre ces différentes quantités ont été mesurées sur le méme
échantillon et nous obtenons, a une précision de 0,01 prés, les valeurs suivantes (cf.

[SD06]) :

(DyDj_1) — (DMDj_1) =~ —0,005 (10.1a)
(HyHy_y) — (H)(Hy_y) =~ —0,006 (10.1b)
(DyHyo1) — (DMHy_1) ~ —0,002 (10.1c)

(H.Dy) — (H)Dy) =~ 0,84 (10.1d)
(HyDj_1) — (H)Dy_y) =~ 0,12. (10.1e)

Il ne semble exister de corrélations qu’entre la hauteur Hj d’une discontinuité et les
délais Dy, k' < k, qui la précédent. Le but des sections qui viennent est de comprendre
les distributions exponentielles de la figure 10.3 ainsi que les corrélations (10.1).

10.1.2 Distribution des délais entre deux discontinuités

Nous allons tout d’abord calculer la probabilité Py (to,?1) que les ancétres communs
les plus récents de la population au temps ¢y et au temps t; > ty soient différents, c¢’est-
a~dire que ty et t; soient séparés par au moins une discontinuité de hauteur Hj. Pour
cela, décomposons la généalogie de la population prise a l'instant ¢; en deux parties :
une partie inférieure qui correspond a la partie de I'arbre généalogique située entre les
instants t, et t; et une partie supérieure qui correspond, quant a elle, a la partie de
I'arbre antérieure a ¢y (cf. schéma de la figure 10.4).

Introduisons le nombre m d’ancétres au temps ty de la population au temps t; : comme
nous I’avons vu en section 8.3, ce nombre est distribué selon z,,(t; —tg) ot les z, sont les
fonctions définies en (8.32). D’autre part, la population a l'instant ¢, peut étre divisée en
deux groupes de taille zN et (1 —z)N selon les deux lignées issues de 'ancétre commun
le plus récent de la population (cf. section 8.3.2 pour la maniére de construire cette
partition). Ainsi, la seule possibilité pour que les ancétres communs les plus récents des
populations aux instants tg et t; soient distincts correspond au cas ou les m ancétres
au temps to de la population au temps t; appartiennent tous a I'un des deux groupes
de tailles xN et (1 — )N (cf. figures 10.2 et 10.4). Ainsi, la probabilité Pyg(to,?1) est
obtenue en effectuant les sommations sur les valeurs possibles de m et x puis en utilisant
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Délais Dy entre sauts de ’age T'(t).
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F1G. 10.3: Histogrammes des délais Dy, entre sauts (en haut) et hauteurs Hj, des sauts
(en bas) de 'age de I'ancétre commun le plus récent de la population dans
le modéle de Wright-Fisher. La taille de la population est N = 500 et les
temps sont normalisés par la taille de la population. Les statistiques sont
accumulées sur 9169 discontinuités. Les lignes pointillées correspondent aux
prévisions théoriques (distributions exponentielles de moyenne un).
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MRCA
Al A2
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F1G. 10.4: Décomposition de 'arbre de la population & des temps différents : la popu-
lation au temps t; au temps t; a m ancétres dans la population au temps .
Cette derniére peut aussi étre partitionnée selon la lignée issue de l'ancétre
commun le plus récent a laquelle les individus appartiennent.

lo

les expressions (8.30, 8.32) :

Paig(to, t1) = /0 dza(z) Z Zm(t1 —to) [2™ + (1 — 2)™]

m=1

2
B sz(h _to)m+ 1

m=1

o] p

—cp(t1—to m (m+ _2‘
= QZ "2p = e @ B (- 1) (m+1)!(mfl)!()p—m)!

m=1

L utilisation de l'identité hypergéométrique’

Ll Gsin=1

— =q—= sip=
m+ Dl(m — Dl(p —m)! 6

R IR T A PR

raméne 'expression de Pyg(to,t1) & une somme de deux termes :

Paig(to, t1) =1 —e 170 | (10.2)
Nous avons en effet [GR94| :
P
ym=1 m-1 (m+p—2)! (2 —2) 4
m; T m =i — oyt = -1 (1= 22)
ou J]E2_’1_2)(z) est le polynéme de Jacobi défini par :
_1 " —a — d”l a-r+n n
J,g“’b)(z) = %(1 —z)7%(1+42x) bd:z:" [(1 — )t (1 —|—a:)b+ ]
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Puisque, par définition, les délais Dy séparent les phases ot I’ancétre commun le plus
récent de la population reste le méme, la distribution stationnaire des délais paepi(D)
est donnée par :

d
Paeai(D) = —%Pdiff((),t) —p e (10.3)

et est en accord avec les résultats numériques de la figure 10.3.

10.1.3 Hauteur des discontinuités

Nous nous attachons maintenant a caractériser les hauteurs H; des discontinuités de
T'(t). Le schéma de la figure 10.2 donne une interprétation des changements d’ancétre
commun le plus récent. Regardons, dans cette image, ce qu’il advient des intervalles de
temps entre coalescence en haut de ’arbre en nous placant dans I’arbre généalogique
de la population a la hauteur ou il ne reste plus que n ancétres. Le haut de I'arbre
généalogique de la population est I'arbre de ces n individus. On peut alors définir les
temps 7, comme les délais entre les coalescences faisant passer de p a p — 1 individus
dans 'arbre. Les propriétés stationnaires de ces temps ont été données en section 8.3.1.

Lors de I'avant derniére coalescence avant ’ancétre commun le plus récent, nous pas-
sons de trois individus & deux individus. Appelons A; et Ay ces deux derniers individus
(cf. figure 10.2). Lorsque 7" subit une discontinuité, cela signifie nécessairement que 'une
des lignées de A; et A, s’éteint. Supposons que ce soit celle de A,. Le nouvel ancétre
commun devient alors A; : la discontinuité de T est donc donnée par le temps 7 juste
avant la discontinuité (durée entre les deux derniéres coalescences de 'arbre). Ainsi,
la hauteur des discontinuités doit étre distribuée comme 7 : d’aprés (8.18) c’est donc,
aprés normalisation par la taille N de la population, une distribution exponentielle de
moyenne 1

phauteur(H) = e_H 5 (104)

qui est compatible avec I'histogramme de la figure (10.3).

Ce résultat n’est valable que dans la limite N — oo : en effet, pour que le nouvel
ancétre commun le plus récent ne soit pas I'individu Ay, il faudrait que simultanément
I'une des deux lignées issues de A; et celle de A s’éteignent (ce qui ferait que le nouvel
ancétre commun le plus récent serait plus bas dans l'arbre), or de tels événements ont
une probabilité négligeable.

10.2 Dynamique des généalogies : la cascade des
longueurs de branches

10.2.1 Description du mécanisme

Nous allons & présent essayer de comprendre l'origine des corrélations (10.1). Pour
cela, focalisons-nous sur le haut de I'arbre généalogique de la population jusqu’au niveau
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n = 4. Nous obtenons les deux topologies suivantes :

A\ A

Si 'une des quatre lignées issues des quatre individus du bas s’éteint dans ’arbre de
droite, cela change la structure de ’arbre mais ne provoque pas de saut de l'ancétre
commun le plus récent ; dans I'arbre de gauche, au contraire, ’extinction de la lignée du
quatriéme individu, et elle seule, provoque un saut de I'ancétre commun le plus récent
de la population.

Dans l'arbre de gauche, nommons les individus qui nous intéressent de la maniére
suivante et rappelons les définitions des temps 7, :

Iy
T2
I
T3
I,
T4
J Sy J3 Jy

Nous avons ainsi les évolutions suivantes selon celle des quatre lignées qui s’éteint :

1. Si la lignée issue de J, s’éteint, nous avons une discontinuité de 7'(t) et I'ancétre
commun le plus récent de la population qui était préalablement I, devient I ; le
role de I; est alors joué par I, etc. Les nouveaux délais 7, sont alors donnés par
T, = Tpt1-

2. si c’est la lignée de J3 qui s’éteint, alors 'ancétre commun le plus récent reste I
mais le role de I; est alors joué par Ip. Le temps 7 devient alors 7, = 75 + 73 et
TS = Ty

3. dans tous les cas néanmoins, quelle que soit la lignée qui s’éteint, le temps 74 est
remplacé par la valeur de 75, qui n’est pas représentée sur le schéma. De plus, le
role de I, est alors joué par I'un des J; qui dépend de la structure de I’arbre jusqu’a
n =.>a.

Si nous tronquons l'arbre a la hauteur K, l'extinction de I'une des K lignées change
la structure de I'arbre et redéfinit les temps 7, car I'une des branches est effacée. Si cette
branche est rattachée a la k-iéme coalescence a partir du sommet de ’arbre, nous avons
le processus suivant pour les 7, :

T, =T sip <k,
T]; = Tk+Tk+l7 (10 5)
T, = Tptl sip>ketp#K, '
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F1G. 10.5: Dynamique des temps de coalescence en haut de I'arbre généalogique : 75 est
constant par morceaux. Les discontinuités de 7" ont pour hauteur la valeur
de 7 au moment précédant le saut et la nouvelle valeur de m est ’ancienne
valeur de 73.

Si aucune des K lignées ne s’éteint, alors les 7, restent inchangés. Si k = 1, les deux
premiéres lignes de (10.5) ne jouent aucun roéle : 7, disparait et tous les temps sont
décalés selon les troisiéme et quatrieéme lignes ci-dessus. Puisque 7" est la somme des 7,
cela revient & lui oter la valeur de 75 et cela correspond a une discontinuité de 7. Au
contraire, pour k > 2, la dynamique précédente ne fait qu’ajouter ex a la somme des 7, :
dans la limite K — oo (cf. ci-dessous), cela correspond & une période d’augmentation
linéaire de T'. Ainsi, dans la limite K — 00, nous retrouvons bien la dynamique observée
en figure (10.1).

La propriété remarquable de ces temps 7; que nous avons montré dans [SDO06| est que
le processus précédent est markovien (du moins dans la limite N — 00) et les temps 7,
évoluent de la maniére suivante :

— soit, pendant d¢, rien ne change avec une probabilité 1 — (3, qx)dt;

— soit I'événement (10.5) se produit avec une probabilité gxdt, avec des taux g qui

seront déterminés plus bas en section 10.2.2.
Cette dynamique est en accord avec les observations numériques de la figure 10.5.

Il reste a présent a préciser la valeur de ex. A priori, puisque le processus (10.5)
ne fait que résumer les événements qui affectent le haut de l’arbre, ex est donné par
Tik+1 au moment du saut et doit évoluer au cours du temps. Ainsi, pour tronquer a
lordre K la dynamique (10.5), il faut prendre pour €x une variable aléatoire qui soit au
moins cohérente avec la distribution stationnaire des 7,. Il faut donc nécessairement que
(ex) = (1K). En fait, dans la limite K — oo, la condition précédente est aussi suffisante.
En effet, la probabilité de renouveler €x pendant dt vaut ZkK:_ll qrdt et diverge pour K
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grand : la variable ex est donc renouvelée de plus en plus souvent si K est grand et
sa contribution au reste des temps de coalescence 7, se concentre autour de sa valeur
moyenne. Il suffit ainsi de prendre une valeur constante ex = (T7x) = 1/ck, pour que,
dans la limite K — oo, la dynamique des 7, pour p fini soit bien celle que nous observons.

Il ne reste alors plus qu’a déterminer la valeur des taux de cascade ¢ ainsi que la valeur
de ex dans I’équation (10.5), en prouvant par la-méme que le processus de cascade est
bien markovien.

10.2.2 Taux de cascade ¢;

Deux contributions entrent dans les valeurs des ¢;. Si nous considérons ’arbre tronqué
a la hauteur K, une cascade (10.5) se produit a la hauteur k lorsque I'une des K lignées
s’éteint et que, dans I'arbre tronqué, la lignée correspondante est directement reliée au
niveau k de 'arbre.

La probabilité qu’une extinction se produise parmi les K lignées au temps ¢ est tout
simplement cgdt. Cette valeur se lit en fait directement sur I’équation différentielle
(8.31) satisfaite par la fonction zx(t). En effet, puisque zx(t) est la probabilité d’avoir
K ancétres lorsque 'on remonte d’une hauteur ¢ dans I’arbre, elle ne varie que lorsque
I'une des K lignées s’éteint. De plus, le fait que 1'on ait une équation différentielle du
type (8.31) pour les fonctions z,,(t) indique que le processus est bien markovien et qu’il
n’y a pas d’effet de mémoire.

D’autre part, la probabilité que la lignée qui subit ’extinction soit directement reliée
au niveau k de Parbre est le produit des probabilités que les (k+1)-éme, (k+2)-éme, ...,
(K —1)-éme coalescences (en partant du sommet de l'arbre) n’affectent pas cette lignée
et la k-eme 'affecte. En comptant les paires possibles pour chacune de ces coalescences,
cette probabilité est donc donnée par le produit :

L H W) _D _ k. (10.6)

Chtl ,Zito CK

Ainsi, gx est donné par le produit des probabilités cxdt et k/ck et nous avons ainsi :

=k | (10.7)

Pendant un intervalle dt, I'événement (10.5) se produit ainsi avec la probabilité kdt.
Ces résultats sont en accord avec les fréquences moyennes de ces événements mesurées
numériquement. Lors de 'une de ces cascades, la procédure d’actualisation de l'arbre
tronqué est alors aisée : la branche affectée par I'extinction est supprimée et une branche
est ajoutée en bas de I'arbre et se raccorde aléatoirement a I'une des K — 1 restantes.

10.2.3 Fonctions de corrélation des délais 7;

Le processus stochastique défini par (10.5) avec les taux (10.7) est suffisamment simple
pour nous permettre de déterminer les fonctions de corrélation du type :

Ci;(1) = (r:(t)7;(0)) — (ri(£))(7;(0)) (10.8)
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ol les 7; sont les temps d’attente entre coalescences successives. Un temps 7; n’est affecté
que par les événements (10.5) tels que k < 7. Etant donné les taux de transition (10.7),
nous avons la dynamique réduite suivante pour 7; :

7;(t) avec probabilité 1 — ¢; 1dt
7;(t + dt) = ¢ 7i(t) + 7:41(t)  avec probabilité idt (10.9)
Tiv1(t) avec probabilité ¢;dt

ouc¢ =i(i—1)/2 =142+...4(i—1). Cela permet, premiérement, de voir que 7;(t) n’est
corrélé qu'aux temps 7;(0) avec j > i et, deuxiémement, d’écrire la récurrence suivante?
sur les fonctions de corrélation C;;(t) :

9,Cij = —ciCij(t) + cip1Cip 5 (1). (10.10)

Les conditions initiales sont données par les distributions stationnaires (8.18) et la réso-
lution de I’équation précédente par transformée de Laplace donne :

0 sit> ]

aa(Jilt —stdt — i . 10.11
A i(h)e ( 2)11 4 si< (10.11)

Cc;C5 s+c
L I B, +a

Aprés décomposition en éléments simples, la fonction de corrélation est donnée pour
1< jpar:

1 JG-1) & mz+l—m( 1420 — 1)
2¢ic (z—l (i—2)!4 (=G -=DG+l-1"

Cy;(t) = (10.12)

Un corollaire de ce résultat est la décorrélation des hauteurs de discontinuité Hj :
en effet, la hauteur de la discontinuité Hj,; est égale au temps 7, juste avant cette
discontinuité. Ce temps ne dépend que des valeurs des temps 7, avec p > 3 juste avant
la discontinuité Hy et est donc indépendant de Hy, qui est égal & 75. On retrouve ainsi
le coefficient (10.1b) et le fait que toutes les hauteurs de sauts Hy sont décorrélées.

10.2.4 Application : calcul de la corrélation (D, H},)

La dynamique (10.5, 10.7) permet d’obtenir une expression analytique pour la corré-
lation (10.1d). Pour cela, plagons-nous juste aprés une discontinuité. Il est possible de
montrer (cf. notre article [SD06]) le résultat intuitif suivant : juste avant un saut, les
7; sont distribués selon leurs mesures stationnaires p;, alors que, juste aprés un saut,
chaque 7; est distribué selon la mesure stationnaire p;, 1, puisque la dynamique (10.5)
avec k = 1 ne fait que décaler les ;.

20n notera la similarité avec I'équation (8.31).
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Prenons comme origine des temps une discontinuité de 7'(¢) et introduisons la variable
n(t) définie de la maniére suivante pour ¢ > 0 :

0 {1 si aucune nouvelle discontinuité ne s’est produite,
7” =

0 sinon.

Sachant que Hj, est donnée par la valeur de 7, au moment de la discontinuité, nous avons
par définition de n(t) :

(DyHy) = / t(n(t)m(t))dt. (10.13)
0
La forme ci-dessus suggére d’introduire la famille de fonctions :
Wils) = / ety () . (10.14)
0
La cascade (10.5) permet de montrer la récurrence suivante :

Oi(n(t)7(1)) = (cia = 1)) 712 (1)) — ci{n(t)7:(1))- (10.15)

Sachant que 7; est distribué selon p; 1 juste apres la discontinuité initiale, nous obtenons :

S@ZJZ'(S) - et = (Ci+1 — 1)7#%_,_1(8) — CZ¢Z(S) (1016)
1+
Etant donné que nous avons (DjH;) = —%(0), nous pouvons nous contenter de déve-
lopper au premier ordre :
2
i(s) = ey (u; + sv; + o(s))

dans la récurrence (10.16). De plus, pour un arbre tronqué a la hauteur K, nous avons
Yr11(s) = (ex)/(1 + A). On peut alors vérifier que nous avons [SDO06] :

K
2 (ek)(K+1)(K+2)\ koo 2
i = — ; 1,
oo (gt e
K
u; () (K +1) (K +2)\ koo 272
;= — 1—- :
v <;j(j—1)+ 2 5 T
Nous obtenons ainsi la valeur finale suivante :
o 4

qui est en accord avec I'observation numérique (10.1d).

Des calculs similaires avec deux variables n;(t) et n2(¢) pour compter la deuxiéme
discontinuité aprés la discontinuité de référence a t = 0 permet de calculer sur le méme
schéma la quantité (10.1c).
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10.3 Fonctions d’auto-corrélation des temps de
coalescence

Nous avons a présent tous les outils en main pour déterminer les fonctions de corréla-
tions des signaux stochastiques observés en figure (10.1). Ces résultats sont ceux obtenus
dans [SD06] ou figurent les calculs détaillés de la section 10.3.2.

10.3.1 Temps de coalescence de paires et de triplets d’individus

La figure (10.1) présente, aux cotés de celles de T, les variations de I'age Ty (respec-
tivement T3) de I'ancétre commun de deux (respectivement trois) individus moyenné
sur la population. Plus précisément, si T; ;(t) (resp. T;,x(t)) désigne I'age de I'ancétre
commun le plus récent des individus i et j (vesp. 4, j et k), alors Ty(t) et Tz(t) sont
définis par :

I(t) = m;ﬂj(t%
_ 6
L) = yw-pw—g 2 L)

i<j<k

Afin de déterminer la corrélation (T5(t)T3(0)), considérons une paire d’individus (4, j) &
I'instant t et une autre (k,[) a l'instant 0. Deux situations sont envisageables :

1. soit la coalescence de la paire (7, j) a eu lieu dans l'intervalle de temps [0, ¢] et les
temps de coalescence des deux paires sont indépendants ;

2. soit la coalescence de la paire (i, j) est antérieure au temps 0, auquel cas les lignées
de i et j peuvent interagir avec celles des individus (k, () et des corrélations peuvent
alors s’établir entre les temps de coalescence. Dans ce dernier cas, dans la limite
N — o0, la probabilité que I'un des individus (k,[) soit un ancétre de 'un des
individus (7, j) tend vers 0. Sur 'intervalle de temps | — o0, 0], il faut donc considérer
les généalogies a quatre individus : k, [, I'ancétre de ¢ et 'ancétre de j.

La probabilité du premier cas est 1 — e~ . De plus, comme toutes les paires jouent le
méme role, il nous suffit, dans le deuxiéme cas, de considérer les généalogies de quatre
individus (1,2, 3,4) arbitraires. Nous obtenons ainsi la décomposition suivante :

T)T(0)) = ( /Oth(TQ)TQdTQ) <T172(0)>+e‘t<(t+T374(O))T1,2(O)>. (10.18)

N—oo

Le seul terme qui n’est pas immédiat a calculer est la moyenne (75 4(0)772(0)). Pour ce
dernier, il suffit de considérer les généalogies a quatre individus et, selon les formes pos-
sibles des arbres, de décomposer les temps 75 4(0) et 77 2(0) sur les temps de coalescence
élémentaires 7o, 73 et 74. Le tableau 10.1 énumeére les types de contributions possibles
avec leurs poids (cf. section 8.3.2). Nous obtenons ainsi 1’équation suivante :

(T (O 0)) =5 (ra(rs + 7)) + 25 (73 + 75+ 7))
11

4 8
+ E<T4(T4 + T3 + T2>> + E<(T4 + 7'3)(7'4 + T3 -+ 7'2)> = ?

(10.19)
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Arbre T Ts4 Poids
2
/0\ T4 Ty + T3 18
1234

4
/0\ T4+ T3+ To | T4+ T3+ To 13
4
AN | e 8
8
A T4+ T3 Ty + T3 + T2 18

234

—_
DO
w
o

[u—
[\
w
i

—_

TAB. 10.1: Arbres généalogiques possibles de quatre individus (aux symétries 1 «
2 et 3 < 4 prés) qui interviennent dans l’évaluation de la corrélation
(T3.4(0)T12(0)). Les poids des quatre décompositions possibles de T34(0) et
T12(0) prennent en compte les configurations équivalentes par symétrie.

puis la fonction de corrélation suivante :

(1) 15(0)) — (T2(8))(12(0)) = g™ | (10.20)

La méme méthode s’applique a des fonctions de corrélation plus générales (T, (t)T,(0))
et demande d’énumérer les arbres généalogiques de n + 2 & n + m individus a I'instant
0. Nous nous contenterons ici de donner la fonction de corrélation de T3(t) :

— 16 29 , 13 _
(T3(t)T3(0)) = 5 T 6o¢ t—%e . (10.21)

10.3.2 Auto-corrélation de I'age de I'ancétre commun le plus
récent la population
L’évolution de I’age T'(t) de I'ancétre commun le plus récent de toute la population

a été présentée, avec celles de Ty(t) et T3(t), en figure 10.1, page 136. Sa fonction de
corrélation (T'(t)7'(0)) peut étre déterminée de deux maniéres différentes :

1. soit en passant par le processus de cascade des 7; (10.5, 10.7), et en remarquant
que T'(t) = Zf:2 7, pour K grand;
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2. soit en utilisant la méme idée que pour la fonction de corrélation (T5(t)T5(0)), i.e.
en séparant les cas selon le nombre d’ancétres au temps 0 de la population au
temps ¢.

La premieére méthode permet ainsi d’écrire la décomposition suivante :

(T(OT(0)) — (TONT(0)) = Y (r(t)5(0)) = (1)) {7;(0)) = Y > Cy(t) (10.22)

ij i=2 j=2

ou les fonctions de corrélation C;;(t) ont été calculées en (10.12). Cette formule donne
ainsi la fonction d’auto-corrélation de T'(t) sous la forme d’une somme d’exponentielles
de la forme et

La seconde méthode consiste, quant a elle, a décomposer sur le nombre d’ancétres qui
subsistent au temps 0 (cf. figure 10.4, page 140). Il faut donc introduire les fonctions
zm(T) que nous avons définies en (8.32) et qui donnent la probabilité qu’il ne reste que
m ancétres aprées une durée 7 dans le passé. Cela donne la décomposition suivante :

(T()T(0)) = /0 72,(T)dr x (T(0)) + Y z(t){(t + T.u(0)T(0)).

Comme précédemment, il s’agit d’énumérer les arbres et de décomposer les temps 7;,(0)
et 7'(0) en sommes de délais 7;. Le détail du calcul par cette méthode est présenté dans
[SDO06] et nous nous contenterons ici d’obtenir le résultat par la premiére méthode. La
comparaison permet, de plus, de vérifier que le processus en cascade (10.5, 10.7) est
acceptable. Le report de ’équation (10.12) dans (10.22) donne ainsi :

(T()T(0)) = (T(#)(T(0)) =

l

- =t ) (ST (=2 - 2)
24 e (Z(‘” z!(z‘—l)!<l—i)‘> (;3<j—l>!<j+l+1>!>'

=2

D’autre part, nous avons la relation suivante? :

. (i+1—2)
;H) z‘!(z('—1)!(z—)z')! -

3C’est un cas particulier de la formule suivante [GR94] :

l
Z+l—2) i—1 1 (1,—1)
T i = g (22 41
; (i —1)! lfz).z 17t (2z+1)

ol Jl(i’l_l)(x) est le polynome de Jacobi qui s’annule en x = —1 et qui est défini par :

(_1)l71 1+z dlfl
201 — 1)1 — z dxt?

T (@) = (=)' (1+2)72).
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Nous pouvons de la sorte simplifier I'expression de (T'(¢)7°(0)) — (T'(¢))(T°(0)) en :

(T(®)T(0)) = (T(#))(T(0)) =

o0

— ! 1 (5 —2)!? et | (10.23)
2 A= <23<j G+ - 1>!) ‘

J=l

Ainsi, nous avons obtenu la fonction d’auto-corrélation de I'age de 'ancétre commun
d’une population et caractérisé plus précisément ’évolution observée en figure 10.1.
Toutes les fonctions de corrélations peuvent étre mises sous la forme de sommes d’expo-
nentielles e~ »! qui proviennent de la distribution des temps 7;. Les facteurs combinatoires
devant ces termes exponentiels, certes longs a écrire, peuvent étre obtenus entiérement
a partir de la combinatoire des arbres.

Il serait intéressant d’étudier ce que ces corrélations deviennent pour d’autres struc-
tures d’arbres et de temps de coalescence, en particulier si nous considérons le coalescent
de Bolthausen-Snitzman introduit en section 8.4 : néanmois, des difficultés supplémen-
taires apparaissent dans ce cas-la puisque ’dge T de 'ancétre commun de toute la
population n’est pas du méme ordre de grandeur que les ages 15, T3, etc. Il faudrait,
dans ce cas, adapter les techniques mathématiques développées dans [FMO7].
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Age de I'ancétre commun et diversité
oénétique sans sélection

Ce chapitre présente les résultats que nous avons publiés dans [SDO6]
(a la suite de ceux du chapitre précédent) et qui étudient quelques
liens entre génétique des populations et modéles de coalescence. La
section 11.1 est une introduction aux problémes de génétiques de po-
pulations : nous y présentons quelques résultats simples célébres et
introduisons les modéles que nous avons considérés. La section 11.2
présente notre contribution orginale : l'influence de la connaissance
d’un nombre restreint de génomes sur ’dge de 'ancétre commun de
toute une population.

11.1 Généalogies et génomes : introduction

11.1.1 Intérét

L’une des caractéristiques principales de 1’évolution des espéces vivantes est 'appa-
rition de mutations au cours du temps. Dans beaucoup de cas, ces mutations ont un
impact direct sur le développement et le fonctionnement des individus qui les portent :
elles peuvent étre bénéfiques ou délétéres. Nous entrons alors dans les modéles de sélec-
tion déja étudiés au chapitre 1. Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser au cas de
mutations neutres du point de vue de la sélection. La redondance du code génétique,
ainsi que la présence de parties non codantes sur ’ADN, font que de telles mutations
peuvent survenir sans affecter le fonctionnement des individus et n’apportent donc au-
cun avantage évolutif direct. L’accumulation de ces mutations constitue un témoignage
de I’évolution des individus. Plus 'ancétre commun de deux individus est ancien, plus
la probabilité que des mutations se soient produites dans leurs lignées est grande : I'in-
tuition nous dit alors que, plus les génomes de deux individus sont proches, plus il faut
s’attendre a ce que leur ancétre commun le plus récent soit récent et, plus leurs génomes
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sont différents, plus leur ancétre commun le plus récent doit étre ancien. Le but de ce
chapitre est d’étudier mathématiquement ces corrélations que nous nous attendons a
observer entre similarité génétique et généalogies pour des mutations neutres.

Dans un mode¢le d’évolution neutre comme le modéle de Wright-Fisher, la distribution
de I’age T de 'ancétre commun le plus récent d’une population, qui est donnée par (8.23)
et est représentée en figure 8.3, reste large lorsque la taille N de la population devient
grande. Cependant, puisque le séquencage de génes est a présent possible, il est possible
d’avoir accés aux traces génétiques laissées par I’évolution. Il est donc tentant d’utiliser
cette information génétique pour affiner 'estimation de I’dge de 'ancétre commun le
plus récent de différents individus (ou différentes espéces) et inférer la forme de leur
arbre généalogique (ou phylogénétique) [GL05, DNRS]|, ou bien d’estimer ’époque ou
une mutation s’est produite dans une lignée [SR00, Taj83].

Il s’agit alors d’utiliser les probabilités bayésiennes : & supposer que nous connais-
sions les régles d’évolution, les conditions initiales, nous voulons, a partir des données
présentes, caractériser le processus passé qui a produit ces données. Pour reprendre le
langage des probabilités conditionnelles, la formulation du modéle en terme de processus
de Markov donne la probabilité¢ P(B,t'|A,t) d'un événement B a la date ¢’ > t sachant
que I'événement A s’est produit a l'instant ¢ et nous nous intéressons a la probabilité
P(A,t|B',t'), le lien entre les deux étant la formule des probabilités conditionnelles déja
écrite en (4.1).

Plus précisément, si nous travaillons
a longueur de séquence ADN fizée!, il
est possible de définir une distance, ap-
pelée distance de Hamming, entre deux

Séquences o = Qpaias...a, et 0‘/ = {Séquence o1 : ATGATCGACG

bobiby ... b, ou les lettres a; et b; corres-
pondent & I'une des quatre bases A, GG, C'
et T (voir figure 11.1). Elle est donnée par : = dy(o1,09) =3

Séquence oo : ATCAACGATG

n

dy(0,0') => (1 —=04,p,). (1L1)

k=1 Fi1G. 11.1: Distance de Hamming entre

Elle est minimale et vaut 0 si les deux sé- deux séquences de 10 bases.

quences sont identiques ; elle est maximale
et vaut n si les deux séquences n’ont au-
cune base en commun.

D’autre part les généalogies fournissent aussi une distance entre individus. Celle-ci est
définie comme étant 'age T5(i, ) de 'ancétre commun le plus récent de deux individus
ret g

La structure en arbre généalogique implique la propriété d’ultra-métricité dg(i,j) <
max(dg(i, k), dg(j, k)) entre trois individus 7, j et k. D’autre part elle est nulle si deux

Nous négligeons donc les mutations qui consistent & ajouter ou retirer des bases d’une séquence ADN,
ainsi que les recombinaisons [Hud83].
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individus sont identiques (’ancétre commun le plus récent d’un unique individu étant,
par convention, cet individu lui-méme). Elle est d’autant plus grande que l’ancétre com-
mun le plus récent des deux individus est plus ancien.

La problématique est alors de trouver des corrélations aussi fortes que possible entre
les deux distances dy et dg. Le probléme général est difficile puisqu’il existe divers types
de mutations possibles (erreur sur une base, crossing-over, etc.) et que la reproduction
sexuée fait que chaque individu porte deux versions de chaque géne. C’est pourquoi de
nombreux modeéles, dont le notre, se restreignent a une reproduction asexuée (modéle de
Wright-Fisher par exemple). Il est intéressant de noter cependant que, méme en repro-
duction sexuée, un certain nombre de caractéres se transmettent de maniére asexuée :
le chromosome Y chez les hommes, ’ADN mitochondrial chez les femmes, voire le nom
de famille si 'on s’intéresse a des quantités autres que génétiques.

11.1.2 La diversité génétique

Etant donné un groupe d’individus de séquences o, ..., 0,, la quantité idéale pour
mesurer sa diversité génétique est un indicateur qui aurait les propriétés suivantes :

— sa valeur doit étre minimale si tous les individus portent des séquences identiques
et maximale si toutes les séquences sont complétement différentes deux a deux;

— dans la perspective qui est la noétre, il devrait étre corrélé aussi fortement que
possible a ’age de I'ancétre commun le plus récent du groupe d’individus;

— il faudrait, pour extraire facilement I'information généalogique de I'information gé-
nétique, que cet indicateur donne lieu autant que possible & des calculs analytiques
« simples ».

Avant de pouvoir accéder aux temps de coalescence et aux généalogies, il faut tout
d’abord connaitre le taux 6 d’apparition effectif des mutations neutres que nous voulons
décrire. Nous allons voir dans cette section un exemple particulier de mesure de 6 a
partir de plusieurs estimateurs de la diversité génétique.

Plusieurs candidats ont été proposés dans la littérature. Prenons I’exemple particulier
du modéle a nombre infini de sites |[Kim69| : les individus portent une séquence de paires
de bases infinie et chaque nouvelle mutation affecte une nouvelle paire de bases. Formulé
autrement, cela revient a dire qu’aucune mutation ne se corrige par la suite et que nous
pouvons ainsi garder trace de toutes les mutations survenues. Ce modéle, bien que déja
simpliste, ne permet pas d’aller trés loin dans les calculs analytiques. Il n’est valable
que pour de trés longues chaines ADN avec un taux de mutation par paire de bases
tres faible. La justification biologique sous-jacente est le faible nombre de sites différents
observé entre les individus par rapport au nombre total de sites. La reproduction est,
quant a elle, décrite par le modéle de Wright-Fisher dans la limite de grande population
(tous les temps seront normalisés par la taille de la population N et nous travaillerons
ainsi dans la limite de temps continu, comme au chapitre 10).

Considérons un groupe de n individus de séquences o1,. .., g,. D’aprés 'hypothése de
nombre infini de sites, nous pouvons définir S,, comme le nombre de sites pour lesquels au
moins deux individus ont des bases différentes. Soit § = 6’/2 le taux d’apparition d’une
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nouvelle mutation? en temps continu®. Le premier événement rencontré en remontant
larbre généalogie est soit une coalescence (probabilité ¢, /(¢, + nf), soit une mutation
nf/(c,+nb). Nous obtenons ainsi la récurrence suivante sur la distribution Prob(S,, = k)
|[Kim69, HSWO05] :

né c
Prob =k) = —Prob =k-—1 " __Prob =k
rob (S, = k) P rob (.S, )+Cn—|—n9 rob (S, = k)
0’ —
= ——Prob(S,,=k—1)+ ——Prob (S, = k).
no1vg ol T b S =)
La résolution de cette récurrence montre que :
n—1e= ) (n —2)! o \*
Prob (S, = k) = —1)P " — :
( ) o' pz:;< ) (t—Dln—i—1)! (p+0’) /
En particulier, nous obtenons :
(S,) =0'h, (11.3)

N L. . —1 . . . . ..
ol h, est la série harmonique h,, = EZ=1 Il). Ainsi, le nombre S,, de sites discriminants

dans un groupe de n individus fournit une premiére estimation du taux de mutation.
Cet indicateur est appelé estimateur de Watterson [Wat75] et est défini par :

n S,
O = — |. 11.4
W= (11.4)

On s’attend a ce que <éW> = ¢'. D’autre part, dans un groupe de n individus, nous
pouvons compter le nombre de différences dg (o, 0’) entre deux individus moyenné sur
toutes les paires d’individus et définir ainsi I'estimateur de Tajima [Taj89] :

io L > du(oi,05) | (11.5)

it

Dans le modéle de mutations décrit ci-dessus, le nombre moyen de sites différents entre
deux individus est égal a 0" (distribution poissonnienne du nombre de mutations sur une
branche de longueur ¢). On s’attend ainsi & obtenir 14 encore (1) = §¢'.

En moyennant sur différents groupes, les deux indicateurs précédents permettent d’es-
timer directement le taux de mutation 6 = ¢'/2 et, si le modéle est valable, doivent don-
ner la méme valeur. Si ce n’est pas le cas (cf. [Taj89, HSWO05| pour une quantification
plus précise des écarts-type attendus), cela signifie que le modéle est faux (populations
structurées avec séparation géographique, influence de la sélection, etc.).

2Le facteur 2 dans la définition du taux réduit 6’ n’est introduit que pour alléger I'expression des
résultats. La probabilité que deux individus aient exactement les mémes génomes sachant que leur
ancétre commun le plus récent a pour age t est donnée par e 20 = e 0t puisqu’il faut qu’aucune
mutation n’ait affecté chacune des deux branches.

3Cf. la section suivante pour une discussion de I’échelle de temps choisie.
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A supposer que nous ayons une estimation fiable (cf. [KAL99]) du taux de mutation
0, les valeurs des estimateurs ci-dessus pour un groupe particulier (en particulier leurs
écarts par rapport aux moyennes attendues) peuvent ensuite étre utilisées pour obtenir
plus d’information sur la généalogie du groupe.

11.1.3 Le modéle a nombre infini d’alléles et la formule d’'Ewens

Le modéle & nombre infini d’alléles permet de simplifier & ’extréme la description des
génomes et des mutations. Un alléle est une version particuliére d’'un géne, i.e. I'une
des variantes parmi les séquences possibles du géne. Le modéle & nombre d’alléles infini,
introduit par Kimura et Crow [KC64| en 1964, consiste a ne conserver que I'information
minimale lors de la comparaison de deux génomes : soit ils sont identiques, soit ils sont
différents. Autrement dit, chaque mutation crée un nouvel alléle et aucune information
n’est conservée sur le nombre de mutations qui séparent deux alléles. La distance entre
séquences est donc ainsi résumée en deux valeurs : 0 et 1, selon qu’elles sont identiques
ou différentes. Un tel modéle induit nécessairement une perte d’information par rapport
a la connaissance de la distance de Hamming entre individus. Néanmoins, le traitement
mathématique s’en trouve simplifié et la section 11.2 ci-dessous vise a estimer quelle
information sur les généalogies on peut extraire & partir de I'information génétique que
nous donne ce modéle simplifié.

Comme dans le modéle & nombre infini de sites présenté ci-dessus, nous désignerons
par Odt = (0’ /2)dt la probabilité, en temps continu, qu'une mutation affecte un individu
pendant 'intervalle dt. Le véritable taux de mutation par individu et par génération vaut
donc @ = 0/N. Le nombre total de mutations dans toute la population en une génération
est donc Na = 6. Le choix de I’échelle &« = /N provient de deux considérations. D’une
part, les taux de mutation observés sont faibles et il y a peu de mutants & chaque
génération dans les populations biologiques (non seulement le mécanisme de réplication
de PADN a un taux d’erreur trés faible mais de plus la plupart des mutations sont
déléteres et le taux effectif des mutations neutres s’en trouve diminué); d’autre part,
les comportements les plus riches s’obtiennent dans la limite « = 6/N. En effet, les
deux facteurs qui entrent en compte dans la diversité génétique d’un groupe sont 1’age
de I'ancétre commun et le délai moyen entre mutations successives : les motifs les plus
riches sont obtenus lorsque ces deux temps sont du méme ordre?. Ainsi, nous travaillerons
avec un taux a = /N, tel que, dans la limite N — oo, le nombre de mutants parmi la
population en une génération soit 6.

La population, de taille N, peut étre divisée en groupes homogénes d’individus qui
possédent le méme génome. La question est alors de caractériser la distribution station-
naire des tailles de ces groupes |[Kim55, Ewe72|. Considérons une sous-population de
taille n < N. Elle peut étre décomposée en k groupes homogeénes de tailles nq, ..., ng.
Pour la commodité des calculs, introduisons les nombres a; qui comptent le nombre de
groupes homogenes de taille 7. Nous avons ainsi a; +2as +. .. +na, = n, et, d’autre part
la somme a; 4+ as + ... + a, compte le nombre de génomes différents dans le groupe de

4Si la fréquence des mutations est trop faible (a« = o(f/N)), alors la population est globalement
homogeéne; si elle est trop forte, alors aucun individu ne porte le méme génome.
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taille n. Soit P, (a) la probabilité d’observer une répartition a = (a, ..., a,). Nous pou-
vons écrire une récurrence reliant P, (a) a P,_;(a’) en comptant le nombre de mutations
qui se produisent avant la premiére coalescence qui fait passer de n & n — 1 individus. Le
résultat est connu depuis [Ewe72| et nous nous contentons ici d’en donner la solution,
appelée formule d’échantillonnage d’Ewens :

nL(0) 1+ [0\ 1
Pu(a) = = ot 0 H( ) . (11.6)

=1

Cette distribution des tailles de groupes homogénes présente plusieurs particularités.
Tout d’abord elle est invariante par extraction de sous-population : si nous considérons
une sous-population de taille n dont la distribution des tailles de groupes homogénes est
donnée par (11.6) puis une sous-population de taille m < n de celle-ci, alors la distribu-
tion des tailles des groupes homogénes dans la sous-population de taille m extraite de la
premiére est encore donnée par (11.6), comme on s’y attend intuitivement. De plus, un
échantillon typique de taille n > 1 est composé d’un nombre d’ordre O(1) de groupes de
tailles macroscopiques et d’une grande quantité de petits groupes homogénes de taille
de l'ordre de 1'unité’.

A notre connaissance, & part quelques résultats partiels [Moh06, BBS07], il n’existe
pas de formule générale donnant la répartition des alléles dans un groupe de taille n pour
des coalescents plus généraux (cf. section 8.2). La formule d’Ewens, et ses variantes, est
déja utilisée [GLO5| en génétique des populations pour estimer I’age d’alléles : il serait
intéressant de 'étendre & d’autres coalescents afin d’élargir les résultats connus aux
régimes ol la sélection devient pertinente.

11.2 Etude de corrélations entre |I'age de |'ancétre
commun le plus récent et la diversité génétique
dans le modeéle a nombre infini d’alléles

11.2.1 Quantités étudiées et relations de récurrence

Nous nous plagons dans le cadre du modéle & nombre infini d’alléles et dans la limite
de grandes populations N > 1. Nous avons calculé en (8.20) la distribution de I’age de
I’ancétre commun de n individus sans aucune information sur leurs génomes. Supposons
a présent que nous ayons quelques informations sur les génomes de ces n individus : a
priori, cela doit modifier la distribution du temps de coalescence du groupe de taille n.

°Tl semblerait [KP05] que les noms de famille en Corée, qui se transmettent de pére en fils, suivent la
loi d’Ewens (11.6) pour un paramétre 6 ~ 10.07 (cela correspond a dix nouveaux noms de famille
dans toute la population a chaque génération). La population a subi trés peu d’immigration et les
noms de famille y existent depuis plus de huit siécles. Les noms les plus fréquents sont Kim, Lee et
Park, qui sont portés, & eux trois, par 45% de la population. On notera néanmoins que ’hypothése
de taille constante semble peu réaliste.
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Prenons I'exemple, déja complexe au niveau des résultats, oll nous savons que m < n in-
dividus parmi les n portent les mémes alléles. L’existence d’un sous-groupe homogéne de
taille m réduit ’age de I'ancétre commun le plus récent de ce sous-groupe puisqu’aucune
mutation n’a pu se produire.

Définissons les quantités suivantes :

— Pma(T),) désigne la probabilité que 1'age de l'ancétre commun le plus récent du
groupe de taille n soit égal a T}, et que les m premiers individus du groupe portent
le méme alléle,

— pu(T|m) désigne la probabilité que ’age de 'ancétre commun le plus récent du
groupe de taille n soit égal a T,, sachant que les m premiers individus du groupe
portent le méme allele,

— Y, compte la fraction de m-uplets d’individus qui portent le méme génome :

m)!

Ym B N(N — 1) (N —m —|— 1) Z 6g(i1)7g(i2):-~'7g(im)
o 11<i2<...<lm
ol Ogy ... g, Vaut 1 siles m génomes gi,..., g, sont tous identiques et 0 sinon.

La quantité Y5 joue un role similaire a 'estimateur de Tajima (11.5), mais il faut prendre
garde au fait qu’elle contient moins d’information : notamment, Y5 ne compte pas le
nombre de différences entre deux génomes mais détecte uniquement si au moins une
mutation les différencie. Les quantités Y,, pour m > 3 mesurent les corrélations de
génomes a plusieurs individus et sont reliées aux moments de Y5.

Les différentes quantités définies ci-dessus sont reliées entre elles. En effet, le passage de
Pmn(Th) & po(T,|m) se fait par la formule des probabilités conditionnelles. La probabilité
que m individus aient le méme génome est donnée par la formule d’Ewens (11.6) pour
la partition @ = (0,...,0,1) et nous avons ainsi :

(m — 1)@ +1)

Prn(Tn) = pu(Talm) =m0

(11.7)

D’autre part, la fonction génératrice de p, ,(75,) n’est autre que la fonction de corrélation
entre Y, et T,, :

Pmn(s)== / & T ppn(T)dT = (Yype™*T). (11.8)
0

Des dérivations successives en s = 0 permettent ainsi, en principe, de calculer toutes les
corrélations (Y,,TF).

Nous allons a présent écrire une équation de récurrence sur les p,, ,(T"). Pour cela,
regardons le premier intervalle dt dans leur généalogie. Si une coalescence se produit a
I'intérieur du sous-groupe homogene de taille m, alors nous sommes ramenés au calcul
de prm—1,-1(T); si, au contraire, une coalescence affecte n’importe quelle autre paire
d’individus, cela nous oblige & calculer p, ,—1(7). D’autre part, 'hypothése d’homogé-
néité du sous-groupe de taille m implique qu’aucune mutation ne doit se produire sur
les lignées des m individus. Nous obtenons ainsi pour m > 2 et n > 3 :

OrPmn(T) = cmpPm—1.0-1(T) + (¢n — ) Pmn-1(T) — (¢ + MO) Dy (T). (11.9)
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Le passage aux fonctions génératrices donne alors :

1
Don(8) = ——— (CpPm—1m-1(8) + (Cr, — Cm ) Dmm—1(5)) | 11.10
Pnl9) = s (enBc a1 (8) + (0 = Cn)Paa(5) (11.10)
Pour m = 1, les mutations sur le premier individu n’importent plus et py,(s) est

directement donnée par (8.20). Pour n = 2 et m = 2, nous avons tout simplement
D22(s) =1/(s+ 1+ 26).

La résolution générale de (11.10) n’est pas immeédiate et méne a des expressions peu
utilisables en général : nous ne les reproduirons pas ici et le lecteur intéressé pourra
consulter [SD06] pour I'expression exacte et son interprétation en termes de combinatoire
sur les arbres généalogiques.

11.2.2 Influence de la connaissance des génomes de deux
individus
Nous nous limiterons ici au cas particulier ot m = 2 et n — o0, @.e. a I’age de I'ancétre

commun le plus récent de toute la population sachant que deux individus partagent le
méme génome. Pour m = 2 et n > 3, I'équation (11.10) se réduit, en utilisant (8.20), &

n—1
~ 1 ~ Cr
n\S) = ———————=2 n— 1)pan— . 11.11
aa(s) S+%+%<@ Wzl@+}LHwJ (11.11)

Afin d’établir une formule sommatoire, a chaque itération de la récurrence (11.11), il
faut choisir I'un des deux termes de droite ; si I’'on choisit le deuxiéme alors la récurrence
s’arréte. Appelons ¢ la valeur de n lorsque le deuxiéme terme est choisi. La solution
générale est alors donnée pour n > 3 par :

—~ - Cl—l
p2’n(8)_s+02+29H3—|—q+29

S ) (:55) (11 )

l=q+1

ol, par convention, le dernier produit est égal a 1 si [ = n + 1. Considérons directement
la limite n — oo. Nous obtenons ainsi :

00 n q—1
Po oo (5) = (Yae™T) = _a n 11.12
Proo(s) quJrl ll_!8+cl+0, ,!l3+0k (11.12)

ou, par convention, le dernier produit sur £ vaut 1 pour ¢ = 2.
De D'expression précédente, il est possible d’extraire, par transformation de Laplace
inverse, l'expression analytique de la distribution de T" sachant que deux individus au
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(T2 id.) (T2 diff.)
2 I I I I I I I I I 2.6 I I I I I I I I I

1.98 2.5

1.96 24
1.94 2.3
1.92 2.2

1.9 2.1

188 L1 111 9

FI1G. 11.2: Age moyen de ’ancétre commun le plus récent d’une population de taille N >>
1 sachant que deux individus au moins ont le méme génome (gauche) ou des
génomes différents (droite). Sans information sur les génomes des individus,
I'age moyen attendu est (T') = 2.

moins ont le méme génome. Néanmoins, les expressions obtenues sont beaucoup moins
simples que I’équation (8.23), qui était obtenue sans conditionnement. Nous nous conten-
terons ici de donner Iexpression de 1’age moyen (T'|m = 2) de 'ancétre commun le plus
récent de la population sachant qu’au moins deux individus ont le méme génome. Cette
expression s’obtient soit en dérivant I’équation de récurrence (11.11) et en résolvant la
nouvelle équation de récurrence sur (7,|m = 2) (cf. [SD06] pour le détail des calculs),
soit en dérivant l'expression (11.12). Le résultat est le suivant :

1 2 - D+ Dp-2) (1P
T'm=2)=1 -0 11.13
(Tm =2) * 1+0 Z 2 cp(ep, +6) ( )
p=3
ou @ = 26. Nous retrouvons l’expression (T') = 2 en absence de mutations (6 = 0).

La représentation graphique de ce résultat est donnée en figure 11.2. Elle met en
évidence, pour # ~ 0,4 une déviation maximale de I'ordre de 5% par rapport au cas sans
conditionnement. Cette valeur, bien que faible, reste significative puisqu’elle signifie que
la correction a l’age de I'ancétre commun le plus récent de toute la population lorsque
nous avons des informations sur seulement un nombre fini d’individus (ici m = 2) ne
tend pas vers 0 lorsque la taille totale N tend vers l'infini. Cette propriété n’est pas
surprenante pour la raison suivante : en prenant une paire d’individus au hasard dans
toute la population, la probabilité que leur ancétre commun le plus récent coincide avec
celui de toute la population est d’ordre 1 (elle vaut 1/3, cf. [STW84]) et I'information sur
deux individus se répercute de maniére significative sur la hauteur de I’arbre généalogique
de toute la population. Pour m = 5, les conséquences sur le temps de coalescence T" sont
représentées en figure (11.3) et confortent la tendance.

La résolution compléte de (11.10) permet d’obtenir [SD06] une formule sommatoire
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F1G. 11.3: Distribution de I’age de 'ancétre commun d’une population en présence d’in-

formation sur les génomes des individus. La valeur du taux de mutation est
6 = 0.5 pour toutes les courbes. La ligne représente la distribution station-
naire (8.23) de T sans information sur les génomes pour une population de
taille N — oo. Les pointillés longs représentent la distribution du temps de
coalescence T" sachant que deux individus pris au hasard ont le méme génome
(obtenue a partir de (11.12)) ; les pointillés courts représentent la distribution
du temps de coalescence T' de la population sachant que 5 individus pris au
hasard ont le méme génome (résultat numérique pour une population de 50
individus). Les courbes mettent en évidence qu’il suffit de posséder des infor-
mations sur un nombre fini de génomes pour changer de maniére significative
I’estimation du temps de coalescence de la population compléte.

pour py,,(t) mais cela ne permet pas d’avoir une formule fermée simple, méme pour
la valeur moyenne de (7},). Une généralisation a des distributions pom, ms,....me)n (1) sa-
chant que k groupes de tailles m; donnés sont homogéenes permet seulement d’écrire des
équations de récurrence de type (11.10) ou l'on liste les coalescences autorisées, sans
aboutir & une solution générale utilisable en pratique. Seuls quelques cas particuliers
(deux groupes homogeénes, plusieurs groupes homogenes de taille 2, etc.) peuvent étre
traités mais les corrections qu’ils apportent a ’age T' de ’ancétre commun le plus récent
restent du méme ordre que celles observées en figures 11.2 et 11.3.



Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons considéré différents modeéles de dynamique de populations
en présence ou non de sélection. Les modeéles d’évolution constituent un domaine actif
a l'interface entre biologie, mathématiques et physique statistique. La problématique
générale de ces modéles est d’étudier la compétition entre, d’une part, la reproduction
qui tend & augmenter la taille de la population et, d’autre part, les limitations extérieures
du milieu qui tendent & réduire cette taille. Reproduction, déplacement et mutation des
individus sont décrits par les outils probabilistes usuels que sont les marches aléatoires
et les processus de branchement. Introduire de la sélection parmi les individus consiste
a les classer selon leur adaptabilité a I’environnement et a biaiser la reproduction et la
survie en faveur des individus les plus adaptés.

Les résultats présentés correspondent aux quatre travaux publiés durant ces années de
these qui sont, par ordre chronologique : I’étude de la dynamique des généalogies dans
le modéle de Wright-Fisher sans espace ni sélection, ainsi que la corrélation entre 1’age
de lancétre commun le plus récent d’une population et sa diversité génétique [SDO6],
I’étude de la probabilité de survie d’une marche aléatoire avec branchements en présence
de conditions aux bords absorbantes et de la transition de phase vers l'extinction [DS07],
I’é¢tude de I’évolution de cette méme marche aléatoire avec branchements conditionnée
par une taille finale et la construction d’un processus biaisé qui nous a permis de simu-
ler directement cette évolution conditionnée et de déterminer les propriétés du régime
quasi-stationnaire prés de la vitesse critique [SDO08|, et finalement 'étude des généalogies
dans des modéles de sélection avec structure spatiale et le lien entre ces modéles et les
polymeéres dirigés [BDSO08].

Les marches aléatoires avec branchement entretiennent des liens étroits avec les équa-
tions de propagation de front : nous avons exploité les résultats connus sur les fronts qui
se propagent sur une ligne infinie afin de les adapter au cas de marches aléatoires avec
branchement en présence d’un mur absorbant (chapitre 3). Ce probléme, qui est lié aux
problémes de survie de populations en présence de sélection, nous a obligés a considérer
des solutions de fronts avec des conditions aux bords (annulation au bord). L’existence,
ou non, et la forme de telles solutions, nous a permis d’étudier la transition de phase qui
apparait lorsque la pression de sélection est trop forte : au-dela d’une certaine vitesse
critique v, du mur absorbant, les marches aléatoires avec branchements sont rattrapées
par le mur et la population s’éteint. Un traitement analytique nous a permis d’aboutir
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a des formules universelles pour la probabilité de survie prés de la vitesse critique.

Ce cadre est relativement différent des processus de réaction-diffusion avec états ab-
sorbants habituels [CT96, CT98, THVL05, CDC91]| puisque la transition vers l'état
absorbant n’est pas induite par des annihilations entre individus mais par les conditions
aux bords du domaine. En particulier, il est plus difficile d’utiliser le formalisme de
la théorie des champs. Les outils que nous avons utilisés sont spécifiques a ’étude des
fronts en dimension d = 1 dans un milieu homogéne. Des résultats mathématiques sur
les fronts en dimension plus grande ou dans des milieux périodiques [BHNO5| invitent &
considérer l'effet de la structure spatiale sur des marches aléatoires avec branchements
dans des domaines plus généraux que ceux considérés ici.

A la base de I'étude de I’évolution d’une marche aléatoire avec branchements condi-
tionnée par sa taille finale (chapitres 4, 5, 6), réside le fait que la probabilité de survie
de la marche et les fonctions génératrices satisfont des équations de fronts détermi-
nistes (de type F-KPP) avec des conditions aux bords idoines. Dans la limite des temps
longs, le conditionnement a pour conséquence, lorsque v < v., de générer un régime
quasi-stationnaire (chapitre 4). Ce dernier est relié au vecteur propre associé au premier
temps de relaxation d’un front. La premiére étape fut ainsi d’étudier en détail I'effet des
conditions aux bords sur les temps de relaxation de fronts (fin du chapitre 2).

Néanmoins, pour v > v., des calculs numériques tendent a montrer qu’il n’existe
pas de régime quasi-stationnaire dans la limite des temps longs. De plus, la probabilité
de survie, qui satisfait I’équation F-KPP, n’a plus de temps de relaxation discret et
le formalisme du chapitre 4 ne s’applique plus. Il serait ainsi intéressant d’adapter ce
formalisme aux cas ou la relaxation de la probabilité de survie n’est pas exponentielle
afin d’étudier le régime conditionné présenté en figure 4.3.

Pour v < v, nous avons déterminé dans le régime quasi-stationnaire le profil moyen
et la taille de la population prés du point critique. Les expressions obtenues (6.3, 6.4,
6.7) sont universelles et ne dépendent pas du mécanisme précis du branchement, ni
d’une éventuelle discrétisation du fitness. Un aspect plus surprenant est la similarité des
résultats avec des marches aléatoires avec branchements de taille N fizée (et de vitesse
fluctuante) : la relation entre taille et vitesse semble étre la méme dans les deux, au
moins aux deux premiers ordres. Il serait souhaitable de comprendre plus en profondeur
cette universalité et d’en cerner aussi les limites.

Enfin, un dernier point intéressant de cette étude fut la construction d’un processus
biaisé (chapitre 5) qui permet de prendre en compte le conditionnement d’une marche
aléatoire avec branchement sur sa taille finale. Outre 'intérét numeérique d’un tel pro-
cessus, il nous a permis de comprendre les propriétés du régime quasi-stationnaire. De
plus, il a I'avantage d’étre encore valable pour v > v, et peut constituer un point de
départ pour I’étude du régime conditionné & v > v.. Sa limitation actuelle réside dans le
fait qu’il n’est valide que pour des marches aléatoires indépendantes et il serait intéres-
sant de savoir s’il peut étre généralisé au cas d’individus en interactions. Le processus
dual, au sens de [DMS03], des marches aléatoires indépendantes est ’équation de front
F-KPP déterministe : pour des marches aléatoires dont on autorise les recombinaisons
A+ A — A, le processus dual est une équation F-KPP stochastique dont le bruit dépend
du taux de recombinaison. Il serait alors intéressant de savoir si les termes de bruit sup-
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plémentaires peuvent étre interprétés en termes de particules aux propriétés modifiées
(cf. chapitre 5).

Le deuxiéme théme de cette these fut I'étude des généalogies des individus dans les mo-
deles d’évolution de populations. En absence de sélection, nous avons étudié les propriétés
dynamiques de ’age de 'ancétre commun le plus récent d’'une population : cela nous a
amenés a construire un processus stochastique, non pas sur cet age, mais sur toutes les
longueurs de branches dans I'arbre généalogique (chapitre 10). Cette construction, qui
donne au final un processus relativement simple, a permis de calculer diverses fonctions
de corrélation liées a I’évolution de I’age de I'ancétre commun le plus récent. A notre
connaissance, aucun résultat n’existe en présence de sélection sur 'aspect dynamique
des généalogies : il serait intéressant de savoir ce qu’il advient lorsque la sélection entre
en jeu. Un modeéle-jouet simple pourrait étre le régime quasi-stationnaire étudié dans la
premiére partie, puisque, dans le processus biaisé, I'individu A; et les branches qui en
partent correspondent au haut de ’arbre généalogique, ou bien le modéle exponentiel
du chapitre 7 a taille constante pour lequel de nombreux résultats exacts peuvent étre
établis.

Sans sélection toujours, nous avons exploré les corrélations qui apparaissent entre
ancétre commun le plus récent et diversité génétique d’'une population dans le modéle a
nombre infini d’alleéles. Dans le cas particulier ol nous supposons avoir de 'information
sur un nombre fini d’individus dans la population (n génomes identiques par exemple),
nous avons déterminé la correction que cette information apporte dans ’estimation de
I'age de 'ancétre commun le plus récent (chapitre 11). Les formules analytiques obtenues
ne semblent pas étre manipulables facilement dans le cas général, néanmoins il serait
souhaitable de savoir s’il est possible de les utiliser au moins numériquement.

Si l’on introduit de la sélection tout en restant dans des modéles de type champ moyen,
la structure des généalogies change de classe d’universalité (coalescent de Bolthausen-
Sznitman au lieu du coalescent de Kingman). Ce changement est lié au fait que certains
individus (de haut fitness) générent une plus grande partie de la population que d’autres
(de bas fitness) qui ont plutdt tendance a s’éteindre. En dimension finie, le fait d’avoir
une compétition locale entre les individus modifie les échelles de temps et les généalo-
gies. Le chapitre 9 est une exploration numérique de ce qui se passe pour des modéles
de polymeéres dirigés : si, en champ moyen, les résultats sont semblables aux marches
aléatoires avec branchement (sur I’axe de fitness), en dimension finie au contraire, les ef-
fets géométriques sont prépondérants et les généalogies appartiennent a d’autres classes
d’universalité.

La majorité de ces résultats sont numériques. Il serait souhaitable & présent d’en avoir
une compréhension analytique. En champ moyen, il existe déja trés peu de modéles exac-
tement solubles (modéle exponentiel du chapitre 7 et [BD04]). Dans un premier temps, il
serait intéressant de comprendre rigoureusement pourquoi le coalescent de Bolthausen-
Sznitman est universel en champ moyen. Dans un deuxiéme temps 1'idéal serait d’étendre
le résultat de |[LS06] aux modéles avec sélection, c¢’est-a-dire de déterminer la dimension
critique au-dela de laquelle les généalogies observées sont celles du champ moyen. Il faut
néanmoins s’attendre & certaines difficultés, puisque, comme nous I’avons vu au chapitre
9, ce probléme est relié a celui de la dimension critique des polymeéres dirigés.
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Durant toute cette deuxiéme partie, nous avons comparé, au moins numériquement, les
cas sans sélection et avec une sélection forte mais nous n’avons étudié aucun cas intermé-
diaire. Une sélection adoucie pourrait étre obtenue par exemple non pas en sélectionnant
les N meilleurs individus mais en sélectionnant les individus avec une statistique de type
Fermi-Dirac. Les limites 3 = 0 et = oo correspondent a des sélections nulle et maxi-
male; pour une « température » intermédiaire, on peut s’attendre & une transition de
phase entre les régimes de Kingman et Bolthausen-Sznitman. Il serait intéressant de
savoir si cette transition se produit & § = 0 ou & § > 0 : I’étude de cette transition
permettrait en effet de mieux comprendre 1'origine de 'universalité des généalogies ainsi
que les paramétres pertinents.

Le processus biaisé de la premiére partie a permis d’étudier la dynamique de l'in-
dividu A; qui, par construction, est 'ancétre commun de toute la population a un
temps ultérieur. En particulier, nous avons vu que par rapport aux autres individus de
la population, il n’était pas a 'avant du front et son fitness moyen ne fait pas partie
nécessairement des meilleurs fitness de la population. Cela met en évidence le role pré-
pondérant des fluctuations, qui font que les meilleurs ne survivent pas nécessairement :
il serait intéressant de transposer ces résultats par exemple au probléme des polymeéres
dirigés et d’étudier 1’énergie des polymeéres qui ont des descendants, comparativement
a I’énergie moyenne. Cela permettrait en outre de connaitre la distribution du nombre
de descendants d’un individu (respectivement d’un polymeére) connaissant la place de
son fitness (respectivement son énergie) par rapport a ceux des autres individus, qui
est, comme nous l'avons vu au chapitre 8, la quantité-clef qui permet de déterminer
analytiquement les généalogies.
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