Programme de colle Révisions d’analyse

Classe de PT

Lycée La Martiniére

Exercice 1 (2010, Cachan — OT 3, corrf'gé)

Soit (uy,) définie par ug > 0 et upy1 = up + —.
n

1) Montrer que, pour tout n > 1, u,, > 1 et donner le sens de variation de (u,). Montrer par I’absurde
que (uy,) ne converge pas.

2) Quelle est la limite de la suite de terme général v, = u?2 —u? | ?

n
3) Montrer que la suite de terme général w, = — ka a la méme limite que (v,) et en déduire un
n

k=1
équivalent de (uy,).

Exercice 2
1) Soit f: R — R définie par f(z) = cosx. Soit (u,) € RY la suite définie par ug = 1 et w11 = f(uy).
a) Montrer que, pour tout n € N, u,, € [0, 1].
b) Montrer que 1’équation f(x) = = a une unique solution dans [0, 1]. On notera ¢ cette solution.
c) Montrer que 3k € [0,1[/Vn € N |upy1 — €| < klu, — 4.
d) En déduire que (u,) converge vers /.

2) Sur le méme modéle, étudier les suites suivantes

3
R et = —
a) up € R et upyg 202 11
Exercice 3 @) I
Donuner la limite en 07 de =1
7T —

Exercice 4
Montrer que les fonctions suivantes sont inversibles au voisinage de 0, puis déterminer le DL de celles-ci a
l'ordre 3 en f;(0).

1) fi(z) =In <em$— 1) 2) fo(z) = 2z — 507 3) f3(z) = In(1 + sinz) + (sinz)e*™®

Exercice 5 (Petites mines)
Soit f :[0,1] — R continue telle que f(0) = f(1).

1
1) Montrer que 'équation f(z + 5) = f(x) posséde au moins une solution.

1
2) Montrer que Vn > 2, f(x + —) = f(x) posséde au moins une solution.
n

Exercice 6 z
Pour tout n € N, on pose u,, = / tan' t dt.
0

1) Montrer que (u,) est décroissante. Est-elle convergente ?

2) Calculer uy 42 + uy, pour tout n € N, et en déduire un équivalent de wu,,.
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Exercice 7
Calculer les limites suivantes :

3x x?
1— cost t—1
1) lim [ g 2) lim

dt
=0 Jy t3 e—=1 [, (Int)?

Indication : Penser auz DL.
Exercice 8 (2007, ENSAM — OT 183)

1) Montrer que f(x) = /QI

T

i dt est continue et dérivable sur 0, +o00[. Donner les variations de f.
—In

2x
1 1
2) Montrer que lim ———— ——dt = 0. En déduire que f a une limite finie en 400 que ’on précisera.
z—+oo J, t—1Int ¢t

3) Montrer que f est prolongeable par continuité en 0 et dérivable & droite en 0. Donner allure du graphe
représentatif de la fonction f.

Exercice 9

1 n
Calculer la limite de la suite (/ x 5 dx) .
0 1 +x n

Exercice 10 (Théoréme de Riemann-Lebesgue)
Soit f : [a,b] — C de classe €.

1) Soit ¢ : R — C une fonction continue par morceaux, T-périodique, d’intégrale nulle sur une période.

b
Montrer que 111_11:1 / f(t)p(st) dt = 0.
S—+00 a

2) On ne suppose plus que ¢ est d’intégrale nulle. Déduire de la question précédente que

b T b
Jim /af(t)cp(st)dt:;/o gp(t)dt/a (1) dt

s——+00

Exercice 11
Soit f € €'([a,b],R) telle que f'(z) € [0,1] pour tout x, et f(a) = 0. On définie la fonction F par

F(z) = /: f3(t) dt — (/j f(t) dt>2

1) Déterminer les variations de F.
2

2) Monterque/(Lbf?’g(/abf) .

Exercice 12 (ddl)
Pour p et ¢ entiers naturels, on pose :

Iy = /b (t—a)P(b—t)?dt

a) Former une relation de récurrence liant I, ; et Ij11 4-1.
b) Donner une expression de I, , & 1'aide de factoriels.

Exercice 13 (ddl)
Soit f continue de R dans R telle que

2y+x
V.)€ B2 0) — ) = [ o ar

Montrer que f est de classe C! et déterminer f.
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Exercice 14 (ddl)
Soit (a,b) € R? tel que a < b, f : [a,b] — R continue et n € N telle que :

b
Vi € {0, 1,...,n},/ tf(t)dt =0

Montrer que f s’annule au moins n + 1 fois sur [a, b].

Exercice 15 (Seconde formule de la moyenne, ddl)
Soient f,g : [a,b] — R deux fonctions continues avec f décroissante et positive.
a) Pour n € N*, on pose

(b—a)

n

Q41
Sp = f (ak)/ g(t)dt avec ap = a+ k
k=0 Ok

Montrer que

b) On introduit G la primitive de g s’annulant en a.
Montrer que

f(a) r[nibr]lG < Sn < f(a) IF%?G

¢) En déduire qu'il existe ¢ € [a, b] vérifiant

b c
/ f(Hg(t)dt = f(a) / g(t) dt

d) Soient f,g : [a,b] — R continues avec f monotone.
Montrer qu’il existe ¢ € [a, ] tel que

b c b
[ swaar=s@ [ gar o) [ gar

Exercice 16 (ddl)
Soit f une fonction réelle de classe C' positive et décroissante sur I = [a, b].
Soit g une fonction continue sur I. On définit G : I — R par la relation

Gla) = / o(t) dt
a) Montrer qu’il existe m, M € R tel que
G (la,b]) = [m, M]

b) Montrer que
b

b
/ f(Hg(t)dt = FBGH) — | FHGE)dt

a

¢) En déduire qu’il existe ¢ € [a, b] tel que

b c
/ F()g(t)dt = f(a) / o(t) dt



