Programme de colle Quadriques

Classe de PT

Lycée La Martiniére

Exercice 1 N
Dans cette partie, 'espace est rapporté a un repére orthonormé direct (O, 7,7k ).

1) On considére les quadriques 21, et &5 d’équations cartésiennes respectives

2

4x2—|—4y2—|—222—4yz+4xz—1:0 et —5x2—y —22+2my—2yz—|—6xz—1:0

Déterminer la nature des quadriques 27 et 2.

2) On consideére la quadrique 23 d’équation cartésienne
4x” 4 4y +42° ddoy —drz+4yz — (9V2+2V6 +4V3) 2+ (—9vV2+2V6 +4V3)y + (4V6 —4v/3) 2 —96 = 0

a) Déterminer la matrice A de la forme quadratique associé a la quadrique 2s.

b) Déterminer les valeurs propres de A, puis une base (71, U, 73) orthonormée de vecteurs propres.
¢) Donner une équation réduite de 25 dans (O, W1, W, U3).

d) Donner I'équation réduite de la quadrique 23 dans un repére que 'on déterminera. On précisera

en particulier les coordonnées dans (O, 7, 7, k) de Vorigine de ce repére

Solution.

1) Notons A; et Ay les matrices des formes quadratiques associées respectivement a 2; et Zs.

4 0 2 -5 1 3
Al == 0 4 -2 et Al == 1 -1 -1
2 =2 2 3 -1 -1

e Etude de 21 : Calculons le polynome caractéristique (on vérifie ses calculs a ['aide de la trace)
0 2 0 2

1
4-X =2 |=(A-MN1 4=X -2 |=-=-AA—4)(A—6)
0 -2 2-2 0 -2 2-2A

4 -
Xl()‘) = det(Al —)\IS) =14—-X\

Aprés changement de base, le terme constant est le méme et 27 a pour équation

dyf 4627 =1

La quadrique 27 est un cylindre elliptique‘
—5—=A 1 3
o Etude de @5 : xo(\) =det(Ay —A3) =| 1 “1-X -1 |===X-7\14
3 -1 —1-A
... qui ne semble pas avoir de racines évidentes. La matrice Ay étant symeétrique réelle, elle est
diagonalisable, donc ses valeurs propres A1, Ag, A3 (les racines de y2) sont réelles.
Le produit des racines vaut 4 (le terme constant, = det(Asz)), donc il n’y a pas de racines nulles, et
il y a 0 ou 2 valeurs propres négatives. De plus Tr (As) = —7 = A\ + A2 + A3, donc il y a exactement
une valeur propre « positive et deux valeurs propres négatives —f et —v.
Ainsi 2, a pour équation ax? — fy? — 22 =1, on a, 8,7 € R* . En multipliant par —1 :

—ax} + By} + 721 = —1

La quadrique 25 est un hyperboloide & deux nappes‘ (il y avait une erreur, j’aurais du éerire —2ay + Oyz + 2az)

1
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2)

4 2 =2
a)|[ 2 4 2
-2 2 4
b) Polynéme caractéristique : x3(\) = det(A — A3) = --- = —\(A — 6)2.
’Les valeurs propres de A sont A = 0 de multiplicité 1, et A = 6 de multiplicité 2
1
e )\ =0:Onremarque que X = | —1 | vérifie AX = 0, donc est un vecteur propre pour la valeur
1
propre 0, or celle-ci est de multiplicité 1, donc Ey = Vect ((1,—1,1)).
e )\ =6 L’équation de Eg = Ker (A —613) est x —y + 2z = 0, donc Eg = Vect ((1,1,0),(—1,0,1)).
Pour obtenir une base orthonormée, il nous reste a orthogonaliser (par la méthode de Schmidt)
la base de Fg puis diviser les vecteurs obtenus par leurs normes.
Posons e; = (1,1,0) et e = (—1,0,1). Cherchons €3 = e3 — aes tel que < e3,e9 >= 0, c’est-a-dire
< eg,e9 >=< e3,60 > —a < eg,e9 >=—1—-2a=0
1 11
Donc €3 = eg + 562 = (—2, > 1>.
1 1 1 1 1 1 1 2
Conclusion : (U1, Ua, U3) = <(\/§7 3 \/§> ; <\/§7 270) ( 76 6 \[>> est une
base orthonormée de vecteurs propres.
%
c¢) Notons P la matrice correspondant au changement de base (7,7, k) — (0, W1, Wo, U3).

1o ; NI
viovro s Ay | @ R
P=|-— — — et =P = — + —z
V3 V2 ! 0 B IE RV
— 0 — —T1+ —=
V3 NG VAR
Il -
Ou | y1 | sont les coordonnées de 7+ y7 + z k dans la nouvelle base. En remplagant z, y et
z1

z dans la partie linéaire, il vient

—(9f+2f+4f)x+(—9f+2f+4f)y+(4\/6—4\/§)z

_ (9\[+2f+4\f)<\[951+\[3/1 NG )
+(— 9f+2\f+4xf< N \fyﬁ\}g )
+(4v6 — 4[)<\fx1+fz1>

= —127; — 18y, + 122
Ainsi I'équation de 23 dans (O, U1, U, 73) est

6y7 4 627 — 1221 — 18y; + 1221 —96 =0

On peut simplifier par 6 cette équation : y% + z% —2x1 —3y1 + 221 — 16 =0.

d) On fait disparaitre la partie linéaire autant que possible :

3\? 9
y? 4+ 2% — 221 — 3y + 221 — 16 = (y12) —Z+(21+1)2—1—2x1—16

= (y1—g)2+(21+1)2—2<x1—787)
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73

7
Soit Q le point de coordonnées <8’ 2 —1) dans (O, U1, U, 73), l’équation de 23 dans (€2, U1, U, Us)

est alors

V24 7% = 2X |

C’est un paraboloide (de révolution). Les coordonnées de € dans le repére de départ sont

77
5
2

-1

[SISE
I
e

Exercice 2
A l'aide de l'exercice précédent, en commencant par réduire la forme quadratique associée, donner I’équation
réduite et décrire la surface pour chacune des équations suivantes

1) 22+ 3% — 322 —day —8yz+ 226 +y+2=0 2) 322 — 2% + 20y + 2yz + 220 — 2 — 8y + 62 =0
3) 222 + 20 + 2% — 2z 22w+ 4 —2y+24+1=0 4) 2+ 2+ 22 - 2ay+yzr+z2x)=1

Exercice 3 (d’aprés écrits PT)
Soit § un réel. On consideére la surface . d’équation 2sh (6)a? + y* 4 2x2 — 2y = 0.

1) Montrer que le point © de coordonnées (0, 1,0) est centre de symétrie de .7
2) Déterminer un repére de R? dans lequel .% a pour équation X2 + e?Y? —e 922 =1.

3) Quelle est la nature de . 7 Est-elle de révolution ?



