Programme de colle Séries numériques

Classe de MP*

Lycée du Parc

Exercice 1
Déterminer la nature des séries de terme général :
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Exercice 2
Soit f, une fonction positive, décroissante et continue sur [1, +oo[. On note :

VneN*  F(n)=) f(k)- /nf(t)dt
k=1 1

1) Montrer que la suite (F'(n)),en+ est décroissante. En déduire que la suite (F(n)),en+ converge.
2) Applications.
In(n)®

n

a) Soit Vn € N*, u,, = o a € R. Pour quelles valeurs de « la série de terme général u,
? 7 q g

est-elle convergente ?
n

1

b) Pour tout n € N*, on pose v, = T~ In(n). Montrer que la suite (vy,)nen+ converge.
k=1

Remarque. La limite de la suite (vp)nen+ est la constante d’Euler v ~ 0,57721566.

Exercice 3
Soit (uy) une suite décroissante telle que la série g Uy, COnverge.

1) Montrer que limu, = 0 et que Zn(un — Upy1) = Zun
1
nn+1)...(n+p)

2) Calculer S, =)

Exercice 4

Soit upy1 = —e U
n

1) Etudier la nature de la suite u,,
2) Etudier la nature de la série de terme général u,,

3) Etudier la nature de la série de terme général (—1)"u,

Solution.

1 .
1) up, > 0donce ™ <1,dou0 < upy; < o La suite converge vers 0.
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1
2) Puisque u,, — 0, nous pouvons faire un DL : e " = 1 — u,, + o(u, ). Donc u, ~ - qui est divergente,
ainsi la série & termes positifs u, diverge.
(_1)n+1 (_1)n+1 (_1)n+1

Y (=) g — e a— —|—0(n) rou /n donc

n
équivalente en valeur absolue a 1/ n?, convergente d’aprés Riemann, et le premier terme est une série
alternée convergente.

(_1 n+1

Uy est

g

Exercice 5 (ddl)
On pose

3

i
Hk‘
+
E

Donner un équivalent simple de S,,.
Montrer que
Sp,=Inn+C+ o(1)

Exercice 6 (X PSI — ddl)
On dit que la série de terme général u,, enveloppe le réel A si, pour tout entier naturel n, on a :

Up Z0et |A— (up+up + - +up)| < |upt]

On dit qu’elle enveloppe strictement le réel A §'il existe une suite (6,,),>1 d’éléments de ]0, 1] telle que pour
tout entier naturel n :

A—(up+up+-+up) =Opr1uni

a) Donner un exemple de série divergente qui enveloppe A > 0.

Donner un exemple de série convergente qui enveloppe un réel.

Donner un exemple de série convergente qui n’enveloppe aucun réel.

b) Démontrer que, si la série de terme général u,, enveloppe strictement A, alors elle est alternée.
Démontrer que A est alors compris entre deux sommes partielles consécutives.

¢) Démontrer que, si la série de terme général u, est alternée et que, pour tout entier n € N*

A — (up +ug + -+ + uy) est du signe de u,41, alors, elle enveloppe strictement A.

d) Démontrer que, si la série de terme général w, enveloppe A et si la suite de terme général |u,| est
strictement décroissante, alors, la série est alternée et encadre strictement A.

Exercice 7
Soient (u,) une suite de réels positifs et
Un

- 1+ u,

Un
Montrer que les séries E Up, et E v, sont de méme nature.

Exercice 8
Soit (uy,) telle que uy4+1 = o(uy,). Montrer que Z U ~ Uy Indication : Z up = o(uy,), série géométrique.
k>n k>n+1

Exercice 9 (transformation d’Abel — IPP — cours)
Soit u, = anvn, et S, = ka.

k=0
n n—1
1) Montrer que Zuk = Z(ak — Qgy1)Sk + Sy
k=0 k=0

2) Supposons que () soit positive, décroissante et de limite nulle, et que (S,,) soit bornée. Montrer que

un est convergente.
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3) en déduire le CSA.

Exercice 10 (Produit de Cauchy — convolution)
1) Soit Zan et an deux séries absolument convergente (& valeur dans C). Alors la série de terme

n
général ¢, = Z apbp—p est absolument convergente de limite ¢ = ab. [cours]

p=1
n

2
T
2) Montrer la convergence et calculer la somme de u,, = Z

2 _
e m SaChal’lt que Z 1/p = E
(=1)"
\/ﬁ .

a) Montrer que les séries E Up, et E vy, convergent.

3) Pour n > 1, on pose u, = v, =

b) Montrer la divergence de la série produit de Cauchy des séries Z Uy, et Z Up.

Exercice 11
Soit Zun une série réelle convergente mais pas absolument convergente. Montrer que pour tout £ € R, il

existe 0 : N — N telle que Zugn — {. Id est, quitte & changer 'ordre de sommation Zun tends vers
n’importe quelle limite.

Exercice 12 n n
1) VY(ap,...,a,) croissants > 0 et V(by, ..., b,) décroissants > 0, et Vo € Sp41, Z aibg(s) = Zaibi
i=0 i=0
. L o(n)
2) Soit o : N* — N* tive. Nature d —.
) Soit o injective. Nature de Z 3
Solution.

1) Montrons par récurrence que la propriété :

n

Hn:  Y(ag,...,ayn) croissants > 0 et V(bo, ..., b,) décroissants > 0, et Vo € S;11, Z aiby iy = Zaibi
i=0 i=0

est vraie pour tout n > 0.

o Hp est vraie : S; = {id }.

e H, est vraie en regardant les deux éléments de Ss.

o H, = Hyp11 : Supposons H, vraie. Si ¢ a un point fixe, on retire 'indice en question et on applique

Hn-

Sinon, soit j = o(n), et 7 la permutation entre j et n. Alors en appliquant H; on a
Zai(ba(i) — bo(ri))) = 0
i

donc

Zaiba(i) > Z aibo(r (i) = Zaibi

d’aprés H,. Donc H,1 est vraie.
e Conclusion : |Vn >0 Hn Vraie‘

2) Soit n fixé. On peut supposer o a valeur dans [0, n], ¢a diminue la valeur de U,,. Puis 1).

Exercice 13 (ddl)
Soit (uy) une suite réelle telle qu’il y ait convergence de la série Z u?
Soit o une bijection de N et (vy,) la suite déterminée par

Vn € N,vp = tg(p)
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a) Montrer la convergence et calculer la somme de la série E V2.

b) Quelle est la nature de la série E [tnvn| ?
c¢) Déterminer les bornes supérieure et inférieure de

+00
D lunvnl
n=0

pour ¢ parcourant I’ensemble des bijections de N.

Exercice 14 (ddl)
Etablir que pour z € |—1,1],

+o00o 2"

Zl_xn_zd

en notant d(n) le nombre de diviseurs positifs de n. Indication : famille sommable

Exercice 15 (ddl)

Justifier
S
2 _ 2 A2
n:l,n;ﬁpn p 4]7
En déduire
+oo +oo +oo —+o00
> Y o R DED D s
p=1n=1,n#p n=1p= 1,p7fn

Cette étude montre que 'on ne peut pas permuter deux sommes infinies sans moult justifications!

Exercice 16
On considére I'espace préhilbertien £2(R) des suites réelles de carré sommable (i.e. la série Z |y |? converge),
muni de son produit scalaire canonique
+o0
<Uu,v>= Z UpUn
n=0

On note F' I'ensemble des suites réelles a support fini, c’est-a-dire nulles a partir d’un certain rang (ce rang
dépendant de la suite considérée).

1) Montrer que F est un sous-espace vectoriel de ¢£2(R), différent de ¢%(R).
2) Montrer que F*+ = {0}
3) En déduire que F++ £ F

Solution.
1) Immeédiat.

2) On note e; la suite valant 1 en ¢ et 0 ailleurs. Pour tout 7, cette suite est dans F, et (u|e;) = 0 entraine
u = 0.

3) Immediat : {0} = ¢2,



