Programme de colle Intégration

Classe de MPSI

Lycée du Parc

0.1 Fonctions usuelles

Exercice 1 (ddl)
a) Montrer que, pour tout z > —1

b) En déduire que pour tout n € N\ {0,1}
1\" 1\N"
n n

Exercice 2 (ddl, Lemme de Gibbs)
a) Justifier

~+suivant

Ve>0,lnz<x—1

b) Soient (p1,...,pn) €t (q1,--.,qn) des n-uplets formés de réels strictement positifs vérifiant

n n
D pe=2 ae=1
k=1 k=1
Etablir
n n
> pilng <> pilnp;
i=1 i=1
Dans quel(s) cas y a-t-il égalité?

Exercice 3 (ddl) ‘
On appelle argument principal d’un complexe z non nul, 'unique 6 € |—m, 7| tel que z = |z| e

Montrer que si z € C\R™ alors 6§ = 2 Arctan — Y avecz= Re(z) et y = Im(2).
T+ /2% +y?
Exercice 4 (ddl)
Soit y E}—E f[ On pose z =In (tan (Q + f))
272l 2" 4))
Montrer que th? = tan y, thx = siny et chz = .
2 2 cosy
Exercice 5 (ddl)
Pour n € N et a,b € R, calculer
n n
Zch(a + kb) et Zsh(a + kb)
k=0 k=0

Exercice 6 (ddl)
Etablir :

1
Vz € R, |Arctan (shz)| = Arccos ()
chz
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0.2 Intégration

Exercice 7 (ddl)
Déterminer les primitives suivantes : / T / el cost dt c) / tsinte! dt.

Exercice 8 (ddl)
Soit f :[0,1] — R continue telle que

Montrer que f admet un point fixe.

Exercice 9 (ddl, Centrale MP)
a) Soit f € C([0,1],R). Etablir

/Oﬂtf(sint) dt = g/{f F(sint) dt

” x sin?" (x
In = / ) ( )2 dx
o sin“"(x) + cos?(x)

Indication : Couper, combiner, jusqu’a ce que tout se simplifie.

b) En déduire la valeur de

Exercice 10

T !/ t
Soit I un intervalle de R et a € I. Soit f € €*(I,U), et g : I — C définie par g(z) = ib +/ J;((t)) dt, ol

b € R est un argument de f(a).
1) Vérifier que g est bien définie et de classe €' sur 1.
2) Soit h: I — C définie par h(x) = f(x)exp(—g(z)). Calculer b’ et en déduire h.

3) Montrer qu’il existe une fonction 0 : I — R, de classe €7, telle que f = e®.

Exercice 11 (si théoréme compacts fajg ?7)
Soit f, g : [a,b] — R continues, et h(z) = [ |f(t) + xg(t)| dt.
a

1) On suppose f > 0, montrer que h admet un minimum local en 0 implique / g=0.
[a,b]

2) Est-ce toujours vrai lorsque ’on suppose f > 07

Solution.

1) Indication : g continue sur un segment.

/ f(t) dt < / |f(t) + zg(t)| dt  V|z| < e Soit ¢ = [mg]f > 0 et e < ¢/supg. Alors
f+:1:g 0 V]z|<e
2) Contre-exemple : f =0et g = 1.

Exercice 12 (Cesaro)
1) Soit f: Ry — C continue telle que Emf = {. Montrer que lim / f(t)
o

A—+o00 A
+oo
, 4 ™
2) Montrer que / i dy converge et est égal & e/ 4{.
0

Solution.
1) Comme dans le cas des suites.

2) Passer par I? puis étudier le signe de 3(I).
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O
Exercice 13
Soit h :]0; 1] — R deéfinie par h(t) = E(2/t) — 2E(1/t).
1
1) Montrer que h est intégrable sur [?, 1] pour tout n.
n
1 1
2) Calculer / h(t)dt = lim h(t) dt.
0 n—-+00 n%l—l
Solution.
2) solution : 2In2 — 1.
[l
Exercice 14 (inégalité de Hardy)
Soit f: Ry — R, intégrable et p €]1, +00],
/+oo (1 /-;rf() )p < P >P +oof( )p
- t)dt )] de < | —— / z)P dx
0 T Jo p—1 0
Exercice 15
Soit f :[0,1] — R continue.
1 1
1) A quelles conditions a-t-on / f(t) dt‘ = / |f(t)] dt.
0 0
2) Méme question si f est a valeurs dans C.
Solution.
1
1) Quitte a changer f en —f, on peut supposer / f)dt =0
0
Pour tout ¢, f(t) < |f(t)|, par conséquent 0 < f(t) — | f(¢)], d’ou
[ =ih=0= (=11 -
[0,1]
Donc f = |f].
En conclusion, la condition est f = |f| ou f = —|f|.
1
2) On s’inspire de la question précédente. Notons 6 un argument de / f(t)dt, et g=e""f.
0
0
Exercice 16
Soit f :[0;1] — [0; 1] définie par f Z Ay (iy107" ‘ott = Z a;107" et o est une permutation fixée.
120 =0
1) Montrer que f est intégrable.
2) Montrer que f=1/2
[0,1]
Exercice 17
Soit f : [a,b] — R continue, telle que Vg € € ([a, b],R) avec g(a) =0, / f(t)

Déterminer les f qui conviennent.

Solution. Constantes. O
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Exercice 18 1 1
Soit f € €1([0,1],R) telle que f(0) = 0 et 0 < f' < 1. Montrer que / f(t)det > / f3(t) dt.
0 0

Exercice 19 (Irratgonalité de )

1 ™
Supposons que T = 7 € Q, et posons I, = — / " (a—>bx)" sinzdx. Montrer que la suite (I,,) est composée
n-Jo

d’entier et tend vers 0. Conclure.

Exercice 20
Soit f € .Z([a,b],R) continue par morceaux et g € €°(R, R) T-périodique. Montrer que

b 1
lim / t)g(nt) dt = / /
Jm [Csognai=g [ o f

Exercice 21 (Théoréme de Riemann-Lebesgue)
Soit f : [a,b] — C de classe €.

1) Soit ¢ : R — C une fonction continue par morceaux, T-périodique, d’intégrale nulle sur une période.

b
Montrer que lim / f(t)p(st) dt = 0.
s—+oo [,

2) On ne suppose plus que @ est d’intégrale nulle. Déduire de la question précédente que

s——+00

b T b
lim / f(t)ap(st)dt:% /O (1) dt / () dt

Exercice 22 1 1
Soit f :[0,1] — R. Déterminer la limite de || f||: = </ |f ()" d:1:> pour t — +oo et t — 0. .
0

Solution. On trouve || f||o pour +00 O

Exercice 23 20
Soit I un intervalle de R et a € I. Soit f € €*(I,U), et g : I — C définie par g(z) = ib+/ o) dt, ou
a

t
b € R est un argument de f(a).

1) Vérifier que g est bien définie et de classe €' sur 1.
2) Soit h : I — C définie par h(x) = f(x)exp(—g(z)). Calculer b’ et en déduire h.

3) Montrer qu’il existe une fonction 6 : I — R, de classe €', telle que f = e?.

0.3 Deuxiéme période

0.4 Intégration et dérivation

Exercice 24 (ddl)
Soit f : R — R continue et 7' > 0. On suppose que

z+T
/ F(t) dt = C'*

Montrer que f est périodique.

Exercice 25 (ddl)
Soit f: R — R une fonction continue.
Justifier que les fonctions g : R — R suivantes sont de classe C! et exprimer leur dérivée :

22

1) o) = [ flat 2) g(x) = /0 " ()t 3) g(x) = /0 Cf(t+o)de

2x



