Programme de colle Convexité

Classe de MPSI

Lycée du Parc

Exercice 1

T
Soit (z1,...,x,) € R", strictement positifs. Montrer que Ly
T Tn T

1 /x Tn— T
Solution. On cherche donc & prouver I'inégalité — <1 oy tly n> > 1. On pense donc immeédia-
n \Irs In T

tement & de la convexité.

1n(;zxm> Zl (xm) iZ(lnxi—lnxiH):O

Ce qui nous donne 'inégalité cherchée lorsqu’on passe aux exponentielles (exp est une fonction croissante).
Autre preuve : réordonnement. ]

Exercice 2
1) Montrer qu’une fonction convexe et concave est affine.

2) Soit f : [a,b] — R continue telle que

vz cla,bl 3e > 0 / f(z) = %(f(:z:+s) + flz—e)

(o1 € est choisi tel que = + ¢ et x — € restent dans l'intérieur de 'intervalle). Montrer que f est affine.

Solution.
1) Géomeétriquement immédiat : la courbe est confondue avec ses cordes.

2) 1l suffit de montrer que la fonction est convexe — pour obtenir la concavité, on appliquera le résul-
tat & —f. Raisonnons par I'absurde : supposons qu’il existe (u,v,w) €la,b[> tel que u < v < w et

f) = fu) _ flw) = f(u)

v—Uu w—u

On définit la fonction h : [u, w] — R par h(z) = f(z) — f(u) — (z — u)

flw) = fu)

. Cette fonction

vérifie la méme propriété que f, et de plus h(u) = h(w) = 0, et par hypothése h(v) > 0. Posons

y = inf{x € [u,w] | h(z) = sup h} (il existe par Heine, h étant continue sur un compact), y appartient
[u,w]

a Ju,w[. On a donc h(y) > h(y —€) et h(y) = h(y + €) ce qui contredit la propriété vérifiée par h.

Exercice 3
Soit f € €'(R,,R) convexe. Montrer que

Vn € N* 0< f (n) — f'(1))

l\.')\r—t

)+ F@) 4+ fn=1) + 3 fn /f

Solution. Pour la premiére inégalité, c’est simplement une inégalité de convexité (le graphe est sous la corde)
suivie d’une intégration.
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Pour la seconde, on peut procéder de deux fagons, soit géométriquement (la preuve est laissé au lecteur),

soit par une intégration par parties.
1 k+1 k41 1
<t - (k + )) f(t)] — / <t — k- > f(t)dt
2 & & 2

k+1
| swa -
k
k+1
fr 0+ 5 = [ (1= k=) Foa

N|—

De plus f est convexe, donc f’ est croissante et par conséquent f'(t) — f'(k) > 0 sur [k, k + 1].

ftl 1 , / k+1 R o 1, Y
/k (t—k—2)<f<t>—f<k>>dt</w2(t k=3 )k +1) = F(R) dt = (' (k+1) = (k)

>0
Il s’en suit que
1 k+1 k+1 1 1
UG+ )= [ fwar= [ (k- 3) Fear< G - £0)
Ce qui nous donne I’inégalité cherchée. O

Exercice 4 1

1
Soit (x1,...,x,) € R"™, strictement positifs. Pour a > 0, on pose M, ((z;);) = (— g x?) “.
n -
(2
Montrer que si 0 < a < 8 alors M, < Mpg. Que valent lirrb M, et lig_l M, 7 Que faire lorsque av < 07
a—r a—r 00
Indication : On pourra se ramener au cas ot o = 1

Exercice 5 (ddl)
Soit f : I — R une application continue strictement décroissante et convexe.
Etudier la convexité de la fonction f~1: f(I) — I.

Exercice 6 (ddl — X MP)
Soient I un intervalle ouvert de R et f € C°(I,R).

1) On suppose que, pour tout (x,y) € I?,

f (%52/) < f(x)-;f(y)

Montrer que f est convexe.

2) On suppose qu’il existe un réel M tel que
V(w,y) € R [f(z +y) + flz —y) — 2f(2)| < My®

Montrer que f est dérivable.
Indice : Considérer x — f(x) + Mx?/2.

3) Montrer que si f n’est pas supposée continue, mais que pour tout (x,y) € I?, f ( 5 5 ,

x+y) < f(x)+ Fy)

f n’est pas forcément convexe (avec des espaces vectoriels).



