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1 Programme de Colles

1.1 Séries entieéres

— Rayon de convergence et propriétés
— Développement d’'une fonction en série entiere

1.2 Séries de Fourier

— Coeflicients de Fourier
— Convergence en moyenne quadratique
— Convergence ponctuelle

1.3 Courbes planes

— Courbes paramétrées

Courbes en coordonnées polaires
— Longueur d’un arc paramétré

— Abscisse curviligne

— Rayon de courbure

2 Exercices

2.1 Séries entieres

Exercice 1 n
Rayon de convergence et somme de Z —a™.
n!
Solution. R = +o0 et f(z) = €. O

Exercice 2

3
n 2n+1
Rayon de convergence et somme de E Lm

n
n! '

Solution. R = +oco. Décomposer n3 + 2n + 1 dans la base (n(n — 1)(n —2),n(n — 1),n,1). On

trouve f(z) = x3e® + 3x2e® + 3ze® + e*. O

Exercice 3
Développement en série entiere de x — +/z au voisinage de = = 3.

Solution. Poser z = 3 + z. U

Exercice 4
Développement en série entiere de x +— m au voisinage de x = 0.



Solution. Décomposer en éléments simples : Puis développer les deux

1 _ 1 1
3—4z+ax? — 2(z-3) 2(z—-1)"
séries géométriques. O

Exercice 5

A( ) 2 n zt ° N N 3+l 23n+2
T = r——+———=+--- _ .

2 4 5 3n+1 312
B(z) = l—az+a®—a*+. . 425" 23" 4 .

1. Rayon de convergence, puis comportement aux bornes, de A et B.

2. Calculer la somme de B puis de A.

Solution.

1. En regardant w,+1(z)/u,(z) on trouve R4 = Rp = 1. Le critére des séries alternées montrer
la convergence aux deux bornes pour A (en —1 on somme par paquet puis on constate que
Son — Son+1 tend bien vers 0). Le terme général de B ne tend pas vers 0 lorsque z = 1 ou

r=—1
2. B(x) = # — 73 puis on intégre pour obtenir A.
O
Exercice 6 (—1)n !
Série entiere — gl
n(2n +1)

1. Rayon de convergence

2. Calculer la somme de f’, en déduire f.

3. Convergence normale de la série sur [—1; 1], en déduire la valeur de ) %
Solution.

1. R=1.

2. f'(x) = In(1 + 2?). On integre par partie f’ pour obtenir f, on trouve du arctangente.

O

Exercice 7
Soit P(u) = au? + bu + ¢ un polynoéme de degré inférieur ou égal & 2. Notons a,, = m.

1. Rayon de convergence de la série entiere > a,x™.

2. Montrer qu’il existe f et g deux polynomes de degré inférieur ou égal a 2 tel que

S g = L0001 2) +ola)
x

Solution. O

Exercice 8
Soit (an), une suite complexe telle que le rayon R de convergence de la série entiére associée soit
strictement positif.



1. Quel est le rayon de convergence de la série entiere

a
> "
n!

n>0

2. On note, pour tout z € C,

F(z) = Z %z”

n>0

Montrer que, pour tout z € C tel que |z| < R,

—+oo
/ e 'F(tz)dt
0
existe et que

+oo
/ F(tz)dt = Zan
0

n>0

Exercice 9
Résoudre I’équation différentielle 2xy” + ¢y —y = 0.

Solution. O

2.2 Séries de Fourier

Exercice 10
1. Développer en série de Fourier la fonction f(t) = |sin(t)].

P 1 (=" 1
2. En déduire les valeurs de anl T anl oo et anl ey
Solution.

1. La fonction f est paire donc b, = 0, et on trouve as,+1 =0, as, = —47;/,4

7 (pour n > 1).

2. La fonction f est €° et €' par morceau, donc sa série de Fourier converge et a pour limite
f- Ce qui nous donne les valeurs des deux premieres séries. Pour la derniere, on utilise
Parseval-Bessel.

O

Exercice 11

Montrer qu’il n’existe pas de fonction 27-périodique continue par morceaux (intégrable sur une

période) telle que sa série de Fourier soit ) ‘mﬁ

Solution. Raisonnons par I’absurde, et supposons qu’une telle fonction existe. Le seul résultat que

Pon a est I’égalité de Parbeval Bessel, qui nous dit que || f[l2 = (3 |en|? )1/2 (2> (a2 + b,%))l/Q.
Or ici ||f]|2 est fini mais a? = 1/n donc > (a2 + b2) ne lest pas. O

Exercice 12
Soit f la fonction paire 27-périodique définie par f(t) = v/t sur [0, 7].
1. Montrer que f est continue mais n’est pas €' par morceaux.
2. Développer f en série de Fourier autant que possible et montrer que a,, = O(n_?’/ 2).

3. Montrer que la série de Fourier de f converge uniformément vers f sur R.

Solution.



2. Pour montrer que a,, = O(n~%/?), il suffit de faire une IPP puis de comparer l'intégrale
restante, en [['" sin(t)/v/t dt avec la série alternée.

3. Comparaison avec une série de Riemann.

2.3 Courbes planes



