Lycée Lavoisier Année scolaire 2007/2008
Mathématiques Spéciales PC

Semaine 17
27 mars 2008

1 Programme de Colles

1.1 Espaces pré-hilbertiens
1.1.1 Espaces pré-hilbertiens réels

— Produit scalaire
Orthogonalité

— Projecteurs orthogonaux
— Espaces euclidiens

1.1.2 Cas des espaces pré-hilbertiens complexes.
1.1.3 Etude des endomorphismes dans les espaces vectoriels euclidiens

— Endomorphismes orthogonaux
— Endomorphismes autoadjoints

1.1.4 Equation réduite d’une conique

1.2 Intégrale sur un intervalle quelconque
1.2.1 Intégrales impropres

— Fonctions a valeurs positives
— Comparaison & une série numérique
— Cas des fonctions a valeurs réelles et complexes

1.2.2 Fonctions intégrables

1.2.3 Intégrales dépendant d’un parametre
2 Exercices

2.1 Espaces pré-hilbertiens
Exercice 1
Soit F = ., (R).
1. Montrer que (A|B) = tr(A!B) défini un produit scalaire sur E.
On considere par la suite que E est muni de ce produit scalaire.
2. Soit P € 0,(R). Montrer que les applications ¢p : A — AP et ¢)p : A — P~LAP sont
orthogonales.

3. Réciproquement, si @p (resp. ¥p) appartient a O, (4, (R)), peut-on affirmer que P €
On(R)?

2.2 Intégrale sur un intervalle quelconque

Exercice 2
On note, pour tout n € N, f, :]0; +00[— R I’application définie par

+oo tn
Vz €]0; +00 folx) = / et dt
105 +-00] . 1+t



On s’assurera de Pexistence de f,(z).

1. Montrer que
n!

¥n € Nvz €]0;+o0[  fuia (@) + fule) = =5

2. Montrer que, pour tout n € N, la fonction f,, est de classe C* sur ]0; +o00[ et que

|
. , _nl
Vn € NVz €]0; +00[ —fr (@) + falx) = s
Exercice 3
Trouver un équivalent simple de
142
I, = / 2" In(1 4+ 2") dz

1_1
lorsque 'entier n tend vers +oco.
Solution. Faire un changement de variable. O

Exercice 4
zlnzx

Convergence puis calcul de I = / ———dx.
Ry (332 + 1)2

Solution. Prolongeable par continuité en 0, donc intégrable, et o(1/2%) en +oco donc intégrable
aussi. Pour le calcul, on remarque qu’avec le changement de variable u = 1/, on trouve :

/1 zlnz q /1 ulnu d
——dz = ———du
o (22 +1)2 too (W2 +1)2

Par conséquent I = 0. U
Exercice 5 z z
Convergence et calcul de T = / In(sinz) dz et de J = / In(cos z) dz

0 0

Solution. Pour étudier la convergence en 7/2 de J, le plus simple est de faire un changement de
variable u = ¢ — /2, ce qui au passage nous montre que I = J.
Calculons maintenant I + J : O

Exercice 6
Soit f :[0,1] — R. Déterminer limy,_, ;o || f1|p-

Solution. On trouve || f||co- O

Exercice 7 z
Convergence et calcul de I = / Vtant dt.
0

Solution. 7. O

Exercice 8

Soit n € N fixé. Pour P, @ € R,,[X], notons (P|Q) = / P(t)Q(t)e" dt.
Ry



1. Montrer que l'intégrale converge.
2. Montrer que (P, Q) — (P|Q) est un produit scalaire.

3. Déterminer une base orthonormée de R, [X].

Solution.



