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Mathématiques Spéciales PC

Semaine 3-4

1 Programme de Colles

1.1 Suites a termes réels

— Révisions Maths Sup

— Suites adjacentes. Développement décimal d™un réel.
— Suites usuelles classiques

— Suites récurrentes

1.2 Séries de nombres réels

— Propriétés générales

Opérations (somme,produit par un nombre réel)

— Séries a termes positifs (criteres de comparaison, d’Alembert, séries de Riemann)
— Séries alternées

Série produit de 2 séries absolument convergentes.

2 Exercices

2.1 Suites

Exercice 1
Des suites simplifiables en vrac.

1. Soit (ay) une suite & termes positifs, calculer

AraK+2
Pk = P}
ko Ykl
2. Etudier
(i L2 n—1
an=nt (1= g =g =
Exercice 2 (Césaro) n
1. Soit (uy,) une suite réelle qui converge vers une limite . Montrer que — Z ug converge, et
n

k=0
que sa limite est £.

2. Soit up € R et up41 = sinu,,.
(a) Convergence et limite de la suite (uy,).
b) Soit ug > 0 fixé. Trouver un réel « tel que lim,,_, | o (u%, ; —u?) existe et soit non nulle.
+ n+1 n

(¢) Appliquer Césaro (question 1) pour trouver un équivalent de (uy,).

Solution.
1. Césaro.

2. (a) Quel que soit ug, u1 € [—1;1] et sinus est contractante sur cet intervalle, de point fixe
0. Donc lim,, (u,) = 0.



(b) liI_P u, = 0 donc on peut effectuer le DL suivant :
n—-+oo

u, 3 ¢ uy, o) - 2 2
Ui = (in(un)) = (= 52+ o(ud) | =i (1452 +o(ud) | = ug+ Sus o)
Donc la limite existe et est non nulle pour a = —2.

(c) Sie= —% est la limite précédente, la somme de Césaro est télescopique et

n

1 [e3% [e3% 1 [e3%
n Z(uk-i-l —up) ~ E(un—i-l) ~

k=0

Exercice 3
Soit (a,) une suite de réels strictement positifs tels que apim < an +am  Vn, m.

Montrer que la suite (%an) converge et que sa limite est inf {]%ap |pe N*}.

2.2 Séries

Exercice 4
Soit (a, ) € R? tels que 0 < 3 < 1 < a. On note, pour tout n € N* :

=1 | R
Rn: Z kioc’ Sﬂizkfﬁ, un,:?na vn:(*l)nun
k=n-+1 k=1

1. (a) Trouver des équivalents simples de R, et S, lorsque n tend vers l'infini.
(b) Etudier la nature de la série de terme général u,,.

2. Montrer que la série de terme général v,, converge.

Exercice 5
Des séries numériques en vrac :
1. Un DL de type 1/(14u) ou assimilé, puis parfois une série alternée plus une série absolument
convergente.

(a) up =1In(1+ Lsin(%F)).

_ (=n"
(b) un = ST
_ =y~
(€) un = Sy It
(d) up, = +/In(n+1) — /In(n),
2. Des calculs exacts avec des séries télescopiques.

. n?+9n+5
(a) Un = (o3 1)(2n+3)(2n+5)(n+4)

3. Toujours passer a ’exponentielle.

(a) Up = W

(b) un =

convergence et somme (décomposition en éléments simples).

" . . ‘
Ty selon les valeurs des réels x et y.
1 n
(nsin (1))

(d) u, = eSS (1 + (;#)n

(c) un




(e) up = n1+1n2 -1

4. Divers

(a) u, =% 1

Exercice 6
Soit a € R. Pour tout entier n > 1, on note

1 1 1 1 2 n 1
— U ="— "7~ ,Wn = — — .
ne n® (n+41) n® (n+1)*  (n+42)®

Up =

1. Pour quelles valeurs de « la série de terme général u,, est-elle convergente ?

2. Pour quelles valeurs de « la série de terme général v,, est-elle convergente? Dans ce cas,
calculer sa somme.

3. Pour quelles valeurs de « la série de terme général w,, est-elle convergente? Dans ce cas,
calculer sa somme.
Solution.
1. Cours. a > 1.
2. Série télescopique. a > 0. Si a =0, £y = 0, sinon ¢, = 1.

3. Série télescopique, la somme est v1 — v,41 =1 —1/2% —v,41. DL. @ > —1. £_; = 0, sinon
0, =1-1/2°.
O

Exercice 7
Des comparaisons de convergence, en vrac. On suppose a, > 0.

Qn

1+an °
;. P ‘s 1
2. la série de terme général a, et celle de terme général -./a,.

1. la série de terme général a,, et celle de terme général

Solution.

1. Comparer a, et a,/(1+ a,) consiste juste a encadrer 1/(1+ z). Si  varie dans un intervalle
borné [0; 4], 1/(1 + A) < 1/(1+z) < 1. Si ay, n’est pas borné, on peut trouver une suite
extraite a,, qui tends vers l'infini, et a,, /(1 + ay, ) ne tends pas vers 0. Donc la série des
an/(1+ a,) diverge.

2. Cauchy-Schwarz et contre exemple.

Exercice 8
Soit (u,) une suite décroissante telle que la série > u,, converge.
1. Montrer que limu, = 0 et que > n(t, — Upt1) = Y Up.

2. Calculer S, =Y m



