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Préminaire
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oM oM
1. Le point M (u,v) est régulier si et seulement si la famille <a(u, v), T(u, v)) est libre.
u v

2. (a) Une matrice Q@ de M, (R) est dite orthogonale si ‘QQ = QT Q = I,,.
On peut alors écrire @ € O,(R).
(b) Notons ¢ cet endomorphisme de R® muni de sa structure euclidienne canonique.
Il y a alors 3 situations possibles :
i) Si det(Q) = det(q) =1 : alors g est une rotation autour de 'axe A = Ker(q — Id).
Cas particulier : ¢ = Id et Ker(q — Id) = R3.
ii) Sidet(Q) = det(q) = —1 et si @ est symétrique alors ¢ est une réflexion par rapport au
plan P = Ker(q — Id).
Cas particulier : ¢ = —Id et Ker(¢ — Id) = {0}.
iii) Si det(Q) = —1 et si @ n’est pas symétrique alors ¢ est la composée (commutative)
d’une réflexion et d’une rotation d’axe orthogonal au plan de la réflexion.

N.B. On rappelle qu’une réflexion est une symétrie orthogonale par rapport a un hyperplan

(ici un plan car nous sommes en dimension 3).

Partie I : 2 surfaces
L (a){z:(y—Q\/ix)y {S{z:az—%/%zx
Y=« y=«

On obtient une droite (incluse dans le plan d’équation cartésienne y = «).

On en déduit que S est une réunion de droites : S est une surface réglée |.
= — 2v/2 =2 =22 — —/928)2 932
(b) c=ly-Way [ r=yt o2y a= (- V287 28
r=8 r=8 r=8

On obtient une parabole (incluse dans le plan d’équation cartésienne x = f3).

C i. A, #=7
© ! {vz(y—Zﬂm)y

e Si v = 0: alors Ag est la réunion des deux droites de systémes d’équations

Z:O Z:O
et
y—2v2x=0 y=20
z="ry
v —2V2zy —y =0

cartésiennes

eSiy#0,0onaA, : {



On étudie cette conique incluse dans le plan ’EC z = ~.
0 —v2
Soit A = < 3 If > la matrice symétrique associée. On a alors det(A) = —2 et :

XA = =(X-2)(X+1).

X V2
V2 X -1
Ainsi sp(A) = {—1,2} donc A est une hyperbole (éventuellement dégénérée).

D’apres le théoréme spectral A est diagonalisable et il existe P € O2(R) telle que :

2 0
tpAP = .
0 —1

1
<=y =—V2rdou |Fs(A)= Vect ( /3 ) :

oFh(A) : { 2y =2

2z +y=2y

V2 +y=—y

oF_1(A) : { =1 =+2ydou |E_1(A)= Vect < \f ) .

Posons 1 —= \}g(? —V27) et 7= \}g(\@? +7).

Alors dans le nouveau repére orthonormal (0, ?, 7,

z=r
Ay ) )
2X°—-Y =»x

Pour v # 0, on obtient bien une hyperbole.

I3

K

Pour v = 0, on obtient la réunion de deux droites, qui sont les asymptotes des
hyperboles si on fait la confusion des sommets O,, c’est-a-dire, en considérant toutes ces

courbes dans un méme plan (XOY).

Pour faire un tracé correct dans le repere (O, 7, 7) et placer précisément les asymptotes
et les sommets, on peut utiliser la formule de changement de repere entre les deux bases

orthonormales (directes) du plan :

()5l 00

e Sommets : pour v = —2, les sommets ont pour coordonnées (0,/2) et (0, —v/2) dans

(05, 7. 7) puis 1=(2,v2) et (-2, ~/2) dans (05,7, 7).

Pour v = 1, les sommets ont pour coordonnées (%,0) et (—%,0) dans (O, ?, 7) puis
- =

%(%,—1) et %(—%,1) dans (O, 7", 7).

e Asymptotes : elles ont pour équations cartésiennes Y = +1/2X dans (05, ?, 7) puis

y =0 et y =22z dans (O, 7, 7) Voir graphe a la fin.

(d) Soit f : (x,y,2) — y? — 222y — 2. Alors f est de classe C! sur R et :
—2v/2y
V(.’E,y, Z) eRsv gra?lf(z:,y, Z) = 2y—2\/§x 750
-1



donc S est une surface réguliere. Et graé f (0,90, 20) est un vecteur normal au plan tangent

a S en My, d’oll une équation cartésienne de P :

T — I —2\/§y0
y—yo || 20 —2v2z | =0.
Z— 20 -1

On utilise également que (z0,yo, 20) € S donc 2o = (yo — 2v/220)yo.
Finalement une équation cartésienne de P, est :
P+ (=2V2y0)x + (250 — 2V210)y — 2 + 2V 2x0y0 + 45 = 0.
(e) Ona Py : z=0. Posons f : (z,y) — 3> — 2v/2xy.

Alors f est de classe C2 sur R? et on peut calculer pour tout (z,y) € R? :

af
Oz

Ainsi (0,0) est un point critique de f. On calcule ensuite pour tout (z,y) € R? :

% f o0 f % f 0% f
—_— = N —_— = 2 = = —2 2
gz @) =0 5 Fa@y)=2 o g (y)=goo(0y)=-2v2
2 2
(f est de classe C? donc on a bien of = of conformément au théoréme de Schwarz).
oxdy  Oyox

0 —2/2

YA ),puis xug = (X—4)(X+2)

La matrice hessienne en (0, 0) est alors H = (
d’ou Sp(H) = {4, —2}.

Ainsi H admet deux valeurs propres de signes opposés donc (0,0) est un point col de f.

Ainsi | S traverse son plan tangent en O |.

2. (a)
V(u,v) € R?, (u? —v?)% — (u+0)* + 2v2(V2uv)(u+v)2 = --- =0
Ainsi ¥ C S.
(b) Pour tout (u,v) € R2, z(u,v) > 0. Or, par exemple, (1,1,1 —2y/2) € S avec 1 —2v/2 < 0.
Donc [|X#S5|

3. (a) La surface ¥ est de classe C' (fonctions usuelles) et :

— V2v
Y(u,v) € R?, (Z]\j(u,v) = 2u + 2v
4u3 — dun?
i v
E(u, v) = 2v 4 2u
403 — 4uv

— —
oM oM

Or M (u,v) est non régulier si et seulement si (8(u,v), a(u,v)> est liée.
u v



Etant donnée 1’égalité des deuxiemes coordonnées, éventuellement nulles auquel cas u = —v

et la famille est toujours liée, on obtient :

=2 —
M(u,0) non xégulier = 5L (u,0) = 57 (u,0)
(0] € e —_— = — ou = —
u,v) non régulier 5y (WY 5y (U u v
u=uv
= ouu=—v
dud — 4uv? = 403 — 4o
&< u=vouu=-—v
V2u? —/2u?
Pour tout u € R, M (u,u) = 4o et M(u,—u) = 0
0 0
On obtient donc la réunion de ’ deux demi-droites de sommet O ‘
— —
oM oM
(b) Ce plan est dirigé par les vecteurs a—(u,v) et 8—(u,v). D’ou :
u v

z — /2uv V2v V2u
P:| y—(u+v)? 2u + 2v 2042u |=0

z— (u? —v2)? 4ud —4w? 40P — 4o
En développant par rapport a la premiere colonne, on obtient par exemple, apres division par
u? — v? # 0 puis par 2v/2 :
P 2v2(z — V2uv)(u +v)? = 2(y — (u +v)*) (W +v?) + (z — (u? — v%)?) = 0.

Partie II : Une famille de courbes
x = 2au?

LTy:S y=010+a)u?® ,uecky
z=(1-a%?%ut

2. a) ', est une courbe de classe C! et :

—
dOA,
Yu € RY, o (u) = 2(1 + a)?u
4(1 — a?)?u?
— 2v/2a
fgéﬂw)— 2(1+ a)?
du? N (1+a)

12(1 — a?)?u?

dOAa( ) dQOAa( )
duw Vg2

Si on suppose que la famille ( est liée, alors si on considere par exemple

les deuxiémes coordonnées (qui sont non nulles), on obtient nécessairement :

— i
dOA, () = (d OA, (u)> |

du du?

Or ce n’est pas le cas, en regardant les troisiemes coordonnées.



dOAa( ) dQOAa
du W du?

Par conséquent la famille ( (u)) est libre et ces deux vecteurs engendrent
donc un plan vectoriel.

b) Il y a existence de la normale en tout point régulier de ¥. Or u # au et u # —au car a # 1,

a # —1 et u # 0 donc d’aprés [.3.a il y a bien existence de la normale & 3 en tout point A, (u).

c) Cette normale est dirigée par

U = 6 (u, au) 8— (u, au)
V2au
= 2(1+a)u 2(1+ a)
4(1 — a? —a)u?
V2
= u? 2(1+a) A 2(1+a)
4(1 — a?)u? 4a(a® — 1)u?

8(1+a)u*(a® — 1)(a+1)
= | —4v2u(a® - 1)(a® + 1)
2v/2(1+a)(a — 1)

2v/2(a + 1)%u?
= 2V2u®(a®> - 1) | —2(a? + 1)u?
1

Cette normale est incluse dans P,(u) pour tout point de A,(u) si et seulement si :

2v/2a 2v/2a 2v/2(a + 1)%u?

Vu € RY, 2(1 + a)? 2(1 + a)? —2(a? +1)u? | =0

4(1 —a®)%u? 12(1 — a®)%u? 1

a a (a+1)%u?

Vu € RY, (14 a)? (1+a)? —(@®+1u? | =0 C1+—C1—Cy

4(1 —a®)?u? 12(1 — a?)?u? 1

a (a+1)%u?

Vu € RY, 0 (14 a)? —(a®>+1)u? |=0

(x) 12(1 — a?)%u? 1

avec (x) = —8(1 — a?)?u? # 0. Ainsi la condition nécessaire et suffisante devient

—a(a® +1) - (a+1)* =0.

On développe et on utilise 'indication de 1’énoncé. On a alors a® + a + 1 non nul pour tout
réel a. On calcule pour finir les deux racines de I’équation a® + 4a + 1 = 0 pour obtenir deux

valeurs a1 =—-2—+3etay=—-2++3|




Partie III : Autour de I'_»
1. (a) Notons (, ) le produit scalaire canonique de R3. On a bien ||| = [|&|| = 1 et (W, W) = 0.

2T\/§
1l suffit donc de poser ¥ = WA U = -1 1= 2\3/57 — %7
0
0 22 1 1 2v2
3 3 3 3
(b) On a d’apres ce qui précede : Q1 = | 0 —% % et Qo = % _%
1 0 0 0 0 1

(c) Les deux bases étant orthonormales, Q2 est orthogonale et g2 est une isométrie vectorielle.

On a det(Q2) = —1. Or Q2 est symétrique donc ‘Q2Q2 = I3 = Q3.

Ainsi gy est une symétrie. Par conséquent g2 est la | réflexion par rapport au plan Ker(q2 — Id) |.

On calcule donc | Ker(Q2 — I3) qui a pour équation z = /2y |.

(d) Les deux bases étant orthonormales, Q1 est orthogonale et ¢; est une isométrie vectorielle.
On a det(Q1) = 1. Donc ¢; est une rotation par rapport a 'axe A = Ker(q; — Id).
V2
On calcule Ker(Q — I3) = Vect 1 dott | A=Vect(vV27 4+ 7 + \/ﬁ?) !
V2

1 V2 1
Posons 1 = 1 puis 7= 7z 0 (orthogonal a 7 et normsé).
V2 -1

S

—1
2v/2

—1

o

On complete alors en une base orthonormée directe en posant I_g = ? A 7 =

On a alors cosf = <q1(7), ?) et sinf = <q1(7), ?) (laxe A étant orienté par ?)

_1 2
1 :
1 1 2\3/5 cosf = —3
On calcule donc Q1 X — 0 =— | —=¢2 | puis
3 5)
val o)l ing= V5
- 3
x x’
2. D’apres le cours on a y | =Q1| ¢
/

Remarque : notation maladroite (confusion possible avec une dérivée).

Tr = 72\@u2

3. On part de la représentation paramétrique I'_o : y = u? , u>0.
z = 9u?
X x
Onaalors | YV | ='Q1| y | car Q1 € O3(R).

Z



X =9u? X =9?
On obtient donc Y = —3u? , u> 0 ou encore Y =-3v

, v>0.

Ainsi | I'_5 est une demi-parabole (privée du sommet) |.

. On a alors un probleéme de Cauchy. Donc d’apres le théoreme de Cauchy, il existe une et une

seule solution.

4 2V2
X—-5 =5 0
. (a) On calcule xp , = ? X - % 0 =X(X-1)(X—-2).
2 42
5 5 X2
Ainsi B_5 € M3(R) et admet 3 valeurs propres distinctes donc B_5 est diagonalisable

dans M3(R).

On calcule les 3 sous-espaces propres :

1 —2V/2 0

Ey=Vect | 2 |, Ey = Vect 1 , By =Vect | 0

1 0 1
1 —2v2 0 0 00
Posons P = | /2 1 0 |.Alors PP'1BoP=D=] 01 0
1 0 1 0O 0 2

(b) En posant Y = P~!X on obtient Y’ = DY qui se résout immédiatement.

«

ainsi X = PY =P | Bet | ou (a,B,7) € R3. Les solution de S_5 sont donc de la forme :

ye
x(t) o — 2v/2f¢t
VEeR, | y(t) [ =] V2a+pBet | on(xB,7) € R
2(t) o + et

(c) Considérons une solution de S_o et reprenons les notations de la question précédente.

Il faut ici remarquer que : V¢t € R, x(t) + 2v/2y(t) = 5av.

Ainsi cette solution est incluse dans le plan d’équation cartésienne x + 2v/2y = 5av.

(d) Attention : comme on peut le vérifier, la représentation paramétrique initiale de I'_o n’est
pas solution du systeme différentiel !
Néanmoins posons u = Vel avec t € R, autrement dit ¢ = In(u?).
x = —2v/2¢t
Alors une nouvelle représentation paramétrique est I'_» : y=cel teR

2z = 9e2t

Ainsi I'_5 est bien une courbe intégrale de S_y (en prenant («, 8,7) = (0,1,9)) |

. On peut faire compliqué ... ou simple dans cette dernieére question !
T = \@a u?
On a la représentation paramétrique T'y : ¢ y = (1+a)?u® , ueR%.

z=(1-a%)>?ut



z =2ae*

Posons alors u = €' c’est-a-dire ¢t = In(u) avec t € R. Alors I'y : ¢ y = (14a)2e* , teR.
5 = (1 _ a2)2e4t
2 00
En posant B, = | 0 2 0 |, il est alors immédiat que la courbe I'; est une courbe intégrale
0 0 4
du systeme différentiel X' = B, X




