Exercices : Algébre Linéaire‘

Exercice 1
Soit E = €°([0,1],R) et ¢ : R — R une fonction continue. Pour tout f € E, on pose

1
vre0,1]  T(f)x) = / oz — 1) (1) dt

Montrer que 1" est un endomorphisme de F.

Exercice 2
Soit E = €°(R,R). Pour tout f € E, on pose

Ve e R u(f)(a:):/oxcos(a:—t)f(t) dt

1) Montrer que u est un endomorphisme de E.
(Indication : Décomposer cos(x — t) pour se ramener & une intégrale sans paramétre).

2) L’endomorphisme u est-il surjectif ?

3) Montrer que u est injective (Indication : dériver u(f)).

Exercice 3
Soit B = ¢*°(I,R), ou I est un intervalle de R.

1) Montrer que la dérivation est un endomorphisme de E.

2) Soit (fo,...,fn) € E™ des fonctions fixées. Montrer que I’application suivante est un endomorphisme
VyeE  oly) =y by fitufo

3) En déduire que les solutions d’une équation différentielle linéaire y(") fo+ -+ fi +yfo =0 forment
un sous-espace vectoriel.

Exercice 4
Soit E un K-espace vectoriel, et u € Z(E) fixé. Montrer que 'application ¢ : K[X] — Z(FE) définie par

P=a, X"+ - +a1 X +ag— apu” + -+ +aju+agid g
est un morphisme de K-algébre. On notera désormais ¢(P) = P(u).

Exercice 5
Soit & ’ensemble des fonctions paires de R dans R, et .# ’ensemble des fonctions impaires. Montrer que ce
sont des sous-espaces vectoriels de .# (R, R), et que

FRR) =PI

Exercice 6
Soit E un K-espace vectoriel, et f,g € Z(E)%. Démontrer les équivalences suivantes

1) Ker(go f) =Ker f <= Ker gnIm f = {0} 2) Im(gof)=Img<=Kerg+Im f=F

Exercice 7
Montrer que Ey = {(a,a,a)|a € R} et By = {(2,y, )|z + y + z = 0} sont supplémentaires dans R>.

Exercice 8
Montrer que les familles suivantes sont libres :

010 1
1) (A pcpca ot A= [0 0 1 2) (> dans R(X)
10 0 X —a/qer

3) (fa)ae]R+ ou Vz € R, fu(x) = cos(ax). 4) (fa)aer o0 Vz € R, fo(z) = ™
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Exercice 9
Soit f,g € Z(F) tels que fog=go f. Montrer que g(Ker f) C Ker f et g(Im f) C Im f.
(On dit alors que Ker f et Im f sont stables par g).

Exercice 10
Soit (a,b) € R? fixé, distincts. Pour tout k € {0,...,n}, on note Py(X) = (X —a)¥(X — b)"~*. Montrer que
(Px)o<k<n est une base de R,[X].

Exercice 11 (interpolation de Lagrange)
Soit n > 0 et (ag, .. .,a,) € R™! deux a deux distincts.
1) Montrer que Papplication ¢ : R,[X] — R définie par ¢(P) = (P(ag),...,P(a,)) est linéaire.
Déterminer son noyau et son image.
2) En déduire que, pour tout (b, ...,b,) € R""1, il existe un unique polynoéme P tel que P(a;) = b; Vi.
3) Déterminer explicitement les polynémes L; tels que Li(a;) = 0; ;.
4) Montrer que (L;)o<i<n est une base de R,,[X]. Quelle est la base duale des L; ? En déduire les coor-
données d’un polynéme @ quelconque dans cette base.

Exercice 12
Soit f € Z(E,E") et H un supplémentaire de Ker f dans E.
1) Montrer que 'application f: H — f(F) définie par f(m) = f(x) est un isomorphisme (Indication : on
pourra commencer par montrer linjectivité, puis montrer la surjectivité, et la linéarité).

2) On suppose désormais E et E’ de dimensions finies respectives n et p. Trouver des bases & et %' de
E et E' pour que la matrice de f dans ces bases soit le plus simple possible.

Exercice 13 (factorisation — PT 2010, A III)
Soient F, F' et G trois espaces vectoriels de dimension finie, u € Z(E,F) et v € Z(F,G). Le but de
I’exercice est de montrer que

Ker (u) C Ker (v) <= Jw e L(F,G) v=wou

1) On suppose qu’il existe w € Z(F,G) telle que v = w o u. Montrer que Ker (u) C Ker (v).
2) On suppose Ker (u) C Ker (v). De plus, on note dim £ = n, dim(Ker u) =n —p et dim F = r.
a) Justifier qu’il existe une base (ey,...,e,) de E telle que (ept1,...,e,) soit une base de Ker u.
Quelle est alors la dimension de Im u ?
b) Pour tout 1 < i < p, on pose f; = u(e;). Montrer que la famille (f;)1<i<p est une base de Im w.
¢) On compléte la famille précédente en une base (f;)i<i<r de F. Construire w € Z(F, G) telle que

V=wou.

Exercice 14 (dual du précédent)
Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimension finie n, r et s; u € L (F,E) et v € £(G, E). Le but
de l'exercice est de montrer que

Im(v) CIm(u) <= Jw e X(G,F) v=uow

1) On suppose qu’il existe w € Z(G, F) telle que v = u o w. Montrer que Im (v) C Im (u).
2) On suppose Im (v) C Im (u). De plus, on note dim(Im v) = p et Im u = q.
a) Justifier qu’il existe une base (e, ..., e,) de E telle que (ey,. .., ep) soit une base de Im v, et que
(é1,...,eq) soit une base de Im w.
b) Montrer que pour tout 1 < i < p, il existe g; € G tel que v(g;) = e;. Montrer que (g1, ...,gp) est
libre. On la compléte en une base de G.
c) Construire de méme une base (f1,..., f.) de F telle que, pour tout 1 < i < g, u(fi) = e;.
d) Construire w € Z(G, F) telle que v = uo w.
Exercice 15

Soit p et g deux projecteurs de E. Montrer que p + ¢ est un projecteur si et seulement si pog+ qgop = 0.
Donner un exemple.
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Exercice 16 (centre de ¥(E) — PT 2009, A partie B)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € Z(F) qui commute avec tous les endomorphismes de
E, c’est-a-dire
Vge Z(E)  fog=gof
1) Soit u € E—{0}. Montrer que la droite vectorielle Vect (u) posséde un supplémentaire dans F que 'on
notera H,. On précisera la dimension de H,,.

2) Montrer qu’il existe un scalaire A, tel que f(u) = A\yu. (Indication : utiliser le projecteur p,, sur Vect (u)
parallélement o H,,).

3) Soit v € E non colinéaire au vecteur u. On note \, le scalaire tel que f(v) = A\yv. Montrer que A\, = Ay
4) Reprendre la question précédente lorsque v est non nul et colinéaire au vecteur u.

5) En déduire quels sont les endomorphismes de E qui commutent avec tous les endomorphismes de E.

Exercice 17
Soit ' = Ry[X]. On définit trois formes linéaires ¢1, w2 et 3 par

1 1 1
aP)= [P0 (P = [Par )= [ EP@w

1
Déterminer de quelle base elles forment la base duale. Décomposer 9 : P — / t3P(t) dt dans cette base.
0

Exercice 18 (PT 2009, A extraits)
Soit E un R-espace vectoriel de dimension 2, et & = (e1, e2) une base de E fixée. On considére 'application
linéaire f ayant pour matrice, dans la base %,

1/1 -1
M_3<—2 2)

1) Montrer que f est un projecteur. (Quel est son rang?)

2) Déterminer le noyau et I'image de f.

Exercice 19 (idem)
Soit E' un R-espace vectoriel de dimension 3, et & = (e, e2,e3) une base de FE fixée. Soit D la droite
engendrée par €1 = e; + 3ea — ez et P le plan engendré par les vecteurs €2 = e; — e3 et €3 = 2e; — eo.

1) Déterminer la matrice M, dans la base %, du projecteur sur P parallélement a D.

2) Donner la matrice M’ de p dans %', la matrice de passage P de & %', et la formule de changement

de base.

Exercice 20
Calculer le rang des matrices suivantes. Noyau et Images de C et D.

L2003\ oy 2oy (L1002
A= B=|0 2 0 0 2 cC=11 0 -1 —-1| D=
00 -1 -3 0 0 -1 -2 3 -1 1 1 2 02 =20
0O 0 o0 3 o -1 0 -1
Exercice 21 1+ 2x9 —x3+3x4+25 = 0
Montrer que F' = < (z1, x2, x3, T4, T5) € R? To+x3—2x4+225 = 0 est un sous-espace vectoriel
201 +x90 —bry —4x5 = 0
de R®. Donner une base, en déduire la dimension.
Exercice 22 01
Soit f € Z(R?) ayant pour matrice, dans la base canonique, M = 0 0>

Déterminer le noyau et Pimage de f. Que remarque-t-on? En déduire f2.
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Exercice 23
Soit f € Z (R3) ayant pour matrice, dans la base canonique,

2 1 0
M=|-4 -2 0
0 0 1

Déterminer le noyau, le rang et I'image de f. Construire (e1,€2,£3) une base du noyau, complétée en une
base de Pimage puis en une base de R®. Donner la matrice M’ de f dans cette base, et la matrice de passage.

Exercice 24 (exemple de décomposition LU — PT 2006 A)
On consideére les matrices

1 00 2 01
L=1|1 10 et A=12 1 3
1 11 216

1) Calculer l'inverse de L.
2) Déterminer une matrice U triangulaire supérieure telle que A = LU. En déduire A™1.

La décomposition LU permet de calculer rapidement I'inverse d’une matrice A, dans le but par exemple de
résoudre un systéme du type Az = b.

Exercice 25
Soit S, (K) I'ensemble des matrices carrées symétriques de taille n et A, (K) I’ensemble des matrices carrée
antisymétriques (*M = —M) de taille n. Montrer que

M (K) = Sn(K) D An(K)

Exercice 26
Soit E,, I'ensemble des polynémes homogénes P € R[X,Y] de degré n. Un polynéme est dit homogeéne de
degré n s’il est la somme de mondémes de degré total n.
1) Montrer que E,, est un R-espace vectoriel. En donner une base et sa dimension.
2) Construire deux isomorphismes « naturels » entre R,,[X] et E,,.
o’pP  9*P

—— est linéaire de F,, dans E,,_o.

3) Montrer que Papplication A : P+ Eye + 572

Exercice 27 9
Soit A = 3 4> et w défini par u(M) = AM pour tout M € .#>(R).

1) Montrer que u est un endomorphisme. Noyau et image de u.
2) Déterminer la matrice de u dans la base (E1 1, E2.1, E12, E22) de #>(R).
3) Ecrire la matrice de uy : M — AM lorsque A est une matrice quelconque.

4) Dans le cas o A est quelconque, montrer que u4 laisse stable Vect (E1 1, Ea 1) et Vect (E1 2, E22).

Exercice 28

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie n, et u € Z(FE). Soit E; et Fy deux sous-espaces vectoriels
de F stables par u tels que £ = E; @ Eo».

Montrer qu’il existe une base # de E tel que la matrice de v dans cette base soit diagonale blocs, ¢’est-a-dire

M| 0

Mat (u, B) = ( 0TI
2

) avec M, € #,(K) et My e #,(K)

Exercice 29
Soit A € A, (K).

1) On suppose que A% —3A + I, = 0. Montrer que A est inversible et donner son inverse.

2) Soit P € K[X]. CNS sur P pour que P(A) = 0 entraine A inversible. Donner son inverse dans ce cas.
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Exercice 30
Soit A et B € S,,(K). Montrer que AB € S,,(K) <= AB = BA.

Exercice 31 (*)
1) Soit P et Q € C,[X]. Montrer que, si P et ) ont une racine commune, alors

A(U,V) € Cp—1[X] UP+VQ=0 e (UV)#(0,0)
On admettra la réciproque.
2) Soit P et Q € Cy[X] fixés et u défini par u(U, V) = UP + VQ pour tout (U, V) €: C;[X]?.
a) Montrer que u € £(C1[X]?, C3[X]). Ecrire la matrice de u relativement aux bases canoniques de
(Cl[X]Q et (Cg[X]
b) En déduire une CNS pour que P et @ aient une racine commune. Décrire le cas particulier Q = P'.
Exercice 32 (Matrices nilpotentes)

1) Si N est nilpotente d’indice p, rappeler la formule donnant l'inverse de I,, — N. Montrer 'inversibilité
et calculer l'inverse de

1 —a O 0
0 1 —a Lo
A=|: . -~ . o |eszmm® avec aeR
g
0 0 1

2) Soit N € .#,(R) nilpotente d’indice 2. Calculer (I,, + N)* pour tout k& € N*. En déduire B avec
s (11
S \-1 3)°

Exercice 33
Soit F': R? x R? — R une forme bilinéaire (c’est-a-dire que = — F(z,y) et y — F(z,y) sont linéaires).
Notons (e, ez) la base canonique de R?.
1) Pour tout = = (a,b) € R? et tout y = (¢,d) € R?, exprimer F(x,y) en fonction de a, b, ¢, d et les
F (62', ej).
2) On suppose que F est alternée. Simplifier I'expression obtenue a la question 1. Que constate-t-on ?
Quelle est la dimension du R-espace vectoriel %(RZ, R) des formes 2-linéaires alternées sur R2?

Exercice 34
Calculer les déterminants des matrices suivantes, sous la forme la plus factorisée possible :

L2 3 1234 1 cosa cos2a

1081 2234 1 cosb cos2b (aij)i<ij<n = (17)1<ii<
bz =80 3.3 34 1 cosc cos2c v o
1 6 -1 -1 4 4 4 4

Exercice 35
Soit M € #,(R) antisymétrique (c’est-a-dire M = —M). Montrer que n impaire entraine M non inversible.

Exercice 36
Soit A, B et C des matrices de .4, (R). Montrer que

A B
det (C’ AtC— B) = det(A + C) det(A — B)
Exercice 37

Calculer les déterminants des matrices suivantes sous la forme la plus factorisée possible :

1—-X\ 2 0 A1 1
A-Xz=| 2 4-)x 0 B-)M;=[1 2-) -1
4 8 33—\ 1 12—
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Exercice 38
Déterminer le polynoéme caractéristique, les valeurs propres, les sous-espaces propres de la matrice

-5 —8 4
M=10 3 0
-8 -8 7

Si f est I'endomorphisme de R® de matrice M dans la base canonique, donner une base %’ de vecteurs
propres, la matrice de f dans cette base, et la matrice de changement de base.
Déterminer la matrice de f ¥ dans la base % puis dans la base canonique.

Exercice 39 2 -1 3
Montrer que M = (1 0 1] est diagonalisable : Calculer le polynéme caractéristique et donner une
1 -1 2

matrice diagonale semblable & M sans calculer les sous-espaces propres.

Exercice 40
Calculer le polyndéme caractéristique et les sous-espaces propres des matrices suivantes et diagonaliser, lorsque
c’est possible, ces matrices :

2 1 1 3 2 -2 42 -2 .
A= 8 1 5|, B=| -10 1 |, c=[15 -1 ], D=<Cf§((§§ Slrgg?)
4 3 -3 1 1 0 13 1 > €08

Exercice 41 (PT 2008, B partie I)
Soit ¢ € Z(R?) dont la matrice dans la base canonique de R? est donnée par

11 -1
A,=[1 1 1
11 1

1) Calculer le polynome caractéristique de la matrice A,. Déterminer les valeurs propres de cette matrice.
Quelle est la dimension des sous-espaces propres? A quelle matrice diagonale est-elle semblable ?

2) Déterminer une base (c1, ¢o, c3) de vecteurs propres de .
3) On pose D; = Vect (¢1). Montrer que D; est stable par .
4) On pose P; = Vect (c2, c3). Montrer que P; est stable par .

Exercice 42 (PT 2007, A partie C)
On définit 'application ® de R, [X] dans lui-méme par :

VP € R,[X] ®(P)=(X*-1)P"+XP

1) Montrer que ® est un endomorphisme de R,,[X].

2) Pour tout k € {0,...,n}, déterminer ®(X*). En déduire Ker ®.

3) Déterminer la matrice de ® dans la base canonique (1, X,..., X") de R, [X]. Calculer la trace de ®.
4) Quelles sont les valeurs propres de ® ? I’endomorphisme est-il diagonalisable ?

5) Déterminer les sous-espaces propres de ®. Indication : penser auz polynémes de Tchebychev.

Exercice 43 (PT 2008, B partie II)

Soit f,g € .Z(R®) dont les matrices dans la base canonique de R? sont respectivement

3

01 0 9

A;=11 0 0 et Ay=1]_1
00 -1
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1) Montrer que les matrices Ay et A, sont diagonalisables (pour 5/2 : sans calculs).
2) Vérifier que les endomorphismes f et g commutent.

3) Déterminer tous les vecteurs propres de f associés a la valeur propre 1. Vérifier que ces vecteurs sont
aussi vecteurs propres de g.

4) Déterminer le sous-espace propre de f associé a la valeur propre —1. Vérifier que ce sous-espace est
stable par g.
5) Construire une base %’ = (1,¢2,¢3) de diagonalisation commune & f et g.

Plus généralement, si f et g commutent et sont diagonalisables (resp trigonalisables), alors ils sont diagona-
lisables dans une méme base.

Exercice 44 1 0 —4
La matrice A= [0 9 2 | est-elle diagonalisable ?
0 0 2

1) Diagonaliser A, donner la matrice de passage et son inverse.
2) Déterminer toutes les matrices M’ telles que M 2— D, ou D est la matrice diagonale obtenue en 1.
3) En déduire toutes les matrices M telles que M? = A.

Exercice 45
Montrer qu'une somme (puis un produit) de matrices diagonalisables n’est pas forcément diagonalisable.
On pourra chercher des matrices 2 x 2 triangulaires.

Exercice 46 (*)
Soient E un K-espace vectoriel muni d’une base &, f € Z(F) et H un hyperplan.

1) Déterminer la dimension du sous-espace vectoriel {u € E*/u(H) = {0}}. (Indication : regarder Ker u)
2) Montrer que si H a pour équation u(xz) = 0 alors H est stable par f si, et seulement si, u o f est
colinéaire & u.
3) E est désormais de dimension finie n. Soient A et L les matrices dans % de f et u.
Montrer que H est stable par f si, et seulement si, 'L est vecteur propre de ‘A
4) Déterminer les plans stables par
3 -2 —4
A= -1 1 1
1 -2 =2

Exercice 47
Soit ¢ : My (R) — A, (R) défini par (M) =" M. Valeurs propres, sous-espaces propres (Indication : calculer
@2). L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable 7 Trace de ¢. Quelle est la nature géométrique de ¢ ?

Exercice 48 T3 010, partie I) (1) (1] 8 g
On pose A = 0 2/ %A endomorphisme de .#(R) défini par us(M) = AM, et B = 00 20
0 0 0 2

1) La matrice A est-elle diagonalisable ?

2) La matrice B est-elle diagonalisable ? Si oui, préciser une base de vecteurs propres.

1 0 0 1 0 0 0 0
E11—<0 O) E12—<0 0) E21—<1 0) E22—<0 1)

a) Vérifier que la famille & = (E11, F19, Ea1, E92) est une base de .#5(R).

b) Calculer ua(E;;) pour tout 1 < 4,75 < 2. Donner la matrice de ua dans la base &

3) On pose :

¢) L’endomorphisme wuy est-il diagonalisable? Si oui, préciser ses valeurs propres et une base de
vecteurs propres de u4 (on rappelle qu’ici un vecteur propre sera une matrice de .#2(R)).
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Exercice 49

Soient E = (*(R) C RY D'espace des suites réelles bornées et A : E — E Pendomorphisme défini par

A(u)n = Up+4+1 — Un

Déterminer les valeurs propres de A.

Exercice 50
Soit & le systéme d’équations différentielles

/

r = dr + y - =z
Yy = 2¢x + 4y — 2z
d =z -y + 3z

z(0) = -1
avec y(0) = 2
2(0) = 0

1) Ecrire le systéme sous forme matricielle X’ = AX et diagonaliser A.

2) Dans la base de vecteurs propres obtenue, résoudre le systéme d’équations différentielles X| = DX;.

3) En déduire les solutions X de & a 'aide de la matrice de passage.

Exercice 51 (inspiré de ATS 2010)

Soit E un espace vectoriel de dimension 3 de base 8 = (e1, ez, €e3) et f € Z(F) dematrice A= | 0

dans la base 4.

2 -1 1
1 1
-1 1 1

1) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de f, 'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

2) On note €} un vecteur propre pour la plus grande des deux valeurs propres, et e un vecteur propre
pour Pautre valeur propre. Vérifier que %’ = (€], e, e3) est une base de E. Donner la matrice T de

I'application f dans la base %',

3) Calculer 7™ pour n € N*. Calculer 771, puis 7™ pour n € Z.

4) En déduire A" pour n € Z.

Exercice 52 Tptl = 2, — Yn + 2Zn
Soit S le systéme ¢ ypy1 = Yn + 2n
Zntl = —Tp + Yn + 2n

avec (20, Y0, 20) € R fixés

1) Ecrire le systéme sous forme matricielle X,, ;1 = AX,,. Exprimer X,, en fonction de A, de Xq et de n.

2) A Daide des résultats de Pexercice 51, exprimer z,,, Y, et 2, en fonction de zg, vo, 20 et de n.

Exercice 53 (suites récurrentes linéaires)

Le but de cet exercice est de retrouver les résultats généraux sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2.

1) Soit (a,b,c) € C3 tel que a # 0. On cherche a décrire 'ensemble Ey des suites (u,,) vérifiant

Vn e N

aUp+o + bupt1 + cuy =0

a) Montrer que ces suites forment un sous-espace vectoriel de RY de dimension 2.

b) En posant v, = uy1, écrire un systéme X,, 11 = AX,,, ot la matrice A € #5(C) dépend de a, b

et c.

c) Etude de A : Déterminer le polynome caractéristique de A. Est-ce que A peut-étre diagonalisable
avec une seule valeur propre ? Décrire les deux situations possibles, en donnant un critére.

d) Cas A #0 : en posant P = <p11 p12> la matrice de passage, montrer que

D21 P22

Up = ary + Bry

ol « et 8 dépendent des conditions initiales.

e) Cas A = 0. On admet que A est semblable & (g i) Trouver une formule du méme type qu’a la

question précédente.
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2) Soit d € C, trouver 'ensemble E des suites (u,) vérifiant Vn € N, auy 2 + bupt1 + cup, = d

3) Cas pratique : ug = 1, u3 = —2 et upt2 — 3up41 + 2u, = 1 pour tout n € N.

Exercice 54
Soit E = .#,(R) muni de < A, B >= Tr (*AB).
1) Montrer que < A, B >= Tr (*AB) défini un produit scalaire sur E. Expliciter ce produit scalaire en
fonction des coefficients de A et B, en déduire une base orthonormée.

n n
2
ZZ%‘

i=1 j=1

2) Soit A = (ai;) € #»(R), montrer que Z Zaij <n
i=1 j=1

3) Montrer que .%,,(R) (les matrices symétriques) et %, (R) (les matrices antisymétriques) sont orthogo-
naux.

Exercice 55 (Schmidt)
Orthonormaliser par Schmidt les bases suivantes de R® : ((1,1,1), (1,1,0), (1,0,0)) et ((1,0,0), (1,1,0), (1,1,1))

Exercice 56 (orthogonal d’un sous-espace vectoriel, projection)
Soit F = R? euclidien canonique, 2 = (e1, e2) la base canonique; et F = Vect ((1,2)). (faire un dessin)
1) Donner 'équation de F*, puis une base de F. En déduire une base orthonormée %' = (¢}, eb) de
E = F @ F* compatible avec la somme directe.

2) Soit pr la projection orthogonale sur F. Donner la matrice de pp dans %', puis dans 2.

Pour tout € E donner expression de pr(x) en fonction de z et €] ,sans passer par les matrices que
I’on vient d’obtenir.

3) Distance d((1,1), F').

Exercice 57
Soit E = R* euclidien canonique, 2 la base canonique.
Posons v1 = (1,2, —1,1), va = (0,3,1,—1) et F' = Vect (v1,v2).
1) a) Donner un systéme d’équations de F' L puis une base orthonormée de F+. Peut-on en déduire un
systéme d’équations de F'7

b) En déduire une base orthonormée &' = (e})i<ics de E = F @ FL compatible avec la somme
directe.

2) Soit pp la projection orthogonale sur F. Pour tout # € E donner 'expression de pp(z) en fonction de
x et les e}, puis en déduire la matrice de pr dans 2.

3) Distance d((1,0,0,1), F).

Exercice 58 (PT 2009 A)
Soit E un R-espace vectoriel euclidien, et p € Z(FE) un projecteur.
Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si Vx € E ||p(x)| < |||

Exercice 59 (Oral CCP 2010)
On considére I'espace vectoriel E = Vect (f1, fo, f3, f1, f5) avec

fiize 1/V2, fa = cos, f3 = sin, fa: x — cos(2x) et f5 1 & — sin(2x)
On appelle F' le sous-espace vectoriel Vect (f1, f2, f3)-
1) Montrer que si h : [a,b] — R est continue et positive,
b
/ h(t)dt =0 = h =0
a
2) Montrer que

(F.9) = (o) =~ [ fg(a) o

est un produit scalaire sur ‘KQOW(R, R), 'espace des fonctions continues 27-périodiques.
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3) Montrer que (f4, f5) = 0 et que f4 et f5 sont de norme égale a 1.

4) On considére que (fi,..., f5) est une base orthonormée de E. Déterminer 'orthogonal de F' dans E.

Exercice 60 1
En utilisant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, majorer I = / Vite tdt.
0

Exercice 61
Soit I un intervalle fixé de R. Soit E I’ensemble des fonction continues sur I a valeurs dans R telles que f>
soit intégrable sur 1.

1) Montrer que FE est un espace vectoriel.

e_t/2 T

———dt < 4/ =
V1+t? 2

+oo
2) On admet que < f,g >= / fg est un produit scalaire. Montrer que /
I 0

Exercice 62 (Polynomes de Hermite) too ,
Soit F = R[X]. Pour tout P,Q € R[X]?, on pose (P|Q) = / P®)Q(t)e /2 dt.

—0o0
1) Montrer que (-|-) est un produit scalaire sur E. Orthogonaliser la base (1, X, X?) de Ry[X].

+o0
2) En déduire la projection de X? sur Ro[X]. Calculer inf / (t* —at — b)2eft2/2 dt.

(a,b)eER? J _ oo

Exercice 63
Soit F un espace préhilbertien, dont on note < -,- > le produit scalaire.
Soit (y1,12) € E? tels que Vo € E < x,y; >=< x, 12 >. Montrer que y; = ys.

Remarque : cette propriété est importante, en particulier lorsque yo = 0. Il faut savoir [’écrire en termes matriciels.

Exercice 64 (Méthode des moindres carrés) z1

Dans cet exercice, on identifie R? et .4, 1(R), c’est-a-dire le vecteur (z1, ..., z,) et la matrice colonne

Soit A € My, »(R) et B € R" fixés, on s’intéresse au systéme suivant, ou X € R”. T
AX =B (1)

Le systéme (1) n’a une solution Xy que si B € Im A (¢f. le cours sur les systémes). Pour B € R™ quelconque,
on généralise la notion de solution du systéme (1) :

Définition : Xy est une pseudo-solution du systéme (1) <= ||AXy — B|| = Xinﬂgp |AX — Bj|.
€

1) Rappeler 'expression de < X, Y > oua X et Y € R”* sont des vecteurs colonnes.
2) Montrer qu’il existe au moins une pseudo-solution Xy au systéme (1).

Indication : Commencer par construire Yy € Im A tel que ||Yo — B|| = Yel{lrg N Y — B|| =d(B,Im A).
3) Décrire I’ensemble . des pseudo-solutions de (1). On note désormais X une pseudo-solution de (1).
4) Montrer que X est une pseudo-solution si et seulement si YAAX ='AB.

Indication : Que peut-on dire de < AX',B — AX >, ou X' € RP est quelconque ?

5) On suppose que rg A = p. Montrer que A est injective (on identifie A et ’application linéaire associée),
puis que ‘AA est inversible. (Indication : Montrer que 'AA est injective)

Montrer que (1) a une unique pseudo-solution, que 'on déterminera.

xr — y = —09
6) Déterminer les pseudo-solutions du systéme Ty B i”l

2c + y = 4,1
7) Dans R?, on fixe n points (M (2, yr))1<k<n D'ayant pas tous la méme abscisse.

a) Si Z est une droite affine d’équation y = ax + 3, on note Hy, le projeté de My, sur & parallélement
au vecteur (0, 1). Exprimer les coordonnées de Hj, en fonction de «, f et x.
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b) Montrer qu’il existe une unique droite 2 qui minimise Z My H ,3, et calculer « et .
k
(c’est la « droite des moindres carrés »).

Exercice 65
On donne les points suivants dans le plan :

Ml(_372) MQ(_L 1) MS(O’ 1) M4(172) M5(273) M6(47 7)

Trouver la parabole d’équation y = az? + bz 4 ¢ approchant au mieux au sens des moindres carrés ce nuages
de points. Indication : Commencer par identifier ce qu’on cherche, puis poser le systéme AX = B. Ensuite,
utiliser les formules de ’exercice 64.

Exercice 66

Soit E' un espace préhilbertien, dont on note < -, - > le produit scalaire.

Soit f, g deux fonctions de E dans E telles que ¥(z,y) € E*> <z, f(y) >=< g(x),y >.
Montrer que f et g sont linéaires.

Exercice 67 (De ’endomorphisme a la matrice)
1) Déterminer la matrice dans la base canonique de R? de la rotation d’angle 7/3 et d’axe Vect ((1,1,1))

2) Soit a € R? unitaire et f € .Z(R3) défini par f(x) = a A z+ < a,x > a. Reconnaitre f.

Exercice 68
Soit E euclidien et f € Z(E) dont la matrice M dans une base orthonormée est symétrique et orthogonale.
Qu’est-ce que f 7?7

Exercice 69 (De la matrice a I’endomorphisme)
Montrer que les endomorphismes f; € £ (R3) associés aux matrices suivantes (dans la base canonique) sont
orthogonaux.

L1 -2 2 L 2 —V6 V6 . 1 1-v3 1+V3
Mi=g|-2 1 -2 My=4| V6 13 My=2|1+v3 1 1-V3
2 —2 1 V6 3 1 1-vV3 14+V3 1

Décrire les éléments propres. Si ¢’est une rotation, déterminer 'axe et I'angle. Calculer M§181.

Exercice 70 (suite du 62)
Montrer que u(P) = P” + X P" est un endomorphisme symétrique de E.

Exercice 71 (PT 2008, B partie IV)
Soit E un espace euclidien, a € E unitaire, et @ € R*. Pour tout € E on pose f(z) =z + a < z,a > a.

1) Vérifier que f est un endomorphisme symétrique de E.
2) Montrer que a est un vecteur propre de f.
3) Montrer que 1 est une valeur propre de f. Quel est le sous-espace propre associé ?

4) Pour quelles valeurs de a f est-il une isométrie 7 Caractériser dans ce cas cet endomorphisme.

Exercice 72
Soit M = (a;j) € On(R). Montrer que Vi,j |a;;| <1 et Zaij < n.
ij

Indication : Pour la premiére inégalité, revenir o la définition d’un endomorphisme orthogonal.

Exercice 73
1) Soit A € .#,(R). Montrer que S = "AA est une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres
Al, ..., A\p sont positives.

2) Réciproquement : soit S € .#,(R) une matrice symétrique dont toutes les valeurs propres sont positives.
Montrer qu'il existe A € .#,(R) telle que S = AA. Dans quel cas A est-elle inversible ?
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