Lycée La Prat’s Pour le Vendredi 7 janvier 2011
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 4

Exercice 1
On admettra les résultats de I'exercice 2 du DL 2 sur les polyndémes de Tchebychev
On définit les applications L et N de R[X] vers Ry par :

te[-1,1] 0<ksn

VP € R[X], P(x) :Zakxk, L(P)= sup |P(t)] ; N(P)= max |ag]
k=0

On considére enfin application ¢ de R[X ]2 vers R définie par :
W(P.Q) € RIX]2 o(P,Q) = / Plcos 6)Q(cos 0) df
0

1) Soient P et () deux polynomes et A € R; montrer les propriétés suivantes :

L(P)=0<=P=0 ; L(AP) = |\|L(P) : L(P+ Q)< L(P)+ L(Q)
N(P)=0<=P=0 : N(AP) = |A|N(P) : NP+ Q)< N(P)+N(Q)
2) Montrer que 7y, = n + 1 vérifie : VP € R,[X] L(P) < ywN(P)

3) Donner un exemple de polynéome @ € R,,[X] tel que L(Q) = 7,N(Q).Que peut-on en déduire ?
4) Calculer L(T,,).

5) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R[X].

6) Soit n et m deux entiers naturels distincts. Calculer ¢(T,,,T,) et (T, Trn).

n
7) Soit P € R,[X], montrer qu’il existe un unique (n+ 1)-uplet (aq, ..., a,) € R tel que P = Z arpTy,
k=0
Veérifier alors que, pour tout entier k € {0,...,n}, on a |ay| < 2L(P)
8) Dans cette question, 'entier n est strictement positif. Montrer que N(T},41) < 2N(T,,) + N(T\,—1)
9) On pose ¢ =1+ V2. Montrer que VYneN N(T,) <q"

10) En déduire que l'on a VP e R,[X] N(P)<¢""'V2L(P)

Exercice 2
Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1, muni d’un produit scalaire < -,- >, ce qui lui confére
une structurer d’espace euclidien. On rappelle que la norme euclidienne associée, notée || - ||, est définie par :

Vo e E, |z]| = V<z,z>

On note .#,(R) le R-espace vectoriel des matrices réelles carrées de taille n.
Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note F- son orthogonal, et on appelle projecteur orthogonal sur
F, noté pr le projecteur sur F, parallélement & F. Enfin, si  est un vecteur de E, la distance euclidienne
de z & F, notée d(x, F) est le réel : d(z, F) = inf{||z — y|| | y € F}.
1) Théoréme de la projection orthogonale : soit F' un sous-espace vectoriel de E et x un vecteur de E.
Rappeler sans démonstration, la formule permettant de calculer d(x, F) a I'aide du vecteur pp(z).

2) Cas des hyperplans : soit w un vecteur non nul de E et H I’hyperplan de E orthogonal & u, c’est a dire
H = (Vect {u})* . Exprimer pour z € E, la distance d(z, H) en fonction de < z,u > et de |Jul|.
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3) Une application : dans cette question uniquement, £ = .#,,(R) muni de son produit scalaire canonique :
si A et B sont dans .#,(R), en notant Tr la trace,

< A,B>=Tr("AB)

Enfin on note H l’ensemble des matrices de .#,(R) dont la trace est nulle.
a) Justifier que H est un hyperplan de ., (R) et déterminer H.
b) Si M est une matrice de .#,(R), déterminer la distance d(M, H).

Exercice 3

Partie 1 0 1 1
On note f I'endomorphisme de R? canoniquement associé a la matrice A= [ 1 2 -1
-1 1 2

1) Calculer le polynome caractéristique x ¢ de f.
2) Déterminer les sous-espaces propres de f. L’endomorphisme est-il diagonalisable ?
3) Calculer la matrice (A — I3)? et donner une équation et la dimension de Ker (f — idgs)?2.
4) On pose ex = (1,—1,0) et e; = (f —idgs)(e2).
a) Trouver un vecteur propre ez de f dont la deuxiéme composante est égale a 1 et justifier que la
famille (e, ez, e3) est une base de R3.
b) Ecrire la matrice B de f dans cette base et exprimer A en fonction de B.
c) Calculer B" puis A" pour tout n € N*.

Partie 2

Dans cette partie, 8 = (e1,e2,e3) désigne la base canonique de ’espace vectoriel R3; on rappelle que
e1 = (1,0,0), ez = (0,1,0) et e3 = (0,0,1). On note f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base
canonique est

-2 5 2
A=|-1 4 2
2 —-10 =5

1) a) Montrer que f n’admet qu’'une seule valeur propre notée «. L’endomorphisme est-il diagonalisable ?
b) Caractériser le sous-espace propre de f associé a la valeur propre a. Quelle est sa dimension ?
c) On pose g1 = ey, g2 = (f —aidps)(e1) et e3 = 2e; + e3.
i. Montrer que €3 et €3 sont des éléments de Ker (f — aidgs).
ii. Montrer que %, = (£1,€2,€3) est une base de R?.

2) Ecrire la matrice B de f dans la base %, et la matrice de passage P de la base canonique a la base
%,. Calculer P~1. Exprimer A a 'aide des matrices B, P et P71,

3) On pose J = I+ B ou [ est la matrice identité d’ordre 3.
a) Calculer J2.
b) En déduire B* puis A* pour tout k € N*.
4) On considére trois fonctions u, v et w de R dans R, dérivables sur R et vérifiant le systéme d’équations

différentielles
u'(t) = —2u(t) + Bu(t) + 2w(t)
(S) V() = —u) + () 4+ 2w(?)
w'(t) = 2u(t) — 10v(t) — 5w(t)

a) Montrer que le systéme (S) équivaut a 1’équation différentielle matricielle X'(t) = AX (t), ot X (¢)
est un vecteur colonne que ’on précisera.

b) Si p(t) € R® a pour vecteur colonne dans la base canonique X (), on écrit
p(t) = z(t)er + y(t)e + 2(t)es
Donner le systéme (S7) d’équations différentielles vérifiées par x, y et z.
c) On suppose que u(0) = v(0) = 0 et que w(0) = 1; calculer alors z(0), y(0) et z(0).
d) Résoudre (S1) avec les conditions initiales trouvées & la question précédente.
e) En déduire la solution de (S) vérifiant les conditions initiales u(0) = v(0) = 0 et w(0) = 1.
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Exercice 1 (Correction de la partie A)

On désigne par R[X] 'ensemble des polynomes a coefficients dans R.

On note R, [X], n € N, l'espace vectoriel des polynoémes de degré inférieur ou égal a n.
On identifiera un polynéme P de R[X] a la fonction polynomiale associée sur R.
Enfin, P’ et P” désigneront respectivement les polynémes dérivés de P et P'.

Soit (T}) la suite de polynomes définie par :

To=1 ; Th=X ; Vk € N* Tk+1:2XTk—Tk,1

Dans tout le probléme et sauf avis contraire, n désigne un entier naturel.

1) Déterminer les polynémes Ts, T3 et Ty.

2) Quel est le degré de T, et son coefficient dominant ?

3) Etudier la parité de T,.

4) Calculer T,,(1), T,,(—1) et T,,(0).

5) Montrer que 7), est le seul polynéme qui vérifie : V0 € R T},(cos §) = cos(né)

6) Dans cette question uniquement, on suppose n # 0.

a) Pour quelles valeurs de 0 a-t-on : T,,(cos#) =07

b) Montrer alors que 7T,, posséde n racines réelles distinctes dans [—1, 1]. Conclure.

2 : : /
7) Déterminer les racines de T),.

Solution.
1) ¢ Th =2XTy —Tp=2X* -1

2)

3)

o Ty =2XT, — T =4X3 —3X
o Ty =2XTy —Tp =2X(4X3 - 3X) —2X? +1=8X%-8X?+1

Récurrence forte : montrons que

H(n): Vk<n degTy =k et son coefficient dominant est aLk] ="

est vraie pour tout n > 1.

e H, est vraie puisque 77 = X de degré 1 et de coefficient dominant 1 = 20

o H, = Hyy1 : Supposons H(n) vraie. Alors T4+1 = 2XT,, — Tp—1. Or deg(XT,,) = n+ 1 et
deg(T,,—1) =n — 1 d’aprés H(n).
Ainsi deg(T,+1) = n+ 1, et le coefficient dominant vient de 2X 7}, uniquement. Il vaut le double de

celui de T}, donc agflu = 2al"l = 2", Par conséquent, H(n + 1) est vraie.

e Conclusion : |Vn > 1, degT}, = n et son coefficient dominant est a,[f] =on—1

Le produit de deux polyndémes impairs est pair, et le produit d’un polynéme pair et d’'un polynéme
impair est impair.

Montrons que la propriété :
H(n): Thy, est pair et Th, 41 est impair

est vraie pour tout n > 0.

e Hy : est vraie car Tp = 1 est paire et 77 = X est impair.

e M, = Hyu41 : Supposons H(n) vraie.
Le polynéme 2X 75,41 est pair comme produit de deux polynémes impairs, et Ts, est pair. Donc
T5,+2 est pair comme somme de polyndémes pairs.
Le polynoéme 2XT5, 2 est impair comme produit d’un polynéme impair et d’'un polyndéme pair, et
1541 est impair. Donc T5,43 est impair comme somme de polyndmes impairs.
Ainsi H(n + 1) est vraie.

e Conclusion : ‘Vn >0 T, ala parité de n.
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4) * T,(1) : La suite (7,(1)) vérifie la relation de récurrence T,1(1) = 27,(1) — T,,—1(1) avec pour

premier termes Tp(1) = T7(1) = 1. On peut donc résoudre a 'aide des suites récurrentes linéaires
d’ordre 2.
Sinon, la récurrence est rapide :

H(n) : Vk<n Tg0)=1

e Hg est vraie par hypothese.
o M, = Hpi1 : Supposons H(n) vraie. Alors Tp,41(1) =2 x 1 —1=1, donc H(n + 1) est vraie.
e Conclusion : ‘Vn >0 T,(1) = 1‘

Ty (—1) : Par parité, Toy(—1) = Tan(1) = 1 et Thny1(—1) = =Thn(1) = 1. Donc | T,(~1) = (~1)".|
T,,(0) : Par parité, | T5,+1(0) = 0. | Montrons que la propriété :

Hin):  Tou(0) = (~1)"

est vraie pour tout n = 0.
e Hy est vraie par hypothese.
e H,, = Hp+1 : Supposons H(n) vraie. Alors

Toni2(0) =2 x 0 X Ty 1(0) = Ton(0) = —(=1)" = (1)

donc H(n + 1) est vraie.
e Conclusion : ‘Vn >0 T5,(0) = (—1)”‘

5) On note (£?) la propriété suivante pour une suite (P,) de polyndémes

VneN VOeR P, (cos @) = cos(nb)

* Unicité : Soit (P,) et (@) deux suites de polynomes vérifiant (). Soit n € N, il vient

V8 € R P,(cosf) = cos(nb) = Qn(cosl) = Vo € [-1,1] P,(x) —Q —n(z) =0

Ainsi P, — @0, a une infinité de racines, c’est donc le polynéme nul : P, — @, = 0. Dot 'unicité.
(T},) vérifie la propriété. Montrons que la propriété :

H(n) : VkE <nVl0eR Ti(cosb) = cos(kf)

est vraie pour tout n > 0.
e Hp est vraie car cos(0) = 1.
e H,, = Hp41 : Supposons H(n) vraie. 2 cos(a) cos(b) = cos(a + b) + cos(a — b) donc

VO e R  Thi1(cosf) = 2cos(f)cos(nf) — cos((n —1)8) = cos((n + 1)0)

e Conclusion : Vn > 0 VO € R T,(cosf) = cos(nb)
En conclusion, | T, est le seul polynéme qui vérifie (&) ‘ :

Vo e R T, (cos B) = cos(nh)

6) Dans cette question uniquement, on suppose n # 0.

a) Il suffit de résoudre I’équation cos(nf) =0 :

s T
T, (cosf) =0 <= cos(nf) =0 <= nb = 5[7r] 0= o [g}

k
Donc pour |0 = T 5T aveck €.
2n n
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k
b) Pour tout k € Z, d’aprés la question précédente, T, (COS (; =+ W)) = 0, c’est-a-dire x =
n o n

k
cos (W + W) est racine de T5,.
2n n

k
De plus, 21 += €]0, 7] pour tout k € {0,...,n—1}, et le cosinus est bijectif de [0, 7] sur [—1, 1].
n_n
Ainsi, les réels (xq,...,z,—_1) sont tous distincts et dans [—1,1].
Or le polynome T}, est de degré n, il a donc au plus n racines. Ainsi

To(X) = 2”—1£[0 (X — cos (27; + k:))

7) Sin=0,T,=1;etsin=1,T] =1. Supposons désormais n > 2.

La relation de la question 5) est vraie pour tout # € R, et les fonctions sont dérivables : dérivons-la.

—sin 07} (cos f) = —n sin(nh)

k k

Or sin(nf) = 0 si et seulement si 6 = il pour k € Z. De méme qu’en 6)b), les x}, = cos <W> sont
n n

n — 1 réels tous distincts de [—1,1] lorsque k € {1,...,n — 1}.

k
De plus, sin <;> #0sike{l,...,n—1}, donc
k k
—sin (S) T, <cos <7’ZT>> = —nsin(kr) =0 = T, (z}) =0

Ainsi, (#,...,2),_,) sont des racines de T.. Or degT), = (degT},,) — 1 = n — 1, donc ce sont les seules.
0



