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Correction

Exercice 1 (EDHEC, ECE 2016)
8

1)

2)

3)

4)

4 4
A2 —4A =8 —4 8| —44=4I;
4 —4 8

Par conséquent | Le polynéme P = X? — 4X — 4 vérifie P(A) =0
D’apres 1), A%> — 4A = —41I3 donc

1 1
(~A+B)A= A(—3A+ ) = Is

1
Donc | A est inversible d’inverse _ZA + I3

Division euclidienne : il existe @ € R[X] et R € R[X] tels que
X"=PQ+R avec deg R < deg P (1)
Soit @ € R[X] et R € R[X] qui conviennent. Comme deg R < 1,
R=aX+b
Comme P = (X —2)%, X\ = 2 est racine double de P. Ainsi
P(2)=0 et P(2)=0

Si on dérive I’égalité (1), il vient nX""! = P'Q 4+ PQ' + R/, puis en évaluant (1) et cette nouvelle
équation en X = 2,

2" = P(2)Q(2) + R(2) = R(2) = 2a + b
n2" 1 = P'(2)Q(2) + P(2)Q'(2) + R'(2) =R'(2) =a

En résolvant ce systéme, il vient a = n2" ' et b = (1 — n)2", donc

R=n2""1X + (1 —n)2"

Cette méthode est trés générale : lorsque vous avez P tel que P(A) = 0, vous cherchez ses racines Ay, . . ., Ai. En
effectuant la division euclidienne X" = PQ + R puis en évaluant en X = \; (quitte a dériver en cas de racines

multiples) on trouve le bon nombre d’équations pour déterminer les coefficients de R.

En évaluant (1) en X = A, il vient, comme P(A) =0,

A" = P(A)Q(A) + R(A) =0+ R(A) = n2" A+ (1 —n)2"I3

On vérifie que cette formule est vraie en n = 0. Vérification : touwjours penser a tester (aw browillon) pour
n=0etn=1.

La aussi, la méthode est généralisable. Attention, les seules racines de P sont des réels ou des complezes.
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5) Dapres 2), AL = —2724 4 I3 = (-1)27'71A + (1 — (=1))27 3. Donc la formule précédente reste
valable pour n = —1.
On montre par récurrence sur n que A~" = (—n)2 " 1A + (1 +n)27"13 (a faire).

Conclusion : |Vn € Z, A" =n2" A 4 (1 —n)2" I

Exercice 2 (HEC, B/L 2016)
1) a) Si f est bijectif, alors f est injectif et surjectif, c’est-a-dire Ker f = {0} et Im f = E. Donc

Ker f®oIm f=F

Ainsi

b) Montrons que Ker f NIm f = {0} en faisant les calculs dans une bonne base.
Comme f n’est pas bijectif, Ey = Ker (0id g —f) = Ker f # {0} : 0 est valeur propre de f.

Soit & = (ei,...,e,) une base de vecteurs propres, avec e; correspondant a la valeur propre
A = ;. On impose de plus que (e, ..., e) soient les vecteurs propres correspondant a la valeur
propre A = 0, et que les \; suivant soient non nuls.
T1
Soit x € Fet X = | : | son vecteur colonne des coordonnées dans la base %4. On a
T,
n n n n
f@)=f (Z Hfiez) =Y mif(e) =D widies = Y widie;
i=1 i=1 i=1 i=k+1
Ou, matriciellement dans la base 4, si y = f(x),
0
A1 0 X A1 :
' ' Ak+1Tk41
0 Akt1 In AnTy .
AnTn
)
On notera X' = | : | celui de 2’
T,
reKer fAlm f = f(x)=0 et 2’ € E, x = f(a)
0 T 0
0 0
— =0 e J2'€E, = ,
Ak 1Tk 41 Th41 Ak 1T
Ann, Tn, )\nxil

— Vie[k+1,n],\z;=0 et Vie[l,k],z;=0
= Vi,2; =0
= x=0

Donc Ker f NIm f = {0}.

De plus, d’apres le théoreme du rang, dim Ker f + dimIm f = dim F.
Conclusion : ‘Ker fé&Im f= E‘

Ainsi,
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2) Soit f un endomorphisme de F vérifiant la relation f o (f —id )% =0 2(E)-

a) f et id g commutent donc on peut appliquer la formule du binéme pour n = 2,

(f—idp)’+ foRidg—f) = f2—2foidp+idi4+2f — f2=idp

b) Soit 2z € E. D’apreés ci-dessus,
r=(f—idp) @) + f((2id g —f)(@)) = &1 + 2

avec To = f((2idE—f)(ac)) = f(2') €Im f

et 21 = (f —id g)?(z) € Ker f car f(x1) = fo (f —idg)*(x) = 0.
Donc E = Ker f+ Im f.

De plus, d’aprés le théoréme du rang, dim Ker f + dimIm f = dim E.
Conclusion : ‘Ker f@Im f = E‘

Ainsi,

3) Montrons que Ker f NIm f = {0}. Par hypothése, f = — Z %fi.

i— U

reKer fNIm f = f(z)=0 et '€ E, z= f(2))
— W EE f)=0 et z=f@)=-3 Zfi@a)=0

i—2 41
= x=0

Donc Ker f NIm f = {0}.
De plus, d’apres le théoreme du rang, dim Ker f 4+ dimIm f = dim F.
Conclusion : ‘Ker feIm f= E‘

4) Ker A :
z
X=]|:1]l€Ker A <= AX =0
T4
Tro = 0
<~ 1 —x4 = 0
Tro = 0
1 T4 0 1
@] O 0 0
<:>X—x3—x3—$31+$40
T4 T4 0 1
0 1
0 0
<— X € Vect o
0 1
0 1
Ainsi, | Ker A = Vect (1) ) 8
0 1

Im A : D’apres le théoreme du rang,

dimIm A = dimR* —dimKer A =4 —2=2

(car i > 2)
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De plus, Im A est engendré par les vecteurs colonnes :

0 -1 0 0
0 0 0 0
Im A = Vect 1 0 0 .
0 1 0 0

Comme dim Im A = 2, il suffit de prendre 2 vecteurs colonnes non colinéaires (i.e. libres), par exemple
les deux premiers :

—1
Im A = Vect

O = O O

0
0
1

Les techniques pour déterminer Ker A et Im A doivent étre parfaitement maitrisées.

Ainsi, es € Ker f et es € Im f, donc

‘ImfﬂKerf;é{OR4}‘

00 00
w0 0l e A=
00 00

On lit immédiatement Ker f = Vect (e1, e3, e4) et Im f2 = Vect (e3) donc Ker f2NIm f2 # {0}.
Mais Ker f3 = E et Im f2 = {0}. Donc Ker f3 @ Im f3 = R?
Ainsi, est le plus petit des entiers p pour lesquels on a Ker f? @ Im fP = R*

5) a) Soit k € N.

~—

zeKer fF = fHa)=0
= (@)= f(0)=0
= z € Ker f’”‘1

Conclusion : Ker f* ¢ Ker fF*!

b) En passant aux dimension, I'inclusion précédente nous donne

dimKer f* < dim Ker f**!

c) Supposons que, pour tout m € N, Ker f™ # Ker fmHL Cest-a-dire que Pinclusion est stricte, et
donc que la suite d’entiers (dim Ker 1k ) est strictement décroissante. Comme 'inégalité stricte

entraine
Vk e N (dim Ker f*)+ 1 < dim Ker fF+1

Par récurrence,

VkeN k= (dimKer f°) + k < dimKer f*

Ce qui entraine en particulier dim Ker f"*! > n+1 > dim E, ce qui est absurde.

En conclusion, |11 existe un entier naturel m pour lequel Ker f™ = Ker f™*1

d) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp:  Ker fP° = Ker frotk

est vraie pour tout k£ > 0.

e Hy : est vraie.
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e)

f)

e Hj =—> Hy+1 : Supposons Hy vraie.

z € Ker frothtl — fp°+k+1($) = prH(fk(I)) =0
—  f*(z) € Ker fPor! = Ker fP°
= (@) = [P @) =0
— 1z e Ker frot¥

Donc Ker fPotFl « Ker fPot* Or, d’aprés 5)a), Ker fPoT% < Ker fPor+1 Do Dégalité.
En appliquant Hj, il vient

Ker frotk+l — Ker fPotk — Ker fPo
Donc Hyy1 est vraie.

e Conclusion : |Vk > 0 Ker fPo = Ker frotk

Soit z € Im fP° et 2’ € E tel que x = fP°(a').

z €Im fPoNKer ff0 = fP(x) = f(z)) =0
= ' € Ker f?P0 = Ker fP° (d’apres d) avec k = py)
= x=fP@)=0

Donc Im fP° NKer fP° C {0g}.
De plus l'intersection de deux sous-espace vectoriel est un sous-espace vectoriel et contient donc
Og. Finalement :

‘Im fronKer fro = {OE}‘

D’apres le théoréeme du rang appliqué a f°,
dimIm fP° + dim Ker f?° =dim F
D’apres la question précédente,
Im fP° NKer fP° ={0g}

Donc
Im fP° @ Ker fFO =F

Il reste & prouver que, si p € N tel que p < pg, alors Im f? et Ker f? ne sont pas supplémentaire
dans E. Soit p € [1,po]. Montrons que Im fP N Ker fP # {O0g}. Déterminer une intersection est
toujours plus facile qu’une somme.

Par construction de pg, Ker fP C Ker fP™!. Soit z € Ker fP*! mais = ¢ Ker fP.

Comme p > 1 et z € Ker fPL, fP(fP(z)) = f?P(z) = 0. Donc fP(x) € Ker fP NIm f?.

Or z ¢ Ker fP, donc fP(x) # 0. Ainsi

Im fPNKer fP #{0g}

Donc Im f? et Ker fP ne sont pas en somme directe.

Conclusion : ‘Cet entier pgy est le plus petit entier p pour lequel Im f? @ Ker fP = FE ‘

1 01 01 1 A 0
6) Soit Ay =[0 0 O|etAy=|[0 0 1].La matrice P est diagonale bloc : P = ( 01 A )
101 00 0 2
. A0 0 0 1
Donc P* = < ! k) Or, A% =10 0 Of et Ag’ = 0, et par récurrence, A’f =kA;.
0 A 0 00

Par conséquent, e ¢ Ker f2 et eg € Ker f3. Donc pg > 3.
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De plus, pour tout p > 3, PP =p <A1 0). Donc Ker fP = Ker f3. Ainsi, pg < 3. Donc

0 0
L’image étant engendré par les vecteurs colonnes,
imf3 = Vect (e1 + e3) et Ker f3 = Vect (e1 — e3, €9, €4, €5,€6)

Le noyau s’obtient car f3(x) = 0 pour x € {e1 — e3,e9,€e4, 65,66} et égalité des dimension d’apres le
théoréme du rang.

Ainsi, |Ker 2@ Im f2 = RS

Exercice 3 (PT 2012, A partie I et II)

Partie 1 0o 1 1
1) AB=|1 -1 —-3|=BAdonc ’ fetg commutent.‘
-1 3 )

2) e Etude de f : Le polynome caractéristique de f est

xr(A) =det(f — Nidgs) = (1 =AM\ =22 +2) = —(A —1)?

Donc 1 est valeur propre triple. Comme A # I3, | A est n’est pas diagonalisable‘ (sinon, A serait

semblable & 1 x I3 et donc égal a I3).

Par contre le polyndéme caractéristique de f est scindé, donc ‘ A est trigonalisable‘

Calcul de Ey(f) ...aprés caleuls... | E1(f) = Vect ((1, 0,0), (0,1, —1)) .

e Etude de ¢ : Le polynéme caractéristique de g est (opération : Cy <— Cy —C5 puis L3 — Lg+ Lo).

-1 1 -A 0 1 -2 0 1
xg(A) =det(g— Nidgs) = |[-1 1-X —1|=[-1 2-X —1|=X\-2)|-1 -1 -1
11 3-X |1 —2+4Xx 3-2) 1 1 3-2)
-A 0] 1
= A=2)| -1 —1| -1 |=-AxXA—-2)
0 02—

= 0 de multiplicit¢é a=1

Donc les valeurs propres sont : { A = 2 de multiplicité =2

Sous-espaces propres : ...apres calculs... | Eg(g) = Ker g = Vect ((2, 1, —1)) et| Fa(g) = Vect ((0, 1, —1))

Comme dim Ey(g)+dim Ez(g) = 2 < dim R, ‘ B est n’est pas diagonalisable ‘ (on pouvait conclure
des que dim Er(g) =1 < ag = 2).

Par contre le polynéme caractéristique de g est scindé, donc ’B est trigonalisable‘

3) Posons ez = (2,1, —1). D’apres 2), ex € E1(f) et ea € Ep(g). Donc eg est stable par f et g. De plus,
es ¢ Fs(g), il ne peut donc pas étre colinéaire a e;.

0 2 0
4) Posons ez = (0,0, 1). Montrons que %’ = (e, e2,e3) est une base : soit P=| 1 1 0
-1 -1 1
0 2|0 0 92
detP=| 1 1|0 |=det (1 1) =240
-1 -1|1
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Donc %’ est une base. De plus

Fler) 1 0 x\ (comme la matrice est triangulaire, les valeurs propres sont
€ = € s
{ 1 1) ' donc Mat (f, %/) =10 1 =x|.surla diagonale et la derniére x en bas vaut 1 : ce n’est pas
e = e
2 2 0 0 %/ demandé)
2 0 =x
R gler) = 2e " - oo
De méme, donc Mat (g, ') = |0 0 x|. (idem avec 2 au liew de 1)
glez) = 0 0 0 =

Conclusion : | %' = (e1, e, e3) est une base de trigonalisation commune & f et g

Partie 2
1) Chacune des valeurs propres \; est de multiplicité 1. Le sous-espace propre associé a la valeur propre
A; est donc de dimension 1 exactement. Soit e; une base de ce sous-espace propre.

n
Montrons que (e1, ..., ey) est une famille libre : soit (aq,...,a,) € C" tels que Zaiei =0.

i=0
n n n
f (Z o;e; = 0) = Zazf(ez) = Zai/\iei =0
i=0 i=0 i=0
n
En combinant A; fois la premiere équation et cette nouvelle équation, on trouve Z:()\2 — A1)aze; = 0.
i=2
En posant o = (A\; — A\)a; pour i € {2,...,n}, qui est nul si et seulement si «; est nul, et en

poursuivant par récurrence, on obtient finalement a%”fl)en = 0.
Or e, # 0 (vecteur propre), donc a{"~1 = 0.

Par récurrence, a;; = 0 pour tout i € {1,...,n}.

Donc la famille (eq,...,e,) est libre.

Or dim C" = n = Card ((e1, ..., €5)). Donc c’est une base :

‘II existe une base (eq,...,e,) de E constituée de vecteurs propres de f. ‘

La question n’était pas clair : doit-on redémontrer le résultat du cours (ce que je ne fais pas proprement ici, cf
le cours pour mieuz), ou peut-on lutiliser ¢ Ou utiliser la caractérisation a l’aide des dimension des sous-espace

propre ¢

d d d
2) a) Par linéarité de f, fou= fo (Zai]”) = Zaz‘fofi = Zaz‘fiﬂ-
i=0 i=0 i=0

d
Par définition de la somme et du produit par un scalaire sur les fonctions, u o f = Z a; fiL
i=0
Donc fou=wuo f.

Finalement, | f et u commutent‘

b) Soit k € {1,...,n}. Posons &' = (e1,...,e,) la base de vecteurs propres du 1).
Comme f(ex,) = A\gex, par une récurrence immédiate f'(ey) = Mieg.

d d d
En combinant on trouve u(ey) = Zaifi(ek) = Zai)\iek = (Z aM}%) er = P(\g)eg
=0 i=0 i=0

P(\) 0
Donc dans la base %’ la matrice de u s’écrit Mat (u, #') =
0 P\

En conclusion, les valeurs propres de w sont les (P(A1),..., P(\,)) et u est diagonalisable dans
la méme base %’ que f.

3) a) Nous avons déja utilisé en 1) que dim E), = 1.

En effet F), contient au moins un vecteur non nul donc dim £y, > 1. De plus, dim E), < o,
multiplicité de la valeur propre A; dans le polyndéme caractéristique. Or ici, a; = 1.

Donc par encadrement,
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b) Nous avons vu en exercice que « f et g commutent » entraine « les sous-espaces propres de f sont
stables par g (et vis versa) ». Ce n’est évidemment pas un résultat utilisable sans démonstration
dans une copie. Dans le sujet de 2012, la question était posée en préliminaire, donc il suffisait de
citer le résultat de cette question.

Comme f et g commutent, les sous-espaces propres de f sont stables par g (préliminaire) : pour
tout i € {1,...,n}, g(E),) C Ej,.
En particulier, comme E), = Vect e;, g(e;) € Vect (e;).

Ce qui nous donne finalement g(e;) = pe; :

e; est également un vecteur propre de g‘

c) Ainsi, d’aprés c), la matrice de g dans %’ est
1 0

0 L,

Conclusion : | L’endomorphisme g est diagonalisable dans %’ ‘

d) Soit P le polynéme interpolateur de Lagrange qui vérifie P()\;) = p; pour tout i :

PX) = [ X‘ijf

i g N

Ce polyndéme est bien défini car les A; sont deux a deux distincts par hypothése. De plus,

‘deg P=n-1 ‘
A1 0
Dans la base %', notons D = la matrice de f.
0 An
P(\) 0 " 0
D’apres 2)b), Mat (P(f),#') = P(D) = = par construc-
0 P(An) 0 in
tion de P.
p 0
Or d’apres 3)c), Mat (g, #') = . Donc Mat (g, #') = Mat (P(f), #').
0 fn

Par conséquent, | g = P(f)|.

Exercice 4 (oral ENSAM, 2013)

Soit P € R[X] tel que P(X?) = P(X)P(X + 1).

Si P = ¢ est un polyndme constant, alors Péquation s’écrit ¢ = ¢? et les seules solutions sont ¢ = 0 ou ¢ = 1.
Supposons désormais deg P > 1.

Notons Z(P) l'ensemble des racines (complexes) de P.

e Soit o € Z(P). Alors P(a®) = P(a)P(a + 1) = 0, donc o est aussi une racine de P.
Par récurrence, o est une racine de P pour tout n € N.
Or P a un nombre fini de racines. Donc les "
des conséquences est que |a| =1 ou aw = 0.

ne peuvent pas étre des nombres tous distincts. Une

Si on note €'(0,1) le cercle de centre 0 et de rayon 1,

Z(P) C %(0,1) U{0}|
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e Soit a € Z(P).
Alors P((a—1)?) = P(a—1)P(a) =0, donc (a—1)* € Z(P). ¢(0:1) %(1,1)
Or Z(P) c €(0,1) U {0}, donc (o —1)* € €(0,1) U {0},
c’est-a-dire | — 1] =1 ou (¢ — 1) = 0.

Ainsi, a € ¥(1,1) ou a = 1.
Z(P) c €(1,1) U{1}| 0 1 2 R

Par conséquent,

e Ainsi, Z(P) € (€(0,1) U{0}) N (¥(1,1) U {1}) = {0,1,¢™/3 e=77/3,
Si =3 o2 = e2/3 ¢ Z(P), alors que d’apres le premier point o? € Z(P). Par conséquent /s
est A exclure, et de méme e~ /3. 1l reste donc :

1 Z2(P) € {0,1}]

e D’apres ci-dessus, les seules racines possibles de P sont 0 et 1.
Donc P(X) =cXP(X —1)? avec pe N, g € Net c € R™.
L’équation fonctionnelle s’écrit donc :

P(X?) =cX?(X? - 1)1 =XP(X - 1D)YX +1)’X?= P(X)P(X + 1)
En décomposant X? — 1 = (X — 1)(X + 1), I'égalité précédente s’écrit :
cXP(X - 1)UX +1)7 = AXPTI(X —1)9(X +1)P

En identifiant (par unicité de la décomposition en facteurs (X — \)%), il vient c=1,2p=p+4q, g =¢q
et ¢ =p. Donc P = XP(X — 1)P.
Réciproquement, P = XP(X — 1)? vérifie P(X?) = P(X)P(X +1).

Conclusion : | Les polynémes P vérifiant P(X?) = P(X)P(X 4 1) sont P =0, et P = XP(X — 1) avec p € N,




