Lycée La Prat’s Pour le Jeudi 17 septembre 2015
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 1

Exercice 1
Polynémes de Bernoulli

1) Définitions.
1
a) Soit P € R[X]. Montrer qu’il existe un unique Q € R[X] tel que Q' = P et / Q(z)dx = 0.
0

b) En déduire qu’il existe une unique suite de polynémes réels (B, (X))pen vérifiant
1
Bo(X) =1 Vn>1, B,=nB,, Vi > 1, / Bu(z) dz = 0
0

On appelle (B, (X))nen la suite des polynémes de Bernoulli. Pour tout n > 0, on pose b, = B,,(0).
La suite de réels (by,) est appelée suite des nombres de Bernoulli.

c) Expliciter B, (X) et b, pour n =10,1,2,3,4.
2) Premieéres propriétés.
a) Quel est le degré de B, (X) pour n > 07
b) Montrer que, pour tout n > 2, on a B,(0) = B,(1).

c¢) Prouver par récurrence que, pour tout n > 0 et tout x € R, on a

" In

Bu(z) =Y <k> by x”
k=0

d) En déduire, pour n > 1, une expression de b,, en fonction de by, ..., b,—1. Calculer b5 et bg.

e) Pour tout n > 0 on pose C,(X) = (—1)"B,(1 — X). Montrer, en utilisant la définition des
polynémes de Bernoulli, que pour tout n > 0 on a Cy,(X) = B, (X).

f) En déduire que, pour tout n > 1, be,+1 = 0 et que, pour tout n > 0, Bay,4+1(1/2) = 0.
3) Etude des variations de B, sur [0, 1].

1
a) Soit P € R[X]. Etablir que, si P est non nul et de signe constant sur [0, 1], alors / P(z)dz # 0.
0

b) Montrer par récurrence sur n > 1 que By, vérifie
e (—1)"B2,(0) <0 (=1)"Bap(1) <0 (=1)"Bap(1/2) > 0

1 1
e la fonction (—1)" Bay, est strictement croissante sur [0, 5] et strictement décroissante sur [5, 1].

et que Bo,41 vérifie
o (—1)"Ban+1(0) = (=1)"Bant1(1) = (—=1)"B2p41(1/2) =0

1 1
e il existe deux réels ag,+1 €]0, 5[ et Ban+1 6]5, 1] tels que la fonction (—1)"Bag,41 soit stric-

tement décroissante sur [0, gy, +1], puis strictement croissante sur [on41, B2n+1], pPuis stric-
tement décroissante sur [Sa,+1, 1].

Indication : Il pourra étre judicieux d’aborder en méme temps la récurrence sur ces quatre pro-
Priétés.

p+1

c) En déduire que le signe du réel by, est (—1)’"" pour tout p > 1.

4) Une application arithmétique.



DL 1

a) Montrer par récurrence sur n > 1 que, pour tout € R, on a By (z 4 1) — By(z) = nz" "t
N

b) Soit p > 1 et N > 0 deux entiers. On pose S,(N) = Z kP, montrer en utilisant la question
k=0

Berl(N+ 1) — Yp+1
p+1

c) Calculer explicitement en fonction de N les sommes S, () pour p =1,2,3.

précédente que

Sp(N) =

Exercice 2

Partie 1
1) Quelle est la période de la fonction tan ?

2) Représenter la fonction tan sur l'intervalle } — g, g {

3) Démontrer l'existence d’une suite de polynomes (7},) telle que :

e TH(X) =X,

e Vn e N, tan(™ dérivée n-itme de la fonction tan, vérifie : Va € } 575 [tan( )(x) = T, (tan(z))
On explicitera une relation de récurrence vérifiée par les polynoémes T, et Tj,41.

4) Expliciter les polynémes 17, Ts et T5.

5) Soit n € N. Démontrer que les coefficients du polynéme T;, sont des entiers naturels. Quel est le degré
du polynéme T,, 7

6) Justifier qu’il existe une unique suite de nombres entiers naturels (¢) telle que :

n

* _rrT N e ok /x(l‘
Vn e N V$E} 5’ 2[, tan(m)—§(2k+1)!x + o (nt 1)

_ t)2n+1
T2n+2 (tan(t)) dt

On citera le théoreme utilisé (au besoin en allant retrouver 1’énoncé précis dans le cours de PTSI!).

Partie 2
Soit I un intervalle ouvert de R tel que 0 € I et symétrique par rapport a 0. Soit f une fonction de classe

¢ sur I. Pour tout n € N*, on note f (") sa dérivée n-itme et R, la fonction définie pour = € I par :
1 * (n) n—1
Ru(z) = =D Jo S (@ =) de

On suppose que f est impaire et que pour tout n € N* et tout z € I tel que z >0, f™(z) > 0.

(0
1) Soit = € I. Pour tout n € N*, justifier ’égalité : R, (x) = / n'( ):n + Rpt1(z).
2) Soit b € I tel que b > 0.
a) Démontrer que la suite (R, (b)) est convergente.
b) Soient z € [0, b] et n € N*. Justifier :
(t nhde
) o) = oy / F ) (1 - )
ii) 0 < Rp(x) < —— () 1—t)nt
i) 0 < Ru(x) (n 0 /0 FO (1 — 6 d
i) 0< Ru(z) < (”g) Ru(b).
f(”
¢) En déduire que, pour tout = €] — b, b|, Z
3) Montrer que Yz € } ;. f{ tan(z) = JFZO:O __th okt
d 2 2l £ (2 + 1)



