Lycée La Prat’s Pour le Vendredi 20 septembre
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1 (CAPES interne 2007)

Partie 1 (Majorations, minorations, encadrements)
1+1 1-1
1) ch(O):%zl et |sh (0) = —— =0

2) Pour ces deux fonctions, le domaine de défintion est R, qui est symétrige par rapport a 0.

-z 4 o—(-7) —z _ (=)
VreR ch(—x) = e fe ch (z) et sh(—x) = %

5 = —sh ()

Conclusion : ’La fonction ch est paire et la fonction sh est impaire. ‘
3) a) Soit x € R.
o [ch(2)]” — [sh(2)]” =
e Comme exp > 0, ch > 0. De plus, d’apres ci-dessus, ch? =1+4sh? > 1.
Donc |ch(z) > 1

(€2x+2+6—2x_62x+2_6—2x):1;

-

b) La fonction sh est dérivable sur R (car exp l'est), et sh’ = ch.
D’aprés 3)a) ci-dessus, ch > 1 > 0. Donc sh est strictement croissante.

D’apres 1), sh (0) = 0, donc ’Pour tout x € Ry, sh(z) > O.‘

Par définition, pour tout z € R, sh (z) = ch(x) —e™, et comme exp > 0, |sh (x) < ch (z) ‘

4) a) La fonction exp est dérivable sur R, donc les fonctions ch et sh sont dérivables sur R comme
combinaison linéaire de fonctions dérivables.

ch’=sh| et [sh'=ch]

b) sh’ =ch > 1> 0 ce qui donne le premier tableau de variations, dont on déduit le second ;

x —00 0 —+00 x —00 0 —+00
sh’(z) + + ch’(z) - 0 +
+0o0 +oo +oo
sh 0/ ch \ /
/
— 0 1

e
En +oo, ch(x) ~ 5 et sh(z) ~ 5 d’ott les limites. On compléte par parité.

c¢) Il faut évidemment respecter les tableaux de variations et I'inégalité sh < ch.



sh

5) a) Deuz méthodes : soit montrer g(z) = sh (z) — x > 0 via une étude de fonction, soit intégrer des inégalités
(entre a et b, avec a < b).
D’aprés 3)a), pour tout ¢t € R, 1 < ch (t).
Donc en intégrant entre 0 et > 0 cette inégalité, il vient

x:/wldtg/tch(t)dt:sh(m)—sh(o):sh(:v)
0 0

Ainsi,

Pour tout réel x positif, on a : x < sh (x)‘

b) Soit > 0. On intégre entre 0 et x I'inégalité précédente :
2

5 _/0 tdt</0 sh (t) dt = ch (z) — ch (0)

2
Dou |1+ 5 < ch ()
23
On intégre a nouveau cette inégalité entre 0 et z, il vient |z + 3 < sh(x)
Montrons par récurrence que la propriété :
no 2k n 2%k+1
x x
Hn: VxeR,, <ch(x) et —— <sh(zx
" - Z(%)!\ (z) 2k 4+1)! = (z)
k=0 k=0
est vraie pour tout n > 0.
e Hp : Ce sont les inégalités montrées en 3)a) et 5)a).
o H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie. Soit x € R.
n p2k42
En intégrant entre 0 et x I'inégalité pour sh on trouve kT2 <ch(z)—1
k=0 '
n+1 .CUQk
D’on, aprés un décalage d’indice et en passant le 1 de l'autre cote, Z k) < ch ()

k=0
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En intégrant a nouveau cette inégalité, qui est vraie pour tout x > 0, entre 0 et « > 0, il vient

n+1 x2k+1
< sh(x)
|
— (2k+1)
Donc Hy41 est vraie.
n g2k no g2kl
e Conclusion : [Vn >0 Vz e Ry, Z 20! <ch(z) et oh 1) S sh (z)
k=0 k=0
6) a) Démontrer que, pour tout réel x compris entre 0 et 1, on a :
-1
e La fonction ch est croissante sur [0, 1], donc pour tout = € [0,1], ch (z) < ch (1) = ¢ +2€ :

De plus, e < 3 et e~! < 1, donc pour tout z € [0, 1], ch (z) < 2.
De méme qu’a la question 5), en intégrant entre 0 et x < 1, il vient |sh (z) < 2z

[ ] € meme, en integran megalite precedente entre el T & 11 vient C xr)—=C N ul1s
De méme, en intégrant I'inégalité précédente entre 0 et x < 1, il vient ch (z) — ch (1) < 22 pui

ch(z) <1+a?

b) De méme, pour tout réel x compris entre 0 et 1 :

T 56‘3
.sh(a;)g/ 1—|—t2dt:x+?;
0
T 43 R R
h (x) —ch (0) < t+ —dt=—+ —.D'ouch <1+ —+—.
e ch(z) —ch(0) /0 +3 2+12 ou ch (x) +2+12
2 2

¢) Soit x compris entre 0 et 1. D’aprés 5)b), 0 < ch (:U)—(l—i—%). D’aprés 6)b), ch (z)— <1+x—> < r

2

2
1
Comme z* < 1, 0n a : 0<ch(:p)—<1+7><7
<

Partie 2 (Vers une approximation de la fonction ch par des fonctions polyndmes)

x x
1) Soit z € R. L’intégration par partie s’écrit / sh(t)dt =[— (z—t)sh (t)]g + / ch (t)(x —t) dt.
0 0

Donc, comme ch (0) =1,

ch(x):l—i—/ox(x—t)ch(t)dt

2) C’est la démonstration de la formule de Taylor reste intégral dans le cas particulier de ch, avec n impaire.

Montrons par récurrence que la propriété :

o2k x (37 _ 75)(2n—i—1)
n R ch = —————«ch
H Vo € ch (x) . +/0 @n+ 1! ch(t)dt

est vraie pour tout n > 0.
e Ho : Montré en 1).

1. La n-iéme fois que vous faites le méme raisonnement dans une méme copie, abrégez a coup de « de méme ».
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o H, = Hypr1 : Supposons H, vraie. On effectue deux intégrations par partie.

B N2k m(z_t)(Zn—i—l)
ch(z) = kzo(%)!+/0 Wch(t)dt

B o2k (z — t)(2n+2) z T (g — t>(2n+2)

a kzzo(zk)!*[_wch(t)h—/o Wsh(t)dt
n+1 2% ont3 N -

— z (z — )3+ @ (& — t)(2n+3)

RN [_<2n+3)!8h(t)]o‘/o I O

=0

ntl o z (0 1 (2(n+1)+1)
x (x —1t)
= h (¢) d¢
D +/0 e+ @

Donc H,41 est vraie.

ka T (‘r . 75)(271—"-1)
(2h)] +/0 Gnrnr hd

NE

e Conclusion : |[Vn >0 VreR ch(z) =

i
o

3) Soit n € N*. Comme a > 0, pour tout ¢ € [0,a

(a o t)2n+1
(2n 4+ 1)!

[

,a—t>0donc

_ A\2n+1
(a =) sup ch(t) =

vt € |0, 0< ~ 7 RS
0, 4] Cn+ 1) oo 2n+1)!

ch(t) <
En intégrant entre 0 et a, il vient

a (a _ t)2n+1 a2n+2

Un+1
Un

_ Un+1

4) a) Comme a # 0, u,, > 0. En particulier

Unp,

De plus Untl o’ 0
u. =
P T 2nt2)2nt 1) noteo

1
Donc, par définition de la limite, avec ¢ = 2 il existe un entier NV tel que pour tout entier n

supérieur ou égal & N, on a :

1
Un+1 <=
Unp, 2
. . . . , Uk+1 1
b) Soit N qui convient. Soit n > N fixé. Pour tout k € [N,n — 1], < 3
Ug
. . . . Un nt Uk+1 1 TL*l*N+1 1
Donc en faisant le produit des inégalités, on trouve — = H < (—) = .
un oy Uk 2 on—N

Finalement, comme uy > 0, | Pour tout entier n supérieur ou égal & N, u, < WUN

c) D’aprés 4)a) et b), 0 < uy pour tout n > N.

un < 2n—N

Par conséquent, par encadrement ’La suite (up)nen converge vers 0.

2n+2 a (a _ t)2n+1

5) D’aprés 4)c), ngrfoo 2n+2) ch (a) = 0. Donc par encadrement ngrfoo TS

Ainsi, la formule trouvée au 2) s’écrit, pour = a > 0,

a2k g —t (2n+1)
ch(a):kzo(zk)! +/0 ((%ll)!ch(t) dt

ch (t) dt = 0.

n—-+oo
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En conclusion, | La suite (Uy)nen converge vers ch (a). ‘

Partie 3 (Les fonctions ch et sh et I’hyperbole)

1) Notons € = {(x, f(z)) | # € [1,+00[} le graphe de f. Montrons que ¢ = H™ par double inclusion.
[C] Soit (z,y) € €. Comme y = f(z) = Va? -1, y* = 2% — 1 puis 2 — y*> = 1. Donc (z,y) € H™.
Ainsi, € C H™.

[D] Soit (z,y) € H'. Donc (z,y) € (Ry)* et 2> —y* = 1.
Donc y2 = 2% — 1 : comme y2 >0etx>0,z€(l,+o0[
De plus, y = +V 22 — 1 car y > 0. Donc (z,y) € €.
Ainsi, HT C &.

Par double inclusion, | La courbe H™ est la courbe représentative dans le repére (O; _z), 7) de f.

2) On vient de montrer que H ™ est la courbe de f. Or, au voisinage de +o0o, un DL en — donne
x

1 1 1 1
f(:r)—xzw(y/l—ﬂ—1>:x<1—2x2+0<m2—1>>~$m0

Donc | La droite y = x est asymptote & la courbe H™.

3) La courbe H est stable par les transformations (z,y) — (—z,y) et (z,y) — (z, —y).
De plus, on peut obtenir tout le plan & partir de (R+)2 via ’enchainement de ces deux transformations.

Donc | H peut étre obtenue & partir de H T par les symétries par rapport aux axes des et des y.

4) Laissé en exercice : tracer une hyperbole...

5) a) Soit x > 1 fixé. Notons &7 (z) laire de la méme portion du plan que o7 (x), mais pour les = et y
positifs. Par symétrie, o (z) = 4. ().
De plus l'aire du rectangle de sommets M et O est xy = zf(z), et est presque deux fois o/ (z) a
I'aire sous H* prés. Donc

) = gose)— [ @@= P = gla)

Finalement : ’szf(x) = 4g(x) ‘

b) La fonction g est dérivable sur ]1,4-00[ comme composée de fonctions dérivables (/. est dérivable

sur RY ), et
N f(z) o a? 2 —1

Un grand principe, ¢’est que moins on a de fractions, mieux on se porte :
Va2 —1g(x) =2 — (2> = 1) =1>0

Donc ¢’ > 0 et g est strictement croissante sur |1, +oc[, donc sur [1, +o0.

Comme &7 = 4g, | o/ est strictement croissante sur Uintervalle [1; +oo[.‘

WrZ—1 1 1 ,
= = — (car z > 0). Par conséquent,
> 2Vz?2 2w

2

c) Soit # > 1. Comme 2% — 1 < 22, ¢/(z)
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6)

7)

d) En intégrant I'inégalité précédente entre 2 et x, il vient

b)

Par minoration, | lim g(x) = 400

g(x) —g(2) > %(bx — ln2)

r——+00

D’aprés la question b), &7 : [1, +oo[— R est continue et strictement croissante.
De plus @7/(1) =0, et comme & =4¢g, lim &/ (x)= +o0.
T—+00

Donc & est une bijection de [1,4o00[ sur &7 ([1, +oo[) = [0, 4o00[. Ce qui s’écrit aussi :

7.7 = L. 0 et H?H = ||7H = 1. Donc | (O; ?, 7) est un repére orthonormal du plan.

X7+Y7:\}§(X7—X7+Y7+Y7) _

Par unicité de la décomposition dans la base

En remplacant x et y par leurs expressions en fonction de X et Y dans I’équation de H, il vient

Donc,

En résolvant le systéme trouvé en 6)b) pour z =1 et y =0, On trouve | X =Y =

o/ (ch

’ Quel que soit le réel a positif, il existe un unique réel x, > 1 tel que : &7 (z,) = 2a. ‘

2 2

X+Y_., —-X4Y_. .
v+ =x 1 +
V2 vz v
(7,7),1] vient

X+Y ; - X+Y
= e _
V2 )

1
2=y = o (NP4 2XY + V2 - X2 2XY - VP =2XY =1

1
Dans le repére (O; ?, 7), H est la courbe de h: X — 2% définie sur R*.

V2
2

ch (a)
(a))—49((:h(a))—2(:h(a)\/ch2(a)—1—4/1 Va?—1dx

En effectuant le changement de variables = ch (¢) dans l'intégrale, il vient

ch (a) a
/1 \/xQ—ldx:/O ( ch2(t)—1)sh(t)dt

h(2¢) — 1
Or \/ch?(t) — 1sh(t) = sh?(t) car t € [0,a] C Ry, puis sh?(t) = % donc

a
2 4 2

ch (a) a _
/ \/ﬁdx _ / ch (2t) 1 dt — sh (2&) B
1 0

En remplacant dans la formule de <7 (ch (a)) (ou sh (a) > 0),

o/ (ch (a)) = sh (2a) — sh (2a) + 2a =

d) Donc &/ = 2a pour le point M de coordonnées (ch (a), f(ch(a))) = (ch(a),sh(a)). Comme la
fonction &7 est strictement croissante (d’aprés 5)b)), le point M € H™ tel que .7 = 2a est unique.

Donc | les coordonnées du point M de HT tel que l'aire o7 soit égale & 2a sont (ch (a),sh (a)).
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Exercice 2 (CAPES 2010 — corrigé UPS)

1)

2)

3)

4)

/N
h=

La fonction t — n est décroissante sur [p,p + 1] donc Vt € [p,p + 1] , p— <
p

p-‘rl dt

En intégrant cette inégalité entre p et p + 1, on obtient : 1 < / e <
p P

(C’est un classique de la comparaison série/intégrale. Raisonnement & maltriser parfaitement.)

LW =

1 P+t 1
Puis —— < — / — < = et finalement
» +1

P t P
1 rtloqr 1 1
0<ay,=—— — L - -
P » t p p+1

e En additionnant les inégalités précédents pour p variant de 1 & n, on obtient

Donc la suite (S,) est majorée.

e Sp+1—Sn = any1 = 0 donce la suite (S),) est croissante ; étant majorée, elle converge, vers une limite
notée .

e De l'encadrement 0 < S, < 1 trouvé ci-dessus, on déduit par passage & la limite 0 < v < 1.

1 a1 ' d
ap = — — / — =—-— / Y en faisant le changement de variable ¢t = u 4 p.
p 0

p t p u+p
1t 1t
D’oflap:/ <1— P >du:/ 4 du
P Jo utp pJo utp
1 1 1 . .
Pour u € [0,1], —— < < — donc, d’aprés le calcul ci-dessus :

p+1 u+p p

1 1 1 11 [t
--/udugapé--/udu
p p+1 Jo P p Jo

d’ou, pour p > 2 :

m n m
Soient m et n des entiers tels que m > n > 1. Alors S, — S, = Z ap — Z ap = Z ap donc d’apres
p=1 p=1 p=n+1

I’encadrement précédent :

d’ou aprés télescopage :

1 1 1 1/1 1
- - )<8,-S, <= (=-=
2<n—|—1 m+1) " " 2<n m>

et, en faisant tendre m vers +oo :

L1
on+1) TS gy
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5) Pour tout entier n > 1, H, = S, +In(n + 1) donc

1 1 1 1 1
Hn‘ln””‘%—5"‘7‘%““(“”) n:oosn—7+%+0(n>
en utilisant le développement limité In(1 + x) =, o(z).
T—r

Or, d’aprés l'inégalité précédente :

bcs oy L ol(1 o1\ 1
SO YT S\ T hrt) T 2nlnt )
. 1 1 .
ce qui montre que S, — v+ — = o[ — ], d’ou finalement :
2n n— n
goo— 1 1
nn—_>oo nn+7+2n+0 n .

6) Tl suffit de reprendre I'inégalité trouvée a la question 4.

1
7) Pour n = 7, 'inégalité précédente donne 0 < v —T,, < — < 1072, donc T% convient.

112
1487
On trouve Ty = 60 3% 1In(2) ~ 0.575915601 alors que v ~ 0.57721566490153286061 .



