Lycée La Prat’s Pour le vendredi 23 septembre
Classe de PT

Devoir de Mathématiques numéro 1

Correction

Exercice 1 (Centrale 1 TSI 2010)

Partie 1 (Fonctions homographiques)

1)

a)

i)

iii)

A Ulintérieur de son disque de convergence | — R, R, la série entiére y est €°° et dérivable
terme & terme. On dérive puis on remplace dans (E,) : pour tout x €] — R, R],

(m . a) " r _ = _ n—2 = n—1
v +2y = (x—a) Z nn —1apx" ™+ 2 Z nanx
n=2 n=1
+o0o +oo +o0
= Z n(n — Dapz™ * — Z an(n — Da,z" 2 + Z 2na,z" !
n=2 n=2 n=1
+o0 +o0 +o0
= Y n(n—1az" ' =Y an+ Dnappa™ '+ > 2na,a™!
n=2 n=1 n=1
+oo
= —2aas + 2a1 + Z {n(n —Day, —a(n+ 1)nap+1 + 2nan} [
n=2

Par unicité du développement en série entiere, il vient donc

—2aa9 +2a7 = 0
Vn>2 n(n—1)a, —a(n+ napy1 +2na, = 0

a
Apres simplifications, on trouve la suite géométrique |Vn > 1 a,p1 = — |, I'expression en
a
a
fonction de n étant Vn > 1 a,, = L
an—l
+00 " +oo 2\ "
our tout z €] — R, R T)=ap+a =ap—aja+aia ()
1% ] B[, y(z) 0 17;::1@”_1 0 1 1 nz:% a
On reconnait la somme de la série géométrique :
aila
Vrel—R,R T)=a9—aja+ ———
] [ y@) =a-act— Ta

On a donc nécessairement |x/a| < 1, donc R < a.

Les fonction y(x) = ap — aja + sont développables en série entiere sur | — a, a| (car

1—z/a

|z/a| < 1), et solutions de (E,) d’apres la question précédentes.

L’ensemble de ces fonctions peut s’écrire A]_, o = Vect (f1, f2) avec, pour tout = €] — a,al,
z)=1et fo(x) = —a+ ——.

C’est donc un sous-espace vectoriel de 'ensemble des fonctions définies sur | — a, a[. De plus
la famille (f1, f2) est libre (fo n’est pas constante, donc pas colinéaire a f1).

En conclusion, | .#_, 4 est un espace vectoriel de dimension 2 de base (f1, f2).

De plus, (E,) est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 dont les coefficients sont des
fonctions continues, donc ’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 2 sur
chacun des intervalles | — 00, a[ et ]a,+oo[ ol le coefficient devant 3" est non nul. Ainsi,

'ensemble des solutions de (E,) sur | — a,a[ est A_q 4
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b) Les fonctions f(z) = 1 et g(x) =
de méme qu’au a)iii) sur chacun des intervalles, 7_ o[ = Vect (f|—cc.a[s 9| —cc,a]) € Fa 00| =
Vect ( fija,-+oo[» 9[Ja,+o0[)-

Pour obtenir les solutions sur R, il reste a recoller ces solutions. Or g n’a pas de limite en a, donc
les solutions seront forcément de la forme A; f sur | — 0o, al et Az f sur |a, +ool.

sont solutions de (E,) (calcul de vérification), donc,

Pour que la fonction obtenue soit continue, il faut que A1 = A9, et dans ce cas on trouve une
fonction constante, qui est bien €.

Finalement,

(E,) sur R sont les fonctions constantes. ‘

)
2) On consideére a, 3, v et § des réels tels que v # 0. On pose pour tout = réel différent de ——
Y

ar + B
v+ 6

g(x) =
a) La fonction g est une fraction rationnelle, donc € sur son ensemble de définition. Elle est

constante §3 sa dérivée est identiquement nulle, c’est-a-dire,

1) , B ad — By B
REOETEA N RO

Conclusion : | La fonction g est constante si et seulement si ad — 8y = 0. ‘

b) i) Pour tout z € R — {—j},

e — _ad 4 B
o) = 2B _50THO7DHE_a 2y g
vz +9 VT 494 Y T+ 3 T +w
4]
Si on a posé u:g,v:_%+é tw=—
g ¥ Y

ii) Seul le signe de v importe : si v > 0, g se comporte comme x — 1/ et sinon comme
z +— —1/z. Pour obtenir des conditions plus lisibles, on multiplie par v > 0 (puisque y # 0).
Ainsi :

e si —ad + [y > 0, g est décroissante sur | — oo, —d/v[ et sur | — &/, +o0.
e si —ad + By < 0, g est croissante sur | — oo, —4/v[ et sur | — &/, +ool.

c) Il faut distinguer la phase de recherche, ot 'on part d’une homothétie de rapport X et d’une translation de

vecteur (zo,yo), et la phase de rédaction, ou 'on vérifie que ce que l'on a trouvé convient bien.

0
i) Soit h : (z,y) — (v/vx,v/vy) 'homothétie de rapport v/v. Montrons par double inclusion que

(«',y') € M%)

= 3(z,y) € ¢/(Vvz,Voy) = («',y)

= 3(z,y) € R*/(Voz,Voy) = (¢/,y) et zy = 1

= 3(@y) € R?*/(Vvz, Voy) = (2',y) et 2y’ = vay = v
== =z y =

= (,y) e

Donc h(¢) C 2.
(2,y)e2 = 2y =w
1 1
Posons = = ﬁx’ ety = 1\/173/. Alors h(z,y) = (z/,'). Reprenons.
— Iy= ;ZE’y, =1
= (z,y) €€
= (") = Mz, y) € h(%)
Donc 7 C h(%).
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Partie 2 (Fractions continues)
a) La fonction f n’est pas définie uniquement lorsque z = |z |, c’est-a-dire x € Z. Ainsi| 2y = R\Z |

1)

Conclusion : |h(¥€) =2

ii) Soit t : (z,y) — (x —w,y + u) la translation de vecteur (—w,u). Montrons que t(Z) = T.

Remarquons que ’équation de I" peut s’écrire (y — u)(x + w) = v.

(r,y) €2 = axy=vet (2,y)=1tx,y)=(r—wy+u)
= (@ +w)(y —u) =2y =vavec (z',y) = t(z,y)
= (2,y) =t(x,y) €T

Donc t((2) C T.
(@y)el = @ +w)(y —u)=v
Posons (z,y) =t~ '(2/,9) = (2 + w,y’ — u). Reprenons.
= t(x,y) = (2',y) et zy =0
= (2,9) =t(z,y) et (z,y) € D
= (2/,y) et(2)
Donc I' C t(2).

Conclusion : t(2) =T. Or Z = h(¥) d’apres i), donc [t o h(€) =T

iii) Pour tout (z,y) € R% toh(z,y) = (Voxr —w, vy +u). Donc to h #id des que /v # 1.
Montrons réciproquement que /v # 1 implique que t o h est une homothétie (différente de
l'identité).

Le fait que to h # id est immédiat. Une homothétie hy de rapport A et de centre (zg, o) est
définie par (z,y) — (xo + AMa — 20), yo + Ay — yo).

Posons h1 'homothétie de rapport /v et de centre ( Pour tout (z,y) € R?,

1:71)/6 1—u\/5)‘

hi(z,y) = (1—\f+\[( ﬁ),l_u\f-F\/?j(y_l_ZL\/;))
- (e )
= (~w+Vvz,u+Voy)
= toh(z,vy)

Donc toh = hy : L’application toh est une homothétie différente de I’identité si et seulement si

, et dans ce cas ce sera |1’homothétie de rapport /v et de centre < v , u )
- Vo' 1-vo

Plus généralement, tout composée d’une homothétie de rapport X # 1 et d’une translation est une

homothétie. On utilise les affixes :

Si h est ’homothétie de rapport A et de centre w, on a h(z) —w = A\(z —w).

Si t est la translation de vecteur zg, on a t(z) = z + zg.
Donc to /1( ) = 20 +w + Az — \w, qui peut se mettre sous la forme t o h(z) —w' = Xz — '), avec

Meéme remarque pour hot.

d) Au 1)b) on a montré que les solutions de (E,) sont des combinaisons linéaires de la fonction

constante x — 1 et de x — (sur chaque intervalle de R\{a}). Donc g est solution de (E,)

r—a

A
si et seulement si g est de la forme x — A\ + 2 (ot les A; dépendent des conditions initiales).
T—a

)
Ainsi, g est solution de (E,) sur | — 0o, a[ et sur |a, 400 lorsque |a = —w = ——|.
Y

On remarque qu’on retrouve le domaine de définition de g. Ce qui nous donne un moyen de vérifier les

. . 0 . . . ,
calculs : la valeur interdite pour g est x = ——, et lors de la résolution de (E,) c’est x = a.

Y




Pour tout z € R, |z + 1] = |x] + 1, donc

1
r € Dy r+1€ 9y e flz+1) o Py f(zx)
Par suite, ‘La fonction f est périodique de période 1. ‘
1
b) Soit z €]k, k + 1[. Par définition, k < z < k+ 1, donc |z] = k. Ainsi, f(x) = =
T —

Donc‘azO,ﬁzl,’y:let(S:—k.‘

c) Sur chaque intervalle de la forme |k, k + 1[ f est décroissante (translation de vecteur (k,0) de la
courbe y = 1/x). lliglf = 400 et llif}lf =1.

Ainsi, f(Z¢) =1Im f =]1,400].

f(z)
1 L
3 -2 -1 0 1 2 3 ¢
d) Irrationnel : Raisonnons par contraposition. Soit « € Zy tel que f(x) € Q. Montrons que x € Q.
1

Soit p € Z et ¢ € N* tel que f(x) = =2 f(z) # 0 donc z — |x| = g, et finalement
T q p

= [z}

— q
x—LxJ—i-pEQ.

En conclusion, par contraposition, ‘pour tout nombre x irrationnel f(x) est irrationnel.‘

Rationnel : Soit z = 2 € QN 7 = Q\Z. f(z) = —— — -~ 1 cq.
q T

— 2] " Z—lz]  p—qlz]

Donc ‘pour tout nombre x rationnel non entier f(x) est rationnel non entier. ‘

2) a) Montrons par récurrence que la propriété :
Hy: x, € R\Q et x,4; bien défini.

est vraie pour tout n > 0.
e Hy : x9 € R\Q par hypothese, donc zg € Z¢ et x; est bien défini.
o H, = Hy,41 : Supposons H,, vraie. D’apres 1)d), zp41 = f(z,) € R\Q C Z5.
Donc H, 41 est vraie.

e Conclusion : ‘Vn >0 xn € R\Q et x,4; bien défini. ‘

b) i) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: x,€Q et xz,>1

est vraie pour tout n > 1.
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e H; : zy € Q par hypothese, donc z1 = f(z9) € Q d’apres 1)d). De plus, d’apres 1)c),
Im f =|1,4+o00] donc z1 = f(zg) > 1.

e H, = Hp+1 : Supposons H,, vraie.
D’apres 1)d), zp4+1 = f(zn) € Q et, d’apres 1)c), zp41 = f(xy) > 1. Donc Hy4q est vraie.

e Conclusion : ’Vn >1 T, €Q et =z, > 1‘

Remarque : on a supposé que pour tout n € N, z,, était bien défini, donc f(x,) existe toujours.
ii) Montrons par récurrence que la propriété :

U
Hp: v, >0 et z,=—

UTL
est vraie pour tout n > 0.

Lo s U
e Hy : Par définition, xg = 2 et vp € N*.
0

o H, = Hpy1 : Supposons H,, vraie. Ecrivons la division euclidienne de u,, par v, >0 :
Un

Up = qUn + Un+1 avec 0Lt <v, et q= {—J
Un,

\‘uinJ Un+1 Un+1

u
En divisant par v, > 0, il vient — — = = par définition de up41.

Un Un Un Un+41
. Up, (7 1 o )
Si vt =0, — — {—J =z, — |2n] =0et f(x,) = ——— n’est pas défini, ce qui
Uy, U, Ty — |0
est absurde.
N 1 1 Un+1 .
Dot vpq1 >0 et zpy1 = f(a,) = = = . Donc H, 41 vraie.
T — anJ anrl/unJrl Un+1
e Conclusion : |Vn >0 v, >0 et x, = tn
Un

iii) Pour tout n € N, v,11 est le reste de la division euclidienne par v, donc v,4+1 < vy :

‘la suite (vy,) est strictement décroissante.‘ (On pouwvait aussi partir de v, >0 et x, > 1)

Or (v,,) est minorée par 0 d’apres ii), donc convergente. Mais une suite d’entier convergente
est stationnaire, ce qui est contradictoire avec la stricte décroissance de (vy,). Donc on ne
peut pas supposer que x,, est bien défini lorsque zg € Q :

‘Au bout d’un nombre d’étapes fini n, on trouve z,, € Z. ‘

c) (C’est une question de synthése, qui n'utilise que le résultat des questions a) et b), et peut donc se faire en
admettant ces résultats.)
D’apres a), xo ¢ Q implique que pour tout n € N, z;, est bien défini.
D’apres b), zp € Q implique qu'il existe n € N tel que z,, n’est pas défini. Donc par contraposition,
pour tout n € N, x,, est bien défini implique xg ¢ Q. Finalement,

‘1’0 ¢ Q est une condition nécessaire et suffisante pour que, pour tout n € N, x,, soit bien défini.

3) a) Voir TP Maple 2.

b) i) On trouve ag = 1 puis a; = a2 = a3 = a4 = 2. On peut conjecturer que a,, = 2 pour tout
n > 1.

1 1 V241
ii) 21 = f(xg) = = = =1+ \@
Flan) 1 1
:L'2 = :L'l = =
1+vV2—[1+V2]  vV2- V2]
Donc z1 est un point fixe de la fonction f : f(x1) = x1. Ainsi, une récurrence immédiate
nous montre que ‘mn = x1 pour tout n > 1. ‘

=T1.

Par conséquent, |Vn > 1, a, = |z, ] = |z1] = 2‘
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iii) La procédure nous donne ag =1, a1 =az =1 et ag = aq4 = 2.

On conjecture une suite périodique ’ aon, = 2 et agp,—1 = 1 pour tout n > 1. ‘

Montrons par récurrence que la propriété :

>

1+
2

Hy e x2n2m2:1+\/§ et Top—1 =1T1 =
est vraie pour tout n > 1.

o« Hyiiw = f(V3) =

1 143

V3i-1 2
2 2

VB2 V-l
e H, => Hny1 : Supposons H, vraie.
Tona1)—1 = Tant1 = f(220) = F(1+V3) =

Donc H, 41 est vraie.

To = f(a:l) =1+ \/g

1
1+v3— (V3] -1

f(zo) = 11

e Conclusion : ’Vn >1 To, = X9 et Top_1 = T ‘

c) i) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: ppno1 €N gn—1 €N pp € N* et gn € N*

est vraie pour tout n > 1. Attention, il est nécessaire et fondamental que H,, porte aussi sur
le rang n — 1 de (py,) et (g,). En particulier, U'initialisation est modifiée.
e 7, :les (ay) sont des entiers, donc pg, p1, qo et g1 aussi. de plus ag est positif car g est,
et aj est plus grand que 1 car c’est la partie entiére de z1 = f(x) € [1, +oo[. Donc py et
qo sont positifs, et p; et ¢ strictement positifs : H; est vraie.

o H, = Hypy1 : Supposons H, vraie. Comme a,41 est un entier strictement positif, que
Prn_1 €t g,_1 sont aussi des entiers strictement positifs, et que p,_s et g,_o sont des
entiers positifs, H,4+1 est vraie.

e Conclusion : ’Vn >1 pn € N* et qn € N*

Démontrer que pour tout n > 1, p, et g, sont des entiers naturels non nuls.

ii) La suite (gy) est strictement positive pour tout n, d’apres i) et puisque go = 1 > 0. Pour tout
n > 2,

dn —a, + qn—2
gn—1 dn—1

>a, =1

Donc ‘ (qn) est strictement croissante a partir de n = 1.

Par conséquence, pour tout n > 2, ¢, —¢q,_1 > 0, ce qui dans les entiers implique ¢, —q¢,_1 = 1.

n
En sommant, on obtient Z QG — Q-1 =Gn—q1 =2n—1. Or ¢ = a1 = 1, d’ou le résultat
k=2

‘VneN, qn>n.‘

iii) Soit Dy, = pngn—1—Pn—1qn. Montrons que la suite (D,,),, est géométrique de raison —1 : pour
tout n > 2,

D, = Pndn—1 — Pn—-19n = (anpnfl +pn72)Qn71 - (ananl + Qn72)pn71
= Pn—-29n—-1 — qn—-2Pn—-1 = o

De plus D1 = p1go — poq1 = apar + 1 — aga; = 1.

En conclusion, | Vn € N*| p,¢n—1 — ppn—1gn = Dy, = (‘Un_l-

On peut aussi le voir avec des déterminants :

D,, — det Pn Pn—1 — det AnPn—1 + Pn—2 Pn-1 — det Pn—2 Pn-—1 _ *D,, .
dn dn—1 AnGn—1 + qn—2 dn—1 dn—2 dn—1



DL

4)

Pn + Pnt1Tnt2

. Soit n € N*,
Qn + Qn+1Tn+2

iv) Pour tout n € N, posons U,, =
+ 1
N Pn T Pn+1 Trntl—Onil ($n+1 - anJrl)pn + Pn+1

n — 1 -
qn + Qn—&-lm (5En+1 - @n+1)Qn + gn+1

A . T + Pn—
Or —an41pn + Pnt1 = Pn—1 et de méme pour (g, ). Ainsi U, = IntlPn T Pn-1 _ 1.

Tn+14n + gn-1

. N + T
La suite (U,) est donc constante, et Uy = xg, d’ou |Vn € N, 2o = Pn ¥ Prt1dnt2
Qn + Qn+1Tn+2

B = B -1 n—1
d) i) VneN r,—r,1= Prn _ Pnol_ Pndn-1 = Pniln _ (=1) d’apres c)iii).
qn dn—1 dndn—1 qndn—1

ii) Montrons qu’elle vérifie le critere des séries alternées.

e g, > 0 donc la série est alternée.

e La suite (gy,) est croissante (c)ii)), donc (¢ngn—1) aussi, et ainsi ( ) est décrois-
gndn—1/n>1

sante.
R N 1 1 . 1
e D’apres c)ii), g, = n, d’ott pour tout n > 2, < . Donc lim

< =0.
gngn—1 n(n - 1) n—=+00 QpQn—1

Ainsi, d’apres le critére des séries alternées, ‘ la série de terme général r,, — r,,_1 est convergente.

iii) La sériede terme général r,, — r,,_1 est convergente, c’est-a-dire que la suite des sommes
n

partielles Z(rk —Tk_1) = rn — 7o converge. Donc ‘la suite (r,) converge. ‘
k=1
iv) C’est une conséquence du critére des séries alternée. On peut le redémontrer, en montrant
que (r2,) et (rap41) sont deux suites adjacentes.

Puisque r est appartient & l'intervalle de bornes r,, et r,,1, la longueur |r —r,| est plus petite

que la longueur de l'intervalle, ¢’est-a-dire |r,41 — 7| =

Gnnt1 G2
. * DPn 1
En conclusion, |Vn € N¥, |r — —| < —.
dn dn
On a donc approché r avec une précision que l’on peut controler.
0
a) Supposons zg irrationnel. Alors zy # —— = —J € Z, donc yy bien défini. Supposons de plus
Y
Yo = b rationnel.
(20) arg+ 6  arg+1+ad n 1
0 — :L‘O = = = X
=9 Y20 + 6 0+ 0 0+ 0
1
Donc g = - + € Q, ce qui est absurde.
Yo —«

Conclusion : ‘Le nombre réel yo = g(xp) est bien défini et irrationnel.

b) Par hypothese, 29 > 0 et 6 > 1, donc < 1l,ainsi a < yg = a+ < a + 1. Puisque

xo+ 96 xo+ 9

aEZ,‘boz LYo | :OJ.‘DGPIUS

1 1
Y1 f(yO) Yo — I_y(]J Yo — o 0

Donc, comme 6 € Z, ‘bl = |flyo)| = [zo+ 0| = ao+5‘

Ainsi, yo = f(y1) = =1.

xo+d—(ag+9 )
Les suites (Yn—1)n>2 et (zn)n>1 sont définie par la méme relation de récurrence et ont méme
premier terme, donc sont égales.

Par suite, leurs parties entiéres sont égales : ‘Pour tout n > 2, a,_1 = by,.
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5)

1)

a) Raisonnons par absurde. Soit n € N tel que A = (§ + a)? +4 = n?
Onan?>(1+1)>+4=8doncn > 3.
De plus, n? — (6 +a)?> =4 donc (n— (6+a))(n+d+a)=4.0r (n+d6+a) >3+14+1=>5.
On vient donc d’écrire 4 comme produit de deux entiers dont 'un est plus grand que 5 : c’est
absurde. Par conséquent, ‘A n’est pas le carré d’un entier. ‘

b) On calcule le discriminant : (§ — a)? + 4(ad + 1) = 6* + 2a6 + a® + 4 = A > 0. Donc retrouve
donc le A de la question précédente : VA est irrationnel.

1
L’équation a deux solutions distinctes (A > 0), 5(04 — 8+ VA). Or A > |6 — o donc Punique

1
solution positive est | zgp = 5(04 -0+ \/Z)

1

2

2(a+ 6 —VA)

— L ara+va)

Donc g(z0) = a+

1 R
Zo—|—5_

20

20+0 a—0+VA+2 (a+0)2—((6+a)2+4) 2

On pouvait aussi remarquer que g(z) =z <= (2> + (f —a)r —ad —1=0 et x#9).

Il y a souvent des questions faciles y compris en fin de sujet. Garder quelques minutes en fin d’épreuve

pour les faire peut étre une bonne stratégie.

d) D’apres 4)b), le développement en fraction continue de g(zg) s’obtient, a partir de n = 2, par un
décalage d’indice dans celui de zy. Or zg = g(zp), donc a,, = by,.

Ainsi, ‘ Le développement en fraction continue (a,) du nombre 2 est constant a partir de n = 1.

e) zp= 5

a—(5+ (5+a

2

2
) + 1, donc en posant @ = § = p € N*, il vient zg = \/]TH

Par conséquent, en appliquant le résultat de la question précédente, pour tout p € N*, il vient

Le développement en fraction continue de y/p? + 1 est constant & partir de n = 1.

Plus précisément, on a ag = o = p, puis a1 = a, = § + o = 2p.

Exercice 2 (PT 2010 C, partie 1)

a) f est € sur sont domaine de définition, et f’ = cos. Le tableau de variation est donc

—1

_r n

v 2 2
f'(x) +

1

f /

T
b) La fonction f est continue, strictement monotone sur l'intervalle [—2, 2}, donc par le théoreme

de la bijection, | f

T e . T T
réalise une bijection de [—

272

] sur son image [—1,1].

c) i) Soit be]—1,1[, et a = f~'(b). Pour tout y €] — 1,1[, on notera 2 = f~1(y). Soit y # b.

O O ) e i ) N
y—b TN = F70) ~ T — (@

Or pour tout a € }—g, g [, f est dérivable et f'(a) # 0. Donc

“Hy)— O 1 1
lim W) =7 0) existe et vaut = par continuité de f*.
y—b y—>b lim,_., {®=f@)  f'(a)
r—a
Conclusion : | f~1 est dérivable sur | — 1,1[.
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ii) pour tout réel x de | — 1,1],
1 1 1 1
(f) (@) = = = - = =
F(f~Hz))  cos(f~1(z)) \/1 _sin2(f-l(z)) V1-2?
1
Car pour tout § € [—g, 721 ,cosf > 0 donc cos() = 4/1 —sin?(0). Ainsi| (f 1) (z) = Wipw
iii) La fonction (f~') est composée de fonctions de classe €°° sur leur domaine de définition.
Donc (f~1) est € sur | — 1,1].
2) a) La fonction g, est composée de fonctions de classe €°° sur | — 1, 1], elle est donc en particulier
de classe €% sur | — 1,1].
1
b) D’aprés 1)c)ii), Arcsin’(x) = ——= sur | — 1, 1[. Donc

V1—a?
—asin(o Arcsin (z))

V1—2z2

Ve €] —1,1] gh(z) = —a Arcsin’(z) sin(a Arcsin (7)) =

c¢) On dérive g),.

_ 2
Ve e]l—-1,1 gr(z) = T gin(a Arcsin ) — —~ cos (a Arcsin &
¢ ( 2)3/2 1 — 2
1—-2z -
" x / o? , s ,
d) go(z) = 1= x29a(£ﬂ) R ga(z) d’ott le résultat.

n
e) Soit P(x) = Z arz® un polynoéme de degré n. Le polynéme P est solution de 1’équation sur
k=0
] —1,1[si (1 —2*)P"(x) — 2P'(x) + o> P(x) = 0, ce qui nous donne

n

(1 - ZL‘Z) P"(z) —zP'(z) 4+ o?P(z) = (1—2?) Z k(k — 1)apa*=2 — kz_% kagz* ! 4+ o2 kz_%)akajk

k=0
n—2 n
= Z(k +2)(k + 1)ajpp02* — Z k(k —1)apa®
k=0 k=0

— Z kagz® + Z oazk
k=0 k=0
= Z {(k +2)(k+ 1Dagso — (k‘2 - a2> ak] =0
k=0

Ot on pose ap+1 = apt2 = 0. On a donc obtenue une expression polynomiale qui est nulle sur
| = 1,1]. Donc tous ses coefficients sont nuls :

Vee{0...n}  (k+2)(k+ Dajs — (kQ—az)ak:()

k2 _ C¥2
Ainsi on trouve la relation de récurrence sur les coefficients : a = .
M2 ke D
n? — a?
Or P est de degré n, donc a, # 0, et de plus apto = 0. Donc ————~ = 0, c’est-a-dire

(n+2)(n+1)
n = ta, c’est-a-dire o € Z.

Réciproquement, si o € 7Z, la relation de récurrence trouvée permet de construire une solution
polynomiale (de degré |a|). Ne pas oublier la réciproque!!! On a un « si et seulement si ».

En conclusion, ‘ Cette équation admet des solutions polynomiales si et seulement si a € Z.

3) Pour tout = € [—1,1], g1(x) = cos(Arcsin (z)) = V1 — 2?2 car cos > 0 sur U'intervalle considéré.



DL

4) Pour tout z € [—1,1], g2(z) = cos(2 Arcsin (z)) = 1 — 2sin?(Arcsin (z)) = 1 — 22°.
5) P, =1—2X?, et pour tout k € N* et tout x € [—1,1],

10

Piy1(z) = cos(2 x 2F Arcsin ) = 2 cos?(2 Arcsin ) — 1 = 2(Py(x))% — 1

La suite de polynémes (P;,) est définie par Py = 1 — 2X? et la relation de récurrence Py, = 2P7 — 1.

Pour tout = € [—1,1], Py est une fonction polynomiale de x‘

Si on note dy = deg Py, et ¢ son coefficient dominant, ’expression de P; et la relation de récurrence

nous donne
di = 2 ot WE>1{ W = 2k
cp = —2 Ck+1 = 2cj

La suite (d;,) est géométrique : dj, = 2.



