Lycée La Prat’s Vendredi 13 janvier
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 5

Correction

Exercice 1 (Centrale TSI 2011 - Mathématiques 2, UPS')
Notations : Sp (f) désigne ’ensemble des valeurs propres de f. Sp (f) = {A € K | A valeur propre de f}. I

Préliminaires - endomorphismes nilpotents, trace d’'un endomorphisme

I. A. 1) 0€Sp(f) & 3Jzxe E\{0g}, f(x)=0g
& Ker f# {0g}
< f non injective.
Donc :

’O ¢Sp(f)e f injective.‘

2) Comme E est dimension finie, f est injective si et seulement si f est bijective. Donc :

0¢8p(f) & f € GL(E).|

3) Moyennant l'identification rappelée entre GL,(C) et GL(E), M est inversible si et seulement
si ’endomorphisme f, de matrice M dans la base B, est inversible, ce qui équivaut a 0 ¢ Sp (f)
ou encore 0 ¢ Sp (M). Donc :

| M € GL,(C) 0 ¢ Sp (M).|

01 2 01 2 00 3
B.1) N’=| 0 0 3 003 ]|=([000]etN=0 Donc:
000 000 000

k(N) =

~—

2) a) Comme M est semblable & N, il existe P € GL,(C) telle que M = P"'NP.
On a alors Vp € N, M? = (P"'NP)? = P"'N(PP™')N... NP = P! NPP par récurrence
sur p. Donc :

‘Vp € N, MP? et N? sont semblables. ‘

b) Si N est nilpotente et M est semblable a N, sous les notations précédentes,
VpeN, MP =P INPPetVpe N, MP =0« NP =0. On en déduit que :

’M est nilpotente et k(M) = k:(N)‘

3) Notons N = Matp(f) et M = Matg (f). Si P est la matrice de passage de B a B/, P est
inversible, M = P"'NP et les matrices M et N sont semblables, donc :

‘Matlg/( f) est également nilpotente et de méme indice de nilpotence que Matp(f). ‘

1. Source : corrigé (trés légérement modifié) du site de 'UPS. Auteur : Pierre BRON, Lycée Chaptal, 22000 St Brieuc.
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4) a)

b)

5) a)

b)

Soient i et j € [1,n] tels que j < i+ 1. On a alors :

anknkj Z nigng; car k <i=ny =0
k=i+1

Donci+1<korj<i+1doncj<kdoung =D0.

Donc en particulier, N2 € 7,,(C) et nl( ) =0 s j<i+ 1.

T»(C) est stable par produit, donc | Vk € N Nk e T.(C)

Montrons par récurrence que la propriété :

Hi: Vg eLn]® G<itk—1=nl) =0)
est vraie pour tout k£ > 0

e H, : la propriété s’écrit NY =1, € T,(C), ce qui est vrai.
e Hj; = Hj41 : Supposons Hy vraie. Par définition du produit matriciel,

k+1)
anf g = Z nzé ne]

l=i+k

Car ”55) =0désquel <i+k—1 (Hps1), et ng; =0 dés que j < £ (définition de N).
Cette somme est vide, et donc nulle, pour i+ k > j— 1, c’est-a-dire, comme nous sommes
dans les entiers, lorsque j — 1 <7+ k — 1.

Donc Hjy41 est vraie.

e Conclusion : |[Vk >0  VY(i,j)e[L,n]> j<i+k—1=— nl(f) =0)

Pour k=n, Vi,j€[1,n], i+k—1=i+n—-1>netj<i+k—1 Doncnz(-;l):o, ce qui
montre :

IN" =0et N €N, (C)|

n

xf(X) =xn(X) = H(n“ — X). Donc :

=1

S0 () = {nis/i € [1,n]}]

Comme X est scindé, il existe B base de E telle que N = Matg(f) € 7,(C).

- Si 0 est la seule valeur propre de N, d’aprés 1.B.5.a), Vi € [1,n], n; = 0. Ainsi, d’aprés
I.B.4.c), N € N,,(C) et f est nilpotent.

- Réciproquement, si N € N,,(C) et A est valeur propre de N, il existe X € C"\ {0}, NX =
AX. En outre, il existe k € N* tel que N*¥ = 0.

On a alors N*X = \*X = 0; or X #0, dou A = 0.

Comme les valeurs propres de f sont celles de IV, j’ai montré :

’f nilpotent < Sp (f) = {O}‘

6) Soit N € 7,(C). D’aprés 1.B.5.b), N est nilpotente si et seulement si Sp (N) = {0}.
Comme d’aprés .B.5.a), Sp (N) = {n;;/i € [1,n]},

’N est nilpotente < Vi € [1,n], n; = 0. ‘

C. 1) Soient B et B’ deux bases de E. Soit P la matrice de passage de B & B'. Posons M = Matg(f)
et M' = Matgp (f).
On a alors M/ = PT'MP et Tr (M') = Tt (P"'MP) = Tt (MPP™!) = Tr (M)
(car Tr (AB) = Tr (BA) si A, B € M,(C)).
Donc, Tr (Matg(f)) est indépendant de B.
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II. A. 1) a) |Matg(f) =

2)

3)

4)

2)

L’on sait qu’il existe une base B de E telle que N = Matg(f) € 7,(C).
On a alors Sp (f) = {nkr/k € [1,n]} = {\e/k € [1,n]}. Donc :

Tr (f) = ank = Z)\k
k=1 k=1

Comme Tr (A) = 0, A admet deux valeurs propres opposées.

- Si elles sont non nulles, elles sont distinctes et A est diagonalisable.

- Si elles sont nulles, A est semblable & une matrice triangulaire supérieure B dont la diagonale
est formée des valeurs propres de A et ne contient donc que des 0.

D’aprés la question 1.B.4., B est nilpotente et d’aprés 1.B.2.b), A 'est aussi.

J’ai montré :

A est soit diagonalisable, soit nilpotente.‘

Le « ou » n’est pas exclusif. La matrice A =0 est a la fois nilpotente et diagonalisable (c’est la seule).

1 1 0
Soit A= 0 1 0
00 -2

A n’est pas nilpotente puisque quelle est triangulaire supérieure et que I'un des coefficients
diagonaux est non nul.

Ses valeurs propres sont 1 et —2.

y=20
—3z2=0"
est de dimension 1 alors que la valeur propre est d’ordre de multiplicité 2. Donc A n’est pas
diagonalisable.

Son sous-espace propre Ej(A) associé a la valeur propre 1 a pour équation : 11

‘Lorsque n = 3, il existe des matrices ni diagonalisables, ni nilpotentes. ‘

11 Exponentielle d’un endomorphisme

et (0)

e)‘"

0
b) det(exp(f)) = det(Mats (/)
=1

[T

k: n

exp (Z )\k>
k=1

#0
Donc : ‘exp(f) € GL(E).‘
Soit f ’endomorphisme de E de matrice M dans la base B.

Soient By et By les bases de F telles que les matrices de passages respectives de B a By et de
B a By soient P et Ps.

Alors, comme M = P1D1Pf1 et M = PngP{l, I'on a Matg, (f) = D;i, respectivement
Matg, (f) = D2 ; ces matrices étant diagonales, By et By sont des bases de vecteurs propres de
f. D’ou, d’aprés la définition de exp(f),

Matg, (exp(f)) = exp(D1) et Matpg, (exp(f)) = exp(D2)

ce qui prouve : Matg(exp(f)) = Pexp(D1)P; ! = Pyexp(Da) Py b Conclusion :

Pi(exp D1)P; ' = Pyexp(Dq)Py .
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B. 1) D’aprés la question 1.B.4.a), M k est triangulaire supérieure et ses termes diagonaux sont nuls

k(-1 MO
pour tout k& € N*. D’oul les termes diagonaux de Z —- sont ceux de o= I,.
p! !
p=0

‘Les termes diagonaux de exp(M) sont donc tous égaux a 1. ‘

2) Les valeurs propres de exp(f) sont celles de sa matrice dans la base B, égale a exp(M). Or
exp(M) est triangulaire supérieure et ses valeurs propres sont les coefficients de sa diagonale;
d’ou :

Donc ‘ Sp (exp f) = {1} (valeur propre d’ordre n). ‘

Comme det(exp(f)) =1 (produit des termes de la diagonale), ‘exp(f) € GL(E).

C. La propriété (P) est vraie pour tout endomorphisme f en dimension finie, et s’appelle la décomposition de

Dunford.

1) a) On note E)(f) = Ker (f — Aid g le sous-espace propre associé & la valeur propre A pour
I’endomorphisme f.
e Montrons que E)(d) C Eeyp(n)(expd).
Soit x #£ 0 vecteur propre de d associé a la valeur propre .
La famille libre (z) peut se compléter en une base (z,es,...,e,) de vecteurs propres de
d; donc par définition (ILA), exp(d)(z) = e’z et x € Eexpy) (exp d).
Ainsi, Ex(d) C Eexpn)(exp d).
e Montrons que expd et g commutent.

Soit (e1, ..., e,) une base de vecteurs propres de d associés respectivement a A1, ..., A,.
L'onaVie{l,...,n}, d(g(e;)) =dog(e;) =god(e;)

= g(Aiei)

= Nig(eq)

D'ot g(e;) € Ey,(d). Or d’aprés ci-dessus, E)(d) C Eexpn)(expd) :

exp(d) o g(e;) = exp(d)(g(e;)) = exp(Ai)g(ei)

Un calcul direct donne g o exp(d)(e;) = g(exp(Ai)ei) = exp(Ai)g(e;).
Les endomorphismes g o exp(d) et exp(d) o g prennent les mémes valeurs sur une base de
FE : ils sont donc égaux.

e On en déduit, par une récurrence sur p € N que : Vp € N, ¢” o exp(d) = exp(d) o ¢*.

k(9) k(g) "
En prenant une combinaison linéaire, g g—' oexp(d) = E exp(d) o g—', ce qui équivaut,
p=0 """ p=0 P
k(g) k(g)
- . g _ A T
en factorisant par expd, a E = | o exp(d) = exp(d) o = | ¢est-a-dire
! p!
p=0 0

|exp(d) o exp(g) = exp(g) o exp(d) |

b) L’isomorphisme canonique entre L(E) et M,,(C) montre que, d’aprés 'unicité de la décom-
position d'un endomorphisme de I';,(E) comme somme d’un endomorphisme diagonalisable
et d’'un endomorphisme nilpotent que :

D soit diagonalisable,
VM €T, (C), 3(D,N) € M,(C)? tel que { N soit nilpotente et
M=D+N

2) Posons M = D + N avec D diagonalisable et N nilpotente. On a alors PM P l=pPDP 14
PNPL.
PDP! est diagonalisable car elle est semblable & une matrice diagonale, PN P~ est nilpotente
d’aprés la question 1.B.2.b).
Par ailleurs (PDP~Y(PNP™ ') = P(DN)P~! = P(ND)™' = (PNP Y (PDP™).
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Donc | PMP~! € T,(C) |
L’on a alors :

exp(PDP™') = exp(PP,D;P['P™1) ot D; est diagonale

_ définition de ’exponentielle d’un
_ 1
= (PP exp(D)(PP) < endomorphisme diagonalisable )
= P(Pyexp(D;)Pf P!

= Pexp(D)P! (ILA.2))
et
k(PNP~1) _1
PNP—)P
exp(PNPY) = )~ ( ' )
p=0 P
k(N
B (Z:) PNPP1 [.B.2)b) : les indices de nilpotence de deux
N p! endomorphismes nilpotents semblables sont égaux
p=0
BN) o
_ ~1
=P > |
p=0
= Pexp(N)P~!
Dou :

exp(PMP™) = exp(PDP™')exp(PNP™})
= Pexp(D)P ' Pexp(N)P~!
= Pexp(D)exp(N)P~!
= Pexp(M)P™!
J’ai montré :

exp(PMP™ ') = Pexp(M)P™!

IIT Le cas n =2

ITI. A. 1) Siles valeurs propres A et p de f étaient distinctes, le polynome caractéristique de f serait scindé
a racine simples, et f serait donc diagonalisable. Comme f est supposé non diagonalisable,

La multiplicité de A est 2, donc 1 < dim E), < 2.

Si dim E) = 2, alors E)\ = E et f est une homothétie, diagonalisable. Donc .

La seule valeur propre de f — Aid g est donc 0 et d’aprés 1.B.5), f — Aid g est nilpotent. Il

existe donc une base de E dans laquelle la matrice de f —\id g est de la forme M = ( 8 g >

d’apres la question 1.B.5).
Or M? = 0. Donc :

(f = Aidg)* =0

2) (f=Xidg)?=f2—2\f + X%id g =0, donc f2 = 2\f — A\%id .
Puisque f(v) # A, u # 0p.
flu) = f(v) = Af(v)
= (2Af = A*id g)(v) — Af(v)
= \f(v) — A%v
= \u
Dot |u € B\ {0g} |

Par définition, v ¢ E) et u € Ey, u # 0. Donc ces deux vecteurs ne sont pas colinéaires : (u,v)
est libre. Comme dim F = 2,

‘ (u,v) est une base de F
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On a alors f(u) = Au (u € E)) et f(v) = u+ Av (par définition de u). Donc :
Al
Matg(u) = ( 0 ) > :

Si A est diagonalisable, A est semblable & une matrice du type D(a,b).

B. Soit A € My(C).

Si A n’est pas diagonalisable, soit (e1,e2) une base de E et f l’endomorphisme de E de matrice
A dans la base (e1,e2). Comme A n’est pas diagonalisable, f ne l'est pas et d’aprés la question

ITT.A., il existe une base B dans laquelle f admet une matrice du type ( 6\ :)L\ ) = M ()). Donc

A est semblable & une matrice de J3(C). On a montré :

‘Tout ¢lément de M2 (C) est semblable & une matrice de J2(C). ‘

. Ya,b e C, D(a,b) = D(a,b)+N avec N = 0, donc N est nilpotente et DN = ND : D(a,b) € I'2(C).

0 0

On a alors aly est diagonale et N2 = 0, donc N est nilpotente; enfin (alo)N = N(aly) = aN :
M(a) € T9(C). D’ou :

Va € C, M(a):aI2+NavecN:<0 1).

| 72(C) C I5(©).

exp(D(a,b)) = ( y (l ) par définition de I’exponentielle d’une matrice diagonale.

Il
7N
o &
o, o

Donc |exp(M(a)) = ( eo Z )

. On a bien sur I'y(C) € M3(C).

Inversement, soit M € My(C). M est alors semblable a une matrice de J2(C), donc de I's(C). D’out
d’apres I1.C.2), M € T'y(C). D

PIREN

ou :

T2(C) = Ms(C).

E. 1) Le polynome caractéristique de A(0) est x 4(g) = X2 4 0% et Sp (A(0)) = {ih, —i0}.

Ses deux valeurs propres étant distinctes, A(6) est diagonalisable. Ses deux sous-espaces propres
sont :

- Eig(A(9)) d’équation —ifz — 0y = 0 & y = —iz, d’ou Ey(A(f)) = Vect { < 1. > }

-ZMAwnzvat{<1>} -

s (00 (11
DouA(O)-P(O —i9>P avecP—< ; i)et
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2)

3)

4)

1 1 e? 0 1 /i —1
exp(A(0)) _(—z’ i><0 e_w)%(i 1)
i ei@ e*i@ Z _1
2 \ —ie? e i 1
B l 2icos@ —2isinf
T 92; \ 2isinf  2cos#

~( cosf —sinf
T\ sinf cosé

Donc :

o (A(6) = < cos —sin@)

sinf cosf

On remarque que l'on trouve la matrice d’une rotation. Pourquoi ¢ Qualitativement, dans la base (z,Z),
la matrice A représente la multiplication par 0 (selon z). Lorsqu’on passe a l’exponentielle, ¢a se
transforme en multiplication par €', ¢’est-a-dire la rotation d’angle 6.
10
L’on a alors exp(A(0)) = exp(A(27)) = < 01 )
Comme A(0) # A(27), exp n’est pas injective.
Une matrice M de Jo(C) N GL2(C) est de la forme D(a,b) avec ab # 0 ou M (a) avec a # 0.
- Si M est de la forme D(a,b); posons a = |ale’® et b= |b|e'”.

_ ( explin(la)) + ia) 0

On a alors M = ( 0 exp(In(|b]) +i5) >
B In(la]) + i 0
= Xp 0 In(|o]) 43

= exp(D(In(|a]) + i, In(|b]) + i5)).
- Si M est de la forme M (a); posons a = |ale’® et A = In(|a|) + ia € C.

On & alors M = ( s explinlal) +ia) > = < 5 () )

Or la matrice ( exp(A) - exp(d) > n’est pas diagonalisable et 'on a vu III.B. que cette matrice

0 exp(A)
X . exp(A) 1
est semblable & une matrice de la forme .
0 exp(A)
L . [ exp(A) exp(A) | A1
Donc M est semblable a < 0 exp(\) ) = expl o )= exp(M(N)).

J’ail montré :

’Tout élément de J2(C) N GL2(C) est semblable & I'exponentielle d'un élément de J2(C). ‘

Soit M € GLy(C); d’aprés la question IIL.B., il existe P; € GL2(C) et M; € J2(C) telle que
M = PlMlPl_l. Comme M est inversible, M; V'est aussi et My € Jo(C) N GL2(C).
D’aprés la question III1.LE.2), il existe P, € GL2(C) et My € J3(C) telle que

M = Pyexp(My)Py "
D'oa M = (P P») exp(]\Jg)(Png)_1 = Pexp(]\IQ)P_1 en posant P = P} P, matrice inversible.
My € T9(C) : d’aprés 11.C.2), PMyP~! € T9(C) et Plexp My)P~! = exp(PMyP ™).
D’ott M = exp(PMyP™!) et

‘exp : M3(C) — GLy(C) est surjective. ‘

F. Soit M € M3(C); alors M est semblable & une matrice My de Jo(C) C I'9(C).

Si M, est de la forme D(a,b), Tr (M) = Tr (M) = a+b; exp(M) est semblable a D(e?, e°) ; donc
det(exp(M)) = T = exp(Tr (M)).
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Si My est de la forme M(a), Tr (M) = Tr(M;) = 2a; exp(M) est semblable d’aprés I1.C.2) a

e’ e

exp(M;) = ( 0 o0 ) . donc det(exp(M)) = €** = exp(Tr (M)).

J’al montré :

VM € My(C), det(exp(M)) = exp(Tr (M)). |

. 1) - Les matrices de SLy(C) sont de déterminant non nul, donc inversibles.

- SLy(C) # O car Iy € SLy(C)
- Soit My et My € SLo(C). det(My My ") = det(M;)/ det(Mz) = 1 donc My My* € SLy(C).
Donc ‘ SLy(C) est un sous-groupe de G L2(C) ‘
Si M € Lo(C), det(exp(M)) = exp(Tr (M)) = 1, donc exp(M) € SLy(C).
2) Soit M € Ly(C); d’apres 1.C.3), M est soit diagonalisable, soit nilpotente.

- si elle est diagonalisable, elle est semblable & une matrice D(a,b) de méme trace, qui vérifie
donc b = —a.

- si elle est nilpotente et non diagonalisable, elle est semblable d’aprés la question II1.B. & une
matrice du type M (a) de trace nulle, qui vérifie donc a = 0.

D’ou :

Tout élément de Ly(C) est semblable & une matrice du type D(a) = < a 0 )

0 —a
avecae(CouN:(g (1))

3) det N'=1:|N" € SLy(C) |
On remarque aussi que N’ n’est pas diagonalisable (sinon elle serait déja diagonale).
Supposons N’ = exp(N7) avec N7 € Lo(C).

—a

a
- Si Nj est semblable & une matrice du type D(a), exp(NN7) est semblable & < 60 60 > et N’

est diagonalisable, ce qui n’est pas le cas.
11

- Si N7 est semblable & N, N’ = exp(N7) est semblable & exp(N) = ( 01

), d’ott Tr (N') =
Tr (exp(N)) = 2, or Tr (N') = —2, ce qui absurde.

Donc N’ n’appartient pas a I'image de exp : exp n’est pas surjective.

Par ailleurs, les matrices A(f) appartiennent a Ly(C); comme exp(A(0)) = exp(A(27)) et
A(0) # A(2m), exp n’est pas injective. D’oit :

‘éiﬁ n’est ni surjective, ni injective. ‘

IV Lecas n =3

IV. A. f admet 3 valeurs propres 2 a 2 distinctes et dim ¥ = 3; donc f est diagonalisable : il s’écrit f+0

ou 0 représente I’endomorphisme nul qui est nilpotent et, par ailleurs, f et ’endomorphisme nul
commutent, donc :

fe Fg(E)
B. 1) Le polynome caractéristique de f étant scindé, il existe une base B de E telle que Matg(f) soit
Aa b
dela forme [ 0 XA ¢
0 0 A



DST )

f—2Xid g admet alors pour matrice dans B

o O O
O O R

b
¢ |, matrice nilpotente d’aprés la question
0

[.B.4)c). D’ou :

‘f — ANid g est nilpotent.‘

2) Ona f = Xid g +(f —Aid g). Comme \id g est diagonalisable, f — \id g est nilpotent et \id g
et f — Aid g commutent,

feTls(E).

C. 1) Le polynome caractéristique de f étant scindé, f est trigonalisable. Donc il existe une base

(e1,e2,€e3) telle que Mat.(f) soit triangulaire supérieure. Les valeurs propres de f sont alors
sur la diagonale et :

A a b
Jda,b,c € C, J(e1,e2,e3) tels que Mate(f) = 0 X ¢
0 0 v
f(61 = )\61
c’est-a-dire : f(e2) = aey + Aea

f(es) =bey + cea + ves

1
2) det(eq,eq,¢5) =1 0 =1+ 0. Donc (ey, €2, €3) est une famille libre maximale :
e
0

o~ o
R

(e1,€2,€5) est une base de E.

3) o fles) = fles)+af(er) +Bf(e2)
= (be1 + cea + veg) + (aXer) + B(aer + Aea)
= (b+aX+ Ba)er + (c+ BA)ex + ves
o velh = vaey + vfBes + vey

On a alors f(eé):ueg <:>{b+a)\+6a:ya

c+ BA=vp

o ca 4 b
PN (=2 =2

5= c

S\

(On sait que A # v).

On a donc pu choisir « et 3 tels que f(e}) = ves.

4) On a alors :

Aa O
M = Mat(ehe%eg)(f) = 0 X O
0 0 v
A0 0 0 a O
5) Soient D la matrice | 0 A 0 | et N la matrice | 0 0 0
0 0 v 0 0 O

On a alors M = D 4+ N avec D diagonale et N nilpotente.

0 aX O

Deplus ND=DN=1] 0 0 0 |.Donc:
0 0 O
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10

‘M € I'3(C) ce qui montre aussi f € I's(F). ‘

D. Soit f un endomorphisme de E. On a alors les possibilités suivantes :
v' f admet 3 valeurs propres deux & deux distinctes; d’aprés IV.A.) f € T'3(E);
v f admet 3 valeurs propres égales; d’aprés IV.B.2), f € T's(FE);
v f deux valeurs propres distinctes, dont une double, d’aprés IV.C.5), f € I's(E). (f peut aussi
étre diagonalisable dans ce dernier cas, mais peu importe)
Conclusion :

T3(E) = L(E). |

E. 1) Le polynéme caractéristique de R(6) vaut :
XR(0) = —X(X? 4+ 6%) et le spectre de R(f) est {if, —if, 0}.
Par des calculs analogues a ceux de III.E.1), on obtient :

W 0 0 1 10
RO)=P| 0 —i# 0 |PtavecP=| —i i 0
0 0 0 0 01
On a alors :
e 0 0
exp(R@) =P| 0 e o |P!
0 0 ¢
cos(f) —sin(d) O
= | sin(d) cos(f) O
0 0 1
J’al montré :
cos(f) —sin(f) 0
exp(R(0)) = | sin(f) cos(d) 0
0 0 1

2) Comme exp(R(0)) = exp(R(27)) et que R(0) # R(27),

‘exp : L(F) — GL(E) n’est pas injective.




