Lycée La Prat’s Vendredi 16 décembre 2011
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 4

Correction

Exercice 1 (Ecricome BL 2011)
1) Soient P,@Q € R,[X] et A € R.

ROPQX) = LA+ Q)X +1)+ (AP +Q)(X))
_ %(AP(X+1)+Q(X+1)+)\P(X)+Q(X))
= Mu(P)(X) + fu(Q)(X)

Donc I'application f,, est linéaire. De plus, si P € R, [X], P(X + 1) est aussi de degré au plus n, donc
1
Fa(P)X) = S(P(X +1) + P(X)) € Ru[X].

Conclusion : ‘ fr est un endomorphisme de R, [X]. ‘

2) a) Montrons par récurrence que la propriété :
Hy, : P(k) = (-1)*P(0)

est vraie pour tout k > 0.
e Hj est vraie par hypothése.

1
o Hj = Hjy1 : Supposons Hy, vraie. Comme P € Ker (f,,), fn(P)(X) = 5(P(X+ )+ P(X)) =
0. Ainsi,
P(X +1) = —P(X)
Donc en X = k, il vient P(k 4 1) = —P(k) = —(=1)F = (=1)**. Donc Hj,;1 est vraie.
e Conclusion : |Vk > 0 P(k) = (—1)k

On pouvait aussi remarquer, comme un de vos camarade, que (P(k))x est une suite géométrique de raison

1 et de premier terme P(0).
b) D’aprés 2)a), et par définition de S et T', pour tout k € N,

S(2k) = P(2k) — P(0) = (=1)**P(0) — P(0) = 0| et |T(2k+1) = (=1)**"1P(0) + P(0) =0

c) Comme P € R, [X], S et T sont aussi des polynémes de degré au plus n. Or, d’aprés 2)b), ils ont
une infinité de racines (respectivement les (2k) et les (2k + 1)), donc S =T = 0.

Ce qui signifie respectivement que P(X) = P(0) et P(X) = —P(0), done | P(X) = P(0) =0
En conclusion, P € Ker f,, = P = 0 donc Ker f,, = {0} : 'endomorphisme f,, est injectif, donc

bijectif (on est en dimension finie). Ainsi, ‘ fn est un automorphisme de R, [X]. ‘

3) a) Meéthode 1 : L’application f,, 1 est un isomorphisme, donc I'image d’une base par I ! est une
base. Or la famille (X*)o<r<n est une base (c’est la base canonique) de R,,[X], donc

‘la famille (Ej)o<k<n est une base de Ry, [X]. ‘
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b)

n
Méthode 2 : On montre que la famille (Fj) est libre, en calculant fn<ZAkEk), et comme

k=0
Card (Ek)nggn =dimR, [X], c’est une base. (1l faudrait détailler les calculs évidemment).

Attention : lorsqu’on regarde une famille (er)o<k<n d’éléments d’un espace vectoriel E, on peut regarder

soit le nombre d’éléments, c’est-a-dire ‘Card(ek)ggkgn ,

ou bien le rang de (ex)o<k<n, qui est la

dimension de l’espace vectoriel engendré (et donc plus compliqué a calculer, égal au cardinal si la famille
est libre).

1
i) Soit k € {0,...,n}. Par définition de By, fo(Ey) = 5(Ex(X +1) + Ex(X)) = x*.

Donc, en multipliant par 2, |Vk € {0,...,n}, Ei(X +1)+ Ex(X) = 2X*

i) f,(1) = %(1 +1)=1donc|Ey= f,'(1)=1|

iii) Pour tout n € N et tout k € {0,...,n}, Er (qui ne dépend pas de n) est de degré au plus n.
Donc, en prenant k = n, il vient que pour tout n € N, E,, est de degré au plus n, ce qui peut
s’écrire aussi Ey est de degré au plus k (variable muette).

De plus, d’aprés 3)b)i) Ex(X + 1) 4+ Ex(X) = 2X*, donc Ej, est de degré au moins k. En
conclusion |deg Fy, = k

L’égalité trouvée en 3)b)i) s’écrit ‘Ek(l) + Ep(0)=0 ‘ en X =0, lorsque k > 1.

1
iv) Soit k € {1,...,n}. Par définition, f,(Ey) = 5<Ek<X +1) + Ep(X)) = X*. En dérivant :
1
5 (Be(X +1) + B (X)) = kX"

Donc, en divisant par k (# 0), il vient f,(E}/k) = X*71, puis B, /k = f; {(X*Y = By
Ainsi, | Pour tout k € {1,...,n}, B, = kE}_1.

On utilise les résultats des questions b)ii), b)iv) et b)iii). (Cette question pouvait donc se traiter sans
avoir résolu les précédentes.)

1
e B1=Ey=1,donc By =X +¢ Or E1(1)+ E1(0)=1+4+2c=0,douc= —5 Ainsi

1
Fh=X—-=
2

o By =2F =2X —1,donc By = X?> — X +¢. Or Ey(1) 4+ E»(0) = 2¢ = 0, d’ott ¢ = 0. Ainsi

Ey= X’ —X|

1
e E) = 3E, = 3X? - 3X, doncE3:X3—§X2—|—c. Or E3(1) 4+ E3(0) = —= 4+ 2¢ = 0, d’oul
3 9 2

c = —. Ainsi

4

3 1
Ey=X>—-°-X%2+-
3 54 Ty

E1(0) = —5 E3(0) =0 E3(0) =

4) Soit k € {0,...,n}. Posons Fi(X) = (—1)*Ex(1 — X), et montrons que f,,(F}) = X*.

Ainsi, Fj, = f;(X¥) = Ej. Conclusion : |Vk € {0,...,n}, Ep(1 —X)=(=1)*EL(X)

Par définition, Fi(X 4+ 1) = (—1)FE,(1 — (X + 1)) = (—1)*E(—X), donc

FulF) = HDF B0 + (<P B1 = ) = CL B X 1) + B X)) = (X0 = X

2
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Soit p € N*. En X = 0 l'égalité précédente s’écrit Eo,(1) = E9,(0). Or pour k£ > 1, d’aprés 3)b)iii),
Ek(O) + Ek(l) = 0. D’ou Egp(l) = Egp(O) = 0.

En X = 1/2 I'égalité précédente s’écrit Eop_1(1/2) = —FE9,-1(1/2), donc Ey,—1(1/2) = 0.

En résumé, | Pour tout p € N*, E9,(0) = E,(1) = Ep—1(1/2) =0

5) Le polynéome E,, est de degré n, donc la formule de Taylor est exacte au rang n et s’écrit

n (k)
E.(X) =) E”k!(o)
k=0

|
Or d’apres 3)b)iv), E/, = nE,_1, donc E® = n(n—1)...(n — k + 1)E,_ e i‘k)lE” r (pour
k = n). (pour ajuster, tester pour k=1, k =2)
" (n " (n
=3 i 0% = 3 () s = 3 () o
0 k=0

k=
6) D’aprés 4), E4(0) = 0. De plus, D’aprés 5) et 3)c),

4

4 1 1

E4—Z<k) R0)XF =1 x X +4x (—§>X3+0+4><1X+0
k=0

Conclusion : |Eqs = X* —2X3+ X (On peut vérifier que B} = 4E3)
7) Soit n € N*. D’aprés 3)b)iii), E,(0) = —E,(1). Donc en remplagant E,, (1) a l'aide de 5), il vient

n n—1
n—-k _ ([ _ n .
-3 () B0 = (=X (}) 50) - E.0)
=0 k=0
} ) o 1 n—1 n
D’ou, en passant F,(0) de 'autre coté et en divisant par 2, | E,(0) = —5 Z s Ex(0)
k=0
8) E5(0) = lz N\ g (0) — 1 pephus FEL(X) = 5E4(X) donc | F5(X) _xt_Oxt Oy 1
5 2k_0kk—2-p75—4 5lA) = 5 9 9
Exercice 2 (Essec ECS 2011, CNM 2006)
Partie 1 (Préliminaires)

1) Soit 0 € Z(E),Vue U, uo0=0=0o0wu. Ainsi 0 € C(U), qui est donc non vide.

Soit (Ul,vg) € C(U) et A € R.

Yu € U, wo (Avy+v2) = Auowvi+uouy (u est linéaire)

= Ajou+wvou (vi € C(U))
= (A +wv2)ou

Donc \vy +vg € C(U).

Conclusion : ‘C (U) est un sous-espace vectoriel de Z(E). ‘

De plus id g € C(U), donc Vect (id g) € C(U), puis dim ( Vect (id g)) < dim C(U).

Ainsi ‘dimC(U) > 1‘
2) Soit P(u Zaku € R[u

d d
uo P(u (Zaku):Zaku’”l:(Zakuk)ou:P(u)ou
k=0 k=0

Donc P(u) € C(u).
Conclusion : |R[u] C C(u)
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3)

4)

Soit v € C'(u).

x € E)\(u) u(x) — Az =0

v(u(z) — Az) = v(u(z)) — A(z) =v(0) =0

uowv(z) —Av(z) =0 (car v € C(u))
(u—Aid g)(v(z)) =0

v(x) € Ex(u)

Ll

Ainsi,

v(Bx()) C Ex(u)|

Remarquons que u € C'(u) (cas particulier de 2), ou calcul immeédiat).

Soit w € C(C(u)) : Vv € C(u), vow =wowv. Pour v =u, on a donc uow =wowu: w e C(u).
Conclusion : ‘C(C(u)) C C(u)‘

Remarquons que pour tout k& € N, si v € C(u), alors uF o v =wvouF. Soit P(u Zaku € Rlu

Vv e C(u), wvoP(u (Zaku)zzd:ak(vouk)zzd: (u” o) (Zaku)ov— P(u)ow
k=0

k=0

Donc P(u) € C(C(u)).
Conclusion : ‘R[u] C C(C(u)) ‘

Partie 2 (Etude d’un exemple)

1)

a) F est le noyau de 'endomorphisme (an)n>0 — (2443 + 3apt2 — an)p>o de E = RN, Cette
application est linéaire car le « shift » (an)n>0 — (an+t1)n>0 est linéaire.

Ainsi ‘F est un sous-espace vectoriel de F. ‘

b) Soit (a,) = (apg™) une suite géométrique de raison ¢ € R. On suppose ag # 0 et g # 0.

Comme F est un sous-espace vectoriel, on pouvait se contenter d’étudier (q") : si (¢") € F, alors \(¢") € F.
(an) € F <= 2¢>+3¢*—-1=0
Or le polynome 223 + 322 — 1 a pour racine évidente z = —1. Factorisons par (x+1):
20° 4322 —1=0222 +z - 1)z +1) = 2z — 1)(z + 1)

Les valeurs possibles de ¢ sont donc —1 et 1/2.

Conclusion : ‘Les suites géométriques de F sont de raison 0, 1/2 et —1. ‘
Pour tout n € N,

2943439 42— = 2n+8) (—1)"FI43(n+2) (1) —n(=1)" = (—1)"(=2(n+3)+3(n+2)—n) = 0

Ainsi, | (y,) € F|.

c) L’application ¢ : R3 — RY qui a un triplet (ag, a1, az) associe la suite récurrente (a,) de premiers

termes ag, a1, a2 et définie par a, 3 = —5(3an+2 — ay) est injective et d’image F'.

Injectivité : si (an) = ¢((ao, a1,a2)) = (0), alors en particulier (ag,a1,a2) = (0,0,0).
De plus, Im ¢ = F par construction.

Donc, par le théoréme du rang, ‘dimF =dimR® =3 ‘
Montrons que la famille Z = ((a,), (By), (7)) est libre : Soit (A1, Ao, A3) € R? tels que

A1(an) + A2(Bn) + Az(vn) =0
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Al 4+ e =0
A

Enn =0, 1 et 2 cette égalité nous donne ¢ 5~ A2 — A3 =0
A1

— 4+ X + 2X3 = 0
En résolvant ce systéme, on trouve A1 = Ay = A3 = 0.
(On pouvait aussi calculer le déterminant de la matrice sous-jacente, qui vaut 9/4 #0)
Ainsi, la famille £ est libre.
Or dim F' = 3 = Card %, donc ‘%’ est une base de F'. ‘
2) Soit u l'application définie pour (a,) € F par u((an)) = (by) avec b, = any1. (Papplication u décale
les termes de la suite vers la gauche).
a) Soit (a,) € F : Pour tout n € N, 2a,,43 + 3an4+2 — a, = 0.
Donc, pour tout n € N*, 2a,,43 + 3a,12 — an, = 0, et en posant n = p + 1 il vient

2ap+1+3 + 3ap+1+2 — CLp+1 =0= 2bp+3 + 3bp+2 - bp

Donc (b,) = u((an)) € F.
L;?p/p)li)cation u est linéaire : u(A(an) + (ay,)) = w((Aan + ay,)) = Aans1 + ap1) = Iu((an)) +

Conclusion : ‘u est un endomorphisme de F'. ‘

b) Pour tout k € N, u*((an)nen) = (@nik)nen. Clest le décalage de k termes vers la gauche.

c) Posons | P(z) = 22 4 322 — 1|. Alors, pour tout (a,) € F,

P(u)((an)) = (2u® + 3u® —id ) ((an)) = (2an43 + 3ani2 — an) = (0)

(On note (0) la suite nulle, qui vaut 0 pour tout n € N). Ainsi P(u) = 0.

d) Notons u((ay))y le n-iéme terme de la suite u((ay)).

1 1 1 1
(@) = oy = 5 % 57 done u((an)) = 2 (0n)
u(( w))n = (=1)"" = —(=1)" donc u((ﬁn)): —(Bn)
o u((yn))n = (n +1)(=1)"* an( 1" = (=1)" donc u((yn)) = () — (Bn)
[ o) = ow
En conclusion, w((Bn)) = —(Bn)
u((yn) = —(Bn) = ()
% 0 0 (Qn>
Ainsi, matriciellement, | T = Mat (u, ) = 0 -1 -1 f”>
0 0 1
u((an)) u((Bn)) u((vn))
S 0
Une récurrence (a faire) nous donne | T% = 20 (—1)%  k(—1)k | | pour tout ke N.
0 0 (=D

Toujours vérifier ses calculs : ici pour k =0 (on trowve T° = I3 : OK!) etk =1 (T* =T : OK!).
Ici, on peut aussi calculer directement T = Mat (u®, B) comme on a calculer T. Les calculs sont exacte-

ment du méme type que ceux de T

a b c
3) a) Soit v € C(u). Notons Mat (v, 8,%8) = |d e f].Matriciellement, uov = v ou s’écrit
g h i

a b ¢ a/2 b/2 c/2 a/2 -b —-b—c a b ¢
T|(d e fl=|-d-g —e—h —f—i|=|d/2 —e —e—f|=|d e f|T
g h i —g —h -1 g/2 —h —h—i g h i



DST

b)

d)

Il ne reste plus qu’a résoudre le systéme :

( a/2 = a/2 0 =0 ‘d - 0
—d—g = dJ2 d = 0 g B 0
-9 = 9/2 g =0 b — 0
h =0
—e = —e—h < ({ h = 0 < — 0
~h = —h 0 =0 L .
c/2 = —b—c c =0 - eTH
. ; a = A
—f—i = —e—f T = e Fo= s
—i = —h—i 0 =0 -
A0 0
Conclusion : | Mat (v, #, %) est de la forme [0 p© 6
0 0 u

Il y a des fagons plus subtiles de procéder, en utilisant les sous-espaces stables et ’exercice numéro 6 de la

feuille sur les matrices.

A
Réciproquement : soit v € Z(F') tel que Mat (v, 8, %)= | 0
0

or O
= o O

D’aprés ci-dessus (ce sont des équivalences), v € C(u).

D’aprés a) et b), 'application linéaire v +— Mat (v, B, %) est une bijection de C(u) (espace

A0 O
vectoriel d’apres 1.1) dans 0 p 6| eamm) | (\pd)eR
0 0 u

Or ce dernier espace vectoriel est de dimension 3. Ainsi, ‘dim(C (u)) =3 ‘

Montrons que (I3, T,T?) est libre dans A3(R). Soit a, b et ¢ € R tels que als + bT + cI? = 0.

b ¢ b ¢
) atg+y 0 0 atyty =
als 4+ 0T+ cT* = 0 a—b+e —b+2c =0+ a—b+c =
0 0 a—b+c —b+2c = 0

La résolution de ce systéme nous donne a =b = c = 0.

Conclusion : ‘La famille (id g, u, u?) est libre dans Z(F). ‘

D’apres 1.2, R[u] € C(u). D’aprés 2.3)c), dim C'(u) = 3. Donc Ru| est de dimension finie comme
sous-espace vectoriel de C(u), et d’aprés 2.3)d) dim Rfu] > 3. Ainsi,

3 <dimR[u] < dimC(u) =3

Donc dim R[u] = dim C(u). Or ces deux espaces sont inclus I'un dans l'autre : | C(u) = Ru]

Partie 3 (CNM 2006 : second exemple)

1) a)

Soit z € E. u(x +u?(z)) = u(z) + u®(z) = (u+ v?)(x) = 0. Donc  + u*(z) € Ker w.
(u?® +id ) (v () = ut(z) + v?(z) = w((u® + u)(z)) = w(0) = 0. Donc u*(x) € Ker (v +id ).
Conclusion : |Vz € B z4+u?(z) € Keru et u’(x) € Ker (u® +idg) |

Montrons que E C Ker (u) + Ker (u? +id g) : Soit z € E. D’aprés ci-dessus,

v = (@@ - ()
—— ~——
€Ker (u) €Ker (u2+id g)

Donc z € Ker (u) + Ker (u? +id g)
Conclusion : | E = Ker (u) + Ker (u* +id g) |
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2)

3)

b)

b)

d)

b)

Soit z € Ker (u) N Ker (u? +id g) : w(z) =0 et (u® 4+ id g)(z) = 0.

Or (u? +id g)(x) = u*(x) + x = . Ainsi z = 0.

Donc Ker (u) N Ker (u? +id g) = {0}.

De plus, d’aprés a), E = Ker (u) + Ker (u? + id ). Conclusion : | E = Ker (u) @ Ker (u? + id )

Soit x € F. Montrons que u(x) € F :
( 2

u? +id g) (u(z)) = ud(z) + u(z) = 0

Donc u(x) € F. Ainsi, | F = Ker (u? + id ) est stable par w.
(On vient en fait de montrer que u(E) C Ker (u? +id g), ce qui est plus fort que u(F) C Ker (u® +id g))
Soit € F. Par définition, (u® 4 id g)(z) = u*(z) + = = 0. Donc v*(z) = u?(z) = —z.

Ce qui signifie : |0 = —id
Comme v% = —id g, det(v?) = det(—id r) = (—=1)4™F_ Or det(v?) = (detv)? > 0.

Donc dim F' est pair. Comme F' C F, il nous reste deux possibilités : 0 ou 2.

Si dim F = 0, alors F' = {0}. Or E = Ker u & F d’aprés 1)b). Donc, dans ce cas, E = Ker u, ce
qui signifie w = 0. D’aprés I’énoncé, on a supposé u # 0.

Ainsi, |dim(F) =2

D’aprés 1)b), E = Ker u @ F, donc en passant aux dimensions 3 = dim Ker u + dim F'.

Par conséquent ‘dim Keru=1 ‘ et Ker u # {0} : ‘u n’est pas injectif.

Montrons que (eg, e3) est libre. Soit (a, 8) € R? tels que

aeg + ﬁ€3 =0
Comme u(ey) = e et u(es) = u2(63) = —ey (on est dans F), il vient u(aeg+ fes) = aes—Feg = 0.
aes + fBes = 0 (xB) ) .
Or{ —Bes+ae3 = 0 (xa) = (f* 4+ a)es = 0.

Comme (Ker u) N F = {0} (1)b)), e3 = u(eq) # 0, par conséquent % + a? = 0.
Finalement, o« = § = 0 : la famille (eg, e3) est libre.

De plus, dim F = 2, donc ‘ (e2, e3) est une base de F. ‘
(e1) est une base de Ker u, (e2,e3) est une base de F' (3)a)) et E = Ker u&® F (1)b)) donc

’93 = (e1, €2, €3) est une base de E‘

u(er) = 0 (car e € Ker u)
Onaq u(e2) = e3 (par définition de e3) Donc
u(e3) = u?(ez) = —ez (car eg € F = Ker (u* +id g))
0 0 O
A=Mat(u,8,%8)=[0 0 -1
01 0

La matrice A est diagonale bloc. Etudions le bloc B = <(1) _01>

B*= -1,

Donc pour tout n € N, B>" = (B?)" = (-1)"I5 et B>"™! = B>"B = (—1)"B.

Conclusion : | Pour tout n € N, A?™ = (—1)"

o O O

0 0
1 0], et A2 =(-1)"A
01

i ; , . P
(Comme u® = —u, on pouvait en déduire u*"*' = (=1)"u)
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1)

4
a b ¢
a) Soit B=Mat (v,%,%)=|d e f],ouve C(u). On procéde comme au 2.3)a)
g h i
0 0 0 0 ¢ —b
AB=|—-g9g —-h —i| =10 f —e] =BA
d e f 0 i —h
d = 0 (g = 0
g C o @ 0 0
Puis, . B =0 B 0 Conclusion : | B est de la forme [0 e f
0 = —b i = e 0 =F ¢
—i = —e | h = —f
;o= —h

b) De méme qu'en 2.3)c), |dim C(u) = 3

c) Montrons que (I3, A, A%) est une famille libre. Soit a, b et ¢ € R tels que al3 + bA + cA% = 0.

a 0 0 a = 0
al3+bA4+cA?>=[0 a—¢c b |=0<=<¢ a—¢c = 0
0 b a—c b = 0

Ainsi a = b = ¢ = 0. Donc la famille (id g, u, u?) est libre, dans C'(u) de dimension 3 (d’aprés b)).

(id g, u, u?) est une base de C(u).

Conclusion :

Exercice 3 (PT A 2009 — extraits)

1)

2)

3)

Soit y € Im pNKer p. Soit = € E tel que y = p(x). Ainsi, p(y) = p(p(x)) = p(x) =y et p(y) = 0. Donc

y =0. D’otu Ker pNIm p = {0}.
De plus, d’aprés le théoréme du rang, dim Ker p + dim Im p = dim E, donc ‘E = Ker p® Im p‘

@ =(Gdg—p)(idg—p) =idg —2p+p? =id g —p = ¢ donc ‘q est un projecteur de E‘

e Soit x € Ker q. q(z) =z — p(x) = 0 donc = = p(z) € Im p. Ainsi, Ker ¢ C Im p.
Réciproquement, soit = = p(y) € Im p. Alors q(z) = = — p(x) = p(y) — p(p(y)) = p(y) — p(y) = 0.
Donc x € Ker ¢g. D’ott Im p C Ker gq.
Conclusion : .

o On peut utiliser la méme méthode, par double inclusion, ou ruser.
L’application ¢ est un projecteur de E, donc d’aprés le point précédent, Ker (id g —¢g) = Im g.
Oridg—q=1id g —(id g —p) = p. Conclusion :

e pog=po(idg—p)=p—p>=p—p=0et de méme qop=p—p*>=0.
a) Attention ! La composition, comme le produit matriciel, n’est pas commutative. p1ps # pap1-

¢ = (p1+p2—pap1)(p1 + p2 — pap1)

PT -+ P1p2 — P1p2p1 + P2p1 + P3 — PaP1 — Papi — P2pip2 + P2piP2pi
p1+ 0 — (p1p2)p1 + p2p1 + p2 — pap1 — pap1 — P2(pip2) + P2(P1p2)DP1
P1+p2—p2p1 =¢q

Donc ‘ q est un projecteur de E‘

b) Soit = € Ker (p1) N Ker (p2).

q(z) = p1(z) + p2(x) — p2(p1(x)) =0+ 0 —p2(0) =0

Donc z € Ker ¢g. Conclusion : ‘Ker (p1) N Ker (p2) C Ker q‘

c) Soit z € Ker ¢ : q(z) = p1(x) + p2(x) — p2p1(z) = 0.
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e Montrons que z € Ker p;. Comme ¢(z) = 0, p1(z) = —p2(x) + pap1(x).

Donc p1(p1(z)) = p1(2) = —pip2(z) + p1p2(p1(z)) = 0 (car p1pz = 0). D’ott z € Ker p;.
e Montrons que x € Ker ps. De méme que ci-dessus, pa(x) = —p1(x) + pop1(x).

Donc pa(p2(z)) = p2(x) = —p2p1(x) + p3p1(x) = —pop1(x) + papi(x) = 0. D'oit x € Ker py.
Ainsi, z € Ker p; N Ker pa. Conclusion : | Ker (p1) N Ker (p2) = Ker (q) ‘

Exercice 4 (PT A 2006 — extraits)

1) La matrice L est triangulaire inférieure lorsque |Vi < j 4;; =0

La matrice U est triangulaire supérieure lorsque ’Vi > J Uy = 0‘

n
2) Soit (7, j) deux entiers tels que 1 < < n. Par définition du produit matriciel, a;; = Zﬁ K UWkj -

k=1
Or d’aprés 1), pour tout k& > i £;, = 0 et pour tout k > j, uy; = 0. Donc le produit £;;ui; est nul deés

que k > j ou k > i, c’est-a-dire k > min(s, j). Conclusion :

min(4,7)

Q5 = § ¢ ikUkj

3)
5 2 2 1 2 2 1 2 2
det(A)=15 1 2/=5|1 1 2{=5/0 =1 0|=5%#0
5 2 1 1 21 0 0 -1

Donc A est inversible.

4) a) Par hypothése, ¢;; = 1. Or a1; = ¢11uy; d’aprés 2), d’ou

b) De méme, pour tout i > 1, la formule trouvée en 2) s’écrit a;; = €;1u11.
Donc i 1C1, ‘V’L S {2, 3} Eil = aﬂ/an = 2‘

1 0 0 1 up ugs
c) On adonc, jusqulici, L= (2 1 0] etU= |0 wu2 uss
2 fl39 1 0 0 ‘uss

La formule trouvée en 2) (i.e. le produit LU...) s’écrit pour tout j > 1, aij = f11u1;. Ainsi

2 : 2=a12 =lr1ui2 =ui2 = |u2 =2

2=ai3="lr1uiz =uz = |uz =2

De méme, 1 = agg = lo1u19 + faguss = 2 X 2 + u9g donc
Puis 2 = a93 = fo1u13 + fousz = 2 X 2 + ug3 donc
Et 2= azs — Eglulg + fgzUQQ =2x2- 3[32 donc 632 == 2/3

4
Le dernier coeflicient de A permet de trouver ugs : 1 = ugg = f31u13 +¥30u03 +33u33 = 4— 3 +us33

1 0 O 1 2 2
Conclusion: |L=[12 1 0 et U=10 -3 =2
2 2/3 1 0 0 -5/3

(On vérifie la cohérence en calculant LU : on retrouve bien A)

5) Ce sont des systémes triangulaires : les matrices s’inversent en partant respectivement de la premiére
ligne et de la derniére ligne.

1 0 0 1 2/3 2/5
L7t=[ -2 1 0 et Ult=10 -1/3 2/5
—2/3 —2/3 1 0 0 -3/5

(Idem : on vérifie la cohérence en calculant LL™' et UU ™)
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6) L’équation s’écrit LUX =Y donc de fagon équivalente UX = L~YY puis

1
X=U'L7'Y =U"'L7' | 0| = [finissez le calcul avec Maple!]
2

FIN DE L’EPREUVE
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