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Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 3

Correction

Exercice 1 (PT C, 2008, Partie 1)

1) Soit f(z) = In(1 + 2) — x. La fonction f est définie et €' sur | — 1, +-00[. f'(z) = _14-% donc
x -1 0 +00
f'(z) + 0 -

2)

3)

; /\

Ainsi, f est négative et donc ‘pour tout = €] — 1, +oo[, In(1 4+ z) < =. ‘

¢ 2
Soit n € N* et t €]0,v/n[. On a —— €] — 1,0[C] — 1,+o00[ et — €]0,1[C] — 1,4o00], par conséquent
n n

I'inégalité de la question 1) s’écrit
t2 t2 t2 t2
1n<1—><— et ln<1+><
n n n n

t2 ¢ ¢ t2
Conclusion : | Pour tout n € N* et tout ¢ €]0, v/n[, In (1 — > <——etln <1 + ) < —.
n n n n

2

—n
Soit n € N*. La fonction ¢ — (1 + ) est continue par morceaux sur [0, +o00].
n

2\ —n n
n 1
Au voisinage de +o0, <1 + > ~ n qui est de la forme o avec a = 2n = 2 > 1, donc intégrable.
n

+oo t2 -n
Ainsi / <1 + ) dt converge absolument donc converge.
0 n

D’aprés la question précédente, pour tout ¢ €]0,v/n[, on a

t2 t2
nln <1 — > < —t?’< —-nln (1 + )
n n

Aprés composition par exp (qui est croissante) puis intégration entre 0 et /n (les fonctions sont
continues sur [0,1/n] : les intégrales existent), il vient

vin 2\" Voo, vn 2\ "
/ <1—> dtg/ et dtg/ <1+> dt
0 n 0 0 n
t2

-n
Finalement, (1 + > > 0 sur [v/n, +oo[ d’ou la derniére inégalité :
n
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4) Soit n € N*.

a) Soit ¢ la fonction définie sur |0, g[ par ¢(u) = v/n cotan (u).

75[7 @l(u) = m

On peut donc effectuer le changement de variable ¢t = y/n cotan u :

“+o0 2\ " z 2 /2
/ <1+> dt:/2 (1+c?52u> \/QE dt:\/ﬁ/ sin? 2y du
0 n 0 sin“u / sin®wu 0
400 2\ " /2
Conclusion : / <1 + > dt = \/ﬁ/ sin?" 2 u du
0 n 0

b) On cherche une fonction qui envoie [0,+/n] sur [0,

Pour tout u €]0 # 0 donc ¢ est un ¢! difféeomorphisme.

—]. Posons t = y/ncosu. dt = —/nsinu du, puis

. tz ' " w/2
/ (1 — ) dt = / (1-— cos? uw)"(—v/nsinu) du = \/ﬁ/ sin2" 4y du
O 0

n ™
2

Vn +2
Conclusion:/ <1—> dt = \f/ n?" oy du
0 n

C) Cette question pouvait se faire en admettant les résultats des questions précédentes.

vn 2\" Vo, +oo 2\ "
D’apreés 3), <1 — > dt < / e dt < / <1 + ) dt
0 n 0 0 n
Or d’aprés 4)a) et 4)b),

vn £2\" w/2 +o0 £2\ " /2
/ (1 — ) dt = \/ﬁ/ sin? M udu et / (1 + > dt = \/ﬁ/ sin?" 2w du
0 n 0 0 n 0

/2 vn ) /2
Donc \/ﬁ/ sin?"t1y du < / e dt < \/ﬁ/ sin?" 2 4 du
0 0 0

Iw\ 3

w/2 /2
5) /0 sin? wdu ~ 1/% par conséquent v/n /0 sin? Ml udu ~ vn m ~ \f, ce qui signifie

w/2
lim +/n / sin?" "y du = VT
0

n——4o00 2

De méme, lirf Vvn / 2udu = é%, donc l'encadrement obtenu en 4)c) nous permet de
n——+0oo

conclure : lim ~t* dt existe et vaut ﬁ

n—+oo Jq 2

. . . 2 . . vn 2 ﬁ
De plus, 'intégrale I converge (majoration de e” " dans la question 3)), donc| I = lim e dt = —.

n—+oo Jq 2
Par parité de t — 6_t2, J converge en —oo et |J = 2I = /7
. . 1 1:0r- . - ™

En effectuant le changement de variable t = v/2u (qui est un ¢ difféomorphisme), il vient | K = V2I = 5

Exercice 2 (EPITA, 2006 — extraits)
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Partie 1 (Existence des deux intégrales C et S.)
1) a) Le changement de variable u = t? est un € difféomorphisme de ]0, +-00[ dans ]0, 4-0c]. Il vient

+° cos(u) +° gin(u)
C :/ du et S :/ du
0 2\/a 0 2\/6

Si la question avait été de la forme « Montrer que C' = ... et S = ... », il aurait fallu détailler.

b) Cette question aurait di vous rappeler Uezercice 21.2, qui est méme cité dans le cours.
cos(u)
2/
Au voisinage de 0 : f(u) ~ —= qui est intégrable d’aprés Riemann (1/2 < 1), donc f l'est aussi.

2Vu

Au voisinage de 400 : Soit X > 1. Effectuons une intégration par partie.

[ o[+ [ St o

La fonction f :u +— est continue par morceaux sur |0, 4o00].

(X .
Or Xl—igloo s;n(\/)?) =0et 2125(372) < 1 intégrable d’aprés Riemann (3/2 > 1).
X cos(u)

En conclusion, lim

Le raisonnement est identique pour S : La fonction g : u —

du existe, donc | L’intégrale C' converge. ‘

cos(u)

NG

est continue par morceaux sur
10, 4-o0l.

1
Au voisinage de 0 : g(u) ~ 5\/ﬂ donc g est prolongeable en 0 donc intégrable.

Au voisinage de 400 : Soit X > 1. Effectuons une intégration par partie.

[ 350 - [ e

Et on conclue de la méme fagon. ‘L’intégrale S converge. ‘

2) Deuxiéme méthode.
2

e’ —1  14iz*+o(z?) -1
a) f(r) = —5—= 5

=4+ 0(1). (DL a lordre 1 de e en 0 avec u = iz?)
T

X

Donc ‘ f est prolongeable par continuité en 0 par f(0) = i. ‘

b) La fonction f est continue par morceaux sur |0, +oo[. Elle est prolongeable en 0 d’aprés a), donc
intégrable au voisinage de 0.

e +1 2
2 a2

f intégrable au voisinage de +oo. (Attention : jamais d’inégalité dans C. Prendre le module, qui nous

Au voisinage de +oo : |f(z)| < qui est intégrable d’aprés Riemann (2 > 1), donc

ramene dans R. Appliquer l’inégalité triangulaire : ne pas cherche a faire dans la finesse.)

+oo it?
. .y e —
En conclusion, | 'intégrale I = / — 45— dt converge absolument donc converge.
0

c) Ici, on nous donne la formule, il faut donc détailler un minimum!! Soit x > 0 et € €0, z|.

T eit2 -1 1— ei22 1— ei€2 T
/ S dt = - +2i/ ett® dt
e t T € c
1— 67;62
Or ——— ~ie s 0 d’oit la formule voulue. Conclusion :
g e—
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z 1 x it? 1 1 iz?
d) D’aprés la question précédente, / et At = — (/ 672 dt— ——¢
0 21 0 t X
Le terme de droite a une limite lorsque x — 400 car f est intégrable (d’aprés la question 2)b))
1—e| 2
et |— 2 < — — 0. Donc ’ L’intégrale £ Converge.‘
x X T—+o00

Partie 2

1)

a)

b)

Attention! De nombreux problémes de rédaction a cette question. Lorsque vous avez une égalité du type
f(z) = g(x)Vz € Ry, vous n’écrivez pas « donc f(x) = g(0) donc f(0) = g(0) ». Ici, de méme, vous
mettez des x partout puis, apres justification, vous passez a la limite en 400 partout.

De plus, C = Re(FE) et S = Im(FE), donc, par continuité de la partie réelle et de la partie

imaginaire, |C et S convergent.‘

(Calcul des deux intégrales C et S.)
(Question du type « Montrer que », il faut un minimum détailler, et ne pas se contenter de recopier
l’énoncé)

Soit z € Rett e R fixés :

o—a2(t2—i) - ’6712152 iz? - o—(at)? _ 1
t2 —1 2 —d| NICEESE S VEF1
Car [ =1 et —(t)? < 0 (donc e~ () < 1).
€,$2(t2,i)

La fonction ¢ — T est continue par morceau sur R, et paire. Il suffit donc d’étudier

—1
I'intégrabilité au voisinage de +oc.
or |2 ! ! ble d’aprés R 2> 1)d L

r - < ~ — qui est intégrable d’aprés Riemann > onc ——— l'est
e—xz(t2—i)
aussi, puis o par majoration.
—1

Ainsi pour tout = € R, l'intégrale F'(x) converge absolument donc converge, ce qui signifie que

‘La fonction F' est définie sur R‘

e—xQ(tZ—i)
e YVt € R, la fonction x +—> 7 est continue sur R.
—1
fa:Q(t27i)
e Vx € R, la fonction ¢ — 2 est continue (donc continue par morceaux) sur R.
—1

1

e Soit ¢ : R — R, définie par ¢(t) = \/ﬁ

. La fonction ¢ est intégrable sur R (1)a)) et
d’aprés 1)a)

V(z,t) € R? e o <2
xr X
’ ’ 2 —i Vir+1

Donc, d’aprés le théoréme de continuité sous le signe somme, ’F est définie et continue sur R.

Soit = > 0. Pour tout ¢t € R,

—(zt)?
e ( t) < ei(xt)Q

(£2)2 + 12 =

e—mz (t2 —1)
12—

1
Car1+t*>1, donc —— <1
V1+itt

2

1
Comme t2¢~(#1)° P 0, & partir d’un certain +#y on a 0 < e~ (@) < 7 donc ¢+ e~ (@)* egt
—> 00
oo 242
intégrable sur R. En intégrant entre —oo et +oo il vient |F(x)| < / e T dt.
—00



DST

2)

L’application ¢ — xt est un €' diffécomorphisme car z # 0. Le changement de variable v = zt ne
change pas les bornes (z > 0) donc

+o0
/ ot g Ly VT

—oo T x

™
Comme VT ——— 0, par encadrement | lim F(z) =0
€T Tr—+00 Tr—400

De plus F est paire, donc | lim F(z)= lim F(z)=0

T—r—00 r—r—+00

2042
e (t 1)

a) Soit 0 < a < b, on considére le segment [a, b] C]0, 4o00[. Soit h(z,t) = i
—1

—?(t%—i) 0 .
e Vt € R, la fonction z +— o est de classe € sur [a,b], et a—(:c,t) = 2z (=0,
—14 x
e,x2(t2,i)
e Vz € R, la fonction t — i est intégrable sur R (d’aprés 1)a));

x2(t?—

la fonction ¢ — —2ze™ %) est continue (donc continue par morceaux) sur R.

e Soit p : R — R, définie par p(t) = 2be~ """, La fonction ¢ est intégrable sur R (1)c)) et

2

V(o t) € fab] xR, |=20e 0] = 2ol < 206 < 20 = (1)

. 242 , .
Car |z| = 2 < b, puis z + e~ * est décroissante sur [a, b].

Donc, d’apreés le théoréme de dérivation sous le signe somme (ou théoréme de Leibniz), il vient

+00 )
F est €' sur [a,b] et F'(z) = / e (1) gy,

—00

Trouver avant la fonction ¢, en essayant de majorer, au brouillon (cf. les techniques de magjoration revues
en début d’année), puis rédiger comme je Uai fait. Tout se passe sur |a,b].

P . 2 . /
Par conséquent F' est € sur U [a,b] = R7, puis par parité sur R*. L’expression de F' est

0<a<b
valable sur R, puis par parité sur R*.

b) Soit € R’,. D’aprés le calcul effectué en 3)c) (valable sur RY ),

/ _ oo o —x2(t2—1) _ ix? oo —r2¢2 _ o ix?
F(z) = 2xe dt = —2ze e dt = —2e"" /7

—0o0 —0o0

Le résultat reste vrai sur R* par parité. Ainsi |Vz € R*, F'(x) = o /meir?

Ve>0 F(0)— F(z)=— /Ox FI(X)dX = 2\/7?/; X dx

1
c) i) La question de la convergence a été réglée au 1)a). La fonction ¢ — n est un ¢! difféeomor-

1
phisme de ]0, +oo[ dans |0, +oo[ donc on pose le changement de variable u = T

400 2 400 1 400

t d 1
/ . 4dt:/ e ;L:/ 7 du
0 1+t 0 1+FU 0 1+u

ii) Cette question était facile, il suffit d’appliquer le résultat précédent. Mais aprés 2 ou 3 heures de DST

vous voyez moins clairement ce genre de choses, visiblement...

+o00 +oo t2 44
Par parité, F'(0) = 2/ dt = 2/ 1 dt. Donc il vient

2 —4

—+00 t2 400 1 “+o00 1 T
F(0) =2 " gt 42 S dt=2(1+i L dt= (140~
(0) /0 TR Z/O 1+ ( H)/O 1+ ( H)\/é
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d) Méme remarque. D’apres 2)d), /0 et dt = 2\1/77_(F(0) — F(x)), et d’aprés 1)c), xgr—ir-looF<x) =0,
donc N ) =
T
E = lim Pdt=——F(0) = Y —(1+1
Jim [ 50 = )
Par conséquent, | C = Re (E) = VT et S=Im(F)= VT
2v/2 2v/2
Exercice 3 (CCP PSI, 2011 — corrigé UPS)
Partie 1 (étude de séries)
1) a) Soit p € N*.
3p p—1 p—1 1 P q 1
Zak = Za3k+1+za3k+2+za3k 2+Z@_E
k=1 k=0 k=1 k=0 k=0 k=1
P&l &
S R
k ko k
k=1 k=1 k=p+1
I e
o - h
mPth 1 + p Piolts
1
b) On fait apparaitre une somme de Riemann (d’ordre 2p) associée & ¢ : t — o sur [0, 1].

Comme la fonction est continue sur le segment, on peut appliquer le théoréme sur les sommes de

Riemann. , ,
p p 1
1 h dt
E ap =2 % E (=) — 2/
=1 P 2p” | p=+oo Jo 142t

c’est a dire

pgrﬁoo ; = ln(3)

n
En notant A4, = Z ay, on a montré que As, — In(3). Comme Az, = Asp + agp1 et Agpro =

k=1
Aspi1+aspyo on a aussi convergence vers In(3) des extraites (Asp41) et (Asp12). Nos trois extraites

sont convergentes de méme limite et recouvrent toute la suite des sommes partielles. On a donc
convergence de la suite (A,) (voir exercice 2 de la feuille sur les suites) avec

lim A, = Zak =1In(3)

n—-+o0o

. 1 2km 1 1 1 .
c) Soit up = %cos 5 ) On a ug, = %, Ugpy1 = —m et ugpyo = —m. Ainsi,

up = —%. La convergence de Z(an) entraine celle de Z(un) et

Zuk——fZak —fln) 1n<\}§>

2) a) S,(t) est la somme des termes d’'une suite géométrique de raison e # 1 et on a donc
eit — (eityntl _— .
Sn(t) = Tt p(t)(e I — )

La réaction doit étre pavliovienne a la vue de [’expression de S,,.
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b) On a, pour t # 0[27],

e -1 cos(t) — 1 . sin(t)

P = [T 12 = Toos(t) = 1P Tsm(@D?  (eos(D) = 1)? & sm(t)?

‘ ¢ est donc une fonction de classe C! sur [r, o] ‘ (ses parties réelle et imaginaire le sont).

c) Une intégration par parties donne
ei(n-‘,—l)t 1 a
t _ Z(T’L+1)t / t dt
m U i(n+1)/7re 2 (1)
K

¢ et ¢’ sont continues sur le segment [, a] et sont donc donc bornée sur ce segment. En notant
My et M; des majorants sur ce segment de |p| et ||, on a alors grossiérement

/ €i(n+1)t(p(t) dt’ <

/ Bi(nJrl)th(t) dt =

2 M, —m)M
0+(Oé 7'(') 1

0
n—+1 n—+1 n——+00

On en déduit que

« .
lim e o(1) dt = 0

n—-+o0o -

d) Par linéarité du passage a 'intégrale, on a
eika ik 1

/aS(t)dt—Zn:/ae““tdt—zn:_e _7261'@_} Sk
. *kzl,r *kzl ik T k i 2

k=1 k=

—_

Le second terme du membre de droite tend vers i1n(2) (par hypothése). On a aussi

/ S, (t) dt = / o(t)e! Dt — / eto(t) dt

™

qui tend vers / eo(t) dt quand n — 400 (question 2)c)). On en déduit que

s

n

ika a
lim ek ——ln(2)—i/ eo(t) dt

n—-+0o00

61]4:0(

k

ce qui prouve la convergence de Z < ) et explicite la valeur de la limite.
k=1

e) On a, pour t # 0[27],

. eit/2 eit/2
ep(t) = — — =
eit/2 — e=it/2  2isin(t/2)

f) En passant aux parties réelle et imaginaire dans le résultat de la question 2)d) on en déduit que

les séries Z <cos§€ka)> et Z <Sln(]€ka)) convergent et que
k=1 k>1

+oo

cos(ka) S it
> - _1n(2)—/7r Re(ie" (1)) dt
B “ cos(t/2)
= 111(2)/7r mdt
—In(2) — [In(|sin(t/2)])]7
= —In(2sin(a/2))
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+oo .
sin(ka) @ it o [tdt T«
Z P /7r Im(ie"p(t)) dt = /Tr 5 =5

k=1

Le résultat est cohérent avec celui de 1.1.c puisque 2sin(7/3) = V3 (27/3 n’est pas dans [r, 27|
mais ’hypothése importante est seulement « # 0[27]. . .).

Partie 2 (Limite d’une intégrale)

1)

2)

Soit M un majorant de |g| sur R.
Soit x > 0. t — f(t)g(xt) est continue par morceaux sur Ry et le seul probléme d’intégrabilité est celui
au voisinage de +o00. Or, |f(t)g(z,t)| < M|f(t)| et le majorant est intégrable au voisinage de +oo. La

fonction est donc intégrable sur R, et a fortiori, son intégrale fg(x) existe. | De plus

+oo
o @l <M [ islar

ce qui montre que | f, est bornée sur R.

o Vt >0, v — f(t)g(zt) est continue sur R4 (g est continue).
o Vx>0, t— f(t)g(xt) est continue par morceaux sur Ry (g continue et f continue par morceaux).
o V(z,t) € RY |f(t)g(xt)| < M|f(t)]. Le majorant est indépendant de x et intégrable sur R

D’aprées le théoreme de continuité sous le signe somme, | f, est continue sur R.

1l n’y a, dans cette question, pas de raison d’exclure le cas x = 0.

a +o0o
a) D’aprés l'existence de l'intégrale de |f| sur R, on a / |f(t)|dt —— |f(t)|dt On a donc
0 0

a—+00

/+OO |f(t)| dt = /+OO |f(t)|dt — /a |f(t)] dt — 0 ce qui s’écrit
a 0 0 a—+o00

+oo
/ )] dt] < e

On a a fortiori le résultat demandé (pour € > 0 donné le A précédent convient).

Ve >0, 3A >0/ Va > A,

Dans une question de type « Montrer que », détaillez!

b) Une intégration par parties donne, pour z > 0,

/OA f(t)eixt dt = f(A)ewA — f(O) - % AA f/(t)eixt dt

1

/ . . . . IBN
f' est continue sur le segment [0, A] et donc bornée sur ce segment. Une majoration grossiére

donne alors 4 !f/\
) A 0 su
et a < LSO, Anvry

Le majorant étant de limite nulle quand x — +o0, on a donc

A
lim / ft)e*t dt =0

T——+00 0

c) Soit ¢ > 0. La question 2.1 donne un A. La question 2.2 donne alors un zy au dela duquel

t)eixt dt| < €. On a alors

Va T = To,

folx

+o0
mdt‘ / If(t)] < 2e

Par définition des limites, on a donc montré que | lim fg( x) =0
T—+400
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3) a)

b)

d)

On peut procéder par double intégration par partie ou (c’est l'option choisie ici) transiter par
I’exponentilelle complexe.

T —e™ — 1\ 14e™
0(y) =1 VO gy ) = Tm [ — =
()=t ([0 ay) =t (=) - LT

Le changement de variable v = tx donne

a 1 axr
Va > 0, / e sin(xt)| dt = / e " sin(u)| du
0 x Jo
En faisant tendre a vers 400, ax — 400 car x > 0 et les différentes intégrales existent (¢ = | sin |

est bornée). On obtient,

~ I
E(z) = / e = |sin(u)| du
0
Le changement de variable v = u — k7 donne

x
(k+1)m u T ot ker Tr 1
/ e = |sin(u)| du = / e s (v)| dv = e 50 <—>
km 0 x

. , L. , L. . _n . L.
La série proposée est la série géométrique de raison e =. Sa raison est dans | — 1, 1] et la série
converge avec

+oo
_kn 1
e T =

o l—e %

~ (n+1) N
E(x) est la limite quand n — +oo de / e = |sin(u)| du. Par relation de Chasles et avec
Z Jo

les questions précédentes, on a donc

Ze 9 _ X ]."‘67g
2242 ez

_r 7T . .1 . . N
Quand z — +oo,ona l—e = ~ — ce qui permet de lever 'indéterminantion quand on passe a
T

la limite et d’obtenir
lim E(z)=—

Tr——+00 T



