Lycée La Prat’s Vendredi 6 octobre 2011
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 2

Correction

Exercice 1 (Petites mines 2010, épreuve commune, premier probléme)

Partie 1
1) z € Z si et seulement si z # 0 et x +1 > 0 donc ‘ 9 =] — 1,0[U]0,+oo[‘
72
2) In(14+2)=2— = + o(z?)

3)

4)

T
Par conséquent f(x) =1— 5 + o(z) au voisinage de 0, ce qui implique entre autre que

‘ f admet en 0 un prolongement par continuité par f(0) = 1.‘

1
La fonction f admet un développement limité a I'ordre 1 en 0, elle est donc | dérivable en 0 et f/(0) = —5
1 In(zx+1) x—In(z+1) 1
our tout @ JEAR z(r+1) x? x2 z+1

La fonction f est dérivable sur D’ (car dérivable sur 2, et en 0 d’aprés ci-dessus).

_ 2%/2+4 o(z?)
= 2

1
De plus f/(z) —140(1)~ 5= 1'(0), donc f’ est continue en 0.

Comme f est €' sur D comme composée de fonction €, il vient | La fonction f est €' sur D'.| (//(0)

. N . .o . y . 7 3 . -/
eriste dés que f est dérivable en 0, ou sinon n’existe pas : on ne peut en aucun cas prolonger f' ! La fonction f

(limite du taux d’accroissement, pente de la tangente, blabla) est entierement déterminée par f, on n’a aucune

liberté pour la prolonger par ci ou ¢a. Ca n’a pas de sens.)

k
Ve e 2, f'(z) = (_5932 Le dénominateur étant positif, il suffit d’étudier le signe du numérateur.
x x
La fonction k est dérivable sur 2’ comme composée de fonction C* sur 2’ et k'(z) = —In(z + 1).
* k:(O) =0 : ) x -1 0 +o0
. Em f =0 (par croissance comparée).
oo
° hr{lf = +00 k/(fL’) + 0 —
0
signe _ _
de k(x) 0
@) - -
2
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Partie 2
1) La fonction f est continue (donc continue par morceaux) sur le segment [0, 1], donc elle est intégrable
sur celui-ci.

2) Soit t € [0,1]. On reconnait la somme des termes d’une suite géométrique.

—1
L—t+2 =+ (=)t = nZ(—t)’f Il Gl
prd 1+t

Donc, en intégrant entre 0 et x, pour tout x € [0, 1], il vient

T x(_t)n x(_t)n
Puz)= [ ——dt— —In(1+a) -
() /01+tdt /0 = =11+ ) /0 =

3) Soit n € N et z € [0,1]. Pour tout ¢ € [0, 1], (l_j-)t < t" donc
T —H)" x n+1
IRy (2)] </ (D" g/ ndt =2
0 1 + t 0 n -+ 1
xn+1
Conclusion : |Vn € N, Vz € [0,1], |Rn(z)| <
n+1
n k n k-1 n k
: _ k—17 _ T AN k12" _ Pa(x)
4) Soit 2 €]0,1]. Qu(x) = > (=1 72 done Qn(x) =) (-1) = EZ(_D T .
k=1 k=1 k=1
P,
Ainsi, | vz €]0,1], Q@ () = o)
x
/ Rn(x) ) N L e
5) Pour tout z €]0,1], gn(z) = Q,,(z) — f(z) = (d’apres 4) et par définition de f). La formule reste

T
valable en z = 1.

La fonction g, est continue sur [0, 1] car @, (polynéme) et f le sont. En intégrant entre 0 et 1 il vient

1 B B B 1 ) o I\Rn(x)\ ) 1i .
/0 gn(t) dt) = |Qn(1) — Qu(0) L|</0 gn()]d —/0 LLICI </0 a

x n+1
Comme Q,(0) =0 t/l o d—$ ]Q(l)—L\</1\ (x)|d <;
R RS B RS VR S o TS e
: 1 :
Or nll)r_il_loom:()donc nll)r-{-loan(l):L

6) La distance entre L et Qn(1) est au plus

1
— . On veut donc +1= onc =
LR 0 donc N +1 = 10? donc | N = 99

Partie 3

1) La fonction f est composée de fonctions de classe € sur |0, +o00[ donc est €°° sur ]0, 4o0].

—3z — 2 In(1+ x)

2) Pour z €0, +oo|, | f(z) = (1+ z)2a2 3

3) Montrons par récurrence que la propriété :

H, 3T, € R[X]3Ja, € R/ Vz e Ry fV(z) =

est vraie pour tout n > 1.
e H; : est vraie d’aprés 1.3), avec T3 = 1 et a1 = —1.
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*

e H,, = Hy,y1 : Supposons H,, vraie. Soit T}, le polynome et a, € R tels que pour tout x € R

T (z) In(1 + z)
(1 + z)nan I gt

F)(@) =

Alors, en dérivant, pour tout x € RY.

n T! (x —n(2x +1 an(l 4+ 2)" In(1 4z
f( H)(x) = (l%—i)"a:” +Tn($)((1 _ﬁx)x)TH)*l (1 +(m)n+1;n+1 —(n+ 1)an(xn+2)
_ (T4 22T (z) —nz + DTh(z) + an(l +2)" (n+1) In(1 + z)
B (1 + a)ntigntl gt

Thi1(z) In(1+ z)
(14 z)ntigntt Ol s

Avec Tyy1 = (1 + )T (2) — n(2z + )Ty (2) + an(1 +2)" et apy1 = —(n + 1)ay, : Hpy1 est vraie.
T,(x) In(1 + z)
(14 x)ngn 7" gntl

e Conclusion : |Vn >1 3T, € R[X]3a, € R/ Vz e R, f™(z) =

4) D’apres les relations de récurrence trouvées a la question précédente, a, = (—1)"n!. La dérivation
laisse stable Z[X], et la relation de récurrence ne fait intervenir que des polyndémes a coefficients
entiers. Comme Z[X] est un anneau, T;, € Z[X] entraine T;,4; € Z[X]. Or 71 = 1, donc par récurrence

‘Tous les coeflicients de T,, sont des entiers. ‘

5) Pour tout z € RY, f(x) =In(1 +x) x é = g(z)h(x) avec g(x) = In(1 + x) et h(z) = %

La formule de Leibnitz s’écrit

n

n n e —1)Pp! —1)Pp!
=3 <k>g(k)h( B avee  VpeN ¢PD(@) = (1(‘|'1)')p+l ot 1) = )
k=0

En remplagant, il vient f™ (x) =

(U +a) | 5 <n> (~DF (k= D! ()" F (- B

ot < \k (1+a)k Zn—k+1

1
En multipliant la somme par (1+x)™z", on trouve finalement | T, (z) = (—1)""'n! Z E(l + z) kgl

1
Pour n =2, Th(x) = —2 <(1 +z)+ 2:1:) = —3x — 2, cohérent avec le résultat du 2).

Exercice 2 (Petites mines 2006, épreuve commune)

Partie 1 (Généralités sur f,.)
1) Le dénominateur ne s’annule jamais (cosx € [—1,1]) donc

2) Casn=0: Pour tout z € R, —x € Ret fo(—z) = 2_8& = —fo(z) donc ‘ fo est impaire‘
— Cos T

Cas n € N* : Pour tout x € R, —z € Ret f,(—x) = L —— — fn(z) donc ‘ fn est impaire. ‘
2 —cosx n
sin(z + 27)
2 — cos(z + 2m)
. sin(2m) 27 27 ; PTUNET
Casn e N": f,(0)=0et f,(04277) = ———————=——#0 donc‘fn n’est pas 27-périodique. ‘
2 —cos(2m) n n

La négation de Yx P(x) est 3z nonP(x), et souvent le plus simple pour montrer un « 3z » est de construire

3) Casn =0 : Pour tout z € R, fo(z +27) = = fo(z) donc ‘ fo est 2m-périodique. ‘

concretement un x qui convient.
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4) Pour n = 0 la fonction est périodique donc la courbe s’obtient par translation selon l'axe des x, aprés

avoir utilisé la parité.

Soit n € N*. Pour tout = € R, f,(z + 27) =

%, dans le repére (O, 7,7 ) s’obtient par

%

sin(z + 27)

T+ 27

2 — cos(x + 2m)

n

2
= fo(z) — % donc la courbe

translation de vecteur 277 —

27T_>
n

11 suffit d’étudier f,, sur [0, 7] pour tracer sa courbe sur R tout entier :
d’obtenir €%, sur [—m, pi], puis on obtient ¢, sur R par la translation précédente.

Partie 2 (Etude de la fonction f,.)
1) La fonction fy est dérivable car composée de fonctions dérivables.

2) Le dénominateur est strictement positif, et 2cosz — 1 = 0 <= z =

la parité de f, nous permet

(cosz)(2 — cosx) — sin” x

2

fol(z) =

(2 — cosx)?

V3

fo(0) = 05 fo(5) = %53 folm) = 0.

3) Courbe :

37

g (sur [0,7]) d’ou le tableau.

T

X 0 5 T

0(z) + 0 -
V3

fo 3 \

0 / 0
f(z)
1 1

4) La fonction fj est périodique donc, si ce sup existe, sup fo = sup fo. D’aprés le tableau de variation
R

[_Wvﬂ}

de la question 3 (écrit en 2), et sachant que la fonction est impaire, on trouve

sup fo =
R

V3

3

Ainsi,

sup | fo| = max (supfo, —inffo) =
R R R

V3
3

Partie 3 (Etude de la fonction : g : z

1) (7, =R*

2) Bn 0, gla) ~ —"—

sin x

x—0

lim g(z

) =0

1%ff0 =—

V3

3

x(2 — cos )

)
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3)

4)

5)

m—%?—l—o(ﬁ) - 1—%2+0(:E3) B 1—%4—0(1‘3)

9(@) = r(2—cosx) 2—cosx 14 % + o(x3)
2 2 9 2
- <1 - % + o(:c3)> <— (% + 0(x3)> + (% + 0(3:3)) + 0((2)2)>
2 2
_ <1 - % n o(x3)> <—x2 + 0(553))
2
= |1- gxz + o(x?)
La fonction g est paire, donc son DL ne contient que des termes pairs.
La fonction g admet un DL a l'ordre 3 en 0, donc a fortiori & 'ordre 1, d’out ‘g est dérivable en 0| et

g'(0) = 0| d’aprés le DL.

La fonction g est continue (car dérivable) sur |0, 7], et prolongée par continuité en 0, donc continue
sur [0, 7). De plus, elle est strictement décroissante (¢ < 0) sur ]0, 7], continue en 0, donc strictement
décroissante sur [0, 7].

Finalament, le théoréme de la bijection s’écrit : g est une bijection entre [0, 7] et g([0, 71]) = [g(7), g(0)] =
[0, 1].

Partie 4 (Etude d’une suite qui annule f,.) /3 V3

1)

2)

3)

Exercice 3 (ATS 2007)

1)

2)

3
L’équation f,(a) = 0 s’écrit fo(a) = ¢ Oor d’apres 2.4, f,(a) € [— 3 ?} Donc a < n\g < nV3.
n

Comme a est un réel strictement positif, | a appartient a I'intervalle [0, n\/g]

Soit x,, €]0,x]. Alors
Tn 1 /1
fo(xn) =0<= folzp) = — <= gz, = — <= z,=g (—)
n n n
Car g est bijective de ]0, 7] sur [0, 1] d’aprés 3.5).
1
Conclusion : |11 existe un unique réel z,, appartenant a ]0, 7] tel que f,,(z,) = 0. 2, = g~ (—)
n

1

D’aprés 2), z, = gfl(
n

continue.

>. Or go' = h:[0,1] — [0, 7] est continue comme réciproque d’une fonction

1
De plus, (—) est une suite convergente de [0, 1], de limite 0 € [0, 1]. Donc par continuité de h,
n

n

La suite (z,,) est convergente et lim x, = h( lim —) = h(0) = .
n—r—+0o0 n—+oo n

1
Pour tout = € R, f}, est dérivable car Arctan Dlest et | fi.(z) = T @ik

1 1
Deplu&96'>Oﬁ%“”>’“7T>0:>0<f’/“(36):1+(ac+lmr)2<1+(/<77T)2<1

_ 1
14 (km)2 |

La fonction g est dérivable et g, = fi. — 1. Or fi. < 1 avec égalité pour x = —km seulement.

Donc [Vz > 0, 0 < fi(z) < 0 < 1|ou|d

Donc g;, < 0 sauf en un point, et finalement ‘ gr. est strictement décroissante sur R. ‘

La fonction gj, est continue et strictement décroissante sur [O, g} . De plus g;(0) = Arctan (km) > 0 (car
T T m
km > 0 et Arctan est strictement croissante) et gk(g) = Arctan (5 +km)— 5 < 0 (car Arctan < 7/2).

Donc, d’aprés le théoréme de la bijection, il existe un unique réel 8 € }0, g [ tel que gi(0x) = 0.

Or gi(z) = 0 <= fr(x) = z. Ainsi, | Il existe un unique réel 0, € }O, g[ tel que 0 = fi(6k).
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3) Up = fk(unfl)'

)

5)

a) up = 0 donc par construction de 6 (d’apres 2.), 0 < 0. Soit n € N*.
La fonction fy, est croissante sur Ry (f;, > 0 d’aprés 1.), donc f}! aussi (composée n fois) et

up = fr(0) < fr(Or) = Ok

De plus, d’aprés 1), pour tout = € [up—1,0k], 0 < fr.(z) < Jk. En intégrant sur cet intervalle, il
vient

0 < fu(Ok) — fr(un—1) < (0 — un—1)
(Que lon utilise le TAF ou qu’on intégre 'encadrement, dans tous les cas il faut commencer par vérifier

lordre des bornes de l'intervalle. Sinon on ne maitrise pas le sens des inégalités.)
Or fr(0r) = Ok et fr(up—1) = up. Finalement, ‘Vn e N* 0< 0 —up <00 —tup—1) ‘

b) Par récurrence on obtient ¥Yn € N*, 0 < 0 — up, < 0 (0 —up). Or 0 < §;, < 1 donc lim dj =0,

n—-+00
et par encadrement lim (u, —0) =0:| lim wu, = 6
n—-+o0o n—-+oo
1
c) D’aprés ci-dessus, 0 < 0 — uy, < 07(61 — up), avec ug =0, 61 = 5.2 et 61 €]0,7/2].
T
log(Z10'%) _ 16
Donc il suffit que n vérifie -7 <1071, Clest-a~dire n > M > — =16
(I1+72)n2 log(1 + 72) 1
Conclusion : \n = 1 convient. \
Or = fr(0r) = Arctan (0 + k7). Or vy, = O + km €]km, 7/2 + kx| donc klim v = +00.
—+00
De plus lim Arctan = ~. Ainsi lim  f(6%) = —, et | lim 6), = -
us lim Arctan = —. Ainsi lim =— im =—
p +o0 2 k—+o0 Rk 2’ k—+oo k 2
D’aprés le calcul de f}, en 1), fx est strictement croissante. De plus 0 < 6 < g Donc
1
Arctan (km) = fix(0) < fi(6k) = 0k < fk(%) = Arctan ((k: + §>7r>
s 1 .y
Or pour z € R, 5 Arctan (z) = Arctan <> Ainsi, finalement,
T
1 1
Arctan | ———— | <7 = T_ 0, < Arctan ()
(k + %)7‘( 2 km
1 1 1 1 . .
Arctan ~ ~ — ~ Arctan [ — | donc en divisant ’encadrement précédent
1
ar —
p .
1 1
km Arctan | ——— | < kn7m, < kmm Arctan <k>
0

(k+%>7r

Les deux extrémités de I’encadrement tendent vers 1 en +oo par définition des équivalent précédent.

Donc, par encadrement, lim knrrp = 1.
k—+o00
. 1
En conclusion, |7, ~ —
km

Attention ! Equivalents et petits o d’une part, et inégalités d’autre part, ne font pas bon ménage. Toujours repasser

par une limite lorsqu’on a un encadrement de ce type, en divisant par l’équivalent visé.



