Lycée La Prat’s Vendredi 9 septembre 2011
Classe de PT

Epreuve de Mathématiques 1

Correction

Exercice 1 (ESC Chambéry 2009, option E)
1) a) Pour tout z € R, h'(z) = 42> — 4 = 4(x — 1)(2* + z + 1) donc

T —00 1 400
' (x) - 0 +
+00 +0o0
L \ /
—2
b) La fonction h est continue, strictement monotone sur | — oo, 1[, de limites aux bornes de cet

intervalle de signes opposées, donc ’équation h(x) = 0 admet une unique solution «. De méme
sur |1, +o0[, (donc g > 1).

De plus h(0) =1 > 0 donc |« € [0, 1] |.

2) a) Pour tout z € R, ¢(x) = 2°, donc

x 0 1
gdx)| 0 +
1
g |, 2
4

b) Montrons par récurrence que la propriété :
Hp: 0<up <upgr <1
est vraie pour tout n > 0.
1
. @:ulzg(()):zdoncogu[)é

e H,, = H,+1 : Supposons H,, vraie.
La fonction ¢ est croissante sur [0, +oo[ donc en particulier sur [0, 1] :

< 1: Hp est vraie.

] =

0 < up < tnp1 < 1= 9(0) < g(un) < g(untr) < g(1)
oo, 1 1 1 1 )
Ce qui s’écrit 1 L Upt1 € Upg2 < 3 Comme 0 < 1 et 3 < 1, Hpyq est vraie.
e Conclusion : ‘Vn =0 0 < up < Upq1 < 1‘

c) La suite (u,) est croissante majorée, donc convergente. Notons £ sa limite.
La fonction g est continue, donc par passage a la limite, uy+1 = g(uy,) s’écrit £ = g(¢). Or g(z) = x
équivaut a h(z) = 0.
Ainsi, d’aprés 1)b), £ = « ou . Or £ € [0, 1] puisque uy, € [0, 1] pour tout n : ce n’est pas f.

Finalement, ‘ (up) converge vers a. ‘
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Exercice 2 (ATS 2010, exercice 1)

Il s’agit d’intégrales de Wallis, un classique.

1 [ 1 [
Pour tout k € N, on pose I}, = / (sint)?* dt et Jp = / (sint)?*(cost)? dt.
T Jo T Jo

1 (7 1 (7 1 /™1 1 in(2t)77 1
1) IOZW/ dt=1et Il:w/ sin2tdt:ﬂ/ i(l—cos(Qt))dt:% <7r— [smé )}0> =5
0 0 0

2) Pour tout k£ > 0,

1 1 4 1 ("
Iy — 1 = — smt 2k=2 4t — (sint)?* dt = = [ (sint)?*72(1 — sin®¢) dt
™ m™Jo ™ Jo
= / (sint)?*2(cost)? dt = Jj_,

3) Pour tout £ >0

1 t 2k—1 u 1 ™ 3 t 2k—1
— [ sin cost] - / w(—sint) dt
T 0 0

2k -1 T 2k —1
= 1
0+ Qk -1
. . 1 2k —1
D’aprés 2) I_1 — Iy = Ji_1, et on vient de montrer que Jy_1 = mlk’ donc | I, = o T4
4) Montrons par récurrence que la propriété :
(2k)!
I =
[ Ak (k12
est vraie pour tout k > 0.
1 2!
o Hi: 11 = 5= = 4(1'>2, donc H; est vraie.
o M = Hy41 : Supposons Hy vraie. La relation (R) trouvée a la question 3) nous donne :
2k+1
1, = I
R TSN o
+ !
T 2k +2 4k(k!)? ()
o @CE+DRE+2) (2K 2k+1) 2k +1)!

(2k +2)(2k +2) 4k(kN)2  4(k + 1)24k(kD2 — 4k+1((k 4 1)1)2

Donc Hj41 est vraie.

(2Kk)!
4R (k1)2

5) a) Soit n > 0. La relation (R) obtenue & la question 3) s’écrit, aprés passage au logarithme,

2n — 1 1
Up = Up—1 + 1n =Up_1+In{1——
2n 2n

e Conclusion : |Vk >0 I, =

b) h(z) = ﬁ > 0 sur |—1,0[, donc h strictement croissante, or h(0) = 0, donc ‘ h <0sur|—1,0[ ‘
1 1
c) Pour tout k > 0, ~o €] — 1,0[ donc d’apres la question précédente, h( 2k:) < 0. Par suite,

m(1-2)<_-L
. 2%k 2%k
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d)

e Pour tout n > 0, v, —w, =In(n+ 1) —Inn > 0, donc w, < vy,.

De plus, v, — w, =In(1 + =) —— 0.
n°- n—+oo

e Décroissance de (vy,) : en utilisant n =n + 1 — 1, il vient

1 1 n 1 1 1
—vp = ———In(n+1)+lnn = 1 = I (1-——) = h(-—~) <0
U1 ~bn = STl Hinn = Smmn (Co) = S (1 02) nt1) "
e Croissance de (wy,) : comme In(1 + z) < = pour tout x €] — 1, 4o00[ (courbe sous la tangente),

1)21 1

n+1 n+tl n+l
e Conclusion : les suites (vy,) et (w,) sont adjacentes, et convergentes de méme limite.

n

1 1
wnﬂfwn:mfln(n+2)+ln(n+1):mfln(lJr

On wient de prouver le résultat tmportant suivant : Z T~ Inn. En particulier la limite de cette

k=1
somme est +00.

n n n
1 1 1 1
D’aprés 5)c), en sommant les inégalités, il vient u,, = E In <1 — %) < E ~or = 3 g T

1
Or g — = v, + Inn et tend donc vers +oo. Ainsi, | lim u,, = —occ.
1 k n—-+o0o

En passant a 1’ exponentielle, on trouve | lim I, = 0.
n—+00

Exercice 3 (TPC 2007, exercice)

Partie 1

o7 . . . . PN 5 L, 5 N . . - .3 p
1) a) Remarque préliminaire : j est une racine 3-iéme de lunité, c¢’est-a-dire une solution de X° = 1 )

b)

Cette équation s’écrit aussi X> —1 = (X —1)(X? + X 4+ 1) = 0. Puisque j # 1, j est forcément racine de
X2 4+ X 41 (pour que le produit soit nul) : . Soit p € N.

e k=3p:j*= (2P =1 donc S(3p) = 3.

e k=3p+1:S@p+1) =1+ )i+ (P> =1+j+5>=0.

o k=3p+2:SBp+2) =1+ )P+ ()P =147+ =1+ +5=0.

Conclusion : [¥p € N,  S(3p) =3 et S(3p+1) = S(3p+2) = 0

Soit P € C[X] de la forme P =Y _ a;X*.
k=0
P(X)+P(jX)+P(j ZakX +Zakijk+Zak Xk =3"a (1 + 5%+ (jQ)k) x*
k=0

On pose N = E(n/3), la partie entiére de n/3 (donc n = 3N, n = 3N +1oun = 3N +2). D’aprés

N
le résultat de la question 1)a), | P(X) + P(j X) + P(j2X) = ZakS = Z3a3pX3p .

Ri(X)= (X —k)(jX —k)(2X —k) = X3 —k(1+] +IOXPH (14 + )X -k = X3 -k
(Sans calculs : les m(im s de Ry (X) sont k, jk et j 2k, c’est-a-dire exactement les solutions de X3 = k2,
donc R(X) = a(X? — k%).)

T = RiRaR3R4, o Ry est le polynome de la question précédente. Comme Ry est un polyndéme

en X3, | T est un polynéme en X3 |

Surtout, éviter de développer le polynome T de degré 12...
T = RiRyR3R4 donc T(X) = (X3 — 1)(X3 — 2%)(X3 — 33)(X3 — 43).
Ainsi, avec | H(Y) = (Y — 1)(Y = 23)(Y — 3®)(Y —4%) |, H(X?) = T(X).
Les racines de H sont 1, 23 = 8, 3% = 27 et 4% = 8% = 64.
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d) Méthode directe :

T(X)=0 < Q(X)=0 ou Q(UX)=0 ou Q(*X)=0
— X=1,230u4 ou jX=1230u4 ou j°X=1,2,30ud ou
1 s — 1
Or - = e 55 =7 =j% et —5 = J, donc en divisant par j et par 42 les équations ci-dessus, on

trouve que les racines de T sont

{1,2,3,4, 5%, 25% 352,452, 4,24, 37,45}

Seconde méthode : D’aprés 2)c), T(X) = H(X?), donc
T(X)=0+= H(X?) =0+ X>=1,2%,3%ou 4’

En résolvant chacune des équations X> = a ci-dessus, on trouve

{1,4,5%2,24,25%,3,37, 352, 4,45, 45%}

Partie2 /0 1 0
1) K’=1(0 0 1 , puis K3 = I.Désormais, il n 'y aura (presque) plus de calcul matriciel explicite a faire :
1 00

1 1 1
A= (K -D(*K-1)=?K* - jK - K+ =K* - (j+j)K+I=K*+K+I=|1 1 1
1 1 1

et pour B le calcul est identique & celui de Ry (X) (K et I commutent) :

B=(K-I)(K—-jI)(K—-j7)=K>-(1+j+)K*+ 1+ +j)K - T=K*-1=0

) WA
2) a)e PP=PK)=-A=-[11 1],
3 3
111
1 (1 j°
o P =P(’K) = ;(I+ K +jK*) =2 |7 1 j|,
3 3 2
J Jj 1
IR
. 1 . .2 -2 1 . -2
o By=PUE)(I+jK+jK)=2|J 1 J
.9 .
g5 1
1 1
b) e P1P2=§(I+K+K2)(I+j2K+jK2):§(1+j+j2)(I+K+K2):0
1
'P1P3:§(1+j+j2)(I+K+K2):O
1 ) . . . 1 o
o PPy = o(I+ 7K+ K (I +jK + 7K = = c(1+j+ ) (I + K+ K*) =0

o P2 = %(I+K+K2)2 = %(12 + K? + K* + 2K +2K? + 2K%) = %(3[+3K2+3K) =P,
e De méme pour Py = Py et P{ = P3.
Donc les P, sont des projecteurs.
3) a) F C .5(C). La matrice nulle appartient & F, donc F # (.
Soit M(a,b,c) et M(a',b',d') € Fet \€ C,on a :

Aa+ad e+ Ao+
AM (a,b,c) + M(d',b',d)= [ AM+V da+d I+ | =MMa+d o+, Ae+)eF
Ae+cd Xb+b da+d

Donc F' est un sous-espace vectoriel de .#3(C).
1l était plus rapide et plus efficace de remarquer que F = Vect (I, K, K?).
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b) On remarque que F = Vect (I, K, K?), puis que pour tout (a,b,c) € C?,

b
al +bK +cK? =0 = c|l=0=a=b=c=0
a

o o
QO

Donc la famille (I, K, K 2) est libre et génératrice de F', c’est une base de F. Ainsi dim F' = 3.
4) a) La famille est génératrice par définition, il reste 4 montrer qu’elle est libre. Soit (A1, A, A3) € C3
tels que A\ Py + Ao P + A3 P35 = 0.
Deux méthodes : calculs directs, on tombe sur un systéme de 9 équations, avec seulement 3
a + b 4+ ¢ =0
équations distinctes : { a + j%b + je = 0 .
a + jb 4+ j% =0
La matrice de ce systéme est de déterminant (& calculer...) non nul, donc A\; = Ay = A3 = 0.
Pl(/\lpl + Ao Py + )\3P3) = 0
Autre méthode : \{P; + X\oPy + \3P3 =0 — PQ()\1P1 + X Py + )\3P3) =0
Ps( AP+ XoPo+X3P3) = 0
En développant et utilisant les résultats de 2)b), la premiére équation nous donne

Py(AM Py + XoPy + X3P3) = \{P? + M\gP Py + \3PiP3=M\P =0= )\ =0

et de méme pour les suivantes (les P, commutent car ce sont des polyndémes en K), Ao = 0 et
A3 =0.
Donc | (Py, P2, Ps) est une base de F'.

b) Soit (M, N) € F", de coordonnées respectives (a,b,c) et (a/,t,¢') dans la base (P, Py, P3).

MN = (aPy+bPs+cP3)(a' Py+V Py+c P3) = aa'Pf—|—ab'P1P2+ac'P1P3+ba'P2P1—|—bb'P22+bc'P2P3+. ..

Donc c’est une combinaison linéaire de P, P,,, dont on a montré (2b) qu'ils étaient soit nuls, soit
des P,, trés exactement P, P, = 6, P, Ainsi

MN = ad' Py + b’ P, + cc P3

Conclusion : ‘F " est stable pour le produit matriciel. ‘

c) On sait que dim F' = 3, et puisque (P, P2, P3) est une base de F’, dim F’ = 3 aussi.
De plus P = M(1,1,1) € F, P, = M(1,5%,j) € F et Ps = M(1,4,j%) € F. Donc F' C F.

. . L, o, . . . /
Donc par inclusion et égalité des dimensions, .

d) Soit une matrice M(a,b,c) € F, de coordonnées («, 3,7) dans la base (P, Py, P3) :
M(a7b70) :apl +ﬁP2+’7P3
Donc Py M(a,b,c) = aP;. En calculant le premier coefficient du produit, on trouve : a+b+c = a.
De méme, P,M (a,b,c) = P, donc a + jb+ j%c = B, puis a + jb+ j2c = 7.
Finalement, | (o, 8,7) = (a + b+ c,a + jb + j%c,a + j2b + je) |
5) Soit M (a,b,c) de coordonnées («a, 3,v) dans la base (P1, P2, P3). D’aprés le calcul effectué en 4)b),

[Vn €N, (M(a,b,0)" =a"Pi 1 " Ps 1 +'Ps]

6) a) D’aprés 4)c), | M(a, jb, j*c) a pour coordonnées (a + jb+ jic,a + j*b + cj,a+ b+ ¢c) = (5,7, )

et | M(a, j?b, jc) a pour coordonnées (7, o, 3) | Déterminer en fonction de (o, 8,7)




DST 1

b) En décomposant les M dans la base (Pj, Py, P3) puis en utilisant 4)b), il vient

D(a,b,c) = M(a,b,c)M(a,jb,j%c)M(a, j>b, jc)
(aPy + BPy +yP3)(BPL + Py + aPs)(yPy + aPs + BP3)
= aByPi + ByaP, +yaBPs =|afy(Pi + Py + Py)|

De plus, d’apreés le résultat obtenue a la Partie 1, 1)b), et vue la définition des P,,, Py + P+ P3 =1,
donc D(a,b,c) = afyl.

7) C’est 'occasion de vérifier ses calculs : ’énoncé donne en fait l'expression de o, 3 et 7 trouvée au 4)d).

D’aprés 4)d), U a pour coordonnées (j,52,1) dans la base (Py, Py, P3) Ainsi, d’aprés 5),

UF =P+ (j2) + P, +1%Ps

En particulier U3 = P; + P, + P3 = I, donc g (U)={1,U, U2} . On peut méme remarquer que 4(U) est

, - ~\ ) - ] . RN , S,
un groupe (sous-groupe de GL3(C)) isomorphe au groupe us = {1,7,j°} des racines troisiemes de ['unité.

Exercice 4 (Petites mines, 2009, MPSI, extrait)

Partie 1 (Etude d’une fonction) ,
1) Pour tout z € R, f'(x) = 3(1 — 22?)e*", donc

f(=v2/2) -1

L’exponentielle 'emporte sur le polynéme x, donc Erf zexp(—x?) = 0, puis ll}l_‘I_l f(x) = —1. On
3 3
calcule de méme la limite de f en —oco. De plus f(V2/2) = — — 1 et f(—V2/2) = ——— — 1.
f plus £(V2/2) = <= — Let [(~v/3/2) = ——

Ainsi ¢y admet la droite x = —1 pour asymptote horizontale au voisinage de 400 et —oo, en étant
respectivement au-dessus et en dessous de celle-ci.

2) f(z) = 3(—41‘—2$(1—3§‘2))€_$2. Ainsi, f”(0) = 0, le point d’abscisse 0 de € est un ‘ point d’inflexion ‘

3) L’équation de la tangente en 0 est .

Pour tout z € R, f(z) =3z +1= 356(6_9”2 —1). Or e~ < 1 donc la parenthése est toujours négative :
la différence est du signe de —z, donc la courbe €7 est au-dessus de la tangente pour les z < 0 et en
dessous de la tangente pour les x > 0. On retrouve que le point d’abscisse 0 est un point d’inflexion.

4) Ploum.

5) a) La fonction f est ¥°° car composée de fonction €°°, donc admet des développements limités a
n’importe quel ordre, en particulier en 0.

b) lir% —2? = 0 donc en utilisant le DL usuel de exponentielle :
T—

(=2%)?

f(z) =321 — 2% + o1

3
+o(z?) —1=—-1+3z— 323+ 51'5 + o(2”)

Partie 2 3
1) fn(O):—l<Oetfn(1):g—1>0(:are<3.
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2) Pour tout z € R, x 0 g +00
fale) = 32" (0 — 20%)e” M o+ 0 -
Les limites se calculent comme dans la ) > 0
partie 1. Fvn/2) >
Par hypothése, n > 2 donc /n/2 > 1 f
puis fu(v//2) > fu(1) > 0. "
-1 —1
La fonction f,, est donc continue et strictement croissante sur [0, 1], avec f,(0) = —1 <0 et f,(1) >0

3) D’aprés 2), v, > /n/2, or hl}_] Vvn/2 = +oo,donc| lim v, =+oo|
n—-+0o0

4)

5)

(d’apres 1)). La stricte monotonie et le théoréme des valeurs intermédiaires nous permettent de conclure
que l'équation f,(x) = 0 admet une unique solution u, < 1. De méme, f, continue strictement dé-
croissante sur [v/n/2,+oo[, donc f,(z) = 0 admet une unique solution v, > y/n/2 > 1.

a)

b)
c)

d)

b)

c)

n—-+o0o

Par définition de wuy,, fn(u,) = SUZG*“% —1=0, donc |exp(—u2) = Tar |
un

frr1(up) = 3ug+1e_“% —1=wu,—1<0, car u, < 1.
D’aprés 2), uy, et u,y1 soit dans [0, 1]. De plus la fonction f,41 est croissante sur [0,1], donc
appliquer f,11 ne change pas l'ordre entre u, et upy1.

Si Upy1 < Up, alors fri1(upt1) = 0 < fr1(un) < 0 (d’aprés b)), ce qui est absurde. Donc
forcément uy, < Up41.

Ceci étant vrai pour tout n > 2, ‘la suite (uy,) est croissante. ‘

La suite (uy,) est croissante (c¢) majorée par 1 (b), donc convergente.

Soit x > 0,

() =0 <= In3+nlnz—2?=0<+= exp(ln3 +nlnz — 2?) = exp(0)
— 3ax"exp(—2?) =1 <<= fu(z) =0

D’aprés la question précédente, gn(uyn) = 0, donc In3 — ui =nlnu,.

Or EIE In3—u2=In3—/*et EI_P Inu,, = In(ell) # 0. Donc le membre de gauche de 1’égalité

précédente a une limite finie alors que celui de droite a une limite infinie, ce qui est absurde.

Conclusion : | lim wu, =1|
n—-+o0o

gn(1 +wp) = gn(u,) =0 et lirf wy, = 0 d’aprés la question précédente. Donc il vient
n—-+0oo

0=In3+nln(l+w,) — (1 4+w,)?* =13 + n(w, + o(wy,)) — 1 — 2w, = In3 — 1+ nw, + o(nwy,)

Car wy, = o(nwy,) : wy/(nwy,) = 1/n — 0. Ainsi (1 —In3)/n = w, + o(w,), et finalement,

1—1In3
n

Wn,




